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Premiere partie

Quelques théoremes essentiels de
I’analyse fonctionnelle






Chapitre 1

L’axiome du choix

Une grande partie de ’analyse fonctionnelle repose sur 1’axiome du choix, il nous a
donc paru nécessaire de I’énoncer avec précision.

Notons S(X) I'ensemble des parties de I'ensemble X :

Proposition 1.1 (Axiome du choix) Si X est un ensemble non vide et S(X) note
Iensemble de ses parties, il existe une fonction ¢, dite fonction de choix : S(X)\{@} —
X, telle que

cY)eY, VY e S(X)\ {o}. (1.1)

En langage concret, il s’agit simplement de I'affirmation qu’a tous les sous-ensembles de
X, on peut faire simultanément correspondre (choisir) un élément de ce sous-ensemble.
Ceci pourrait étre considéré comme une évidence, il n’en est rien, et sous son aspect
inoffensif, cet axiome formulé par Zermelo recele de considérables potentialités.

L’utilisation pratique de cet axiome fait intervenir la notion d’ordre

Définition 1.2

(i) Un ensemble X est totalement ordonné par < si
Vr,y € X, on a soit x <y, soity < x. (1.2)

six <y etx#y, on notera x < y.

(ii) Un ensemble X est bien ordonné si tout sous-ensemble non vide Y de X posséde
un élément minimal, soit

VY e S(X)\{@},3z €Y tel que z < y,Vy €Y. (1.3)

(iii) Un ensemble X est inductivement ordonné si tout sous-ensemble Y totalement
ordonné de X est majoré dans X.

Notons qu'un ensemble bien ordonné est totalement ordonné, il suffit pour le montrer
de considérer 'ensemble Y = {x,y}.

11
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Proposition 1.3 (Principe de bon ordre : Cantor) Tout ensemble peut étre muni
d’un ordre de telle sorte qu’il soit bien ordonné

Proposition 1.4 (Lemme de Zorn) Tout ensemble X inductivement ordonné posséde
un élément maximal, soit dz € X, tel que si x € X verifie z < x, alors x = z.
Si A est un sous ensemble de X, on note respectivement
X={vly>z, Vyc A} et X ={aly<uz, Vyc A} (1.4)

Soit C' un sous ensemble bien ordonné de X, on notera min C' le plus petit élément
de C. 1l est clair que, pour tout sous ensemble A de X, x € AN {zx}.

Définition 1.5 Soit X un ensemble muni de la fonction de choix ¢, on dit que C C X

est une chalne si
C(Cﬂﬁ) =z (1.5)

Notons que pour toute chaine C, min{z} = ¢(X), en effet C Nmin{z} = &, et par
conséquent C' N {z} = X.

Lemme 1.6 Si C et (5 sont deux chaines telles que C} SZ Csy, alors dx, € C tel que
02 = Ol N {331} (16)
On a en fait x1 = min{C; \ Cy}.

DEMONSTRATION.

> Comme C] est bien ordonné, on peut poser z; = min {C} \ Ca}, on aura alors
cin {561} C Oy,

en effet, si z € C1 N{x1}, on aura 2 < z1, et par conséquent z ¢ C; \ Oy, soit z € (C1)°U Cy,
or z € Cq, dou z € Cs.

> Supposons que Cy N {z1} ¢ Cy, comme Cy \ <C’1 N {xl}) C Cy, on peut poser xo =

min {02 \ <C’1 N {xl})} , et comme précédemment, on aura
Co N {as} C (c1 N {xl}) : (1.7)

> Sion suppose la encore que Con{za} € (Cl N @) , comme (C’l N {x1}>\<Cg N @) C
C1NCy, on peut poser y = min { <C’1 ﬂ@) \ (CQ ﬂ@)} . On aura (Cl ﬁ@ﬂ@) C

(CQ N {1’2}) , mais comme y € C1N{x1}, on aura y < x1, d'out {y} C {z1}, et par conséquent
CyNn{xy} ﬂ@: Ch ﬂ@, d’ou

(erniyr) € (Caniea). (1.8)
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> Notons maintenant que si z € Cy et z < x pour un certain x € Cy N {x2}, alors

z € CoN{xa}. Cest en particulier le cas de y € <C’1 N {x1}> C C9, comme C5 est totalement
ordonné, il en résulte que y > z, Vo € Cy N {x2}. On aura donc <Cg N {x2}> C {y}, or
(CQ N {x2}> C (Cl N {xl}) C C1, d’ou par conséquent (Cg N {[172}) C C’lﬂ{i}, et finalement

(erniy}) = (C2niead). (1.9)
> Comme C] et C5 sont des chaines, on aura

y:C<C1 ﬂ@) :c<02 ﬂ@) = T2, (1.10)

soit y = g, et par conséquent xo € (C’l N {1‘1}> , ce qui n’est pas possible. Il en résulte qu’en

fait Cy N {x2} = (01 N {xl}) , et par conséquent

mzc(Cl ﬂ@) =C<CQ ﬂ@) =1, (1.11)

soit x1 = x9, d'oul 71 € <C’1 N {x1}> ce qui la encore est contradistoire. Finalement donc on
en déduit que

cin {xl} =y

Théoreme 1.7

(i) L’axiome du choix,

(i) le principe de bon ordre et
(iii) Ie lemme de Zorn

sont équivalents.

DEMONSTRATION.
(i) Supposons que X est inductivement ordonné, et soit ¢ une fonction de choix pour X.

> Considérons I'ensemble Cj, j € J des chaines dans X et posons C' = |J
z; € Cj, on aura

e C;. Pour tout

(Cﬂ@> = (Cj“@>v (1.12)

en effet, si y € (C’ﬂ {x]}) , on aura y € (C’i N {acj}) pour un certain . Dans le cas ou

C; C Cj,alors y € <Cj N {mj}) ; tandis que dans le cas contraire, selon le lemme 1.6, il existe

z; € C; tel que C; = <C’i N {xl}) . On aura alors y < z; < z;, don y € (C’i N {331}) = Cj.
Dans tous les cas, on aura donc y € C}.
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> Supposons alors que C' O Y # &, alors 3j tel que Y N C; # @. Comme C; est bien
ordonné, on peut poser y; = min (C; NY'), on aura alors

(C N {yj}) = (Cj N {yj}) =g,
et par conséquent y; = min (C'NY). C’est dire que C est b

> ien ordonné.
> Soit x € C, il existe alors j tel que x € Cj, et on aura (C’ N @) = (C’j N @) , d’apres

(1.12), d’ou ¢ (C ﬂﬂ) =c (C’j ﬂ@) , ce qui prouve que C' est une chaine.

> Supposons que C ne soit pas vide, et posons o = ¢ (6) . L’ensemble D = C' U {zp}
est une chaine, en effet il est bien ordonné, et D N {zg} = C, d’ott DN {xo} = C et par

conséquent c(D N {x0}> = xg. Comme C est I'union de toutes les chaines, il en résulte que
C=0.
> Comme X est inductivement ordonné, C' possede un majorant z dans X, et comme

C =@,0naz=maxC. Sit € X majore strictement z, alors t € C, ce qui prouve que z est
maximal dans X.

(ii) Supposons maintenant le lemme de Zorn vérifié et considérons le systeme M des sous-
ensembles non vides D; de X munis d’un ordre <; les rendant bien ordonnés.

> Les sous-ensembles formés d’un seul élément appartiennent a M, qui par conséquent
n'est pas vide. On définit un ordre sur M de la facon suivante : (D;, <;) <u (Dj, <) si
(Dj, S]) = (DZ, SZ) ou si
<i = <o, et 3z € Dy tel que D; = {x € Dj |z <j x5} (1.13)
En particulier, si (D;, <;) <ar (Dj, <), on aura D; C Dj.
> Montrons que M est inductivement ordonné. Soit N un sous-ensemble totalement or-
donné de M, et D I'union des D; appartenant a N. Définissons un ordre sur D selon
x <ysidjtel que {z,y} C Djetx<;y, (1.14)
et remarquons que cette définition n’est pas ambigiie en vertu du fait que N est totalement
ordonné par <,; . {z,y} C D; € N et x <; v,
> Soient Dq et Dy € N, comme N est totalement ordonné, si Dy SZ Ds, on aura Dy <ps D1,

d’ou Dexistence de x € D tel que Dy = {x € Dy |z <; 2} } . Comme D; est bien ordonné,
Dy \ D;y possede un élément minimal, soit 21. On ne peut avoir 2} > 1, car on aurait alors

x1 € Dy. On aura donc 2} < 1 et par conséquent Dy C <D1 N {:1:1}) ; en fait on aura

D2=<Dm@),

car si y € <D1 N {x1}> \ D, alors z}; < y < z7. La conclusion du lemme 1.6 s’applique donc

aux D; € N, et par conséquent la formule (1.12) s’applique aux D, soit pour tout y; € D;,

(P ) = (D50 fud) (1.15)

et comme précédemment, il en résulte que D est bien ordonné pour <, c’est donc un élément
de M.
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> Montrons que N est majoré, c’est bien sir le cas s’il admet un élément maximal. Sinon
tout (D, <;) de N admet un majrant strict (Dj, <;) dans N, et on aura donc

Di={z e Djle <ju;} = (Dj N {%‘}> U {z;}
pour un certain z; € Dj. Selon (1.15) on aura donc
D; = (Dm{xj}) U{z;}={zeDlz<a;},

c’est dire que (D, <) majore N, qui est par conséquent inductivement ordonné. Selon le lemme
de Zorn, M admet donc un élément maximal, soit (P, <p).

> Si P # X, on peut choisir p € X'\ P et prolonger <pa PU{p}, en posant x <p p,Vx € P.
On obtient ainsi un ensemble bien ordonné qui majore (P, <p) pour la relation d’ordre de
M, ce qui aboutit a une contradiction. Il en résulte que P = X, qui est par conséquent bien
ordonné.

(iii) Enfin si X est un ensemble sur lequel on met un bon ordre, et si Y C X, on notera ¢(Y")
comme étant I’élément minimal de Y.

On a pu démontrer (Cohen 1963) que I'axiome du choix était indépendant du
systeme d’axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo et Frankl, ce qui fait qu’on
peut a volonté choisir de I'accepter ou de le rejeter sans risque de nuire a la cohérence
des mathématiques. Cependant on n’a jamais pu trouver d’avantage autre que philoso-
phique a son rejet, tandis que nombre de résultats essentiels de 'analyse en découlent,
nous n’aurons donc pas d’états d’ame a cet égard.
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Chapitre 2

Le théoréeme d’Ascoli

La compacité est une propriété topologique de premiere importance, mais au sein
des espaces de fonctions, il est généralement difficile d’en apporter la preuve. C’est
la qu’intervient le théoreme d’Ascoli qui fait découler la compacité d’une propriété
beaucoup plus élémentaire d’équicontinuité.

2.1 Convergence uniforme et convergence simple

Soient E et F deux espaces normés, on note classiquement F'¥ I’ensemble des ap-
plications E' — F|, et C(E, F) 'ensemble des applications continues £ — F.

2.1.1 Convergence simple

Si a est un point de E, nous noterons

pa(f) = (@), ot f € F". (2.1)

La topologie de la convergence simple est celle définie par I’ensemble des semi-normes
P, OU @ parcourt £ ; c’est également la topologie produit sur FZ. L’ensemble F'¥ muni
de la topologie de la convergence simple est noté FF, le sous-ensemble C(E, F) des
fonctions continues muni de la topologie induite par celle de la convergence simple est
noté Cs(E, F'). Si a ne parcourt qu'un sous-ensemble A de E, on parlera de topologie
de la convergence ponctuelle sur le sous-ensemble A de E.

2.1.2 Convergence uniforme

Si K est une partie compacte de E, nous noterons
Pic(f) = sup [ f(a)ll, ou f € C(E, F). (2.2)
ac

Comme une fonction continue sur un compact est bornée, Pi(f) est bien définie. La
topologie de la convergence uniforme sur les compacts, ou plus simplement topologie

17



18

Le théoreme d’Ascoli

de la convergence compacte, est celle définie par I'ensemble des semi-normes Pk (f) ;
I'espace C(E, F') muni de cette topologie est noté C.(E, F).

Rappelons que dans un espace X semi-normé, soit par les p;, i« € I, une base de
voisinages de 0 est constituée des intersections finies de semi-boules :

() {z € X|pi(z) <&},

j=1ln

et que la topologie produit sur [],., X; a pour base d’ouverts les [],.; 4;, ol les A,
sont tous égaux a X; hormis un nombre fini d’entre eux A;, j = 1,n, respectivement
ouverts de X;.

2.2 Equicontinuité et compacité

Définition 2.1 Soit ‘H une famille d’applications E — F, on dit que H est équicontinue
au point x, si pour tout voisinage V de 0 dans F, il existe un voisinage U de x tel que
fly) — f(z) € V,Vy € U, Vf € H. On dit que H est équicontinue sur F, ou tout
simplement équicontinu, si H est équicontinue en tout point de F.

Théoréme 2.2 (Ascoli) Soient E et F' deux espaces normés et ‘H un sous-ensemble
équicontinu de C(E, F'), alors
(i) L’adhérence H de H dans Cy(E, F) est un ensemble équicontinu de C(E, F).

(ii) Sur H, et donc sur H, les topologies de la convergence ponctuelle sur un sous-
ensemble dense, de la convergence ponctuelle sur E, et de la convergence uniforme sur
les sous-ensembles compacts sont les mémes.

(i) SiVe € E, H(z) = {f(x)|f € H} est relativement compact dans F, alors H est
relativement compact dans C.(E, F).
DEMONSTRATION.

(i) Soient x € E, et € > 0, d’apres I'équicontinuité de H, In, > 0, tel que

(llz =yl <ne) = (If(y) = f(@)| </3Vf € H.)

Choisissons un tel y, si on prend maintenant g € H, alors dans tout voisinage de g pour
Cy(E, F), 3 € H tel que ||g(x) — f(2)]| < /3 et lg(y) = F(y)]| < /3. On aura done

lg(x) =gl < llg(=) = f(@) + lf(x) = FW + [1f () — 9]l <e,
d’ou 'équicontinuité de H au point .
(ii) Il est clair que la convergence uniforme sur tout compact entraine la convergence simple.
Il nous suffira donc de démontrer la réciproque, soit que sur C(F, F') la topologie 7; de

la convergence sur un sous-ensemble dense A de E est plus fine que la topologie 7. de la
convergence uniforme sur tout compact. Soit donc K C F compact, et g € H, il nous suffira



2.3 Le théoréme de Tychonoff

19

de montrer que {f € H|Px(f —g) <1} contient un voisinage de g pour 7;. Comme H est
équicontinue, Vo € K, 3n, > 0, tel que Yy € By, (z), Vf € H, || f(y) — f(z)| < 1/5. Comme
K est compact et que les B, (x) le recouvrent, 3z;,7 = 1,n tels que K C U;—1 » By, (x;). Mais
les B, (x;) sont des voisinages de x; et contiennent donc chacun au moins un point de A, soit

a;, et nous aurons Yy € By, (x;), Vf, g € H,

1) =gl < () = fQ@)ll + 1 f(2i) — fla)ll + (| f(a:) — g(a)||
+ [lg(ai) — g(xi) || + llg(xi) — g(y)||
<4/5+ | f(a;) — gla)|l-

Il en résulte que
Prc(f —g) < 4/5 + max | f(ai) — g(a:)|

soit Px(f —g) <1 des que max;—1 , pq, (f —g) < 1/5.

(iii) Supposons que Yz, H(x) est relativement compact dans F, alors d’apres le théoreme de
Tychonoff (Corollaire 2.16 ci-dessous), [[,cp H(z) = [[,cx H(z) est compact dans FF =
Cs(E, F). Cest dire en fait que ’ensemble des applications E — F telles que f(z) € H(x)
Vxr € E, est relativement compact dans Cs(E, F'). En particulier, il en résulte que H est
relativement compact dans Cs(E, F'). Nous venons de démontrer a l'item (ii) que sur H,
Cs(E,F) et C.(E, F) coincident, il en résulte que H est relativement compact dans C.(E, F).

O

Ce résultat reste valable si E est un espace topologique et F' un espace vectoriel topo-
logique localement convexe.

Corollaire 2.3 Si E est compact, et F est borné et équicontinu, alors F est relative-
ment compact dans C(E, F').

2.3 Le théoreme de Tychonoff

L’ingrédient non trivial dans le théoreme d’Ascoli est constitué du théoreme de
Tychonoff qui assure qu'un produit quelconque d’espaces compacts est compact. Sa
démonstration repose sur la généralisation du théoreme de Bolzano-Weierstrafs aux
espaces non métrisables ; elle fait intervenir non plus des suites mais des filtres et fait
explicitement appel au lemme de Zorn 1.4.

2.3.1 Filtres
Définition 2.4

(i) On appelle filtre dans E, une collection F de sous ensembles non vides de E tels
que
>siAet BeF,alors ANBeF
>siAeFet AC B, alors Be F
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(ii) On appelle base de filtre dans E, une collection B de sous ensembles non vides de
E tels que si A et B € B, alors 3C € B tel que C C AN B.

(iii) Si B est une base de filtres, le filtre engendré par B est formé de I'ensemble des
parties de E contenant un élément de B, c’est le plus petit filtre contenant B.

Si F C G, on dit que le filtre G est plus fin que F.

Proposition 2.5 Si u est une application E — F, et si B est une base de filtre dans
E, alors u(B) est une base de filtre dans F. On dira que u(B) est I'image de B par u.

DEMONSTRATION. En effet u(A N B) C u(A) Nu(B).

Méme si B est un filtre, u(B) n’est pas nécessairement un filtre.

Les filtres constituent une généralisation des suites : a la suite x,, est associée la
base de filtre dénombrable formée des X, = {z,, |[n > p}. Ils constituent également une
généralisation des voisinages, I’ensemble des voisinages d’un point a formant le filtre

V(a).

2.3.2 Filtres et continuité

Dire que la suite z,, converge vers a, c’est dire que tout voisinage de a contient un
X,, ou encore que V(a) est contenu dans le filtre engendré par les X,. Nous sommes
donc conduits a adopter la définition suivante :

Définition 2.6 On dit que le filtre F converge vers le point a s’il contient le filtre des
voisinages de a.

Les filtres jouent vis-a-vis des espaces non métrisables le méme role que les suites pour
ces derniers.

Proposition 2.7 Dans un espace topologique séparé, un filtre ne peut avoir plus d’une
limite

DEMONSTRATION. En effet, si a et b étaient deux limites distinctes du filtre F, alors il
contiendrait V(a) et V(b), et en particulier A et B disjoints appartenant respectivement a
V(a) et V(b), ce qui est impossible.
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Proposition 2.8 Si A est un sous-ensemble de I'espace topologique E, et s’il existe
un filtre F dont A soit un élément qui converge vers a, alors a € A. Réciproquement
sia € A, alors il existe un filtre F convergeant vers a, dont une base est formée de
sous-ensembles de A.

DEMONSTRATION. Rappelons tout d’abord que a € A si et seulement si ANV # @, VV €
V(a).

> Si F converge vers a, et A € F, alors comme F est plus fin que V(a), on aura bien
ANV #@,VV € V(a).

> Réciproquement, si ANV # @&, VV € V(a), alors les ANV ou V parcourt V(a) forment

une base de filtre, soit F, dont les éléments sont des sous-ensembles de A, et par conséquent
F est plus fin que V(a).

O

Voici par exemple la généralisation aux espaces topologiques quelconques d’un théoreme
classique dans le cadre des espaces métrisables.

Théoreme 2.9 Une application u : E — F est continue en a € FE si et seulement si,
pour tout filtre F convergeant vers a, le filtre engendré par u(F) converge vers u(a).

DEMONSTRATION.

> Supposons u continue en a, alors si W est un voisinage de u(a), il existe V € V(a),
tel que u(V) C W. C’est dire que le filtre engendré par u(V(a)) est plus fin que le filtre des
voisinages de u(a). Si on choisit alors un filtre &/ dans E, plus fin que V(a), son image sera
plus fine que u(V(a)), et par conséquent que le filtre des voisinages de u(a).

> Réciproquement choisissons pour F le filtre des voisinages de a, et supposons que le
filtre engendré par u(F) converge vers u(a). Si W est un voisinage de u(a), il contiendra
un élément de u(F), c’est-a-dire 'image d’un voisinage de a. Nous avons donc montré la
continuité de u en a.

2.3.3 Compacité

Le résultat qui suit joue le méme role que le théoreme de Bolzano-Weierstra/3 pour
les espaces non métrisables.

Théoreme 2.10 Un espace topologique E est compact si et seulement si pour tout
filtre F défini sur E, il existe un filtre plus fin qui converge.

DEMONSTRATION.

> Considérons un filtre F sur E, supposé compact. Si F est formé de la famille des A;,7 € I
alors, par définition, V.J sous-ensemble fini de I, NjcjA; # @, et par conséquent Nje sz #+ O.
Par compacité de F, il en résulte que Nje IZj # @. 1l existe donc un point a adhérent & tous
les A;, c’est-a~dire dont tout voisinage V' rencontre chaque A;. L’ensemble des V' N A; forme
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la base d’un filtre plus fin que F qui est également plus fin que la base des voisinages de a,
et qui converge par conséquent vers a.

> Réciproquement supposons que pour tout filtre F, il existe un filtre convergent plus fin,
et considérons une famille de fermés F; dont les intersections finies sont non vides. La famille
F; forme la base d’un filtre, et il existe par hypothese un filtre G, plus fin qui converge, soit vers
a. Le point a appartient & 'adhérence de tous les Fj, et par conséquent a leur intersection ;

la compacité de F en résulte.

2.3.4 Ultrafiltres

On peut donner de ce théoreme une autre expression, mieux adaptée a la démonstration

de résultats de compacité, et c’est la qu’interviennent la notion d’ultrafiltre et le lemme
de Zorn.

Définition 2.11 On dit qu’un filtre U sur E est un ultrafiltre s’il n’existe pas de filtre
strictement plus fin qui le contienne.

Proposition 2.12 Un filtre U sur F est un ultrafiltre si et seulement si VA C E, on
aAelouA®el.

DEMONSTRATION.

> Soit U un filtre contenant A ou A¢ VA C E. Si U n’était pas un ultrafiltre, il existerait
un filtre F strictement plus fin, et par conséquent, il existerait A C E tel que A € F et
A ¢ U, mais alors A° € U, et par conséquent A° € F qui est plus fin. Il en résulte que
g=ANA° e F, ce qui est impossible.

> Réciproquement, si U est un ultrafiltre et A ¢ U, alors aucun élément V' de U n’est
inclus dans A, et par conséquent V N A¢ # @ VV € U. Mais I'ensemble des V' N A¢ ou V
parcourt U est une base de filtre et engendre donc un filtre, soit V. Comme VN A C V, V
est plus fin que U, d’out V = U, puisque U est un ultrafiltre; comme A= E N A° €V, il en
résulte que A° € U.

Corollaire 2.13 Si B est une base d’ultrafiltre sur E, son image par une application
f + E — F est une base d’ultrafiltre sur F.

DEMONSTRATION. Soit B C F, f~1(B) et f~1(B¢) sont complémentaires, et par conséquent
I'un d’eux appartient au filtre engendré par B. Il en résulte que B ou B¢ appartient au filtre
engendré par f(B), qui constitue donc une base d’ultrafiltre.

m|
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Théoréme 2.14 Tout filtre est contenu dans un ultrafiltre.

DEMONSTRATION.

> Soit F;,i € I, une famille de filtres sur F, totalement ordonnée, c’est-a-dire telle que
de deux filtres de la famille, I'un soit nécessairement plus fin que 'autre. Considérons les
sous-ensembles de E qui appartiennent a 'un des F;. Ils forment un filtre S, car si A; € F;
et A; € Fj, alors I'un des deux filtres, soit par exemple F;, est plus fin que I'autre, et on aura
Aj € F;. Par conséquent A; N A; € F;, d’ou il résulte que A; N A; € S. Enfin il est clair que
S constitue la borne supérieure des F;.

> Considérons alors I’ensemble ¥ des filtres plus fins qu'un filtre donné F. 1l résulte du
lemme de Zorn 1.4 que ¥ admet un élément 7 maximal, c’est-a-dire un filtre n’admettant
pas de majorant dans X. Ce filtre est d’'une part un ultrafiltre, car s’il admettait un majorant,
ce dernier serait nécessairement dans ¥, et d’autre part il est plus fin que F.

Corollaire 2.15 Un espace topologique E est compact si et seulement si il est séparé
et si tout ultrafiltre sur EJ' converge.

DEMONSTRATION. Soit ¢/ un ultrafiltre sur E supposé compact, alors comme il n’existe pas

de filtre strictement plus fin, & converge. Réciproquement si tout ultrafiltre sur F converge,

alors F est compact, puisque pour tout filtre F, il existe un ultrafiltre convergent plus fin.
m|

Corollaire 2.16 (Théoréeme de Tychonoff) Tout produit d’espaces compact est
compact.

DEMONSTRATION. Soit U/ un ultrafiltre sur £ = HiEI E; ou les E; sont compacts. Alors,
Vi € I, 'image U; de U par 'application coordonnée p; est un ultrafiltre sur F;, en vertu du
corollaire 2.13; il converge donc selon le corollaire 2.15, soit vers a;. Notons a = (a;);er et
V un voisinage de a dans E. Par définition, V' contient un pavé ouvert [[,.; Vi, avec V; = E;
pour i ¢ J fini, et V; € V(a;). Comme U; converge vers a;, on aura V; € U; ; il en résulte
que p; *(V;) € U, et par conséquent [Lc; Vi = ﬂier;l(V;) € U. L'ultrafiltre U est donc
convergent, ce qui prouve, toujours selon 2.15, que E est compact.

O
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Chapitre 3
La propriété de Baire

Les théoremes de ce chapitre sont particulierement importants, ils découlent de la
propriété de Baire, qui essentiellement n’est valable que dans les espaces métriques,
ce qui constitue une sérieuse limitation. Le développement de I'analyse fonctionnelle a
cependant permis d’exhiber une classe particuliere, mais assez large, d’espaces vectoriels
topologiques, les espaces tonnelés, pour lesquels le théoreme de Banach-Steinhaus est
valable bien que la propriété de Baire ne le soit pas.

3.1 Espaces de Baire

Définition 3.1

(i) On dit qu'un sous-ensemble A d’un espace topologique E est rare si son adhérence
est d’intérieur vide.

(ii) On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace topologique E est maigre s’il est contenu
dans une réunion dénombrable d’ensembles rares, ce qui revient a dire que A est contenu
dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Définition 3.2 On dit qu’un espace topologique E est un espace de Baire si tout
sous-ensemble maigre de E est d’intérieur vide, soit plus explicitement

VF;, fermés tels que F; = &, VA C U F;, alors A = @.
i=1n
Remarque 3.3 On peut donner de cette définition diverses formes équivalentes :

(i) E est un espace de Baire si, lorsqu’une union dénombrable de fermés contient un
ouvert non vide, alors I'un au moins des fermés est d’intérieur non vide.

(ii) Par passage au complémentaire, E est un espace de Baire si tout sous-ensemble
de E contenant une intersection dénombrable d’ouverts denses est lui-méme dense.

Théoreme 3.4 Un espace métrique complet, est de Baire.

25
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Remarque 3.5 En fait on démontre une propriété topologique (le fait d’étre de Baire),
a partir d’une propriété uniforme (la complétude) ; il suffit donc que I'espace soit com-
plet pour I'une des métriques compatibles avec la topologie, pour que celle-ci soit une
topologie d’espace de Baire.

DEMONSTRATION.

> Soit une suite de fermés A,, dont I'union contient une boule ouverte S. Raisonnons par
I’absurde et supposons qu’aucun des A, ne contienne de boule ouverte. C’est dire que Vn,
I'ouvert A{ recoupe toutes les boules ouvertes, et en particulier S.

o
> Notons alors B, (xg) une boule ouverte contenue dans Aj N S. On notera de méme
o e] o
B, (w1) une boule ouverte contenue dans A{ N B, (7o), et par récurrence By, ,, (Tn+1) une

o
boule ouverte contenue dans Ay, 1 N B, a2(zy).

> Les boules fermées B, (x,,) sont emboitées et leur rayon tend vers 0 ; par conséquent en
vertu du lemme 3.6 ci-dessous, 3z € NpenB),, (2,,). Mais z € S et € NpenAS = (Unendn)©,
ce qui constitue une contradiction, puisque S C UpenAn.

O

Lemme 3.6 Soit E un espace métrique complet et B,, une suite de boules emboitées
dont le rayon tend vers 0, alors N,cnB,, est réduite a un point.

DEMONSTRATION.

> Notons z, le centre de B,, et p, son rayon. Vn, Vp,q > n, on aura d(zp,z,) < 2p,, la
suite z, est donc de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers x. Pour p > n donné, on
aura x, € By, et par conséquent, comme B,, est fermée, x = limx, € B,,, ce qui prouve que
T € NpenBn.

> Aucun autre point ne peut appartenir a N,cnBy, soit en effet y un tel point, on aura
d(y,zyn) < pp, Vn, et par conséquent x,, — y.

Une application élémentaire

Proposition 3.7 Soit E un espace métrique complet et F une famille d’applications
continues E — C, telle que

Ve e E, 3k >0, tel queVf € F, on ait |f(z)| <k,
alors, il existe une boule ouverte S C E, et K > 0, tels que
Vre S, VfeF, |flx) <K.

DEMONSTRATION. Posons Ay = {z € E\Vf € F, |f(x)] <k}, les Ay sont fermés, en tant
que intersections de fermés, et leur union est E tout entier. Il en résulte 'existence de K tel
que A contienne une boule ouverte S.

m|
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La simplicité de la preuve ne doit pas masquer I'intérét d’un tel résultat : a partir d’une
borne ponctuelle sur un ensemble de fonctions on a démontré I'existence d’une borne
uniforme dans un ouvert. Ce résultat va prendre toute son ampleur dans le cas d'une
famille d’applications linéaires.

3.2 Théoréemes de la borne uniforme

Théoréme 3.8 (de la borne uniforme) SilesT;,i € I forment une famille d’appli-
cations linéaires continues d’un espace de Banach E, dans un espace normé F, et si
Vz, la famille des ||T;(z)|| .7 € I est bornée, alors la famille des T; est bornée dans
L(E,F).

DEMONSTRATION. Posons A, = {z € E |sup, T;(z <k}, de méme qu’a la démons-
i€l F

tration de la proposition 3.7, 'un au moins des Ay, soit Ax contient une boule ouverte, soit
[¢]

B, (y). Posons K’ = sup;c; ||T5(y)||z, choisissons z tel que ||z|| < r et posons z =y + z, on

aura © € B,(y) et par conséquent Vi € I, Vz € B,(0),
1Ty () ||y < 1T @) e + 1T @)l < K + K

il en résulte que Vi € I, | T;|| < (K + K') /r.

Théoréme 3.9 (de Banach-Steinhaus) Si les T;, forment une suite d’applications
linéaires continues d’un espace de Banach E, dans un espace normé F, et si Vx, T, (x)
possede une limite, soit Tx, (c’est-a-dire si T,, converge simplement vers T'), alors

(i) lapplication T ainsi définie est linéaire continue et vérifie | T|| < liminf, . ||T,.||

(ii) Ia suite T,, converge vers T' uniformément sur tout compact.

DEMONSTRATION.

(i) La norme étant continue, ||T5,(x)||y est borné Vz, et par conséquent, en vertu du
théoreme 3.8, ||T},|| est également borné; nous poserons M = sup,cy ||Tn]|. On aura donc
Ve e E,VYn €N, |T,(2)||z < M ||z||, et par conséquent

IT(@) 5 = Jim [ To(@)]l = liminf [T, (@) | < liminf [ 7] 2]

soit || T|| < liminf, o || Tl

(ii) Comme ||T},|| est bornée, on en déduit que la suite 7T}, est équicontinue, et le théoréme
d’Ascoli 2.2 nous montre alors que la convergence ponctuelle est équivalente & la convergence
uniforme sur tout compact.

@

Y
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Il s’agit 1a d’un théoreme remarquable, puisqu’a partir de la convergence simple d’une
suite de fonctions linéaires continues, il assure la continuité de la limite et la conver-
gence uniforme sur tout compact. Bien entendu, la linéarité est ici essentielle.

Ce théoreme admet une généralisation au cas ou E est un espace de Fréchet (c’est-
a~dire un espace métrique complet) et F' un espace vectoriel topologique localement
convexe :

Théoreme 3.10 Si les T,, forment une suite d’applications linéaires continues d’un
espace de Fréchet E, dans un e.v.t.l.c. F, et si T, converge simplement, soit vers T,
alors T' est continue et T}, converge vers 1" uniformément sur tout compact de E.

3.3 Théoréeme des homomorphismes

Une autre conséquence de la propriété de Baire est relative a la relation entre
inverses algébrique et topologique. De fagon surprenante, il suffit qu'une application
linéaire continue soit bijective pour que sont inverse soit continu.

Théoréme 3.11 (de ’application ouverte) SiT est une application linéaire conti-
nue surjective & — F, ou E et F' sont des espaces de Banach, alors I'image par T' de
tout ouvert de E est un ouvert de F. On dit que T est une application ouverte.

DEMONSTRATION.

> Notons E, et F,. les boules ouvertes respectives de rayon r et de centre 0 dans E et
F. Choisissons gy > 0, et posons &; = 27 %g. Comme T est surjective, son image n’est pas
maigre, et le lemme 3.12 ci-dessous nous montre alors que Vi, In; > 0 tel que F;, C T(Ex,),
puis le lemme 3.13 que l'image par T' d’un voisinage quelconque de 0 dans E contient un
voisinage de 0 dans F.

> Soit maintenant O un ouvert non vide de F, et y € T(0). 1l existe donc x € O tel que
y =Tz, et comme O est un voisinage de z, il existe un voisinage U de 0, tel que O = x + U.
Nous venons de voir qu’il existe un voisinage, soit W de 0 dans F' tel que W C TU ; on aura
alors

y+W CTx+TU =T(x+U) CT(O).

C’est dire que T'(O) est ouvert.

Lemme 3.12 SiT est une application linéaire : E — F, ou E et F sont normés, et si
R(T), image de T, n’est pas maigre, alors ¥Vr > 0, il existe n > 0, tel que F,, C T'(E,),
ou E, et F, notent les boules ouvertes respectives de rayon p et de centre 0 dans E et

F.
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DEMONSTRATION. On aura E = {J,cnynFE, /2 et par conséquent R(T) = UnennT(E,)2).
Comme par hypothese R(T') n’est pas maigre, il existe ng tel que 'intérieur de noT(E, /2) ne
soit pas vide, c’est dire que l'intérieur O de T'(E, /2) n’est pas vide. On aura

T(ET) ) T<Er/2 - Er/?) ) T<E7”/2) - T(ET/Q) >0-0.

Mais O — O est un ouvert qui contient l'origine, le résultat en découle.

Lemme 3.13 Si Vr > 0, il existe n > 0, tel que F,, C T(E,), ou E, et F, notent les
boules ouvertes respectives de rayon p et de centre 0 dans E et F, alors I'image par T’
d’un voisinage quelconque de 0 dans E contient un voisinage de 0 dans F.

DEMONSTRATION.

> Quitte a diminuer les 77;, nous pouvons les choisir de telle sorte que 7; — 0. Soit yg € F,,
Yo + F;, est un voisinage de yo, et comme yo € T'(E.,), (yo + Fy,) N T(E.,) n’est pas vide.
C’est dire qu’il existe g € Eg, tel que y1 = yo — T'xg € F;,. Par récurrence, on construit
ainsi deux suites y, et z, telles que x,, € E,, et

Yn+1 = Yn — Txn =Y — T (Zi:O,n 5’31) € an+1'

> Posons s, = >, ¥i, la suite s, est de Cauchy, puisque pour m > p, [|sy, — sp|| <
> impi1m lzill < 27Peg. Soit s sa limite, on aura [|s|| <>,

est continue et 7; — 0, il en résulte que yo = T's, ce qui montre que F,y C T (E3,) .

|zi]| = 260 < 3gp. Comme T'

Corollaire 3.14 (Théoréeme des homomorphismes de Banach) SiT est une ap-
plication linéaire continue bijective £ — F, ou F et F' sont des espaces de Banach, @
alors T' est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. En effet T est ouverte d’apres le théoréme 3.11, ce qui signifie exactement
que T! est continue.
O

Il s’agit la d’un théoreme particulierement utile, car il permet de conclure a la
stabilité, a partir d’un résultat d’existence et d’unicité.

3.4 Théoreme du graphe fermé

Définition 3.15 Si E et F sont deux espaces normés. et si f est une application
ACFE — F,

(i) On appelle graphe de f, et on note G(f), le sous-ensemble de E x F suivant :
G(f) ={(z.y) e ExFly=f(x)}.
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(ii) On dit que f est fermée si G(f) est fermé dans E x F.

Dans le cas ou f est linéaire, la remarque suivante est utile :

Lemme 3.16 Si f : E — F, normés, est linéaire, alors G(T') est fermé si et seulement
Si
(n, — 0 et f(z,) = h) = h=0.

DEMONSTRATION. Supposons que y, — y et f (y,) — 2, alors y, —y =, — 0, et f(z,) =
f(yn) — f(y) = z — f(y). Selon 'hypothese z — f(y) = 0, soit en fait z = f(y), ce qui prouve
que le graphe de f est fermé.

|

Théoréme 3.17 (du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Banach et T' un
opérateur linéaire fermé EE — F’, alors T est continu.

DEMONSTRATION. Le sous-espace G(T') étant fermé est lui-méme un espace de Banach.
Considérons alors les projections respectives P et @, de G(T') sur E et F' : P(x;Tx) = x et
Q(z,Tx) = Tx ; P est linéaire bijective et continue G(T') — E, c’est donc un isomorphisme
d’apres le corollaire 3.14, et comme @ est continue, T'= Q o P~! I'est également.

m]

On constate donc que pour démontrer la continuité d’'un opérateur linéaire, il n’est
pas nécessaire de démontrer que Tz, converge vers Tx des que x, converge vers z,
mais simplement que si x,, et T'z,, convergent, soient respectivement vers x et y, alors
y="Tx.



Chapitre 4

Le théoreme de Stone-WeierstraQ

La construction d’un opérateur linéaire continu sur une classe donnée de fonctions
passe souvent par sa définition sur un sous-espace de fonctions simples, pour lequel
on peut réaliser des calculs plus explicites. A cet égard le théoreme de Weierstraf
qui assure que les fonctions continues peuvent étre uniformément approchées par des
polynomes constitue un résultat important. Son extension sous forme du théoreme de
Stone a des sous-espaces de fonctions simples autres que les polynomes s’est révélée
particulierement utile.

Théoréme 4.1 (Weierstra3) Une fonction numérique continue sur un intervalle com-
pact de R peut étre approchée uniformément par une suite de polynomes. Q

DEMONSTRATION. La démonstration est aisée, donnons la dans le cas de fonctions & valeurs
réelles ; dans le cas de fonctions a valeurs complexes il suffit d’en considérer indépendamment
les parties réelles et imaginaires. Une méthode constructive consiste a poser

n() = y £ /) () (= 2y (4.1)

ple) =2, (k)

et a montrer que [|p, — f[lo, = supgeo,1) [Pn(z) — f(z)| — 0 quand n — oo.

> Comme
T no_ n xk n—k '
o =3 (3)e (1.2
pe) = £a) = 32 (7 (/) = 5@ () (1= " (4.3
k=0

> Soit alors € > 0, comme f est continue sur un compact, elle est uniformément continue,
et par conséquent 36 > 0, tel que |z —y| < 0 = |f(z) — f(y)| < . Posons alors

i}

L = {k € [0, n]

<6} et Izz{ke[o,n]

— -z — -
n n
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on aura pp(z) — f(z) = S1 + Sa, avec

B ) (o

> On aura alors, d’une part
|S1] < e Z ( ) (1—z)"F=¢, (4.4)
kel;
et d’autre part

s <2010 3 (1 )a @0 <20l Y (’“ ;5“”7)2 EXEN

kels kels

- n252 4n52
kels

> En effet, par différentiation on déduit de (4.2) que

n(z+y)" Zk( ) ek (4.6)

d’ou, d’une part

nz = Zk(Z) 2F (1 — )" (4.7)
k=0
et d’autre part, par différentiation de (4.6)
nin—122=> k(k—1) <Z> "2 (1 —2)" (4.8)

k=0
et par conséquent

> (k—na)” (Z) e (1—2)" =37 (k(k— 1)+ k — 2knz + n’a?) <Z> 2 (1— )" "

kels kel
=n(n—1z%+nz(l—2nz)+n’z?=nz(l-x).

4.1 Le théoreme de Machado

Si on accepte d’abandonner I'aspect constructif de la démonstration, le théoreme de
Weirstra(3 est susceptible d'une généralisation considérable, due a Stone. La démonstration
que nous allons en donner est particulierement simple, elle utilise un résultat de Ma-
chado qui fait explicitement appel au lemme de Zorn.
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Définition 4.2

(i) On dit que A est une algébre si c’est un espace vectoriel muni d’une structure
d’anneau compatible.

(ii) L’algebre A est dite unitaire si elle contient ’élément neutre 1 de la multiplication.

C’est en particulier le cas de C(K), ensemble des fonctions numériques continues sur
le compact K, muni de la topologie de la convergence uniforme.

Considérons maintenant des sous-algebres A de C(K).

Définition 4.3
(i) L’algébre A est dite auto-adjointe si h € A => h € A.

(ii) Un sous-ensemble E de K est dit A—antisymétrique si les seuls éléments de A a
valeurs réelles sur E sont des fonctions constantes sur E.

(iii) On dit que la sous-algébre A sépare les points si Vx,y € K, avec x # y, 3f € A
telle que f(z) £ (3).

Soient A une sous-algebre fermée de C(K), f € C(K) et F fermé non vide de K, nous
poserons

[/l = sup [f(2)] et df(F) = inf || —gl|p.
TEF geA
Notons que Fy C Fy = ds(Fy) < d¢(F).

Théoréme 4.4 (Machado) Si A est une sous-algeébre fermée unitaire de C(K), et
f € C(K), alors il existe un sous-ensemble fermé A—antisymétrique £ C K vérifiant

dy(E) = df(K).
DEMONSTRATION.

> Notons F l'ensemble des sous-espaces fermés non vides de K vérifiant ds(E) = d¢(K),
on aura K € F, qui n'est donc pas vide. Soit alors C une sous-famille de F totalement
ordonnée par la relation d’inclusion, nous poserons G = NpecF, c’est bien entendu un fermé,
et on aura ds(G) < ds(K), puisque G C K.

> Montrons que G € F. Soit g € A, considérons les ensembles

Ho ={z € G|[f(x) —g(x)| = d;(K)} et Hr = {x € F[[f(x) = g(z)| = df(K)} ;

on a Hy = NpecHp. Les ensembles Hp sont fermés en tant que image réciproque de
[d¢(K),+00] par une application continue; ils ne sont pas vides car

DSUEEIf(ﬂ?) —9@)| =l = gllp = ds(F) = ds(K),

et comme F' est fermé et f — g continue, sup,cp |f(z) — g(x)| est atteint. Les Hp étant
emboités, puisque F est totalement ordonnée, l'intersection d’une famille finie de Hr n’est
pas vide; il en résulte par compacité de K que Hqg n’est pas vide.
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> On constate donc que Vg € A, 3z € G tel que |f(x) — g(x)| > d¢(K) ; par conséquent
| f —9gllg = df(K), dott df(G) = infyeq ||f — gl = df(K), et finalement df(G) = ds(K).
Nous avons donc montré que G € F ; en vertu du lemme de Zorn, F possede donc un élément
minimal, soit . Nous allons maintenant montrer que E est A—antisymétrique.

> Raisonnons par I'absurde, et supposons que h' € A est réelle et non constante sur E.
Alors la fonction
h = (h' — min h'(x)l) / (max h' — min h’(x))
zeFE zeE zeE
vérifie mingcp h(x) = 0, max,ep h = 1 et appartient a A, puisque A est une algebre unitaire.
Posons
Ei={zcE0<h(x)<2/3} et Ba={x € E|1/3<h(z)<1},

on aura B = E1UF,. Les F; ne sont pas vides, sont inclus dans F, et par conséquent dg; € A
tels que [|f — gil| 5, < dy(K), en vertu de la propriété de minimalité de E. Posons alors

b = (1 — B™)*" et kp = hngi + (1 — hy) g2 € A.

Nous allons montrer que || f — k|| 5 < d¢(K) pour n assez grand, ce qui constitue une contra-
diction.

> Tout d’abord, pour x € F1 N Es, on a déja
|f(2) = kn(2)| < hn(2) ||f - gl”EmEg + (1 = hn(x) | f - 92||E10E2 < df(K)'

> Mais de plus la fonction (1 — y)% est convexe, et par conséquent Vyp, (1 — y)zz >
(1 —y0)%* — 20y (1 — o), et en particulier pour yo = 0, (1 — y)* > 1 — 2¢y. Par conséquent
pour x € By \ By ={z € E|0 < h(z) <1/3}, hp(x) > 1—2"h"(z) > 1—(2/3)".

> Enfin pour 0 < y < l,ona 0 < (1—y)/(1+y) <1, et par conséquent (1 —y)~ <
(14 y) "% or par convexité (1+ y)% > 1420y > 20y, soit par conséquent (1 — 9 < 1/2¢0y.
Il en résulte que pour z € Ex\Ey = {z € E|2/3 < h(z) <1},onah,(x) <1/2"h" < (3/4)".

> On constate donc que k;,, tend uniformément vers g; sur E; \ E2 et vers go sur Fs \ Ej,
avec ||f — gill g, < dy(K). La conclusion en découle

)QZ

4.2 Le théoréeme de Stone

Lemme 4.5 Si A est une sous-algébre auto-adjointe de C(K) qui sépare les points, ses
seuls sous-ensembles antisymétriques sont réduits a un point.

DEMONSTRATION. Soit donc E C A, antisymétrique. Supposons 3 = # y € E, alors 3
h € A tel que h(z) # h(y), et il en sera de méme d’au moins 'une des deux fonctions
Reh = (h + E) /2 ouJmh = (h — E) /2i. Mais elles sont a valeurs réelles, et par conséquent
constantes sur F, ce qui constitue une contradiction.

m|
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Théoréme 4.6 (Stone) Si A est une sous-algeébre fermée auto-adjointe unitaire de
C(K) qui sépare les points, alors A = C(K).

DEMONSTRATION. Soit f € C(K), le théoreme de Machado montre qu’il existe E, sous-
ensemble fermé A—antisymétrique de K vérifiant d;(E) = df(K). Mais nous savons par
ailleurs qu'un tel ensemble est réduit & un point, soit {e} ; choisissons alors g = f(e)1, on
aura df(K) = df(E) < ||f — gllg = 0; cest dire que infges ||f — gllc(x) = 0, et comme A est
fermé dans C(K), il en résulte que f € A.

O

Comme le fait d’étre une algebre auto-adjointe unitaire séparant les points se conserve
par passage a I’adhérence, il en résulte le

Corollaire 4.7 Une sous-algébre auto-adjointe unitaire de C(K') qui sépare les points,
est dense dans C(K).

Bien entendu dans le cas de fonctions a valeurs réelles, la condition pour A d’étre auto-
adjointe disparait, par contre elle est nécessaire pour des fonctions a valeurs complezes.
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Chapitre 5

Les théoremes de Hahn-Banach

Dans le cas des espaces de Hilbert, le produit scalaire nous permet de construire
aisément des formes linéaires continues et, de fagon surprenante le théoréme de repré-
sentation de Riesz, nous assure que ce sont les seules. Dans le cas d'un espace de
Banach X | la question est plus difficile, et sans méme tenter de les construire toutes,
on peut se demander si en I'absence de produit scalaire, il existe des formes linéaires
continues! Si on choisit un vecteur zo € X, et qu’on considere le sous-espace [xq] de
dimension 1 qu’il engendre, la forme linéaire y = g — « est continue sur [z] , puisque
lal = ||lyll / ||o|| ; une fagon d’aborder la question consiste donc & tenter de prolonger
une telle application a X tout entier en préservant la continuité; c’est la 1'objet du
théoreme de Hahn-Banach.

Les résultats qui suivent sont valables pour des espaces vectoriels sur R, et certains
d’entre eux également pour des espaces vectoriels sur C. Dans les énoncés on a noté K
le corps de base quand il pouvait étre indifféremment pris égal a R ou C.

5.1 Formes analytiques

Définition 5.1 On appelle fonction sous-linéaire sur un espace vectoriel E sur R, toute
application p : E — R vérifiant

(i) Vo € E, VA € R, p(Ax) = Ap(x)
(i) Vz,y € E, p(z +y) < p(z) + p(y)

Théoréme 5.2 (Hahn-Banach, cas réel) Soit E un espace vectoriel sur R, F' un
sous-espace vectoriel de E, et f une forme linéaire sur F, majorée par une fonction
p sous-linéaire sur E. Alors il existe une forme linéaire g sur E, majorée par p qui
prolonge f.

DEMONSTRATION.

> Considérons ’ensemble P des couples (h, H), ou H est un sous-espace de E contenant
F, et h une forme linéaire sur H majorée par p prolongeant f. Nous noterons (h, H) < (h/, H')

37
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si HC H et h] y = h, il s’agit la d’une relation d’ordre. Il est clair que P n’est pas vide,
et qu’il est inductivement ordonné, car si ‘H est un sous-ensemble totalement ordonné de P,
formé des couples (h;, H;), i € I, alors en notant H = U;erH; et en définissant h sur H par
h(xz) = hi(z), Vo € H;, on constate que (h, H) € P est un majorant de H. Selon le lemme de
Zorn, P possede alors un élément maximal, soit (g, G) ; nous montrerons que G = E.

> Supposons le contraire, et choisissons a ¢ G dans E. Remarquons que Vz,y € G, on a

9(x) +9(y) =gz +y) <plz+y) <plx—a) +ply+a),
et par conséquent
9(x) —p(z —a) < p(y +a) — g(y), Vz,y € G,
d’ou

sup (9(z) — p(z —a)) < inf (p(y +a) — g(y)) - (5.1)

f
ze€G yeG

Notons alors G’ I'espace [G, a] engendré.par G et a. Pour A € R, et x € G, on pose
J (z +ta) = g(z) + M, Vt € R,

ce qui définit une forme linéaire sur G’. Nous allons montrer qu'un choix judicieux de A
permet de prouver que ¢'(z + ta) < ¢'(x + ta), ce qui contredit ’hypothese que (g, G) est
maximal. Selon (5.1) on peut choisir A vérifiant

g(y) —ply —a) A <ply+a)—g(y), Yy € G, (5.2)

Sit # 0 on note alors y = x/ |t|, et on aura d’apres (5.2)

g (x+ta) =t(g(y) + ) < tp(y + a) = p(x + ta) pour t > 0
g (x+ta) = —t(g(y) — \) < —tp(y — a) = p(x + ta) pour t < 0.

Définition 5.3 On appelle semi-norme sur un espace vectoriel E sur K, toute appli-
cation p : E — R" vérifiant

(i) Vo € E, VA € K, p(Az) = |A| p(x)
(ii) Va,y € E, p(z +y) < p(z) + p(y)

Théoréme 5.4 (Hahn-Banach, cas complexe) Soit E un espace vectoriel sur K,
F' un sous-espace vectoriel de E, et f une forme linéaire sur F, dont le module est
majoré sur E par une semi-norme p. Alors il existe une forme linéaire g sur E, majorée

par p, qui prolonge f.

DEMONSTRATION. SiK = R, ce résultat est une conséquence évidente du théoréme 5.2. Nous
traiterons donc le cas ou K = C.
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> On aura f(z) = f{(x)+ifa(x), ot f| = Re f et fo = TIm f sont des formes linéaires sur
F considéré comme un espace vectoriel réel.. Elles vérifient de plus fa(x) = —f](ix), en effet

filiz) +ifa(ix) = f(iz) = if (v) =i (fi(x) +if2(2)) = —fa(@) +ifi(2). (5:3)

La forme linéaires f{ étant majorée par p, d’apres le théoréme précédent Jg;, forme linéaire
sur F considéré comme un espace vectoriel réel prolongeant f; et majorée par p.

> Posons alors g(y) = g1(y) — ig1(iy), c’est une forme linéaire sur E considéré comme un
espace vectoriel complexe, puisque

g(\y) = g((A +ix2) y) = g1(M +iX2) y) —igi((=A2 + A1) y)
= (A1 +iX2) g1(y) + (A2 — iA1) g1(iy) = (M +iX2) g(v).

De plus g prolonge f, puisque pour z € F,on a g(z) = fi(x)—ifi(iz) = fi(z)+if2(z) = f(x).
Enfin, on peut écrire g(y) = |g(y)| e? et par conséquent

9(y) = g(e y) = Reg(e y) = g1(e”"y) < ple™*y) = p(y). (5.4)

O

5.1.1 Conséquences topologiques

Corollaire 5.5

(i) Si M est un sous-espace de 'espace vectoriel normé X sur K, si g est une forme
linéaire continue sur M, alors il existe f continue sur X, qui prolonge g et vérifie

f(z) g(z)
N G 1 T T N G}
zeX, x#£0 ||:BH xeM, x#0 ”ZUH

(ii) Si X est un espace vectoriel normé sur K, et a € X, a # 0, alors il existe une
forme linéaire continue f sur E qui vérifie

IfIl =1 et f(a) = [lal.
En particulier, si f(a) = 0 pour toute forme linéaire continue f sur E, alors a = 0.
DEMONSTRATION.
> Notons p la semi norme définie sur X par p(z) = ||g] |z, elle majore |g| sur M, et
par conséquent il existe f linéaire sur X qui prolonge g. et vérifie |f(z)| < p(z) = ||g|| |||

Vx € X. Il en résulte que | f|| < ||g|l, comme en tout état de cause on a ||f] > |lg], la
conclusion en découle.

> Notons M le sous-espace de dimension 1 engendré par a, et posons g(Aa) = Ala,
comme g est de norme 1, la conclusion résulte de I'item précédent.
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Plus généralement, si X est un espace vectoriel topologique localement convexe, M un
sous-espace vectoriel de X, et g une forme linéaire continue sur M, alors il existe une
forme linéaire continue f sur X qui prolonge g.

Notons maintenant ce résultat quelque peu surprenant :

Théoréme 5.6 Si X est un espace vectoriel normé sur K, alors son dual X' est un
espace de Banach.

DEMONSTRATION. Si f,, est une suite de Cauchy dans X', c’est-a-dire vérifiant Ve > 0, AN,
m,n > N = ||f, — fm|l < e, ou de facon équivalente

[fn(x) = fm(@)| <ellz]|,Vz € X, (5.5)
alors fp,(z) est également une suite de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers f(x). La
fonction f ainsi définie est linéaire et bornée, puisque, pour m — oo I'inégalité (5.5) implique
|fn(@) = f(z)| < ellzf|, don

[f(@)] <ellzll + [fn(x)] < (e + ([ fal) 2]

Nous avons donc montré que f € X'.

Le théoreme de Hahn-Banach conduit alors & une intéressante relation de dualité :

Corollaire 5.7 Si X est un espace vectoriel normé sur K, alors

ol = e H@L
rextrzo ||f]
DEMONSTRATION. On a |f(z)| < |||l ||z, et par conséquent ||z| > SUDfex7, £-£0 lf @)/ If]l -
Mais nous savons que Vo € X, 3f € X’ telle que ||f|| = 1 et f(z) = ||z||, la conclusion en
découle.
O

5.2 Formes géométriques

Définition 5.8

(i) Si E est un espace vectoriel sur K, on appelle hyperplan linéaire un sous-espace de
codimension 1, c¢’est-a-dire un sous-espace dont un (tout!) supplémentaire algébrique
est de dimension 1.

(ii) Si H est un hyperplan linéaire et a € E, a+ H ={rx € Elr =a+h, h € H} est
appelé hyperplan affine.

Les hyperplans affines découlent de la résolution d’équations linéaires
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Proposition 5.9 L’application H : (f,a) — {x € E|f(x) = a}ou(f,«a) € (E*\ {0})x

K, définit une surjection dans ’ensemble des hyperplans affines de E. Pour que H (f, «) =
H (g, ) il faut et il suffit que f = ag si aff # 0, ou f et g soient proportionnels, si
a = =0. On dit que f(x) = a est I’équation de ’hyperplan.(I'une des, en fait)

DEMONSTRATION.

> Tout d’abord, comme f est linéaire, H (f,0) est un sous-espace vectoriel de E, et comme
de plus f # 0, Jy € E tel que f(y) = 1. Si z € E, et si on pose x = z — f(z)y, on aura alors
f(x) =0, soit x € H(f,0), et par conséquent que E = H (f,0) @ Ky, soit H (f,0) est un
hyperplan..On aura de plus H (f,«) = H (f,0) + ay.

> Réciproquement, si a + H est un hyperplan affine dans E, choisissons y € E \ H, et
définissons la forme linéaire f sur £ = H @ Ky de la fagon suivante :

f(2)=0,sizeH, et f(y) =1.

Il est clair que H = H (f,0), et par conséquent a + H = H (f,«) ol on a on posé o = f(a).

> Solent maintenant (f,«) et (g,8) € (E*\{0}) x K, si § # 0, on aura H (f,a) =
H(Bf,afb), et de méme si « # 0, on aura H (g, 5) = H (ag, af) . Il en résulte que H (f, o) =
H (g,0) dés que ag = Sf, af # 0. Enfin, il est clair que si f = Ag, ou A # 0, H(f,0) =
H (g,0).

> Réciproquement, supposons que H (f,a) = H(g,8) = a+ H, on aura fijg = 0 = g
ainsi que f(a) = a et g(a) = . Tout point z € E est de la forme z = Aa + h, ou h € H, et
par conséquent f(z) = Af(a) = Aa et g(z) = Ag(a) = A\B, il en résulte que Bf = ag.

Définition 5.10 Soit E' un espace vectoriel sur K et A un sous-ensemble de E,on dit
que x € A est point interne de A siVy € E, 3e > 0, tel que ¥V |0| < ¢, x + dy € A.

Définition 5.11 Soit E un espace vectoriel sur K et A un sous-ensemble convexe de
E dont 0 est point interne, on appelle jauge de A la fonction p : E — R* définie par
plz) =inf{A e Rt [z € NA}.

Notons que
0 <p(x) <+ooVzrekE.

Proposition 5.12 Si 0 est point interne de A, convexe, et si p(x) < 1, alors x est
point interne de A.

DEMONSTRATION. En effet, il existe alors y € A et A < 1 tels que z = Ay, comme de plus
0 est point interne, 3¢ > 0, tel que pz € A deés que |u| < e. Notons alors 6 = (1 — )y, par
convexité, x + 0z = Ay + (1 — N uz € A.

m|
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Proposition 5.13 La jauge d’un sous-ensemble convexe de E/ dont 0 est point interne,
est une fonction sous-linéaire sur E.

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que Va > 0, p(az) = ap(z), et choisissons x et y € E.
Si A > p(x) et p > p(y), alors x/X et y/u € A, et d’apres la convexité, il en est de méme de
(x +y)/ (A4 p); c’est dire que z +y € (A4 u)A, et donc que p(z +y) < A+ p.. Il en résulte

que p(z +y) < p(z) + p(y).
|

Définition 5.14 Si A et B sont deux sous-ensembles de ’espace vectoriel E sur R,

(i) on dit que A et B sont séparés par I’hyperplan affine H d’équation f(x) = a si A
et B sont chacun inclus dans I'un des deux demi-espaces de E :

{r e E|f(z) >a} et {reF|f(x)<a}

(ii) on dit que A et B sont strictement séparés par I’hyperplan affine H d’équation
f(z) = a si A et B sont chacun inclus dans I'un des deux demi-espaces de E :

{r e E|f(z)>a} et {r e E|f(z)<a}.

Théoréme 5.15 (Hahn-Banach, cas réel) Soit E un espace vectoriel sur R, M et
N deux sous-ensembles convexes de E vérifiant

(i) M possede un point interne
(ii) N ne contient aucun point interne de M

alors il existe un hyperplan H qui sépare M et N.

DEMONSTRATION.

> Par translation, on peut toujours se ramener au cas ou 0 est point interne de M
Considérons ’ensemble M — N, il est également convexe. Soit alors z € E, comme 0 est point
interne de M, pour € assez petit et 0] < &, on aura 0z € M, et si zy € N, 6z —x9 € M — N.
Il en résulte que —z( est point interne de M — N des que zg € N, ou encore que 0 est point
interne de K = 29 + (M — N).

> Montrons maintenant que xg n’est pas point interne de K. S’il en était autrement, en
effet, 0 serait point interne de M — N, et Vz € E on aurait az € M — N, pour |a| suffisamment
petit, soit encore ay = m —n, ou m € M et n € N. On aurait donc

(ay+n)/(a+1)=m/(a+1), (5.6)

et par conséquent (ay+n)/(a+1) € N par convexité si on choisit z € N. Par ailleurs, comme
0 est un point interne de M, si z € E, 6z € M pour |§| < &, et si on choisit a > 0, par
convexité m/(a+1) 4+ dza/(a+ 1) € M ; il en résulte que m/(a + 1) est point interne de M,
ce qui contredit (5.6).
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> Notons p la jauge de K, on a p(z) < 1, Vz € K, et comme x( n’est pas point interne de
K, p(xg) > 1. Sur le sous-espace Rz, la forme linéaire f définie par f(Azg) = Ap(xg) vérifie
f(zo) = p(xo) ainsi que, pour A > 0, f(Azxg) = p(Azg), et pour A < 0,

f(Azo) = — [A| p(xo) < 0 < p(Azo) ;

il en résulte que sur Rzg, f(z) < p(x).

> On peut alors appliquer le théoreme de Hahn-Banach sous sa forme analytique, et
prolonger f en une forme linéaire F' sur E tout entier, avec F(z) < p(x), Vo € E. Pour
m € M et n € N, on aura alors

F(zo)+ F(m—n)=F(zo+m—n) < plxg+m—n) <1,

et comme F(xg) = f(z9) = p(xo) > 1, on aura F(m) — F(n) = F(m —n) < 0. Il en résulte
que sup,,cys F'(m) < inf,cn F(n), et par conséquent pour a € [sup,,,cps F(m),inf,cn F(n)],
Ihyperplan d’équation F(z) = « sépare M et N.

Lemme 5.16 Si K est un sous-ensemble convexe de I'espace vectoriel E sur R, dont
tous les points sont internes, si f est une forme linéaire non nulle sur E vérifiant
f(z) <eVz € K, alors on a en fait f(x) < cVz € K.

DEMONSTRATION. Supposons en effet qu'’il existe zg € K tel que f(zg) = ¢, comme f n’est
pas identiquement nulle, il existe z tel que f(z) # ¢. Posons y = dz+(1—08)xg = xo+0(z—x0),
pour |§| assez petit, comme x( est un point interne, on auray € K, et f(y) = c+d (f(z) —¢) >
¢, en choisissant judicieusement le signe de d, ce qui constitue une contradiction.

|

Proposition 5.17 Soit E un espace vectoriel sur R,.K un sous-ensemble convexe de
E dont tous les points sont internes, et D une variété affine qui ne rencontre pas K,
alors il existe un hyperplan affine qui contient D et ne rencontre pas K.

DEMONSTRATION.

> Par translation, on peut se ramener au cas ou 0 € D, on a vu que K et D sont séparés
par un hyperplan d’équation f(z) = ¢, que nous choisirons par exemple telle que f(z) < ¢
Ve € K et f(x) > cVax € D. Comme 0 € D, on a nécessairement ¢ < 0, et d’apres le lemme
qui précede, il en résulte que f(z) < ¢V € K.

> Supposons qu’il existe x € D tel que f(z) # 0, par linéarité, Az € D et on peut
trouver A tel que f(Ax) < ¢, ce qui constitue une contradiction. Il en résulte que D C H =
{z € E'|f(x) =0}, hyperplan qui ne rencontre pas K.

@
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I1 est facile d’en déduire un résultat valable dans le cas d'un espace vectoriel sur C

Théoréme 5.18 (Hahn-Banach, cas complexe) Soit E' un espace vectoriel sur K,
K un sous-ensemble convexe de E dont tous les points sont internes, et DD une variété
affine qui ne rencontre pas K, alors il existe un hyperplan affine qui contient D et ne
rencontre pas K.

DEMONSTRATION. On se rameéne encore par translation au cas o D est un sous-espace
vectoriel. de F. L’espace E peut également étre considéré comme un espace vectoriel sur R,
le sous-espace D comme sous-espace réel, et comme de plus un point interne au sens complexe
I’est également au sens réel, on peut appliquer la proposition 5.17, qui nous prouve I’existence
du sous-espace vectoriel réel H contenant D et ne rencontrant pas K. Notons maintenant que
D C iH, et par conséquent D C G = HNiH. Comme G = iG, G est un espace vectoriel sur
C, qui ne rencontre pas K. Enfin la codimension de G en tant que espace vectoriel sur R est
nécessairement égale a 1 ou 2, et par conséquent égale a 1 en tant que espace vectoriel sur C.

m|

5.2.1 Conséquences topologiques
Lemme 5.19 Soit A C X espace vectoriel normé sur K, alors
(i) tout point de A est interne
(ii) Si A est convexe d’intérieur non vide et b est interne a A, alors b € A

DEMONSTRATION.

[¢]
> En effet, si a € A, alors il existe une boule B centrée en a incluse dans X, soit r son
rayon, si z € X, on aura a + dz € B des que |3 < 7/ ||y]|

> Soit a € jl, et b interne a A, pour 0 de module suffisamment petit, comme b est un
point interne & A, on aura ¢ = b+ d6(a —b) = da + (1 — §)b € A. Si on choisit § < 0, alors
b est 'homothétique de a dans I’homothétie de centre ¢ et de rapport &k = —§/(1 — ), ou
0 < k < 1. Si B est une boule de centre a incluse dans A, et B’ son homothétique, ¢’est une

o
boule de centre b, incluse dans A, en vertu de la convexité. Il en résulte que b € A.

Proposition 5.20
(i) Un hyperplan dans un espace vectoriel X normé sur K, est fermé ou dense
(ii) Soit f une forme linéaire non nulle sur X, pour que f soit continue, il faut et il
suffit que I’hyperplan associé N (f) soit fermé.
DEMONSTRATION.

> En effet, ’adhérence H d’un sous-espace vectoriel H est encore un sous-espace vectoriel,
et comme H est de codimension 1, H D H est de codimension 1 ou 0, soit H = H ou H = X.

@
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> 11 est clair que N(f) est fermé si f est continue. Réciproquement, nous démontrerons
que f est continue en 0 dés que N(f) est fermé. Soit xyg € X tel que f(xp) = 1, notons
M Thyperplan affine v + H = {x|f(xz) = 1}, il est également fermé et son complémentaire
étant un voisinage de 0 contient une boule B centrée en 0.

> On aura nécessairement |f(x)| < 1 pour = € B, en effet si y € B, avec |f(y)| > 1, alors
z =1y/f(y) € B, mais par ailleurs f(z) =1, d’ou z € M, ce qui constitue une contradiction.
Par homothétie, il en résulte que pour tout € > 0, | f(z)| < € des que = € B, soit la continuité
de f en 0.

Théoreme 5.21 Si X est un espace vectoriel normé sur K, €2 un ouvert convexe non
vide de X et F un sous-espace affine de X tel que F N ) = &, alors il existe un
hyperplan fermé H tel que FF C H et HN ) = &.

DEMONSTRATION. L’existence de H est une conséquence du théoréme 5.18, et le fait qu'il
soit fermé découle de ce qu’il ne rencontre pas €.
m]

Corollaire 5.22 Soit X un espace vectoriel normé sur K, et F' un sous-espace de X.
Pour que F soit dense dans X, il faut et il suffit que toute forme linéaire continue qui
s’annule sur F s’annule sur E tout entier.

DEMONSTRATION. Supposons que F ne soit pas dense, alors Ja ¢ F. Notons 2 une boule
centrée en a qui ne rencontre pas le sous-espace F, alors il existe alors un hyperplan fermé H
tel que F C H et HNQ = @ ; c’est dire qu’il existe une forme linéaire continue f non nulle
sur X, de noyau H.

O

Théoreme 5.23 Soient A et B deux ensembles convexes non vides dans un espace

vectoriel X normé sur R. Si on suppose A non vide et BN A = @, alors il existe un
hyperplan fermé H qui sépare A et B.

DEMONSTRATION. Selon le lemme 5.19, A constitue I’ensemble des points internes de A, et
le résultat découle alors du théoreme 5.15, et du fait que H n’est pas dense.
m|

Théoréeme 5.24 Soient A et B deux ouverts convexes non vides dans un espace vec-
toriel X normé sur R. Si on suppose que BN A = @, alors il existe un hyperplan fermé
H qui sépare strictement A et B.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du théoréme 5.23 et du lemme 5.16.
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Les théoremes qui précedent restent valables dans tout espace vectoriel topologique,
ceux qui suivent par contre ne le sont que dans les espaces vectoriels topologiques
localement convexes.

Définition 5.25 Soit A C X, espace vectoriel sur K. On dit que W est un voisinage
uniforme de A si W = A+ V, ot V est un voisinage de 0.

Proposition 5.26 Si A C X, espace vectoriel sur K
(i) A est I'intersection de ses voisinages

(ii) A est I'intersection des voisinages uniformes de A.

DEMONSTRATION.

> Notons W I'ensemble des voisinages de A. Soit z ¢ A, alors {z}“ est un ouvert contenant
A, c’est donc un élément de W ne contenant pas z. Il en résulte que Ny ey W C A, et comme
I'inclusion opposée est triviale que Ny eyyW = A.

> Notons V I'ensemble des voisinages uniformes de A. Soit z ¢ A, alors il existe un
voisinage de 0, V' tel que (z + V)N A = @ ; c’est aussi dire que x ¢ A+ V, et par conséquent
NweyW C A.

> Réciproquement, si z € A, pour tout voisinage V de 0, (x + V)NA # &, soit x € A+V,
d’ou il résulte que A C Ny W.

Proposition 5.27 Si K est compact, les voisinages uniformes de K forment une base
de voisinages de A.
DEMONSTRATION.

> Soit W un voisinage de K, alors Ya € K, W — a est un voisinage de 0 ; il contient donc
une boule centrée a l'origine, soit B,. On aura K C Ugecqa + ér /2, €t comme K est compact,
da; € K, i = 1,n tels que K C Uj—1 na; + ]?3”/2. Posons alors V = ﬁi:Lnéri/Q, nous allons
démontrer que K +V C W.

> Soit donc x € K+ V, Jy € K tel que x € y+ V, mais 3 tel que y € a; +§n/27 d’ou
T € a; +l?3ri/2 +§”/2 CcW.

Théoréme 5.28 Soient A et K deux sous-ensembles convexes disjoints de ’espace
vectoriel normé X sur R, A étant fermé et K compact, alors il existe un hyperplan
fermé qui sépare strictement A et K.

DEMONSTRATION.

> L’ensemble A€ est un voisinage de K, et par conséquent, d’apres la proposition 5.27, il
existe une boule B, centrée a l'origine telle que K + B, C A°.
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o [¢]
> Montrons que ( K + B, /3 | N | A+ B,/3 | = @. Sinon en effet il existerait a € A et
be K et x tels que b —a =2z et ||x|| < /2, ce qui contredit I'inclusion K + B, C A°.

> Il ne reste plus qu’a constater que K + B, /5 et A+ B, /» sont des ouverts convexes
disjoints qui peuvent par conséquent, d’apres le théoreme 5.24, étre strictement séparés par
un hyperplan fermé.

Un cas particulier important de ce théoreme est le suivant :

Corollaire 5.29 Si A est convexe fermé dans ’espace vectoriel normé X sur R, et
a ¢ X, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement a de A.

Corollaire 5.30 Un convexe fermé A dans un espace vectoriel normé sur R est 'in-
tersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.

DEMONSTRATION. D’une part A est contenu dans 'intersection des demi-espaces fermés qui
le contiennent, et d’autre part si a ¢ A, il peut étre séparé strictement de A par un hyperplan
fermé, selon le corollaire 5.29 et par conséquent a n’appartient pas au demi-espace fermé
contenant A associé a cet hyperplan.

O

Il en résulte en particulier que dans un espace vectoriel sur R normé, ’enveloppe
convexe fermée d’un ensemble A est l'intersection des demi-espaces fermés qui le
contiennent.

Corollaire 5.31 Un sous-espace fermé A strictement inclus dans l'espace vectoriel
normé X sur K, est 'intersection des hyperplans qui le contiennent.

DEMONSTRATION. Démontrons tout d’abord ce résultat dans le cas d’un espace vectoriel sur
R.

> Notons B lintersection des hyperplans fermés contenant A, on aura A C B. D’autre

o o
part si b ¢ A, 3B,(b) d’intersection vide avec A. Comme A et B,(b) sont des convexes
fermés d’intersection vide, selon le théoreme 5.28, ils peuvent étre séparés strictement par
un hyperplan fermé H = {z € X |f(z) = a|}, ou f est linéaire continue sur X.

> Si « est positif, on aura f(b) > a et f(a) < a Va € A, puisque 0 € A ; mais comme A
est un espace vectoriel, VA on aura o > f(Aa) = Af(a), ce qui est absurde si f(a) # 0. Il en
résulte que A C H = {x € X |f(x) = 0|}, et comme f(b) > 0, H ne contient pas b.

> De méme qu’au théoreme 5.18 on en déduit le résultat annoncé pour un espace vectoriel
sur C.
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Chapitre 6

Le théoreme de Runge

Théoreme 6.1 Soient K compact dans C, et Q) un ouvert contenant K. Si F C
C\ K rencontre toutes les composantes connexes bornées de C\ K, alors une fonction
analytique dans §) peut étre approchée uniformément sur K par une suite de fractions
rationnelles dont les seuls poles appartiennent & F' (au nombre desquelles on comptera
les polynomes).

DEMONSTRATION. Notons R(K, E) l'adhérence dans C(K) de I'ensemble des fractions ra-
tionnelles dont les poles appartiennent a E. En vertu du corollaire 5.22 du théoreme de
Hahn-Banach, il nous suffira de montrer que toute mesure de Radon sur K qui s’annule sur
R(K, E), s’annule également sur I’ensemble des fonctions analytiques dans .

> Supposons donc que p est une mesure sur K nulle sur R(K, E), et que g est analytique
au voisinage de K. Si C est un cycle dans Q \ K pour lequel tout point de K est d’indice 1
(voir le lemme 6.3), pour z € K, on aura

o(z) = 1 9(¢)

_% cC—Z

dc.

Par conséquent, comme d’apres le lemme 6.2 ci-dessous, f(¢) = [, (z — ¢) " Hdu(z) est inté-
grable, d’apres le théoreme de Fubini, on aura

_ L du(z) _ 1
[ ot = 5 [ atac [ FE =2 [oor ©ac (6.1

> Considérons maintenant la fonction f, en vertu de 'hypothese et de la formule (6.3),
dans chaque composante connexe bornée U de Q \ K, il existe (i tel que, Vn, £ (¢y) = 0.
Il en résulte que f est nulle dans un voisinage de (7, et par conséquent que f est nulle sur
U. Par ailleurs, d’apres 'hypothese et la formule (6.4), f est nulle au voisinage de I'infini, et
par conséquent dans la composante connexe non bornée de Q2 \ K.

> De la formule (6.1) on déduit alors que [} g(2)du(z) = 0, et la conclusion.

49
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Lemme 6.2 Si p est une mesure sur K, si \ est la mesure surfacique et z € K, alors

ro- [ 9 (6:2)

est intégrable relativement a A sur tout disque Bg(0),
(ii) f est analytique dans C\K
(iii) f tend vers 0 a I'infini.

(i) la fonction

DEMONSTRATION.

> On appliquera a cet effet le théoreme de Fubini. Pour p assez grand, on aura

dA(Q) aNC) [ [P
- dr df = .
/BR@ rz—cwg/Bp(z) 7] /0 /0 re=2mp

IA(C)
/K alul (2) /B Rt

et l'intégrabilité de f d’apres les théoremes de Tonelli et Fubini.

Il en résulte que

> Pour £ € C\K, par dérivation sous le signe somme, on aura
du(z)
ro- | -
K (2= ()

RGE (f“é)l (6.3)

et, au voisinage de 'infini, le développement en série de Neumann nous montre que

f(C)z—é 1—z/C Z/ < ) —Zg“l/ 2du(z), (6.4)

K
neN
d’ou le résultat.

> De méme,

Lemme 6.3 Si K est un compact de C inclus dans I'ouvert €, alors il existe un cycle
I' formé d’un nombre fini de segments de droite, inclus dans Q \ K tel que, Vz € K,
pour toute fonction f holomorphe dans €2,

)= 5= [

2im Jp ¢ — 2

DEMONSTRATION.
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> Posons 0 = d(K,C\ Q)/2, et considérons une grille de maille 4, par compacité de K, ce
dernier ne coupe qu’un nombre fini QQy, £ = 1, L des carrés qui la composent. Compte tenu
du choix de §, on aura

Kc=J @ca

¢=1,L

> Notons 7,, n = 1, N les segments formant le bord de ), aucun des ~,, ne coupe K, car
si tel était le cas, les deux carrés de la grille qui partagent ~,, couperaient K ce qui contredit
le fait que v, € 0Q).

[¢]
> Soit maintenant z € (), on aura

1 f(C _ b
2 /@Q ¢ — z 2im B /Y'n, " 2in ezl:L/a dC’
Jot
N I G
2 0Q C —Z - '

Comme un point de K n’appartient pas a 0@, la formule précédente reste valable, par conti-
nuité pour un point quelconque z € K.

Corollaire 6.4 Si K est compact et C\ K connexe, alors toute fonction holomorphe au
voisinage de K peut étre uniformément approchée sur K par une suite de polynomes. @



52

Le théoreme de Runge




Deuxieme partie

Opérateurs linéaires et équations
aux dérivées partielles
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Chapitre 7

Formulations faibles

L’objectif que nous poursuivons consiste essentiellement a appliquer la théorie
spectrale a I’étude des équations différentielles et aux dérivées partielles. Nous allons
développer deux points de vue complémentaires a cet égard, le premier ressortit aux
formulations variationnelles et le second aux opérateurs non bornés.

L’étude d’une équation aux dérivées partielles elliptique telle

{ Au = f dans O, (7.1)

u = 0 sur 00,

ou O désigne un ouvert de R” et 9O sa frontiere, nécessite trois ingrédients : le théoreme
7.2 qui nous garantit le caractere bien posé de certains probléemes variationnels abs-
traits, la formule de Green qui assure le passage d’une équation concrete du type (7.1)
a un probleme abstrait tel (7.3), enfin les espaces de Sobolev qui forment le cadre
fonctionnel de cette analyse.

7.1 Le théoreme de Lax-Milgram

Définition 7.1 La forme sesquilinéaire a définie sur I'espace de Hilbert V est dite
coercive si il existe un nombre o > 0, tel que

la(v,0)] = alfvll,, Yo € V. (7.2)

Théoréme 7.2 (Lax-Milgram) Soient V' un espace de Hilbert, a et { respectivement
une forme sesquilinéaire coercive et une forme antilinéaire continues sur V, alors

(1) il existe une solution et une seule u dans V de I'équation
a(u,v) = {L,v), Yv € V. (7.3)
(ii) l'application

VSV e,
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est un isomorphisme, et plus précisément vérifie
1
Jully, < a 1]y, (7.4)

ol v est la constante d’ellipticité de a.

DEMONSTRATION.

> Résoudre (7.3) revient a démontrer 'existence et 'unicité de u tel que a(u,-) = ¢ dans
V', c’est-a-dire que S est bijective. Démontrer (7.4) revient & montrer que S est continue.
Nous étudierons 'application inverse :

V— V' :iuw—a(u,-)

que nous montrerons étre un isomorphisme.

> Soit u € V, en vertu du théoréeme de représentation de Riesz, il existe A, unique dans
V, tel que (A, |-) = a(u, -), application

Vi — Vi (Ay]) — Ay

étant une isométrie, puisque

Ay lv
l(Aul )y = sup (el
veV, v#0 HUH

Il nous suffira donc de montrer que 'application
A
V >V .iu— A,

trivialement linéaire, est elle-méme un isomorphisme. Désormais nous remplacerons la nota-
tion A, par Au, plus usuelle.

> L’application A est continue, en vertu de 'inégalité

A
JAu = sup LA @O
veV, v#0 HUH veV, v#0 HUH
o lalu,v)
a(u,v
lall = sup  sup

u, eV u,weV, u,v#£0 HUH HUH '

La coercivité de a implique de plus o ||v]|* < |(Av [v)| < ||Av]| [|v]|, soit
1
lll < = 4], Yo eV (7.5)

On a ainsi montré que A est injective.

> Montrons que son image R(A) est fermée. Soit donc w,, € R(A), qui converge, soit vers
w, par hypothese, Ju,, tel que w, = Au,. Nous devons montrer que w € R(A), c’est-a-dire
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qu’il existe u tel que w = Au. La suite w,, étant convergente est de Cauchy, soit Ve > 0, 4N,
tel que m,n > N = ||w,, — wy|| < €. Selon (7.5),

)

1 1
tum — unll < = A (U — un)|| = = [lwm — wn| <
«o o

Qlm

ce qui prouve que u, est de Cauchy, et converge par conséquent, soit vers u. Comme A est
continue, on aura
w = limw,, = lim Au,, = Au.

> Un raisonnement par 'absurde permet ensuite de montrer que A est surjective. Suppo-
sons que R(A) & V, alors il existe ug € V\R(A), non nul. R(A) étant fermé, selon le théoreme
de projection, on peut y projeter ug. Soit vg € R(A) cette projection, et wy = ug — vy ; wo
est non nul et orthogonal & R(A), il en résulte que

o [Jwo||* < la(wo, wo)| = |(Awg wo)| = 0,

ce qui conduit & une contradiction. L’application A est donc bijective, d’inverse A~! continu,
d’apres (7.5) :

|4 w] < il Yo e V.

> La formule (7.4) enfin n’est qu’une autre fagon d’écrire (7.5) :

1
lully = —llAully = llau, )lly: = [1€]ly -
O

Notons que le théoreme des homomorphismes de Banach 3.14 nous montre qu'une
application linéaire continue bijective est d’inverse continu ; nous n’avons pas eu matiere
a l'utiliser ici grace a I'inégalité (7.5), mais dans des situations plus délicates, il nous
sera d'un grand secours.

7.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev constituent une échelle de régularité bien adaptée aux
formulations variationnelles. Leur étude constitue cependant un vaste domaine non
dépourvu de difficultés techniques; en particulier la régularité du bord peut jouer
un role déterminant pour la plupart des résultats : régularité, densité ou compacité.
Nous nous contenterons de signaler sans démonstration quelques propriétés des espaces
construits a partir de L2, et nous choisirons les ouverts assez réguliers pour éviter les
subtilités principales. Les références les plus classiques a cet égard sont Adams [?],
Necas [?], Lions et Magenes [?], Brézis. On notera O un ouvert de R" dont le bord
est ‘suffisamment régulier’. Cette expression volontairement imprécise permet de ran-
ger dans la méme catégorie des hypotheses techniques différentes, il suffit souvent de
savoir qu'un ouvert dont le bord est de classe C! par morceaux et présente d’éventuels
sommets ou arétes, mais pas de rebroussement fait partie de cette catégorie.
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Définition 7.3

(i) Espaces d’indice entier : on pose

H'(0) = {v e L*(0) |0*v € L*(O), Vo, |a| < L}, (7.6)
ou ¢ est un entier positif. Cet espace est muni de la norme du graphe, soit
HUH?LI’Z(O) = Z ||5QU’|?;2(O)- (7.7)
lal<e

(ii) Espaces d’indice fractionnaire : on note

s/2 .

(1+1€l?) " o (6) € LAR) } (7.8)

ou s est un réel positif et v note la transformée de Fourier de v. Cet espace est muni
de la norme naturelle :

H*(R") = {v e L2(R")

2 2 2\5/2 . 2
[0y = o + [ 0+ B2, (7.9)
(iii) Dans le cas d’'un ouvert, on pose
H*(0) = {ve L*(0)|F € H*(R"), Go=v}. (7.10)
On munit cet espace de la norme quotient :
[0l e 0y = ﬁe,i}}(fRn) 101l g7 ey - (7.11)
z')‘ozv
ou de la norme équivalente suivante :
2
2 2 [v(z) —v(y)]
P e (7.2
oxo |z =yl

ou ¢ est la partie entiere de s et 6 = s — /.

Remarque 7.4

(i) Les espaces définis ci-dessus sont en fait des espaces de Hilbert, pour le produit
scalaire naturel dérivant de celui de L*.

(ii) Dans ces définitions tant les dérivées que la transformation de Fourier doivent étre
comprises au sens des distributions ; ce n’est que dans le cas d’une régularité suffisante
qu’elles peuvent I’étre au sens des fonctions, les deux acceptions se correspondant alors
bien entendu.

Bien d’autres espaces de cette nature peuvent étre définis, et nous aurons ’occasion
d’en rencontrer ultérieurement, contentons-nous pour l'instant d’introduire

H'(0;A) = {ve H(O)|Av e L*0)},
il sera muni de la norme du graphe :

2 2 2
[0z 0,0) = [Vl (0) + 1AV 72(0) - (7.13)



7.2 Espaces de Sobolev

59

7.2.1 Reégularité

Les espaces que nous venons de définir peuvent paraitre quelque peu abstraits, les
théoremes de régularité suivants permettent de s’en faire une image plus précise :

Lemme 7.5 (Inégalité d’interpolation) Si h € LP(Q) N L4(Q), avec 1 < p < ¢ <

o0, alors, Vr € [p,q], h € L"(Q) et

1 1-—

_:9+_a,0§a§1. (7.14)
q

1—- \
1Al e < 1PN 211" o 5

DEMONSTRATION. On aura |h|” = |h|®" |h|~®)", et si nous posons s = p/ar et s = p/(1 —
a)r nous aurons |h|*" € L*, [h|1"" € LY avec 1/s + 1/s' = 1. En vertu de I'inégalité de
Holder, on aura alors h € L", avec

1Al < A1 | e |[[R] "

!
o= IRl g

Soit
/ 1_
Rl e < IRIGSS RN = 1R, 1]

Théoréme 7.6 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg, Morrey) Soit O un ouvert de
R™ ‘suffisamment régulier’

(i) Sim/n < 2 alors

H™(O) C LY(O) Vg, tel que 1/2>1/q>1/2—m/n (7.15)

(ii) Sim/n =2 alors

H™(O) C LYO) Vq, tel que1/2>1/q¢ >0 (7.16)

(iii) Sim/n > 2 alors

H™(O) Cc LY(O) Vq, tel que 1/2>1/q >0 (7.17)
Théoréme 7.7 (Théoréme d’inclusion de Sobolev) SiO est un ouvert de R suf-
fisamment régulier’, alors Iinclusion suivante est valable (algébriquement et topologi-
quement) :

H*(O) € CHO), Vs > k + g (7.18)

ott C¥ est l'espace des traces sur O des fonctions k fois dérivables sur R™ muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact des dérivées jusqu’a I'ordre k.

Remarque 7.8 Notons par exemple qu’en dimension un, le théoréme d’inclusion de
Sobolev affirme que les fonctions de H*(O) sont continues pour s > 1/2, dérivables
pour s > 3/2,...
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7.2.2 Théorémes de densité et de trace

Les fonctions composant les espaces de Sobolev n’étant pas nécessairement régulieres,

il est fréquemment utile de les approcher par des fonctions plus régulieres. La démonstration

de la formule de Green par exemple se réalise en deux temps : on commence par la
démontrer pour des fonctions indéfiniment dérivables, puis on montre par densité et
continuité qu’elle reste valable pour les fonctions de H*.

Théoréme 7.9 (Théoréme de densité) Si O est un ouvert ‘suffisamment régulier’,

alors D(O) est dense dans H*(O), ¥s > 0, ott D(O) est I'ensemble des traces sur O
des fonctions indéfiniment dérivables a support compact sur R™.

Définition 7.10 On note D(Q) I'ensemble des fonctions a support compact dans I'ou-

vert O, et on pose
H3(0) = D(0)" 7, (7.19)

(adhérence de D(Q) dans H*(O)), cet espace étant muni de la topologie induite par
H*(O).

Proposition 7.11 Pour s < 1/2 on a Hj(O) = H*(O).

Les problemes aux limites nous conduisent naturellement a étudier les espaces formés
des traces des fonctions composant les espaces de Sobolev précédemment définis.

7.2.3 Espace des traces

Il est bien connu que 'application trace
7 : C°(Q) € HY(Q) — L*(T)

se prolonge continiment. Cependant ce prolongement a pour image un sous-espace
strict de L*(T) :

HYX(I) = {u e L*(I)

2
/ —]u(x) qil(}r/l” dyydy, < 400 ¢, (7.20)
rxr | —y|

ot n est la dimension de I'. Quand on munit H'/?(I") de la norme naturelle :

Ju(z) — uly)|’

2 2
ey = ol + e,

I'xI’

alors la trace 7y est continue et surjective : H'(Q) — HY?(T).

Théoréme 7.12 (Théoréme de trace) Pour s > 1/2, et si O est assez régulier,
alors I'application -y, définie sur D(QO), qui a une fonction réguliére définie sur O fait
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correspondre sa trace sur 0O se prolonge de fagon unique en une application continue
surjective

Yo : H*(O) — HY2(90). (7.21)

On a de plus
N(v) = Hy(O)n H*(O).

Si maintenant on note R la relation d’équivalence définie sur H'(Q) par
(u R U) g (’YOU’ = /VOU) )

on peut munir Pespace H'(Q2)/R de la norme quotient :

= inf [[o] 510 (7.22)

vEU

||
HY(Q)/R

qui en fait un espace de Banach. Il est clair que 7y est bijective : H'(Q2)/R — HY*(T),
mals comime
HVOUHHW(F) - HVOUHHl/Q(P)
< ol vl gy » Yo € w,

il en résulte qu’elle est continue, et par le théoréeme des homomorphismes 3.14, que
¢’est un isomorphisme.

Corollaire 7.13 Pour s > 3/2, et O assez réguliere, I'application v, qui & une fonction

de D(O) fait correspondre la trace de sa dérivée normale sur 0O se prolonge de fagon
unique en une application continue surjective

v 1 H(O) — H%2(90), (7.23)
si on note v = (yo,71), on a

N(v) = H§(0) N H*(0)

7.2.4 Compacité
Théoréme 7.14 (Rellich)

Nous aurons dans la suite I’occasion d’utiliser maintes fois ce résultat, sa démonstration
repose sur le théoreme d’Ascoli, relatif a la compacité des sous-ensembles de fonctions
équicontinues dans ’ensemble des fonctions continues. Comme les espaces que nous
considérons ici ne sont pas formés de fonctions continues, nous devrons en passer par
une premiere étape de régularisation.

Définition 7.15 La suite 0.(x) = ¢ "0(x/e), ou la fonction positive § € D(R") a
support dans By (0) vérifie [, 0(x)dx = 1, est appelée approximation de I'identité ou
suite régularisante. Notons que Supp x. C B-(0).
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L’existence d’une telle fonction n’est pas tout a fait évidente, mais en fait il n’est pas
difficile de montrer que la fonction f définie par

f(@) = VU= pour |z < 1 et f(z) =0 pour ||z]| > 1

est indéfiniment dérivable et a pour support B;(0). On prendra alors par exemple

0(z) = f(@)/ 1 fll e

Si ) est un ouvert, on dit que w est fortement inclus dans €2 si w est compact et
w C 2 ; on notera w € ).

Définition 7.16 On dira que le sous-ensemble F de L*(f2) est équicontinu, au sens
de L*(w) si

Vn >0, 30, tel que |h| <0 = |Taf — fll 2y <n: Vf €F. (7.24)

Théoréme 7.17 (Fréchet, Kolmogorov) Soient €2 un ouvert borné de R" et F un
ensemble de fonctions nulles a Uextérieur de 2, borné dans L*(§)). Soit w € € tel que

d(w, Q) =d > 0 et F soit équicontinu dans L*(w), alors F|, est relativement compact
dans L*(w).

DEMONSTRATION. Soit 6, une approximation de l'identité, posons f. = f x 0. et F° =
{f-1f € F}, ou |e| <d, et choisissons p > 0.

> Tout d’abord, on aura

fe) =< [ 0Dy = [ 6) 1l - 22 de (7.25)

d’ou

et en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

me—ﬂmﬁs/

|z]<1

wuwdz/ 1o f(2) — f(@)? de,
|z]<1
Par conséquent, selon le théoreme de Fubini
Hﬁ—ma@sc/m/}Jmﬂw—ﬂmﬁwzc/’Jmﬁ—ma@w
w z|< z|<

A Taide de (7.24), on en déduit que, pour ¢ suffisamment petit, on aura

Hf€ — fHLQ(w) < P, vf cF. (726)
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> Montrons alors que .7-“@ est un ensemble borné et équicontinu dans C(w). Selon (7.25)
on aura d’une part

|[fe(z)| < Ce™" /Rn | fW)ldy = Ce™ [[fll i) < Ce " I fll 2 (7.27)
et d’autre part, comme
/

' —y z—y | _ llz' =z
- < D
0(——) —0(— )‘_ . Zseuﬂgll 0(2)Il,

il en résulte que

|fe(@) = fe(@)| = M7 |2 = @[ 1 £l oy < M'e7 7" [|2" = [ 11l 20

> On peut alors appliquer le théoréeme d’Ascoli a F¢

W qui se trouve donc étre relativement

compact dans C(@),.et & plus forte raison dans L?(w), puisque C(@) C L?(w), et que I'image
continue d’'un compact est compacte. De la compacité relative de Ff , il résulte que .7-"@ peut

étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon p dans L*(w), et de la formule (7.26)
que les boules correspondantes de rayon 2p recouvrent F,,. Comme L?(w) est complet, on en
déduit que F, est relativement compact dans L?(w).

O

Corollaire 7.18 Si les hypothéses du théoréme 7.17, sont vérifiées V w € €2, et si Ve,
Jw € Q tel || fll ;2w <& VS € F, alors F est relativement compact dans L3(Q).

DEMONSTRATION. Soit € > 0, choisissons w tel que Hf||L2(Q\w) < e Vf € F. Dapres le
théoreme 7.17, F,, est relativement compact dans L?(w), et par conséquent F|., peut étre
recouvert par un nombre fini de boules B.(g;) de rayon € dans L?(w). Si g; note le prolonge-
ment de g; par 0 a extérieur de w, les Ba.(g;) recouvrent alors F. La compacité relative de
F dans L?(f2) en résulte.

m]

Lemme 7.19 Siu € H'(Q), alors, Vw € , tel que d(w, Q) =d > 0, ||Thu — ull 2,y <
1PVl 2 q)

DEMONSTRATION.

> Commencons par le cas ot u € D(R"), selon la formule de Taylor avec reste intégral,
on pourra écrire

1
(@ —h) — ulz) = /0 (Vu(z — th) |B) d,

et par conséquent |mpu(z) — u(z)]* < || fol |Vu(z — th)||* dt dotr, pour h assez petit du
moins,

1
It — ullZagy < 1A /0 dt / IVule — th)|? de

1
<|nl* [ dt | [IVu@)* dy = |21 IVl 72, -
0 Q (
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> Par ailleurs, on sait que D(R") est dense dans H(Q) : si u € H* (), Ju,, € D(R") telle
que u, — u dans H'(Q2). On aura alors 7,u, — Thu, et de l'inégalité ||7nu, — Un|p2() <
[l [IVtnl f2(q) » on déduit par conséquent le résultat annoncé.

Théoréme 7.20 (Rellich, Kondrasov) Soit {2 un ouvert de R™ ‘suffisamment régulier’
alors I'injection suivante est compacte :

H™(Q) - H™(Q) Ym >0 (7.28)

DEMONSTRATION.

> Commencons par traiter le cas m = 0, et notons F la boule unité de H'(Q), il s’agit
de démontrer qu’elle est compacte dans L?(f2) ; nous utiliserons & cet effet le corollaire 7.18.
Soit w € Q, tel que d(w, ) =d > 0.

> Choisissons € > 0, en vertu du théoréme d’injection 7.6, 3¢ > 2 tel que H* (2 \ w) C
L1(Q\ w), et par conséquent, selon 'inégalité de Holder, B

lullZ2 0y < lullZo@w) 2\ w|' 2/

soit
Il 2wy < Il Loy 19\ w279 < C @\ w]'/27H4

Il est donc possible de choisir w de telle sorte que [[ul[ ;2.\, < € Yu € F.

> Par ailleurs, [|7hu — ull2¢,) < [|A[|, en vertu du lemme 7.19, et par conséquent pour
|7 suffisamment petit, on aura ||Tu — ul|2(,) < /2, Vu € F. La compacité de I'injection
de H'(Q) dans L?(2) découle alors du corollaire 7.18.

> Raisonnons maintenant par récurrence et supposons compacte 'injection de H™(2) dans
H™~1(Q), selon 'hypothese, si la suite u,, est bornée dans H™ (), on peut en extraire une
sous-suite u,s qui converge dans H™~1(Q) ainsi que Vu,/, comme u, et Vu, sont de cauchy
dans H™~1(Q), il en est de méme de u, dans H™ (), et la conclusion en résulte.

O
Plus généralement on démontre que
H*(O) Cc H'(O) Vs >t > 0. (7.29)
7.2.5 Dualité
On définit également des espaces de Sobolev d’indice négatif par dualité.
Définition 7.21 Pour s > 0, on pose
H™(0) = (H3(0))', (7.30)
c’est un espace de distributions que I’on munit de la norme du dual fort :
|(f,v)]
[l -5y = sup 3———. (7.31)

veHS(O) ”UHHS(O)
v#0
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7.3 La formule de Green

C’est la généralisation a plusieurs dimensions de la formule bien connue d’intégration

par parties :
b b
/ u'v :—/ wv' + [w]®
a a

Sous sa forme la plus simple, elle s’écrit :

Ou v o= u Ov +/ uv n; dv, (7.32)

o Ox; o O 20
ou n; est la ieme composante de la normale n, extérieure a O. Bien entendu, il faut
indiquer sous quelles conditions de régularité de la frontiere 0O, et des fonctions u et
v s’applique la formule de Green; en fait il suffit que les diverses intégrales existent,

ainsi que les traces de u et v. Plus précisément il suffit d’imposer

u, v € H(O), O ecH.

7.3.1 Opérateurs du premier ordre

La formule qui précede est susceptible de prendre diverses formes, notons parmi les
plus fréquemment employées :

/O(E}VE) :—/OdiszZ +/80 (En) ¥ dy. (7.33)

[y = [ Gour[E) + [ pam) e s

7.3.2 Opérateurs du second ordre

Si, dans (7.33), on remplace E par grad ¢, on obtient

_ _ dp —
Ve lVy) =— [ A —dy. 7.3
| elv9) == [ api + [ FFia (7.39

Si, par contre, on remplace ¢ par div H, on aboutit a

/ (E|VdivH) = —/ div E div H +/ (E|n) div H dv, (7.36)
o o 80
et de méme, en remplagant dans (7.34), H par rot @,

/O(rot<1>|rotw) :/O(rotrotCDW) +/ (rot(I)‘n/\w) d. (7.37)

00
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7.4 Le probleme de Dirichlet

Traitons tout d’abord le probleme de Dirichlet homogéne :

{ —Au+u = f dans O,

u = 0 sur 00. (7.38)

7.4.1 Formulation variationnelle

Nous allons utiliser une fonction auxiliaire v (dite fonction d’essai) et la formule de
Green (7.35) pour abaisser l'ordre de dérivation de w. Si nous choisissons v € H'(O)
et si nous supposons que u € H?(0), nous aurons :

/—Auv :/ (Vu |VD) —/ 0 &y, (7.39)
o o a0 On
et, par conséquent,

/