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1 Introduction

Ce rapport présente la géométrie du triangle et, notamment, la position
de quelques uns de ses points particuliers (centre du cercle inscrit, centre de
gravité ou barycentre, centre du cercle circonscrit, orthocentre, etc).

En fait le nombre de points particuliers est considérable et on peut toujours
en créer de nouveaux. C. Kimberling, dans son encyclopédie des centres de
triangles [6] en dénombre 39474 au 01/09/20. Tous les points sont repérés par
des coordonnées. On peut utiliser deux coordonnées (par exemple cartésiennes)
dans un repere plan orthonormé particulier, mais ce choix détruit une cer-
taine symétrie et dépend trop du repere considéré. Il est préférable d’utili-
ser, comme 'a suggéré J. Pliicker (1801-1868) en 1835, trois coordonnées
redondantes (il utilise, en fait, les coordonnées trilinéaires). Par exemple
les coordonnées trilinéaires, les coordonnées trilinéaires normalisées (dont la
somme est égale a un), les coordonnées barycentriques, les coordonnées ba-
rycentriques normalisées appelées aréolaires (dont la somme est égale a un),
les coordonnées tripolaires, les coordonnées tripolaires normalisées (dont la
somme est égale & un), les coordonnées orthocentriques [8] !, etc.

Ces divers types de coordonnées sont présentés par la suite, mais notre
choix s’est porté sur les trois coordonnées aréolaires.

1. p. 128






2 Notations générales

ssi signifie : si et selement si.

£ signifie : égal par définition.

[L] représente une longueur, [L]* une surface, [L]* un volume, ...

Les lettres latines majuscules penchées, éventuellement munies d’indices
inférieurs, (et les lettres grecques majuscules, éventuellement munies d’in-
dices supérieurs, Q, €', ...) représentent les points quelconques ou particuliers
du triangle ; par exemple P, Q, A, B, C, ..Q, Q', Q.

Les lettres latines majuscules droites et la lettre grecque majuscule A
représentent des grandeurs de dimensions [L]'C pour k entier quelconque ; par
exemple D, J, S, ...

Les lettres latines minuscules, éventuellement munies d’indices inférieurs,
représentent les distances entre points quelconques ou particuliers du triangle,
de dimensions [L]; par exemple, a, my, hg, .... ou des grandeurs de dimensions
[L}k pour k entier quelconque ; par exemple ¢, ...

Les lettres grecques minuscules (sauf \), éventuellement munies d’ indices
inférieurs, représentent des angles; par exemple «, w, ...

La lettre grecque minuscule \ représente une constante quelconque sans
dimension.

Les bi-points ou vecteurs sont représentés surmontés d’une fléche, par
exemple PQ), ‘7, etc.

(V, W) représente 'angle des vecteurs V et W.

||V]] représente la norme euclidienne, i.e. la longueur, du vecteur V.

(PQ) représente la droite passant par les points Pet Q).

[PQ)] représente le segment de droite compris entre les points P et Q).






3 Définitions et premieres relations

Soient A, B, C les sommets du triangle ABC et a, b, ¢ les cotés de ce
triangle, de dimensions [L], respectivement opposés a ces sommets et a, 3, v
les angles aux sommets A, B, C', donc tels que :

a= (1@, /ﬁ), B = (B?, B_1>4>, v = (C_/Zl, C@), sans dimension. On a :
a+pB+y=m.
On pose :

Al

s £ 5 (a + b+ c) semi-périmetre du triangle ABC, de dimension [L].

a 2i(—a+b+c)b =i(a—b+c),c £ L(a+b—c), de dimensions
[L].

G E -2+ +E R -+ 4 a5 2~ +a?+ b, de dimensions
L] [3]2.

Soit A l'aire du triangle ABC.

3.1 Définitions relatives aux points quelconques ou par-
ticuliers du triangle

Pour tout point quelconque P du triangle soient :

e P,, Py, P. les projections orthogonales du point P respectivement sur
les cotés (BC), (CA), (AB),

e Py, Pp, Pc les intersections respectives des droites (AP) et (BC), (BP)
et (CA), (CP) et (AB),

e Poa et Py, Pap et Pop, Pge et Pac les intersections respectives des
paralleles menées par le point P au coté (BC) avec les cotés (C'A) et (BA),
au coté (C'A) avec les cotés (AB) et (CB), au coté (AB) avec les cotés (BC)
et (AC).

A, (P) laire du triangle PBC, Ay(P) aire du triangle PCA, A, 'aire
du triangle PAB. On a :

Ag(A) = Ayp(B) = A(C) = A et
Aq(P) + Ay(P) + A(P) = A.

2. p. 70 et p. 84



Soient wy(P) 2 (PB, PCY), wo(P) 2 (PC, PA), ws(P) & (PA, PB).
On a:

w1(P) 4+ we(P) + w3(P) = 2.

On pose les mémes définitions pour tout autre point quelconque ou par-
ticulier du triangle.

3.2 Diverses coordonnées des points quelconques ou
particuliers du triangle et définitions associées

Pour tout point queconque P du triangle soient :

— — —
e . = ||PP|, p» = ||PB)|, p. £ ||PP.|| sont les trois coordonnées
trilinéaires du point P. On a :

A, (P) = %apa, Ay(P) = L bpy, A(P) = %cpc.

)
e Nap, =2XAL(P), Nopy, = 2 X Ap(P), Aepe = 2XA,(P) ; VA sont les

trois coordonnées barycentriques du point P.

o1, (P) 2 A"A(P), 19(P) £ AZ’A(P), r3(P) = % sont les trois coordonnées

aréolaires du point P; il s’agit des coordonnées barycentriques qui corres-
pondent & A = -i-. On a :

2A
z1(P)
x1(P) + 22(P) + 23(P) =1 et on note P = | x2(P)
z3(P)
Alors le conjugé isogonal du point P est, par définition, le point de coor-
a2 zo(P) z3(P)
aZz2(P) m3(P)-H7§ IE(P) J3?(13)4-02 z1(P) z2(P)
données aréolaires . Cas(Pai(P)
a? z2(P) z3(P)+b? z3(P) z1(P)+c? z1(P) z2(P)
c? z1(P) z2(P)
a? z2(P) z3(P)+b2 x3(P) z1(P)+c? z1(P) z2(P)

—
e ps = ||PA||, p = ||ﬁ|\, pc = HJ@H sont les trois coordonnées tri-
polaires du point P.

On pose les mémes définitions pour tout autre point quelconque ou par-
ticulier du triangle.



3.3 Coordonnées aréolaires de certains points associés
aux points quelconques ou particuliers du triangle

z1(P)
Pour tout point quelconque P du triangle et étant donné que P = | xo(P)
z3(P)
on montre que :
0 sz [1 — 23(P)] + 5% 21(P)
Po=| Zxa(P)+ &5 [1—x3(P)] |, P = 0
a2z [1 — 22(P)] + 345 23(P) 3z 3(P) + gz [1 — 21(P)]
37 21(P) + 3% [1 — 25(P)]
0
0 z1(P) z1(P)
2s(P) 1—a2(P) T—a3(P)
Pi=| =oim | Ps= , Po=| 28
25(P) z3(P z3(P)
T—2:1(P) T—2s(P) 0
x1(P) 1 — z5(P) 0
Pea = 0 , Pap = zo(P) , Ppe=| 1—x3(P)
1 —21(P) 0 3(P)
PBA: 1—131(P> ,PCB: 5L‘2(P) 7PAC: 0
0 1 —z5(P) x3(P)

On fait de méme, bien entendu, pour tout autre point quelconque ou
particulier du triangle.

3.4 Autres définitions et relations
3.4.1 Définitions

I centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. On constate que I, est
le point du segment [BC] situé a la distance b du point B et a la distance
¢ du point C, que I, est le point du segment [C'A] situé a la distance ¢ du
point C' et & la distance a" du point A, que I, est le point du segment [AB]
situé a la distance ¢ du point A et & la distance b du point B.

1,11, est le triangle de contact.

r rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC', de dimension [L].

J1, Ja, J3 centres des cercles exinscrits au triangle ABC', opposés aux
sommets A, B, C.



r1, T9, T3 rayons des cercles exinscrits au triangle ABC, de dimensions [L].

J1JoJ3 est le triangle excentral.

rr rayon du cercle inscrit dans le triangle tangent extérieurement aux
trois cercles exinscrits.

G centre de gravité ou barycentre du triangle ABC'.

O centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

R rayon du cercle circonscrit au triangle ABC', de dimension [L].

ABC triangle anticomplémentaire au triangle ABC i.e. le triangle dont
les cotés (BC), (CA), (AB) sont respectivement paralléles aux cotés (BC),
(CA), (AB) et tel que A € (BC), B € (CA), C € (AB).

ABC triangle tangentiel au triangle ABC'; il est tangent en A, B, C' au
cercle circonscrit au triangle ABC' et soient @, b, ¢ les cotés respectifs de ce
triangle, opposés aux sommets A, B, C.

A, B, C points tels que les triangles BAC, CBA, ACB sont équilatéraux
directs. A, B, C points tels que les triangles BAC, C BA, AC'B sont équilatéraux
inverses.

w angle de Brocard (défini ci-apres).

3.4.2 Définitions et relations

Ja \/(a6+b6+c6)7(b4 c2+cta2+at b2)— (b2 ct+c2 at+a? b*)+3 a2 b2 2
- abce

D2 (b—c)(c—a)(a—b)=—(b*c+cta+a?b)+ (bc®+ca® +ab?), de
dimension [L]3

, sans dimension.

SEAG+V R+ B2 Qe+ aa+ae
£ —(a*+ b+ )+ 202+ 2a?+ a’b?)
=(a+b+o)[—(a®+B3+A)+ (VP c+Pa+a*b)+ (b +ca’+ ab?) —2ab(]
=25[(2d") (20) (2¢)], de dimension [L]*.

A

cot(w) = cot(a) + cot(B) + cot(y). Cet angle a été utilisé par K. F. A.
Jacobi en 1886 [1] 3.

3.4.3 Les polynémes symétriques en a, b, ¢

Ces polynomes, de degré ¢, sont notés d; ;, ils sont classés selon les
puissances décroissantes de a et sont indiqués en Annexe A pour
1=1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 16 seuls utiles pour la suite. Sont également
indiqués en Annexe A leurs valeurs en fonction de s, r, R pour 7 < 9 seules
utiles pour la suite.

3. p. 94 “Brocard Henri 1845-1922”



4 Formules classiques du triangle

4.1 Lois des cosinus
4.1.1 Premieére loi des cosinus

a = b cos(y) + ¢ cos(f), b= c cos(a) + a cos(7y), ¢ = a cos(f) + b cos(a).

4.1.2 Seconde loi des cosinus

2= +c%—2bc cos(a),
b2 — 02 -+ a2 —2ca COS(B);
2= a? 15— 2ab cos(y).

Alors les lois des cosinus s’écrivent :

cos(a) = T cos(f) = v cos(y) = T

4.2 Lois des sinus

@ — _b___c_ _9R

sin(a) sin(B) sin(7)

4.3 Lois des tangentes ou regle de Napier

En fait ces lois sont dues a Viete.

atb _ an(®F7) pie  tan(FEY)  opq  tan(2E%)
a—b tan(#)’ b—c tan(%)’ c—a tan(25%) "

4.4 Lois des cotangentes

<00

cot(2) = <, cot(£) = £, cot(2) =

)

4.5 Valeurs des lignes trigonométriques

cos(a) = gfi, cos(B) = 35, cos(y) = 3
sin(a) = 5. sin(8) = 55, sin(7) = 55
sec(a) = 22¢, sec(f) = 222, sec(y) = 228,
csefa) = T, esc(B) = &, ese(r) = 2.

tan(a) = 42 tan(B) = 22, tan(y) = 42 (la valeur de A est indiquée
ci-apres).



cot(a) = 5, cot(B) = /%, cot(y) = #x (la valeur de A est indiquée
ci-apres).

—a? _p2 — 2 g
cos(B — ) = g, cos(y — @) = Tk, cos(a — B) = g

4.6 Autres relations

A=/s(s—a)(s—b)(s—c)=Vsa b ¢ (formule de Héron).
ie. A=1y/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c).

S=(4A)?=2s[(2d)(20) (2¢].

A1 \/ (Catbic) (a—bte) (atb—o)

<

= 2 a+b+c ’
_ A _ A A A A A
rl_s—a_a_”r2_s—b_b_”r3_s—c N
212 .2
R = 2b¢ [8]4, donc : rR = 22 et R? = 2
1
R=;(=r+r +ry+r;)

rp=r+2R =3 (r+r+r+rs).
2

||5_1>|| = R (—2r + R) Formule du triangle d’Euler [8]°.
I S

IOTI]" + 1OA]” + |04 + |0 = 12R? [§]°

4.7 Relations faisant intervenir 1’angle de Brocard w

Avec les notations d; définies ci-apres :

_ a?+b2+4c? _ _ds
COS((U) T 2vb2c24c2a24a2b2 T 2+/dsg’
. _ 24 sad' b ¢ _ 2A
Sln(w) T V2242 a24a2 b2 | dao!
t 4\/sa/b/cl AN
an(w) 22+ T dg
a?+4b%24c2  _ dg

ot

(@]

w

= 4 Sal b/ C/ - E’
— 2V ctc?a?+a?d? . 24Vd3g

(w)
sec(w)
(w)

a2+b24c2 de
/b2 2 2 42 212 /
cse(w beitctartatb? ngg.Donc:
2\/sa/blcl

4. p. 259 et p. 1835 éq. (12)
5. p. 587 “Euler Triangle Formula”
6. p. 591
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cot(w) = cot(a) + ( )+cot( )
_ 1+4cos(a) cos(B) cos(v) sin?(a)

+sin?(B)+sin?(y) _ s2—r (r+4R).

sin(a) sin(B) sin(vy) 2 s1n( ) sin(8) sin(y) 2sr
csc?(w) = esc?(a) + esc?(B) + esc? ().

_ sin(a) sin(B) sin(y) _ 2 sin(a) sin(8) sin(7y)
tan<w) T 14cos(a) cos(B) cos(y) ~ sin?(a)+sin?(B)+sin(y)

sin®(w) = Sm(oz — w) sin(f — w) sin(y — w).
HOﬁH—HOQH—R 1—4sin’(w) [8]".
HQQ||—2Rsm( ) V1 —4sin®(w )[8]8.

4.8 Quelques distances particulieres du triangle, de di-

mensions [L]

4.8.1 Longueurs des bissectrices intérieures

On pourra consulter [7]?

- \/sa/ c o7 Vst ca
fi 2 ||ALy|| = 2222 f, 2 ||BIg|| = 2¥2b e,

b+c cta

Ona f1fa f3= #ﬁ%-

4.8.2 Longueurs des médianes

On pourra consulter [7] 10 8] 1.

my = = V2OHDE (9112,
2 (c2+4a?)—b?
my £ HBGBH = ||BObH i m—

/2 (a?+b2)—c
ms £ ||0Geo|| = || 0| = V2=
On a m}+mj+mj =2 (a® + b? + ) 8] 3.

Soit sy, £ 3 (my + ma + mg) [8] 1 alors :

A =3 v/Sm (Sm —m1) ($m — m2) (8 — m3) [8] 1
7. p. 175 éq. (1)
8. p. 175 éq. (2)
9. p. 1724
10. p. 1724
11. p. 1155 “Median(Triangle)”
12. p. 1155 éq. (1) “Median(Triangle)”
13. p. 1155 éq. (2) “Median(Triangle)”
14. p. 1155 éq. (4) “Median(Triangle)”
15. p. 1155 éq. (3) “Median(Triangle)”

11
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4.8.3 Distances du point O aux cotés

Rappel 0, 2 ||00L||, 05 2 [|004]], O 2 [|O0L]]. On a :

4.8.4 Hauteurs (i.e. longueurs des hauteurs)

Rappel o 2 || AAL|| (et ap = ao = 0), by 2 ||BB|| (et bo = by = 0),
ce 2 ||CCL| (et ca = ¢, =0). On a :

24 24
b

c '

y Ce =

Onal= ai + bi +L =L 4L 1L relation due & Johnson en 19291
a b Cc T1 T2 3

4.8.5 Distances du point H aux cotés

Rappel : . .
ha £ |[HH,|| £ [[HAL||, hy & ||HH,|| £ [|HBy||, he £ [|HH|| £ ||[HC|.
On a:

_ @2 _ ®Baq _
ha = 8a A’ hy = SbA’ he =

2

142
c

o
>

16. p. 189
17. p. 1724

12



5 Coordonnées aréolaires de quelques points
particuliers du triangle

Pour tout couple (P, ) de points soient :
21 (P) 21(Q) [£2(P) 3(Q) +3(P) 73(Q)]
Cross(P, Q) & | 22(Pn@ [xs(éiﬁsi?@)mw) 23(Q)]
23(P) 23(Q) [1 (P) 75(Q)+2(P) 21 (Q)]

dCross

, avec :

deross = 1(P) 21(Q) [22(P) 23(Q) + 23(P) 72(Q)]
+ 22(P) 22(Q) [23(P) 21(Q) + 1(P) 73(Q)]
+ 23(P) 23(Q) [21(P) 22(Q) + 22(P) 21(Q)]-
[1(P) z2(Q)+z2(P) z1(Q)] [#1(P) z3(Q)+z3(P) z1(Q)]
Ceva(P, Q) 2 | [E2P)zs(@tas(P) oo (OFTEP) 21 (@)1 (P 22(Q)]
[03(P) 21(Q)+a1(P) x3<Qjﬁ°&Z<P>zz<Q>+x2(P> 23(Q)]
deeva = [21(P) 72(Q) + 22(P) 21(Q)] [21(P) 23(Q) + 23(P) 21(Q)]
+ [22(P) 23(Q) + 23(P) 22(Q)] [x2(P) 21(Q) + 21(P) 22(Q)]
+ [23(P) 21(Q) + 21(P) 23(Q)] [73(P) 22(Q) + 22(P) 23(Q)].

, avec :

5.1 Points qui ne sont pas des centres au sens de C.
Kimberling [5] [6]

1 0 0
A= 0 ,B: 1 7C: 0
0 0 1
. -1 . 1 . 1
A= 1 |,B=| -1 |,C=| 1
1 1 -1
_a? o a
U I O T R
o ay A g |7 a4,
a A Tw
a2
O R N - O R RN S vy
— 1 — —
A= 5<1+f§3> , B = s, O=1 3 (153
3 3 c
%<1+ 452) %<1+ 4Aql> _\{EA

13



V3a? 1(1_ \/§q3) 1(1_\/5112)
. ) 4A\/§q . 2 \/§b24A . % \;%A
N 3 N —
A= 5(1_\;1%) , B = 4A\/§ , 0= 5(1\;24Aql)
%<1_ 4qu) %(1_ 4Aql) 43Ac
0 507 5.2
Ay = 2(1% , By = 0 , Ce = %
_92_ a 0
2a? 262

5.1.1 Premier et deuxiéme points de Brocard et O’
On pourra consulter [3] 18 [1] 1 et [8] ?°.
Les points de Brocard ont étés trouvés par Grelle en 1884.

Onaw () =7—7 w(Q)=7m—a, ws(Q)=7—Betw(Q)=7—4,
W () =7 —7, ws(Q) =7 — .

c2a?

, avec dg = (b 2 + 2 a® + a*V?) et :

,avec doy = (B2 + 2 a? + a*b?) = dq.

5.2 Les 101 premiers points qui sont des centres au
sens de C. Kimberling [5] [6]

Ils sont notés X;, i = 1,2,... et les dénominateurs de leurs coordonnées
aréolaires sont notés d;, 1 = 1,2,.... Les expressions de ces dénominateurs
d; en fonction de a, b, c et leurs valeurs en fonction des polynomes d; ; sont
résumées en Annexe B. Les expressions de ces dénominateurs d; en fonction
de s, 7, R sont résumées en Annexe C.

18. pp. 133-137 §14 “Les points, les triangles et le cercle de Brocard” ou ces deux points
sont notés @ et Q/

19. p. 94 ou ces deux points sont notés () et Q/

20. p. 175 “Brocard Points”

14



5.2.1 X; =1 centre du cercle inscrit et points associés

On pourra consulter [5] 2! [8]%2.

a
dbl
Xi=Il=| 7 |,avec:dy=(a+b+c)=di.
C
dy
0 < v
/ b 4
C R
Ia - a ) [b = O ) Ic - %
!
? . ;
a b
a a
(b) ct+a a+b
Ia=\ = |, Is= 0 |, le=| 5
C C
b+c ct+a 0
_a_ a a_
! ! /
a 2b 2¢
b o b
Ji = ( i ERCR Wl B 2
c c _c
24 2b 2¢
0 v <
/ b c
b _ _
Ju=1| = |, Ju= 0 y J1e = 2
7
c S
a b 0
!
0 a s
! b C/
Joq = —a |, Jy = 0 |, Joc = -<
K J Oc
a 3
0 s o
C
S 7
J3q = a S 0 , Jrie=| b
a, b/ ¢
T Y 0
0 __a_ _a_
c—a a—>b
b b
Joa=dsa=| 3= |, JsB=Jip= 0 yJie=Jo=| 25
C C
T b—c c—a 0

Centres des cercles d’Apollonius (cf. ci-apres) :

2
a
0 T 2g2
Ia+Joa — IatJsa b Igt+Jsp — Ipthip _ 0
2 - 2 - b2 —c2 ) 2 - 2 - ’
C2 C2
b2 2_a2
o2
202
IctJic — Ict+Joc v
2 - 2 a2—p2
0
21. p. 172

22. pp. 893-894 “Incenter”

15



X1 = Ceva(X6, X55) = Ceva(X65, X73> (Cf X67 X55, X657 X73 Ci—aprés).

5.2.2 X, = G centre de gravité ou barycentre et points associés

On pourra consulter [5] %3 [8] 24,

1
A ¢
XQEG:#: - |, avec: dy = 3.
dy
1 1
A B+C (1] A C+A 2 A A+B %
Ga=5r =g |[G=5=(0 ], Ge=77=1 3
1 1 0
2 2
0 3b2—c?+a? 3c24a?—b?
30?422 62 ,0c2
Ga = = 6 a2 < 9 Gb = 0 Y G(l = 3¢ ga2+b
3a2—b%+c2 30242 —¢? 6
6a2 6 b2

X2 = Ceva(Xl, Xg) = CGV&(X3, XG) = CGV&(Xlo, X37)
(Cf. X3, Xﬁ, Xg, Xl[), X37 Ci—aprés).

Si P et () sont colinéaires avec Xy = GG on dit que P est le complément de

Q ssi }@ =3 }% et on dit que P est ['anticomplément de () ssi ]ﬁ = % ﬁ

5.2.3 X3 = O centre du cercle circonscrit et points associés

On pourra consulter [5]2° [8] 6.

2
X;=0=| &2 | avec:

ds
d3=—(a* + 0+ )+ 2P+ 2a?+a’*b?) =S =dydy = —dy 1 +2dy 3
et dy = —(a® + b0 +3)+ (BPc+cta+a®b) + (b2 +ca®+ ab?) —2abe
= —ds 1 +dso—2dss=(2a)(20)(2¢).

Oy =G 4,0, =GR, 0, = Ge.
On remarque que wy(0) =2, wa(0) =25, w3(0) = 27.

23. p. 172

24. pp. 221-222 “Centroid (Triangle)”
25. p. 172

26. p. 259 “Circumcenter”
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5.2.4 X, = H orthocentre et points associés

On pourra consulter [5]%7 [8]25.

9293
dy
Xy=H=| &2 |, avec:
712
dy

dy=—(a* +b* + )+ 202+ 2a’+a*b?) =ds = dy dj et
dy=—(a®+ 0>+ )+ (BPc+cFa+a’b) + (b +ca’2al?) —2abe
=dy=—ds; +d32— 2ds,3.

H,=A, H =B, H. =C..

S+aq243 9293
25
B, & AtH _ qg gl E, & B+tH _ Stazq1
1 2 25 » 2 2 2S )
q1G2 9142
25 25
g2 g3
2S
Ey A CxH _ %4
2
S+4q1 g2
2S

X4 = Ceva(Xl, X46) = CGV&(Xg,, X52) = CGV&(X(,, X25) = CQV&(Xlg, ng)
= CeV&(XE)l, X53) (Cf- X5, X6, X9, Xos, X33, X46, Xs51, X3 ci—aprés).

Relation avec les points précédents
Xy =3X,—-2X;.

_ da _ ds
Onal= 16s2r2 = 16s2r2°

Donc X, € (X3X3) (on vera qu’il s’agit de la droite d’Euler).
Le triangle H,HyH. = A,B,C. est le triangle orthique [8]%.
Le triangle F E;E3 est le triangle d’Euler [3] 3.

5.2.5 X5 = N centre du cercle d’Euler et points associés
On pourra consulter [5] 3! [8]%2.

Le cercle d’Euler est présenté ci-apres.

27. pp. 172-173

28. pp. 1285-1286 “Orthocenter”
29. pp. 1285-1286 “Orthic Triangle”
30. p. 123

31. p. 173

32. p. 1235 “Nine-Point Center”
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2
Xs=N=| e | avec:

2ds
ds = —(a* + 0+ +20* A +2a® +a?b?) = ds = dy ds et
d/5 =—(®+0P+S)+VPc+cPa+a®b)+ (b2 +ca’*2ab?) —2abc
=dy = —ds 1 +ds > — 2ds 5.

0 b’ +q3 +qo
e 12 ic
_ 3 _ _
N, = T | Ny = 0 , Ne= C;;gl
a’+qa b +q 0
4a2 452

Relations avec les points précédents

X _3Xo—X3 _ 3Xo+Xy . X3+Xy
5 = = .

2 4 2
__ _ds __ _d3
Ona2= 8s2r2 — 8s2r2°

Donc X5 € (X2X3) = (X2X4), X5 € (X3X4)

5.2.6 Xg = K point symédian ou point de Lemoine ou point de
Grebe ou premier point puissance et points associés

On pourra consulter [5]33 [8]34.

»

a
dg
Xe=K=| & |, avec: dg = (a® + 0>+ *) = dy, 1.
i
dg
0 ﬁ c2+a?
do 4
a?+b2 §
Kpc = 4y | Kca = 0 , Kap = 2—6
c b24c? 0
d(j dﬁ

Le triangle K apKpcKca est dirextement semblable au triangle ABC' [3] 3.

0 a?4b2 a?
b2 ds b2d6 )
Kep = % , Kac = 0 , Kpa=| ==
24a? ﬁ 0
de d6

Le triangle K ac KpaKcp est directement semblable au triangle ABC' 3] 3°.

33. p. 173
34. pp. 1067-1068 “Lemoine Point”
35. p. 129
36. p. 127
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0 2a®
de d6
i x B 4 * 4 x A 262
SOlent KCB = de s KAC = 0 5 BA — d_6
2c2 a 0

d6 dG

Alors le triangle K KiK. est directement semblable au triangle
ABC [3]*".

— _—  — ——
On vérifie que Kio Ky L BO, Kz K L CA, KipKg, L AB
(cf. ci-apres).

0 q3 2a?
d()' dg
i x & 20% x4 * A @
Soient Kjo = | - |, Kia = 0 |, Kip=| &
g2 22 0

da dG

Alors le triangle K}, KpK5o est directement semblable au triangle

ABC.
T — —_— —
On vérifie que Ky, Kpe | BC, KpoKgy L CA, KiyKy, | AB car
KZBKEC = K:XCKEBa KECK?JA = KEAK:ZCa KEAKEB = Ké‘BKEA'
X6 = Ceva(Xl, X43) = Ceva(Xgl, X41> (Cf X317 X41, X43 ci—aprés).

Relation avec les points précédents

X — [s2+r (r+2R)] X1 —67R X2—272 X3
6 — s2—r (r+4R) :

On a s> —r(r+4R) = 1 d.

5.2.7 X; = Ge point de Gergonne et points associés

On pourra consulter [5] 3 [8] 3.

/d7 !
X; =Ge = (202& , avec :
7
(2alc)l(2b/)
7
dy = —(a*+ 0"+ A)+2(bc+ca+ab) = —dyq+ 2ds».

Gea =1, Geg = I, Geg = 1.
X7 = Ceva(Xy, Xs7) (cf. X57 ci-apres).

Relation avec les points précédents

37. p. 132
38. p. 173
39. p. 735 “Gergonne Point”
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X _ 2(T+2R)X1+3TX274TX3
[ r+4R :

Onar—|—4R:ff—;.

5.2.8 Xg = Na point de Nagel et points associés

On pourra consulter [5] 40 [8]*L.

Xg = Na = 20 yavec i ds = (a+b+c¢) =dy =dy 1.

Nay = Jia, Nag = Jop, Nac = J3e.

Xg = Ceva(Xy, Xy9) = Ceva(Xig, X7o) (cf. Xy, Xyo, X7o ci-apres).
Relation avec les points précédents

Xg=—-2X;+3X,.

Onal= %.

Donc X5 € (X7X5).

5.2.9 Xg= M “Mittenpunkt”

On pourra consulter [5] 42 [8]43.

a(2a/)
dy
Xg=M = b2b) | avec :
dg
c(2c,)

dg
dg=—(a>+b*+*)+2(bc+ca+ab) =d; =—dy 1+ 2ds,».
Xo = Ceva(Xs7, X71) (cf. X357, X71 ci-apres).

Relations avec les points précédents

Xg _ —(r+2R) X1+6R X2+27r X3 _ 2 Xi+[-s2+r (r+4R)] X6 _ 3 Xo— X7
= = > .

r+4R r (r+4R)

Onar+4R = f—i.
Donc Xg c (X1X6>, Xg S (XQX?)

40. p. 173

41. pp. 1213-1214 “Nagel Point”
42. p. 173

43. p. 1178 “Mittenpunkt”
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5.2.10 X 9 = Sp point ou centre de Spieker

On pourra consulter [5]* [8] 5.

2dig
Xio=Sp= 2622—1‘; ,avec 1 dyp = (a+b+c)=dy =dj .

2d1o
X10 = Ceva(X42, X71) (Cf X42, X71 Ci—aprés).

Relations avec les points précédents

X _ =X4+3Xe _ 3Xo+Xg __ 7"X4+(7'+4R)X9
10 = 2 - 4 - 2(r+2R)

Ona2:d—;°.

Donc X10 c (XlXQ), X10 c (XQXg), X10 c (X4X9)

5.2.11 X, = F point de Feuerbach

On pourra consulter [5] 46 [8]47.

(2a’) (b—c)?
2dn )
Xp=F=| @la” | zyec:
2di
(2c)c(la7b)2
2d11
dip=(@+0+) = (Pc+Fa+a*b)— (b +ca®*+ab®) +3abe
=d31 — ds32 + 3d3,3.

Relations avec les points précédents

X _ RX1-3rXo+rXs _ RX1-2rXjs
11 = —2r+R — T —2r+R

Ona—-2r+R= %.
Donc Xy, € <X1X5)

5.2.12 Xyo

On pourra consulter [5]45.

44. p. 173
45. p. 1702 “Spieker Center”
46. p. 174
47. p. 627 “Feuerbach Point”
48. p. 174
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2b) (2¢) (b+c)?
 2dy .
_ (2¢)(2a ) (ct+a) .
Xip = CIQTQC , avec :
(2a') (2b ) (a+b)?
2dq2 ,
dig=—(a*+b*+c)+20* A+ Aa®>+a*b?) +abc(a+b+c) =dydy,
= —dy+2dys+dygetdyg=—(a®+ 0+ + e+ ctata’d)
+ (b +ca*+ab?) — abc= —ds 1 +d3 o — ds3.

Relations avec les points précédents

X12 — RX1+3rXo—1r X3 __ RX1+27‘X5‘

2r+R 2r+R

Ona2r+R=42 — di

8s2r 4sr”

Donc X5 € <X1X5)

5.2.13 X 3 = X point de Fermat ou premier point de Fermat ou
point de Torricelli ou premier centre isogone

On pourra consulter [5] % [8] .

La notion de centre isogone a été utilisée par A. Gérardin en 1916 [4]
alors que A. Bouvier et M. George parlent de figures isogones, i.e. ayant les
mémes angles [1]°1.

25-3a%q1+4v3a> A

di3
X=X = 25—3b% ga+4V3b2 A

avec :
di3 !
2S8—-3c2q3+4v3c2 A

dis
d13 :3d3+4\/§d6A:3<—d471 +2d473)—|—4\/§d2,1A.

X13 = Ceva(X15, XGQ) (Cf X15, X62 Ci-aprés).

Relations avec les points précédents

X — [s247 (r+2R)] X14+27 (2v35—3R) Xa—27 (v/3s+7) X3
13 = 5247 [2v3s—(r+4R)] ’

Onas?+r[2v3s— (r+4R)) = ¥3ds,

24sr

49. p. 174
50. pp-. 623-624 “Fermat Point” et p.932 “Isogonic Centers”
51. p. 411 “Isogones”
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5.2.14 X, = X second point de Fermat ou second centre isogone

On pourra consulter [5] %2 [8] 3.

2S8—3a? q1—4\/§a2A

di4
’ _ 2 _ 2
X=X 2S—3b% go—4/3b%2 A , avec

di14
28—-3c2g3—4v3c2 A
di14

dig =3ds —4V3dg A =3 (—dy1 +2ds3) —4V3da1 A
X14 = CGV&(X16, Xﬁl) (Cf X16, X61 Ci—&pI‘éS).

Relations avec les points précédents

X, — [s247 (r4+2R)] X127 (2v35+3R) Xo+27 (v3s—7) X3
14 — s2—r[2v3s+(r+4R))
_ 2/3[s2—r (r4+4R)] X6—{V3[s2—r (r+4R)]+6 57} X13
o V3[s2—r (r+4R)]—6sT ’

Onas?®—7r[2v3s+ (r+4R)] :—‘ﬁ—f;‘*.
Donc Xy, € (X6X13).

5.2.15 X5 =S premier point isodynamique

On pourra consulter [5]** [8] .
a® (V3q1+4A)

dis
Xis=8=| BBetid

dis
2 (V3qz+4A)
dis

d15 — \/§d3_|_4d6A = \/ngl?) = \/§(-d4’1 +2d4,3> +4d2,1 A.

, avec :

Relations avec les points précédents

X — [s247 (r4+2R)] X1—67R Xo+27r (v3s—1) X5 _ 4/3sr Xo+{s>—1[2v3s+(r+4R)]} X14
15 = 5247 [2v3s—(r+4R)) - 5247 [2v3s—(r+4R)]
_ 2+/3sr X3+[s?2—r (r+4R)] X6
o s24+[2v3s—(r+4R)|r

Onas?+7r[2v3s—(r+4R)] = &

T 8sr

Donc X15 € <X2X14), X15 € (X3X6)

52. p. 174

53. p.932 “Isogonic Centers”

54. p. 174

55. pp. 930-931 “Isodynamic Points”
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5.2.16 X3 = S second point isodynamique

On pourra consulter [5] % [8]°7.
a® (—V3q1+44)

dig
Xe=9 = | 2=v8atis)

di6
2 (=V3qz+4A)
dis

dig = —V3dy +4dg A= —Ldyy = —/3(—dy1 +2dy3) +4dy1 A

, avec :

Relations avec les points précédents

Xiw — [s247r (r4+2R)] X167 R Xo—27r (v3s+r) X3 —4+3s7 Xo+{s?+r[2v3s5—(r+4R)]} X13
16 — 52—[2v/3 s+(r+4R)| r - s2—[2V3 s+(r+4R)|r
_ —2v3sr X3+[s>—r (r+4R)] X
52—[2v3s+(r+4R)]
Onas®—r[2V3s+ (r+4R)] = &s.

Donc X16 € (XQXlg), X16 € (X3X6)

5.2.17 X,; premier point de Napoléon ou point de Napoléon extérieur

On pourra consulter [5]°® [8]%.

2S—a’ q1+4v3a%2 A

di7
_ 12 2
X7 = 2S—b2 go+4V3b02 A , avec :

dir
2S—c? g3+4v3c2 A
di7

dig =5d3+4v3dsg A =5(—dy1 +2dys3) +4/3dy 1 A

Relations avec les points précédents

X0 — V3[s24r (r+2R)] X146 (25—v3R) r Xo—2 (s+v37)r X3
17 = V3524[105—/3 (r+4R)] 7
4sr X3+V3{s2+[2V3s—(r+4R)|r} X135 _ 4sr Xa+V3{s*+[2V3s5—(r+4R)]r} X15
V3524+[105—/3 (r+4R)] o V3824[105—+/3 (r+4R)] 7
16 s7 X5+v3 {s2—[2V3 s+(r+4R)|r} X14
V382410 s—/3 (r+4R)] 7 ’

Ona3s>+[10s —v3(r +4R)]r = &z

8sr”

Donc X17 € (X3X13), X17 - (X4X15), X17 € (X5X14).

56. p. 174

57. pp. 930-931 “Isodynamic Points”
58. pp. 174-175

59. pp. 1214-1215 “Napoleon Points”

24



5.2.18 X5 second point de Napoléon ou point de Napoléon intérieur

On pourra consulter [5]% [8] 61,

2S—a?q—4 V3a2 A

d18 \/,
X — q2

d1s
2S—c2 g3—4vV3c2 A
d1s

dis =5d3 —4V3dg A =5(—dy1 +2ds3) —4V3da1 A

, avec :

Relations avec les points précédents

X — V3247 (r+2R)] X1—6 (25+V3R) 7 Xo+2 (s—/37) r X3
18 = V352—[105+v3 (r+4R)]| 7

_ —4sr X3+V3{s2—[2V3s+(r+4R)| 7} X1a _ —4sr Xu+V3{s>—[2V3s+(r+4R)]r} X1
- V352—[10s+V3 (r+4R)]r V352—[10s+V3 (r+4R)]r
_ —16s7r X5+V3{s2+[2V3s—(r+4R)]r} X13
o V352—[10s+v/3 (r+4R)] 7
238 [s2—r (r+4R)] X6 —{v352—[105—v/3 (r+4R)] 7} X17
- V352—[10s+v/3 (r+4R)] 7 ’

Onav3s?—[10s+ V3 (r+4R)|r = —hs

8sr’

Donc Xlg c (X3X14), Xlg € (X4X16), Xlg c (X5X13), Xlg € (X6X17).

5.2.19 X9 = (' point de Clawson ou point crucial

On pourra consulter [5] %2.

aqg24qs

_ b
Xig=Cl= | 22 |, avec:

dig
dig = (a® + 0+ ) — (bc+cta+ab) — (bt + ca* + ab?)
+2abc(bc+ca+ab) = d571 —d572+2d575.

Relations avec les points précédents

X0 — —[s2—(r+2R)?] X1 —6 (r+2R) R X242 [s2—r (r+2R)] X3
19 = s2—r (r+6R)—8R2
_ —252RX4+[s2—(r+2R)?] (r+4R) Xo
o [s2—r (r+6 R)—8R?] (r+2R)

Onas®—r(r+6R)—8R? = —1&2,.
Donc X9 € (X4 Xo).

60. p. 175
61. pp. 1214-1215 “Napoleon Points”
62. p. 175

25



5.2.20 Xy = L point de de Longchamp

On pourra consulter [5] % [8] ¢4,

4a2q—S
2o
Xy=L= %ﬁ , avec :
20
4c2q3—S
d2o )
dyo = —(a4+b4+c4)+2 (b2 +c*a’*+a? b2) =dy =didyy = —ds1+2dy3
et dyg = —(a® + 0+ )+ (VP c+ Fa+a?b) + (b + ca’ +ab®) — 2abe
== d3 == —d371 + d3’2 — 2d3’3

Relations avec les points précédents

r

_ _dog __ dyg
Onar= 16s2r = 8sr”

Donc X20 c <X1X7), X20 c (XQXg), X20 c (X3X4)

5.2.21 X, = Sc point de Schiffler

On pourra consulter [5] % [8]%.

a(2d’) (c+a) (a+b)
do1

Xy = Sc = w , avec :
21

c(2¢) (b+c) (c+a)
d21

dyy = —(a* +b* + )+ 202 +c2a®> +a? V) +3abe(a+b+c) =ddy
= —dy 1 +2dy3+3dyget dy =—(a®+0+ )+ (Pc+cEa+a’b)
+ (b +ca*+ab®) +abe=—dz +ds o+ ds 3.

X1 = Ceva(X;, X3) = Ceva(Xy, Xs5) (cf. X55 ci-apres).

Relation avec les points précédents

X21 — 3R Xo+2r X3

2r+3R
_ oy _
Ona2r—+3R= oy = .
Donc X21 € (XQXg)
63. p. 175
64. p. 402 “de Longchamp Point”
65. p. 175

66. p. 1597 “Schiffler Point” noté S
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5.2.22 Xy, = Ex point d’Exeter

On pourra consulter [5] 7 [8] %.

a? (b*4-ct—a?)

daa
Xop = Bz = | 240D | avec
02 (a4c—l~_2§4_c4)
da2
dog = —(a® + 85 + ) + (0* A + cta® + a* V?) + (0* * + ¢t a® + a® V)
= —dg,1 + dg, 3.

Relation avec les points précédents

X, — =3 R? Xo+[s2—r (r+4R)] X3
22 — $2—r (r+4R)—3R2 :
2 2 _ _dy
Onas®—r(r+4R) -3R* = 5%.
Donc X22 € <X2X3)
5.2.23 Xy3 point distant
On pourra consulter [5] % [8] ™.
a? (—a*+b%—b2 c2+ct) a? (dg q1—3b2% c?) a? (b 2 —q2 q3)
d23 d23 dgi’:
X23 _ b2 (7b4+c4702 a2+a4) o b2 (de g2—3 c? a2) . b2 (02 a*—q3q1)
da3 o da23 B da3
2 (—c*+a*—a? b24b%) c? (de g3—3 a® b?) c? (a? b%—ql q2)
d23 d23 d23

avec :
doz = —(aS+05+8)+ (b* 2+ a? +a* b))+ (? '+ c? a* +a? b)) — 3 a? b? 2
- _d6,1 —+ d673 — 3d6’7 = —J2 CL2 bQ CQ.
Relation avec les points précédents

X — —9R2 X242 [s2—r (r+4R)] X3
23 — 25227 (r+4R)—9R?

On2[s* —r(r+4R)] - 9R?* = .
Donc Xo3 € (X2X3)

5.2.24  Xoy

On pourra consulter [5] ™.

67. p. 175

68. p. 593 “Exeter Point”
69. p. 175

70. p. 610 “Far-Out Point”
71. p. 176
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a®(S—2a*q1) (6§ -9) a® g2 q3 (41 —S) a? g2 g3 (262 2—8)

2 22d24 2 2 2 d242 2 d242 2
Xoy — b? (S—2b%g2) (¢5—5) _ b g3 q1 (g5—S) _ b% g3 q1 (2¢” a®—8)
4= 2doy - 2day - doy ’
c? (S—2¢c? q3) (qg—S) 2 q1q2 (qg—S) c2q1q2 (222 b2-8)
2daq 2daq d2g

avec :
d24:(aw—l—blo—i—clo)—3(6802+cga2—|—a8b2)—3(b208+02a8+a2b8)

+2%ct+Fat +a% ) +6a%b? 2 (at + b* + ) + 2 (b1 B + ¢t a® + at bP)

—6a?b*c? (B2 c* + ?a® + a® b?) = d3 0oy

= dy9,1 — 3di10,3 + 2d10,7 + 6 d1o,9 — 610,13 €t

0oy = —(a®+ 004+ O) + (0 P+t a® +a* 0?) + (VP '+t a® +a’ b)) —4a® b

= —dg 1 +ds3—4ds 7.

Relation avec les points précédents

X, — —3R2 Xo+[s?>—r (r+4R)—2R?] X3
24 — s?2—r (r+4R)—5R? :
2 _ 2 _ _dog  __ _bo4
Onas?—7r(r+4R)-5R? = ;5% = %=

Donc X24 € (XQXg)

5.2.25 Xy
On pourra consulter [5] ™.
a®q2q3
das
Xos = | Pasa avec :
25 das ) :
q1q

das
dos = (a®+0°+8) — (b* 2+t a? +a V?) — (V2 ct+cta®? +a? b) + 6 a? b? 2
=ds,1 — dg,3 + 6.dg, 7.

Relation avec les points précédents

_ —6R? Xo+[s’—r (r+4R)] X
Xos = 52 727‘ (r+4R)—6R? o
Onas®—r(r+4R) - 6R* = —52.

Donc X5 € <X2X3)

5.2.26 Xy centre du cercle circonscrit au triangle tangentiel

On pourra consulter [5] 3.

72. p. 176
73. p. 176
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a*q1 (S—q7)
2 dae

b g2 (S—q2
Xoo = | B26=w) | avec:
2dog

dog = (a'® + 171864— ) =3 +Fa?+ab?) -3 A+ Fad+ a?bd)
+2@%ct +fat+aSbvt) +4a?b? A (at + b + )+ 2 (01 P + ¢t ab + atbP)
—2a*0?* A (*? + 2 a? + a’b?) = d3 6y
= dio,1 — 3dio,3 +2dio,7 +4dio,9 — 2d0,13 €t
06 = —(a® + 05+ )+ (VA +cta® +a* V) + (VP + 2 at +a? bh) —2a2 b? A2
=q1q2q3 = —dg,1 + dg,3 — 2dg, 7.

Relations avec les points précédents

Xow — —3R2 Xo+[s?—r (r+4R)-R?] X5 _ 3[s®>—r (r+4R)—3R?] Xo—[s2—r (r+4R)—R?] X4
2% = (1 72R)? = 22 —(r 2R
_ [s®2=r (r+4R)—3R?] X5—-R2 X4
o s2—(r+2R)? ’
2 2 _dye 3
Onas®—(r+2R)" = s5i7 = mae

Donc Xy € <X2X3) = <X2X4), Xos € (X3X4)

5.2.27 X

On pourra consulter [5] ™.
(cta) (a+b) g2 g3

doy
Xo7 = (a+b) (b+c) g3 @1

e , avec :
(btc) (c+a) 1 g2

day
do7 = (a®+b5+c%)—(b° c+c® a+a® b)— (b P +ca®+ab®)—(b* 2+ct a®+at b?)
—abe(a®+ b +3)— Pt +Aat +a? )+ 2P A+ Aad + a®b?)
+2abc(B*c+cFa+a’b)+2abc (b +ca® 4+ ab?) +6a*b? 2
=dg,1 — ds 2 — dg,3 — dg,a +2dg 5+ 2ds 6+ 6ds 7.
X27 == Ceva(X4, Xlg).

Relations avec les points précédents

X, — =3 [$24+(r4+2R)?] Xo+4s2 X3 _ —3[s2—(r+2R)?] Xo—25% X4
21 — s2—3(r4+2R)? - s2—3(r4+2R)? )

On s> —3(r+2R)* = — %1,

T 165272

Donc X27 € (XQXg) = <X2X4)
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5.2.28 X

On pourra consulter [5] ™.
a(cta) (a+b) g2 g3

dog
Xog = b (a+b) (b4c) g3 1 , avec :

c(b+c) Eigjgra)m 92
dag

dos = (a"+b"+c")+ (b c+c® a+a® b)+(b P+cab+ab®)—(b° *+c° a*+a® b?)
—abe(at+ b0+t — PP+ Ad®+a* V) — (VA + tad +atb?)
—abc(B3c+ca+a®b)—abe(b +ca®+ab®) — (B3t + Eat + a®b?h)
+2abe(PE+ca® +a??)+6a2b*c? (a+b+c) = dy dyg
=d7 1 +dro—dys—drg—drs—dre+2dr 7+ 6dr g et
dyg = (a8 + 05+ %) — (b 2 + cta? + a'V?) —abe(a® + b° + ¢3)
— Pttt aP+ad?bt) +abe(BP e+ Pa+a’b)+abe (b +ca® +ab?)
+4a2b202 = d6’1 — d673 — d674 +d6,6 +4d6’7.

X28 = CGV&(XlQ; X25) = Ceva(X34, X56) (Cf X34, X56 Ci—aprés).

Relations avec les points précédents

X — [$2—(r+2R)%] X1 +[s2—r (r+6 R)—8R2] X190 _ —3(r+2R) R Xa+[s2—r (r+2R)] X3
28 — 2[s2—r (r+5R)—6 R?] - s2—r (r+5R)—6R2
_ —rRX4+[s®?—r (r+4R)—6 R?] Xo5
- s2—r (r+5R)—6 R2 :

Onas?—7r(r+5R)—6R? = — s 2—32(15228T2-

T 645372

Donc ng c (Xleg), XQS - (X2X3)7 X28 - (X4X25).

5.2.29 X

On pourra consulter [5] 7.

(2a’) (c+a) (a+b) g2 g3
, dag
Xog = | 20 )(HZ) btadasa | avec :
29
2c) (b+e) (c+a) g1 g
dag
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dog = —(a"+b"+c") =2 c+ P a+ab) —2(bc® + ca® + ab®)
—abe(at+ v+ +30E+ctad+a' ) +2abc (VP e+ Ea+a®b)
+2abe(bE+ca®+ab®)+3 0P+ at +a®b')+2abe (b + 2 a® +a? b?)
—2a2b202 (&+b+6) = d1d/29 = —d771 —2d772—d774+3d775+2d776—2d778
et dyg = —(a® + b+ %) — (B c+ca+a’b) — (be® +ca’® +ab)
+ (0 4+ cta*+a*b?) +abe(a® +0° + A) + (B2t + cta® + a® bY)
+2(b3 CS+C3 CL3+CL3 b3)—2a2 1)2 2 — —d671—d6,2+d6’3+d674+2d6,5—2d6,7.

X29 = CGV&(Xl, X4)

Relations avec les points précédents

Xog = 3 (s24+r2—4R2) Xo—4r (r+2R) X3
29 — 3s2—r (r+8R)—12R?
_ —[s2=37 (r+4R)—12R?] Xa7+4 [s2—r (r+5R)—6 R2] Xog
- 3s2—r (r+8R)—12R2 :

/

Onads®’—r(r+8R)—12R? = 32ds2397~2 = lﬁdszfﬂ.
Donc X29 c <X2X3), X29 - (X27X28).

5.2.30 X3y point a l’infini d’Euler

On pourra consulter [5] 7.

Attention : ce point n’étant pas a distance fini est tel que la somme de
ses coordonnées aréolaires n’est pas égale a un mais a zéro.

S—3ad’q
X30 = S—3bZQQ et d30 =0.
S —3c?qs

Relations avec les points précédents

32 T S—(7r
Xagg = Xy — Xy = VL2V a—(raR)]) (X13 — X15)

12s7r
s2—r s+(r
_ V3 [21\2/§r+( +4R)]} (X14 — X1g).
Ona0= d30.

Donc X3p € (X2X3), X30 € (X13X15), X30 € (X14X76).

5.2.31 Xj3; deuxiéme point puissance

On pourra consulter [5] 8.
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a®
d
il
d
5

d31

X3 = ,avec : d3; = (a® + 03 + ) = dz ;.

Relations avec les points précédents

Ny — (s24+r?) X1—67R Xo—47r2 X3 _ (s2+47r?) X127 (27+3R) Xoy
31— s2-3r(r+2R) - s2-3r(r+2R) :

Onas®—3r(r+2R) =%t
Donc X3, € (Xngl).

5.2.32 X3, troisieme point puissance

On pourra consulter [5] ™.

at

dsa
s
ds

ra
ds2

X9 = , avec : dgp = (a4 + bt + 04) = dy, 1.

Relations avec les points précédents

Xy — [s2=7 (r+4R)] [s>+r (r+2R)] X1 -6 [s2—r (r+4R)] r R X2 —2[3s2—r (r+4R)] r2 X3
32 s4—2527 (37+4R)+72 (r+4R)?
—45272 Xg+[s?—r (r+4 R)]2 X6
s4—2527 (3r+4R)+72 (r+4R)?"

Onas!—2s2r(3r+4R)+72(r +4R)* = 42,
Donc X32 S <X3X6)

5.2.33  Xas

On pourra consulter [5] 8.

a(2a) g2 g3
ds3
Xag = | t@blasar | avec :
ds3 ’
c(2c)qiqe
d33
dyz = — (a8 + b5 + &) + (b + cta? + a* b?) — 2abe(a® + b3 + 3)
+ Ot +Fat +a*bt) +2abe (VP e+ Fa+a*b) +2abe (b + ca® + ab?)
—6G2b2 C2 = _dﬁ,l +d673 — 2d6,4+2d6,6 —6d677.
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Relations avec les points précédents

e — [$2—(r+2R)2] X146 7R Xo—47R X3 _ [s2—(r+2R)?] X1+27 R X4
33 = $2—r (r+2R)—4R2 - s2—r (r+2R)—4R2
_ —[$>~r (r+6R)—8 R3] X19+2[s?—7 (r+4R)—6R?] X5
- s2—r (r+2R)—4R2 )

Onas?—r(r+2R)—4R*= dsg

T 32s2p2°

Donc X33 S <X1X4), X33 S <X19X25).

5.2.34  Xa,

On pourra consulter [5] 8!

! !
a(2b)(2¢)q2q3
d3a

/ !
X3 = | 22)CQa)asa )512“ Jasar | avec :
34

c<2a’>c<l2b’)q1 a2

dsq = (a” + 7 +327)+ (bc+ a4+ a®b)+ (b® + ca® + ab®)
— W+ a*+ab?) —2abe(at + b+ ) — (VP + A a® + a? V)
— A +ctad+a ) —abe(VPe+AFa+aPb) —abe (b + ca® + ab?)
— W+ Aat+adbt)+dabe (VP A+ AFa?+a? V) +2a? A (a+b+c)
=didy =dr1+dyo—dr3—2dy g —drs—dye+4dr7+2dr s et
dyy = (a® +0° + &) — (b* P + c*a® + a*V?) —2abc(a® + b° + ¢7)
— (Pt +Fat +a?bY) +2abe (VP e+ Fa+a*b)+2abe (b + ca® + ab?)
—2a*V* P =ds 1 —ds3—2dg a4+ 2ds6— 2ds 7.

Relations avec les points précédents

Xy — [*~(r+2R)’ ] X1—6rR Xo+4rR X3 _ [s2=(r+2R)*] X1 —2rR X4
34 s2—r (r+6 R)—4 R2 s2—r (r+6R)—4 R2
_ [s2=(r+2R)?] [s2—r (r+4R)] Xo+r (r+2R) [s2—r (r+6 R)—4 R2] X1
- 52 [s2—r (r+6 R)—8 R?] :

Onas®—7(r+6R)—4R>= —du, - _Tu

T 648372 T 328272

Donc X34 € <X1X4), Xay € (XﬁXlg).

5.2.35  Xas

On pourra consulter [5] %2,

81. p. 176
82. p. 176

33



a2 (q1+be) a2[(2s) (2a )—bd]

dss dss |
X35 = b (gtca) | — | b2[2s)(2b)—cq] avec :
dss o ds, | '
¢ (g3 +ab) 2[(25) (2¢)—ab]

dss das
dzs = —(a*+b*+c)+2 (2 A+ a®+a? b)) +abe(at+btc) = dig = di dyy
= —dy 1 +2dy3+dyg et doyg=—(a®+ 0+ + (Pc+ctata’d)

+ (b +ca’+ab?) —abe=dy, = —ds +ds s — ds 3.

Relations avec les points précédents

Nor — RX1427r X3 _ [2RX10—(27+3R) Xa1]
35 27+R 274R

_ 2[s®2—r (r+4R)—5 R3] r Xog+[s2—r (r+2R)—4R?] R X33

- [s2—(r+2R)’] (2r+R) '

/ /
dss _ dig _ dg5 _ diy

OH&Q’F—FRZ 8s2r ~— 8s2r = 4sr ~ 4dsr”
Donc X35 € (X1X3), X35 € (Xq0X21), X5 € (X024 Xs3).

W~

S~
3

5.2.36  Xa

On pourra consulter [5] %3.

a? (be—q1)

bQ(C(P;G—qg)
X36 - W ; avec
c? (ab—g3)
d3e ,
dsg = (a* + 01+ ct) —2(0? A+ 2 a®> +a?V?) +abe(a+b+c) =dydyg
=dy1 —2dyz+dyg et dyg=(a®+ 0+ ) — (Pc+cta+a®b)

— (bc2—|—ca2—|—ab2) +3abc= dll = d371 —d372+3d3’3.

Relations avec les points précédents

N — “RX1+2rXs _ 2[s?2—r (r+4R)—5R3]r Xog—[s2—r (r+6 R)—4R?| R X34
36 2r—R [s2—(r+2R)?] (27—R)
/
_ M _dss _ _d3 _ _ du
Ona?2r—R= 8s?r 4sr — Adsr

5.2.37 Xi;

On pourra consulter [5]%4.
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a (b+c)
2d37

Xg7 = bQ(C;;‘;) ,avec : dg7 = (be+ca+ab) =dy ».
c(a+b)

2ds7

X37 = Cross(X1, X»).

Relations avec les points précédents
Xar — [s2—r (r+2R)] X146 7R Xo+27r2 X3 _ 252 X1 —[s>—r (r+4R)] X6
37T — s2+r (r+4R) s24r (r+4R)
_ —[s2=r (r+2R)] [s?—r (r+6 R)—8 R?] X19+2 52 [s?—r (r+4 R)—6 R?] X35
- [s2—(r+2R)?] [s2+7r (r+4R)] ’
Onas*+r(r+4R) = ds.

Donc X537 € (XlXﬁ), Xar € (X19X25).

5.2.38 X
On pourra consulter [5]%.
a (b%+c?)
dss
X3g = b(cjlﬂ , avec :
38
c(a®4b?)

dss
dsg = (D*c+cFa+a*b)+ (b +ca® + ab®) = ds 5.

Relations avec les points précédents

Xag — [s2—r (3r+8R)] X14+6rR Xo+472 X3 _ [s2—r (374+8R)] X1+27 (27+3R) Xo1
38 — s24r (r—2R) - s2+r (r—2R) :

Ona s*+r(r—2R) =%
Donc X35 € <X1X21).

5.2.39 Xy =3(Q+ Q') point de Brocard milieu

On pourra consulter [5] %6 [8]57.

a? (b24-c?)

1 7 b2 (Qgi? 2)
X3 =5(0+Q) = T , avec :
c? (a®+b?)
2d3g
d39 = (b2 C2 + 02 CL2 + CL2 bz) = dQ = dQ/ = d473.
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Relations avec les points précédents

Nag — [s2—r (r+4R)] [s2+7r (r+2R)] X1 -6 [s>—r (r+4R)] 7 R X242 [s2+r (r+4R)] 72 X3
39 5442527 (r—4R)+r2 (r+4R)?
48212 X3+ [s2—r (r+4 R)]2 X6
T 442527 (r—4R)+r2 (r+4R)?"

Onas'+2s%r(r—4R) 472 (r +4R)* = ds,.
Donc X3¢ € (X3X5).

5.2.40 X,y = Be point de Bevan : milieu du segment
[Xngo] = [NCLL]

On pourra consulter [5] 8.

a(agqi—bga—cgs+2abe) —a[a’+a? (b+c)—a (b+c)*—(b+c) (b—0)?]
d40 d40
— _ b(bga—cgz—aqi+2bca) _ —b [B3+b? (cta)—b (cta)® —(cta) (c—a)?]
X40 = Be = dao = d
40
c(cgz—agi—bga+2cab) —c[3+c? (a+b)—c (a+b)>—(a+b) (a—b)?]
dao dao

avec :

dyo = —(a* +b 4+ +2 (P A+c?a?+a?b?) = dy = dy dyy = —dy,1 +2dy 3
et dyg=—(a®+ 0+ )+ (Pc+cta+a?b) + (be® +ca’+ab?) —2abe
=dy = —d3 +d3 2 —2d3 3.

Relations avec les points précédents

_ _ 2RXu+(r+4R) Xo _ Xg+Xoo
Xy =—X1+2X3 = r+2R - 2
!
_ _dag  _ Ay
Onal= 16s2r2 = 8sr?”

Donc X40 S (Xng), X40 S <X4X9), X40 S (XgXQO).

5.2.41 Xy
On pourra consulter [5]%.
a® (2 a/)
3d41 ,
Xy = 2E0) | avec :
da1,
c(2¢)

d41
dy = —(a*+ 0+ + (B ct+Pa+ab)+ (b +ca*+ab®) = —dy 1 +dy 0.
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Relations avec les points précédents

X, = [s247r (r+4R)] (r+2R) X1 —67 (r+4R) R X2+2[s®>—r (r+4R)] r X3
4 = s2 (3r+2R)—r (r+4R)2
—[s24r (r+4R)] (r+4R) Xo+2 52 (2 r+3R) X21
s2(3r+2R)—r (7"+4 R)?
52 [s2—37r (r+2R)] X31+{4s2r2—[s2—r (r+4 R)] }X32
{s2(3r+2R)—r (r+4R)?} r

Onas*(3r+2R)—r(r+4R)* = dur
Donc X41 € (XgXQl), X41 € (X31X32).

5.2.42 Xy
On pourra consulter [5] .
a? (b+c)
b2 ((%ia)
Xy = i , avec :
¢ (a+b)

dyy = (bQC—i—c a+a*b)+ (b + ca® + ab?) = dsg = d3. .
X42 = CI‘OSS(Xl, XG)

Relations avec les points précédents

X [s247r (r+4R)] X1 —67R X2 _ 2[s2—r (r+4R)] X¢—[s2—37 (r+2R)] X31
42 = s?+r (r—2R) o s?+r (r—2R)
_2[3 —r (r+4R)—6R2]r Xo5—{s2 (3r+2R)—r (r+4R)%} X41
[s2+r (r—2R)] (r+2R) :
Onas?+7r(r—2R)= %2

2s

Donc X42 < (XlXQ), X42 € <X6X31), X42 € (X25X41).

5.2.43 X3

On pourra consulter [5] 1.
a(—bctca+tab)
da3
X43 _ b(—ca+ab+bc) avec -
da3 !
c(—ab+bctca)
d43
d43 = (b2C+ C2(I+ aQb) + (bC2 + CCL2 +&b2) —3abc= d372 — 3d373.
Relation avec les points précédents

X [s2+7 (r+4R)] X1 — 127“RX2
43 = s24r (r—8R)
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Onas®+r(r—8R) =%,
Donc X435 € (XlXQ)

5.2.44 Xy
On pourra consulter [5] 2.
a(—2a+b+c)
2daq
Xy = | 4E2breta) | avec

2day
c(=2ctatb)
2day
dyy=—(a®>+ 0>+ )+ (be+ca+ab) = —dy 1 + da, .

Relations avec les points précédents

X, — [s2437r (r+2R)] X1 —187 R X2—67r2 X3 _ —25% X1+3[s®>—r (r+4R)] Xs
4 = s2=37r (r+4R) - s2-3r(r+4R) :

Onas?—3r(r+4R) = —du.
Donc Xy € (X7 X5).

5.2.45 X5
On pourra consulter [5] 3.
a(2b+2c—a)
dys
X5 = | 2@et2a7b) 1 qvec

dys
dis =—(a>+b*+ ) +4(bc+ca+ab) =—dy 1 +4dss.

Relations avec les points précédents

X, — [s2=37 (r+2R)] X1+187 R X2+67r2 X3 _ 452 X1-3[s2—r (r+4R)] X6
45 = 52437 (r+4R) - 52437 (r+4R) :

Onas?+3r(r+4R) =4,
Donc X45 € <X1X6)

5.2.46 Xy

On pourra consulter [5] %4
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a(—aqi+bga+cqs)

das
b(=b
Xy = | Ybetcataa) | quac

das
c(—cq3taqi+bgs)
dag
dig = (a* +0* + ) —2(P P + 2 a’+a? ) +2abc(a+b+c) =didy
=dy 1 —2dy3+2dyget dyg=(a®+ b+ — (VPc+ca+a’b)
—(bA+ca*+ab®)+4abec=ds 1 —dso+4ds 3.

Relation avec les points précédents

o (T‘+R) X1—2r X3
Xas = —r+R )

d
Ona—r+R= % = %o

16527 8sr”

Donc X46 € (Xng)

5.2.47 Xy
On pourra consulter [5] .
a® [(a*+b*+c*)—2 a2 (b2 +c?)) a? (g3 -9)
. da7 2dar
X _ b3 [(b4+c4+a4)72 b2 (02+a2)} _ b3 (qgfs)
a7 dy7 2dy7
A [(c* +a+b1)—2c? (a®+b°)] < (¢3-9)
d47 2 d47
a® (252 c2-8) ad (¢2—2b%c?)
da7 dar
_ b3 (2% a?-S) _ b3 (q3—2c? a?) .
= === | = | = |, avec:
c3 (2 aﬁl b2—S) 3 (¢2—-2a%0?)

dar d
dig=(a"+b"+ ") — 2(b54c72 + P a? 4+ a®b?) + (b* A + ¢t a® + at b3)
+ P+l at+adbt) 202 +c2a® +a? V) =dydyy = dr o —2dy 3+ dr s
et dy, = (a8 + b8+ c8) — (Pc+cPa+a’b)— (b +ca® +ab’)
— (A +cta?+atb?) +2abce(ad + 02+ 3) — (Pt + Aat + a?bY)
+2(PE+PaP+a®b?) —abe(BPc+ Fa+a*b) —abe(b® + ca® + ab?)
—|—2(12[?202 :d671 —d6’2 —d6,3+2d674+2d675 _d6,6+2d6,7-

Relations avec les points précédents

X, — (s2412—2R2) X1—67R Xo—47r2 X3 _ (s24r2—2R2) X127 (274+3R) Xo1
47 — s2-3r(r+2R)—2R2 o s2-3r (r+2R)—2R?
_ [s2=r(r+6R)—4R?] X34—2 (r2—R2) X4e
- s2=37r(r+2R)—2R2 :

Onas®—3r(r+2R)—2R2=—_tu_ —__‘y

T 328372 T 16s2r2°

Done X47 < (Xngl), X47 € (X34X46>.
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5.2.48 Xus

On pourra consulter [5]%.

a® q1
b%48
Xig=| 2 |, avec:
48
g3

dasg
dyg = —(a® + b+ ) + (B3 + A a® +a®b?) + (B2 3 + 2 a® + a® V?)
= —ds,1 +ds 3.

Relations avec les points précédents

Xg = [s2+7 (r+4R)+4R?] X1 -6 (r+2R) R X2+2 [s2—r (r+2R)] X3
8 3s2—r (r+6 R)—8R2
252 X1 +[s?—r (r+6 R)—8 R?] X19
3s2—r (r+6R)—8R2
—2[s2—r (r+4R)] R Xe+{s? (37+2R)—r [r (r+8 R)+16 R3]} X4
[3s2—r (r+6R)—8R2|r )

Ona3s?—r(r+6R)—8R?= ‘s,

T 8sr2”

Donc X45 € (Xleg), Xug € (X6X41).

5.2.49 Xy

On pourra consulter [5]%7.

a* q1 (S—b2c?)
dag
X49 _ bt g0 (S—c2 a2)
dag
ct g3 (Sfa2 bz)
dag
d49 — (alo + blO +010) _ 3(5862 + 08a2 + a8b2) -5 (b208 +62a8 + a2b8>
+2(0ct+ B at+a®bt) +3a%b* (a* + bt + *) + 2 (b 5+ ¢t ab + at bO)
= d3 049 = d1o,1 — 3dio,3 + 2dio,7 + 3dig,9 et
019 = —(a® +0° + %) + (0* &+t a® +a* V) + (0° * + ¢t a® + a® b)) — a® P
= —ds,1 +ds 35— dg 7.

, avec :

Relations avec les points précédents

X o — [s247 (r+2R)] X1—6 (r+R) R Xo+[s2—r (3r+4R)—R?] X3
49 — 252—2r (r+4R)—7R? :

2 2 _ _ d _ _9d
Ona2s*—2r(r+4R) - TR?* = 49— = 4.
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5.2.50 Xx

On pourra consulter [5] %8

at (g7 b c?)

dso
ct (quf?lz b%)
dso
dso = (a® + 0% + ) =2 (b5 + P a® + a®b?) — 2 (b* ° + ? ab + a?19)
+2(b4c4—|—c4a4—|—a4b4)—|—a2b202 (a2+b2—|—02) = d&l —2d873+2d8’7+d8’9.

Relations avec les points précédents

o — [s247r (r4+2R)] [s2—7 (r+4R)—3R?]| X1—6 [s2—r (r+4R)—3R2]r R X2—2[3s2—7r (r+4R)—3R?|r? X3
50 — s2—s2[2r 3r+4R)+3R2]+r [r2 (r+8R)+(19r+12R) R2]
o 452712 X3—[s2—r (r+4R)] [’ —r (r+4R)—3 R?] X§
T T 4 —s2[2r (3r+4R)+3R2]+r [r2 (r+8R)+(19r+12R) R2]"

On a
s* —s2[2r(3r +4R) + 3R} +r[r? (r +8R) + (197 + 12R) R?] = — ;%0

T 325272
Donc X50 € (XgXﬁ)

5.2.51 X,

On pourra consulter [5]%.

a?® (S—a?q1)
) 6d5£
X5 = | B60a) (2;: @) | avec: ds; = a2b?c? = de. 7.
2 (Sfc5 q3)
6ds1

Relations avec les points précédents

o — [s247 (r+2R)] X1—6 (r—R) R Xo—[s2+r (r—4R)] X3
51 — 6 R2

_ [s2=r (r+4R)] Xe—[s®—r (r+4R)—6 R?] X5
- 6 R2 :
2 _ 3ds1
On a 6R* = &35,

Donc X51 S (X6X25).

5.2.52 X,

On pourra consulter [5] 199,

98. p. 177
99. p. 177
100. p. 177
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a? (¢3—8) (S—a® q1) a? (¢§—S) (S+42 ¢3)
2 2 4d52 2 2 2 8d52
Xy = b (qgfi)d(sfb q2) _ b (qQ*S)d(Sﬂzs q1) , avec
52 52
c? (¢2-5) (S—c? g3) c? (¢2—8) (S+q1 g2)
4ds2 8ds2
dsy = a* 0?2 (a* + b + ') — 2a2 0 2 (V* 2 + 2 a® + a® b?) = d3 059
_ _ 212 92 _ _
= d10,9 - 20510,13 et dso = —a”b*c® = —d5; = _d6,7-

Relations avec les points précédents

_ [8?47 (r+2R)] X1—67 R Xo2—[s2+r (r—4R)—2R?] X3
X52 -

2R?
s2—r (r+4R)—2R?] X3—[s2—r (r+4R)] X¢
_ _PrrHRR X CHRIN gy 3 X,
2 _ _ _dsp __ _ 05
Ona2R* = 128 s r4 = 8s2p2°

Donc X5, € <X3X6), X5 € (X5X51).

5.2.53  Xis

On pourra consulter [5] 1.

q243 (S—a’q1)

%d532 )
_ g3 q1 (S—b"q2 .
Xpz = | B2 T , avec :

91 g2 (S—c? g3)

2ds3
dsz = (a® + 0+ 3) — 2%+ P a® +abv?) — 2 (b* B + ? ab + a? b°)
—|—2(b4c4—|—c4a4+a4 b4)—|—2(12 b2 C2 (a2+b2—|—02) = d8,1—2d873—|—2d8’7+2d8’9.

Relations avec les points précédents

Xeo — Ay 53 X1+A2 53 Xo+A3 53 X3
53 7 982 [r (Br+4R)+2R2+r (r+2R)? (r+4R)
=4822 X4+[s2—r (r+4R)] [s®—7r (r+4R)—4R?] X,
T 4252 [r (37r+4R)+2R24+r (r+2R)? (r+4R)
Arss=[s*+r(r+2R)][s*— (r+ 2R)?,
Ay s3=—6{s*(2r+R) — (r+ 2R)2R}7‘,
A3753 =2 [382 + (’f‘+ 2R,)2] T2.

Onas!—2s’[r(3r+4R)+ 2R +7(r+2R)*(r +4R) = — 5,5
Donc X53 < <X4X6)

, avec :

5.2.54 X5, point de Kosnita

On pourra consulter [5] 192,

101. p. 177
102. p. 177
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a? (S—b? q2) (S—c? q3)
b2 (S—c2 de S—a?
Xy = (8—c? q3) (S—a” q1)

c? (S—a? gfﬁl(S—bQ q2)
ds4
dss = (a0 + b0 + 19 =382+ B a? +a®b?) — 3 (VP + 2 a® + a® 1®)
+20ct+Sat +aSbt) +a?b c (a + b+ )+ 2 (0 + tab + at bF)
+4 (12 b2 02 (b2 C2+C2 a2+a2 62) = d3 554 = le, 1—3 d1073+2 Clll)7 7+d1079—|—4 dl()7 13
et 054 = —(a® +0°+ )+ (b P+t a® +a* ) + (VP ¢* 4 ¢t a® + a® ) +a® P ¢
= —ds,1 + dg 3 + ds, 7.

, avec :

Relations avec les points précédents

X, — [s2+r (r+2R)] X1 -3 (27+R) R Xa2+[s?—r (3r+4R)—2R?] X3
54 — 2s2—2r (r+4R)—5R2
_ 2RZX5+[282-2r (r+4R)-TR2| X49 _ [s2—r (r+4R)] Xe+[s?—7r (r+4R)—5R?] Xa4

252—27 (r+4R)—5R? 252—27(r+4R)—5R?2
2 _ 2 _ _dsa 054
Ona?2s®—2r(r+4R)-5R* = %= = 5=

Donc X54 c <X5X49), X54 c (X6X24).

5.2.55 X535
On pourra consulter [5] 193
a? (2 a/)
2d55,
Xos = | 228 | avec :
dss
c2(2¢)

d
ds5 = —(a3+5z3+c3)+(b2c+02a+a2 b)+(br+ca*+ab?) = —ds 1+ds, .

Relations avec les points précédents

X _ RXy+rXs __ 37“X2—(2T—R) X111 —7"X4+(27’+R)X12
55 — R - r+R - r+R
_ [2—r (r+4R)] X6—[s2—37r (r4+2R)] X31 _ —RXs+(2r+3R) Xo1
o 27 (r+R) - 2(r+R)

_ —[82—r (r+6R)—8R2]R X19+(r+2R) [s2—r (r+4 R)—6 R?] Xo5
- [s2—(r+2R)?] (r+R) ’

Onar+4R= %=

8sr’

Donc Xz € (X1X3), Xs5 € (XoX11), Xs5 € (XuXi2), X5 € (X6X31),
Xs5 € (XsXa1), X5 € (X19X05).

103. pp. 177-178
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5.2.56  Xs

On pourra consulter [5] 194,
a2 (2b) (2¢) a? (2be—q1)
dss ) ds6
Xeg = | 222c)@a) | = | Rcaza) avec :
d;’6 / 2 dss ’
(24))(20)) ¢ (2ab=gs)
dse dse

dsg = (a*+0*4-c) =2 (B 42 a?+a? b?)+2abce (a+b+c) = dyg = dy dyg
= d4,1 — 2d4,3 +2d4,4 et d/56 = ((1,3 +b3+03> — (bQC—f—CQCL—l—(IQb)
— (b2 +ca?+ab?)+dabe=dyg=dz 1 —dz o+ 4ds3.

Relations avec les points précédents

X _ —RX14+rXs _ 3rXo—(2r+R)Xi2 _ —rXu+(2r—R) X1
56 — —R - r—R - r—R
—[s2—r (r+4R)] (r+4R) Xg+[s2 3r+2R)—r (r+4R)?| X41 _ —(r+4R)R X747 (2r+3R) Xo1
- 252 (r—R) - 2 (r+2R) (r—R)

[s2—r (r+4R)—6R2]r Xo5—[s2—r (r+6 R)—4R?] R X34
[s2—(r+2R)?%] (r—R) ’

o~

_R= __dss _ _ s
Onar—R= 16s2r sr”

Donc X5 € (X1X3), X56 € (XoX12), Xss € (XuX11), Xs6 € (X6Xa1),
Xs6 € (X7X21), Xs6 € (Xo5X34).

5.2.57 X

On pourra consulter [5] 19°.
a(2b)(2¢)
ds7

X5r = b(2¢) (2d) avec :
dr ]
c(2ad)(2b)
57
ds; = (@®+ b+ ) — (Pe+Ea+a’b) — (b +ca? +ab?) +6abe
= d3’1 — d372 —|—6d373.

X57 = Ceva(XG, X56).

Relations avec les points précédents

r—2R 2(r—2R)
_ 2[82—r (r+5R)—6 R Xog—[s2—r (r+6 R)—4R2] (r4+2R) X34
- [s2—(r+2R)?] (r—2R) ’
Onar—2R = -4z,

8sr

X — (r+2R) X1—2r X3 _ 3rXo—(r+4R) X7
57 — —

104. p. 178
105. p. 178
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Donc X57 € <X1X3), X57 € (X2X7), X57 € (X28X34).

5.2.58 Xsg

On pourra consulter [5] 1%,

a? (c+a) (a+b)
dsg

Xy = | Platd)(bto) (“Z?S(b“) , avec :
¢ (b+c) (c+a)

dss
dss = (a* +0*+ )+ (VP e+ a+a®b)+ (b +ca*+ab®) +abe(a+b+c)
= d1 d;)8 = d4’1 +d4’2 +d474 et dlsg = (CL3 +b3 +Cg) —|—CLbC = d371 —|—d3,3.

X58 = CGV&(Xﬁ, Xgl).

Relations avec les points précédents

Xrg — [s247r (r+2R)] X1 —67 R X2—47r2 X3 _ [s2+r (r+2R)] X1 —27 (27+3R) X21

58 — s2—r (3r+4R) - s2—r (3r+4R)

—272 X3+[s2—r (r+4R)] Xs
s2—r (3r+4R)
—4[s2—r (r+5R)—6 R2] r (r+R) Xag+[s2+r (r+2R)] [s2—r (r+6 R)—4 R?] X34
[s2—(r+2R)?] [s2—r (3r+4R)]
—27(2r+R) X35+[s2+7 (r—2R)] X42
s2—r(3r+4R) )

/
d58

Onas®—r(3r+4R) = %5 = =,
Donc Xss € (X1X91), Xss € (X3X6), Xss € (XosgXa4), Xss € (X35 X42).

5.2.59 Xj59 conjugé isogonal du point de Feuerbach X;; = F

On pourra consulter [5] 197
a2 (2b)) (c=a)? (2¢) (a=b)?
/ dsg/
Xop = | BeD@ 0o’ | ayec:
’ 59/
®(2a) (b—cd)2 (2b) (c—a)?
59
dsg=(a®+ 05+ c3) =20 c+c"a+a"b) —2(bc" +ca” +ab")
+6abc(@®+0+A)+2(° A+ a®+a®b?) —4abe(bre+cta+a'h)
—4dabe(bct +cat +abt) +2(bP P + A a® + a®b)
20t +ctat +at b)) + 502 E (AP + 02+ P) —2a* 0 P (be+ca+ab)
:d&l—2d8,2+6d8,4+2d8’5—4d8’6—2d8,7+5d879—2d8’10.

On vérifie que X59 est le conjugé isogonal de X, = F.

106. p. 178
107. p. 178
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X59 = CGV&(X55, X101) (Cf X101 ci—aprés).

Relations avec les points précédents
Xop = S e X e
A1759 = 284R— 82 [7”2 <T+R) +4(7’+2R)R2]

—r{r[r*(r+5R)+ 14 (r + 2R)R?] + 24*}
Ay 50 =—-3s"R+3s*(3r+4R)R?+3r[r(3r+10R)+4(3r+2R)R? R
A 50 =2s"r—s*r[r(r+8R)+8R* +r?[r*(r—4R)—8(2r + R) R?|
Onas?[s>—(r+R)(r+4R)](2r —R) = &

T 64713

5.2.60 X

On pourra consulter [5] 1%8,

a2 (2d’) (c+a)? (a+b)?
/ d60 2 2
Xgo = b2 (2b) (a+b)® (b+c) , avec :

, deo
2 (2¢) (b+c)? (c+a)?

d

deo = —(a” + 0" —|—6g7) — (0ec+cfa+a®b) — (b + cab + abd)
+ (P AE+Pa?+a’b?) + (VPP +?a® +a?b°) + (b B+t ad + at b3)
+3abc(BPc+ca+a®b)+3abe (b +ca®+ab®) + (B3t + A at + a®b?)
+dabe(PE+ca® +a??)+5a2b2c (a+b+c) = dy dg
= —d771 —d7y2 +d773—|—d7,5 +3d7,6 +4d7,7+5d778 et
dgy = —(a® + 05 + %) + (b* 2 + c* a® + a* b?) + (B> + P at + a®bY)
+2abc(Pc+cFa+a’b)+2abc (b +ca® + ab?) +a? b2
= —ds,1 +ds,;3+2ds ¢ + dg, 7.

Relations avec les points précédents

Ny — {2 (r+R)+r[r (r+3R)+2R?]} X1—-37r (2r+3R) R Xo+[s2—r (3r+4R)]r X3
60 — s2 2r+R)—r [r (2r+7R)+7 R2]
_ [$24r (r+2R)] (27—R) X36+[s?—r (3r+4R)] (27+3 R) X5s
o 2{s? (2r+R)—r[r (2r+7R)+7R?]}

!

0118u52(27‘—|—R)—7”[7’(27’+7R)—i—7RQ]—ﬂl&:—%L

T 32837 16s27r"
Donc Xﬁo € (X36X58>-

5.2.61 X

On pourra consulter [5] 199,

108. p. 178
109. p. 178
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a® (1 +4V3A)
, d61\[
X61 _ b (qz-:i-4 3 A)
61
(g3 +4V3A)
ds1

dey = d3 +4V/3ds A = (—dy 1 +2dy 3) +4/3dy 1 A

Relations avec les points précédents

, avec :

X — V3 [ 47 (r+2R)] X1—6 V37 R Xo+2 (s—/37) 7 X3
61 — V3s2+[25—V3 (r+4R)] 7
1257 Xo+{V3s2—[10s+V3 (r+4R)] 7} X15 _ 257 X3+V3[s2—r (r+4R)] X6
o V3824253 (r4+4R)]|r V3824+[25—3 (r+4R)|r
—457 X4+{V352+[65—3(r+4R)|r} X135 _ 8sr X5+{V35>—[65s+V3 (r+4R)]r} X14
V3524253 (r+4R)|r - V3824[25—/3 (r+4R)|r '

Ona+v3s>4+[2s—V3(r+4R)]r = %.
Donc X¢1 € (X2Xi3), Xo1 € (X3X6), Xo1 € (XuXi3), Xe1 € (X5X1a).

5.2.62 X

On pourra consulter [5] 119.
a? (1 —4 \/§A)
B (a3 )
— 92—
Xeo = o
2 (g3—4V/3A4)
de2

dor = d3 — 4V/3ds A = (—ds1 +2dy3) —4\/§d2,1 A.

Relations avec les points précédents

, avec :

Xy — V3[s24r (r+2R)] X1 -6 V37 R Xo—2 (s+v37) r X3
62 = V352—[25+v3 (r+4R)|r
_ —12s7 Xo+{V35%+[10s—3 (r+4R)] r} X17
o V3s2—[254+v3 (r+4R)|r
_ 4sr X4+ {V352—[6s+V3(r+4R)|r} X14 _ —8s7 X5+{V/3s2+[65—v3 (r+4R)] 7} X13
- V382—[254+V3 (r+4R)]r - V352—[25+V3 (r+4R)] 7 ’

Ona+3s>—[25+3(r +4R)]r= —d2

8sr’

Donc Xgo € (XoXi7), X2 € (X3X6), Xe2 € (XuX14), Xo2 € (X5X13).

—2sr X3+v3[s2—r (r+4R)] X
V382—[254+v3 (r+4R)|r

5.2.63  Xgs

On pourra consulter [5] 11,

110. p. 178
111. p. 178
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aqi
563
Xpq = 0242 .
63 do3 , avec .
€qs
d

des = —(agﬁi B+c3)+ (VPe+cta+a’b)+ (b +ca® + ab?) = dss
= —dz 1 +d3 ».

Xe3 = Ceva(Xo, Xy0) = Ceva(X71, X7o) (cf. Xq1, Xopo ci-apres).

Relations avec les points précédents

X — —(r+2R) X1+3R X2+2r X3 — —(r+2R) X1+(27+3R) Xo1
63 r+R r+R
o 3(T+2R)X27(T+4R)X7 _ (T+2R)X8+TX20 _ 2RX10+(7‘7R) X6
- 2 (r+R) - 2 (r+R) - r+R

_ [s2=r (r+6R)—8R?] (r4+2R) X19—[s2—3r (r+4R)—12R?] R Xo7
- [s2—(r+2R)?] (r+R) :

Onar+4R= %

8sr’

Donc Xz € (X1X91), Xz € (X2X7), Xo3 € (XsX20), Xos € (X10Xu6),
Xes € (X19Xo7).

5.2.64 X

On pourra consulter [5] 112,
a? (402 g2—8) (4¢? g3—9)
2 2 dsa 2

Xy = b% (4c? q3—5) (4a” 1 —S)

avec .
dga ’
c? (4a? q1—S) (412 g2—S)

d

des = (a'® + 10 + c%) -3 +a®+aPb?) -3+ ?ad + a?bd)
+2%ct +Fat +a% b)) +4a?b? A (at + b + ) +2(01 P + ¢t ab + atbP)
— 2?02 (B2 + ?a? + a’b?) = dys = d3 64
= dyo,1 — 3d10,3 + 2dy0,7 + 4 dig,9 — 2dy0,13 et
064 = —(a®+0548)+(b* P +c* a®+at b?)+(b? M+ al+a? bt) -2 a? P 2 = dqg
= —dg 1 +ds3—2ds 7.

Relation avec les points précédents

Xy — —[s24+r (r+2R)] X1+6 (r+2R) R Xo+2[s2—4 (r+2R) R] X3
64 — $2—(r+2R)? )
2
Onas®—(r+2R)" = 51;%74 - 32i6;r2'
5.2.65 X
On pourra consulter [5] 113,
112. p. 179
113. p. 179
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a(b+e) (2b) (2¢)
2dey ,
Xz = | Yeta)@c)@a) | "avec: dgs = abe(a+b+c) =didg = dy 4 et
2(165/ ’ ’
c(a+b)(2a ) (2b)
2des

d/65 =abc= d373.

Relations avec les points précédents

Xor — (r+R) X1—7 X3 _ [s2—r (r+4R)] (r+2R) X6—[s2—r (r+6 R)—8 R?] r X19
6 — 2s2R

o (7’+4 R) X7—r Xg R_ —2r X10+(2 7‘+R) X2
4R - R
[s2—r (r+2R)—4 R2] (r+2R) X33—[s2—(r+2R)?] r X4
2[s2—2(r+2R)R]R :

/

_ des  _ Ags
OnaR7852r74 T’

Donc Xgs € (X1X3), Xes € (X6X19), Xo5 € (X7Xg), X5 € (X10X12),
Xes € (X33X64).

5.2.66 Xg conjugé isogonal du point Xy

On pourra consulter [5] 114,

(a*—b*+c?) (a*+b*—c?)
4_ 4 4d664 4_ 4
X66: (b*—c*+a?) (b*+c*—a*)

deg
(c*—a*+b%) (c*Ha*—b?)

des
d66 = —(aS + b8 + 08) + 2(17464 + C4 (14 -+ a4 b4) = d@ 526 = —d&l -+ 2d877.

, avec :

On vérifie que Xgg est le conjugé isogonal du point Xy,.

Relations avec les points précédents

Xon — A1,66 X1+A2 66 X2+A3,66 X3
66 ™ s2—p (r+4R)][s2—(r+2R)?] {—25%+s2 [r (57 +16 R)+8 R2]—r [r2 (r+10 R)+32 (r+R) R2]}’

avec

Ares=[s*+7r(r+2R)]||2s% —s*[r (Tr +24R) + 12R?]
& {r 20 (37 + 23R) + 6 (197 + 16 R) R?] + 16 R*}
(P {r[212(3r + 23R) 46 (197 + 16 R) R2] + 192 R*} + 64 R)||
Ag o6 = —3[s> —r(r+2R)]||2s% — s [r (7Tr +24R) + 12R?]
+s2{r[2r*(3r+23R)+6(19r + 16 R)R*] + 16 R*}
(P {r[2r2 (37 + 23R) + 6 (197 + 16 R) R + 192 R*} + 64R%)|

114. p. 179
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A3,66 = 288 —56 [T<13r+32R) +8R2]
4 s 2 (277 + 146R) + 8 (207 + 12R) R?)
— 22 {r[r*(19r + 176 R) + 4 (1477 + 208 R) R?] + 416 R*}
3 (i {r [ (37 + 46 R) + 4 (697 + 202R) R?] + 1152 R} + 640 R?)

Ona64s[s>—r(r+4R)][s* — (r + 2R)% r2 = d.

5.2.67 Xg; conjugé isogonal du point X3

On pourra consulter [5] 115
(C4+a47b4702 a2) (a4+b4fc4fa2 b2)
dey
X67 _ (a4+b4—c4—a2 b2) (b4+c4_a4_b2 (32)

de7
(b*+ct—a*—b2 c2) (ctHHat—bt—c? a?)

de7
der = —(a®+0®+)+2 (b* *+c* a* +a* b*) —a? b2 2 (a® + 0>+ c2) = dg dos
= —dg 1 +2ds 7 —dso.

, avec :

On vérifie que Xg7 est le conjugé isogonal du point Xos.

Relations avec les points précédents

X — Aq,67 X1+A2 67 Xo+A3 67 X3
67 = I (rAR)] {2 [°—r " FAR) -9 RZ}’

avec :

Argr=—6[s>+r(r+2R)|[s*—r(r+4R) — 3R
Ag o7 =6{[s*—r (r+4R)][2s*—2r (r+R)+3R?|—9[s*—r (r+2R)| R?*}
Az o7 =2[s>—r(r+4R)][-s*+r(Tr +4R)] — 36 * R?

Ona2[52—r(r+4R)] {2[32—7’(T+4R)] —9R2}: de7

1652 72"
5.2.68 Xgs point de Prasolov
On pourra consulter [5] 116,
a1 (45-8) (¢3-8) a1 (g5—2¢%a?) (¢3—2a%b?)
(@812 -9) (2202 b5 (32262 )
X68 — q2 (g3 q7 — q2 (g3 91 avec
24d68 2 2 2 d268 2 2 2 ’
g3 (47 —S) (g5 —9) g3 (g7 —2b°c®) (g3 —2c*a”)
4 dgs dss
115. p. 179
116. p. 179
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des = (a0 + b0 + 19 =3 (182 + B a® +a®b?) — 3 (V* E + 2 a® + a® %)
+2(0ct + Pat+a®bt) +4a? b 2 (a* + bt + )
+2(M S +cta® +atb®) —2a20? A (VP 2+ 2 a® + a?b?) = dyg = ds s
= dip,1 — 3dio,3 + 2dio,7 +4dio,9 — 2d10,13 et
des = —(a®+05+cP)+(0? 2 +ct a?+a* b))+ (b M+t a?+a? b)) —2a? b2 2 = by
= —dg,1 + dg,;3 — 2 dg, 7.

Relations avec les points précédents

N g — —[s24+r (r+2R)] X1+3 [s2—r (r+2R)—2R?] Xo—[s?—r (3r+4R)—2R?] X3
68 s2—(r4+2R)?
_ 3[s?—r(r+4R)-3R2] X2—[252—27 (r+4R)—5R?] X514 _ [s2—r (r+4R)—2R2] X4 —2R? X52
- s2—(r+2R)? - s2—(r+2R)?
_ 2[s?—r (r+4R)—2R?] X5—[s2—r (r+4R)] X6
o 32—(r+2R)2 :
2
Onas?—(r+2R) = 51;§§1r4 = 32‘1628T2.

Donc Xgs € (X2X54), Xes € (X4X52>, Xes € (X5X6)

5.2.69 X
On pourra consulter [5] 117,
@
deo
Xgo = % , avec :
@

deg
d@g = a2—|—b2 +C2 = d6 = d271.
Xgg = Ceva(Xq, Xop) = Ceva(Xgs, X7s) (cf. Xyg ci-apres).

Relations avec les points précédents

Xeg — —2[s24r (r+2R)] X143 (s2—r2) Xo+47r2 X3
69 — s2—r (r+4R)
—3X,—2 X = " (r+4R) X7+s% X5 _ —[s2—r (r+4R)—8 R?] X20+2[s2—r (r+4R)—4R?] X4
2 6 s2—r (r+4R) s2—r (r+4R) ’

Onas?—r(r+4R)= %
Donc Xg9 € (XQXﬁ), Xeg € (X7X8), Xeg € (X20X64).

5.2.70 Xz

On pourra consulter [5] 118,

117. p. 179
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[a* (47 —8)+b* (43 —8)—c* (43—-9)] [a* (¢ =) —b* (63 —S)+¢* (43 —5)]
4d
Xog = | BBt (38)—at (@2=9)| [ (3=9)—c' (¢3=5)+a' (39

4dro
[c* (¢3—8)+a* (¢3—8)—b* (3 —9)][c* (43 —S)—a* (¢7—5)+b* (¢3—5)]

1d
dro = —(a'®+0'0+ 1) +4 (b A4 g2 4 g1 b?)+4 (b* M+ att+a* M)

A A @t a2 B —8a2 B 2 (a0 45101 ¢10) — 4 (B 12+ ¢t a2 4 0t 1)

—4 (S +c0ab+atb%) —4 (B + P al®+abb10)+10 (B® B+ B a®+a®bP)

+4a?* A0+ Sat +abt) +8at bt ¢t (at + 0t + )

+4a?b* A (b + cta® +at %) —8at bt et (B2 ? + 2 a® + a’ b?) = d3 5rg

= —dys,1 +4dis,3 —4dis,7 — 8dis 9 — 4dis 13 + 10di6,21 + 4 dis 23 + 8 dig, 25

— 8dyg,29 €t

Sro = (a2 4 B12 4 ¢12) — 2 (B102 4 (102 1 10 p?)

—2(b2010—|—02a10—|—a2610)—(b864—|—08a4+a8b4)+2a2b202(a6—1—66—|—cﬁ)

— (b E+cta®+atb®) +4 (5 + B ab +a®b8) —2at bt

=di2,1 — 2dia,3 — di2,7 + 2d12,9 + 4 d12,13 — 2di2,19.

, avec :

Relation avec les points précédents

Xopy — Aq,70 X1+A2, 70 Xo+A3, 70 X3
70 = T2 [r r+4R)+3R2]+r [r2 (r+8R)+2 (11 r+12R) RZ]+7R%’

avec

Aiqo=—{s*=[r(r+4R)+ 3R} [s*+r (r +2R)),
Ao 7o =3{s*—[r(r+4R) +3R*}{s* — [r (r +2R) + R?]},
A3770 = —{84 —82 [4T(7’+2R) +3R2]

+7r[r?(3r+16R)+ (257 + 12R) R* 4+ 2R*}.

Onas*—2s*[r(r+4R)+ 3R

+7 [ (r+8R) +2(117 + 12R) R + TR = (&t — = 00,

5.2.71 Xn
On pourra consulter [5] 119,
a®(b+o) a1
# (10)
_ c+a) gz :
X = —a. | avec:
¢ (a+b) g3

dr1
dpp=—b'c+cta+ab) — (be* +ca* + ab?) + (B3 + A a? + a® b?)
+ P+ Fa*+a?b)+2abe(be+ca+ab) = —ds o+ ds 3+ 2ds 5.

119. p. 179
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Relations avec les points précédents

Xy — —[824r (r+4R)+4R?] X146 (r+2R) R X242 [s?+r (r+2R)] X3
= s24+r (r+2R) (r+4R)
452 X3—[3s2—r (r+6R)—8R?| X4z _ —2s°R Xy+[s?+r (r+4R)+4 R3] (r+4R) Xy
o s2+r (r+2R) (r+4R) o [s2+7 (r+2R) (r+4R)] (r+2R)

_ [82=r (r+2R)] [s2—r (r+4R)] Xg—52 [s>—3 7 (r+2R)] X31

o [s24r (r+2R) (r+4R)] r?

_ [$24r (r+4R)] (r4+2R) X37-252R Xg5 __ [s247 (r4+4R)] (r+R) Xe3—[s2—r (r+4R)] R Xg9
- [s24+r (r+2R) (r+4R)]r - [s2+r (r+2R) (r+4R)]r

Onas?+r(r+2R)(r+4R)= 4

T 8sr2”

Donc X71 € (X3X4s), X711 € (XuXo), Xr1 € (X6X31), X711 € (X37Xe5),
X71 € (Xe3Xeo).

5.2.72 Xo
On pourra consulter [5] 129,
a(b+o) ¢
b(ete)
Xpg = o 2 | avec :
C(a"‘b% 93
2d72

drg =abc(a+b4c)=dgs =dydpy = dy g et dpy = dgs = abc = ds, 3.
Relations avec les points précédents

X — —(r+2R) X1 +3R Xo+r X3 _ [s2—r (r+2R)] X1 —[s2—r (r+4R)] X6
72 = =

R 2rR
. —TX3+(7‘+R)X63 _ —rXs+(r+R) Xg 2(T+R)X10—(27’+R)X12
- R 2R
_ —[$2—=(r+2R) (r+4R)] X40+[s%2—r (r+4 R)—4 R?] X¢4
- 2(r+2R)R :

5~

OnaR= 2 = o

8s2r 4sr’

Donc X7s € (X1X6), X72 € (X3X63), X2 € (XuXy), X72 € (X10X12),
X79 € (X0 Xo4).
5.2.73 X

On pourra consulter [5] 12!

2b) (2 (b+e)a? ¢t
dr3

Xog = <2c/><2a3 (cta)b?e | avec
73
2d") (2b) (a+b) 2 g3
dr3
120. p. 179
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drg=—c+Pa+a®b) — (b +ca®+al’) — (b°*+ P a® + a° b?)
— PP+ *a®+a* ) +2 (b A+ ta® + a* b?)
+abe (VP et atadb)+abe(bP+ca®+ab®)+2 (0Pt at+a®bt) = dy doy
= —dy7 9 —d7 3+ 2d7 5+ dq 6 et
dry =~ c+Pa+a’b) — (be® +ca’ + ab®) +2abe(a® + b + )
+20E+Aad+a*V?) —abe (VP e+ Pa+a*b) —abe (b + ca® +alb?)
+2(12b2 2 = —d672 +2d674+2d6’5 _dﬁ,ﬁ +2d6’7

Relations avec les points précédents

Xy — (842 —4R?) X1 —67 R Xo+47R X3 _ (472 —4R*) X1 -2rR Xy
73 s2+r (r—2R)—4R2 241 (r—2R)—4R2
{52 [s2—27 (r+5R)—8 R2]4r (r+4R)? (r+2R)} X6+[s2 (3r+2R)—(r (r+4R)?)] (r+2R) X411
s2 [s2+7r (r—2R)—4R2?]
_ [-8®4r (3r+8R)+4R% (2r—R) X36+2[2s%—2r (r+4R)—5 R?]r X54
- [s24+r (r—2R)—4R2] (27+R)
_ [$24r (r—2R)] X42—4R? Xg5 _ 2[s2—2(r+2R) R] (r+R) X55—[s2—r (r+4R)—4 R?| r Xp4
o s2+4r (r—2R)—4R? - [s2+r (r—2R)—4R?] (r+2R) )

Onas?+7r(r—2R)—4R?>= &, = I3

T 328372 1652 72"
Donc X735 € (X1Xy), X7z € (X6 Xu1), X7z € (X36X54), X735 € (X42Xe5),
X3 € (X55X64).

5.2.74 Xy
On pourra consulter [5] 122,
a® (0® 2—gqz3 q1) (¢* g3—q1 q2) a® (3b% g2—S) (3¢? g3—S)
2 (.2 dua b2 (362 ds74 2, _g
Xy = b? (C3—a 227)4(11 132 q3) _ (¢ QSfd7)4(3 a’®q1-S) , avec :
¢ (a® g1—42 g3) (b* g2—g3 1) ¢ (3a®q1-9) (3% g2—8)

d d
d7q = (a'® + b0 + 0163 -3+ Fa?+adb?) —7§ (b B+ c?ad + a?b®)

+ 2Bt + Fat +a® b)) +2 (0P + cta® +at1%) + 5a*0? A (at + bt + )

— 4a2b2 C2 (b202 +C2CL2 —|—a2b2) = d3(574 = d3d23

=dio,1 — 3dio,3 +2dio,7 + 5dio,9 — 4 dio, 13 €t

074 = —(a®+054-cO)+(b* 2+t a®+a* 0?)+ (0 et a®+a? b)) —3a% 1?2 = dys

= —dg,1 +ds 3 — 3ds 7.

X74 = Ceva(X15, X16).

122. p. 179
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Relations avec les points précédents

Xo, — — [s2+r (r4+2R)] X1 —3 (27+3R)R X2—[35%2—r (r+12R)—18 R?] X3
4 252—2r (r+4R)—9R?
_ [8?—r (r+4R)—5R?] Xa0+[s?—r (r+4R)—4 R?] X¢s
o 252—2r(r+4R)—9R?
_ [82=7 (r+4R)—5R?] Xaa+[s?—r (r+4R)—4 R?] X¢4
- 2s2—2r (r+4R)—9R?
_ [382—r (r+8R)—12R?] (2r+R) X35—[s?+r (r—2R)—4R?] (27+3R) Xr3
- 2[2s2-2r (r+4R)—-9R?]r

Ona2s?—2r(r+4R)—-9R?*= 25(?;3#1 = 16(1724#'

Donc X74 € (X20X¢s), X4 € (X24Xe4a), X74 € (X35X73).

5.2.75 Xos
On pourra consulter [5] 123,
be
drs
X75: % ,avec:d75:(bc+ca+a,b):d37:d272.
drs

X75 = Ceva(Xl, X@g) = Ceva(Xg, Xg)

Relations avec les points précédents

B
_ 2[s2—r (r+2R)] [s2—(r+2R) (r4+4R)] X19—[s2—r (r+4R)] [s2—3 (r+2R)?] X7
B [s24r (r+4R)] [s2—(r+2R)?] ’

Onas?+r(r+4R)=ds.
Donc X75 c (X2X37), X75 c (X7X8), X75 c (X19X27).

5.2.76 X.; = Q" troisieme point de Brocard

On pourra consulter [5] 124,

b2 c?

d
375

1"
Xe=Q = | &2 , avec :
a2 b2

dre
d76 = (b2 02 -+ C2 a2 + a2 b2) = d39 = dQ = dQ/ = d473.
wl(Q//) =7 —a, wg(Q“) =7 —6,ws(Q) =7 —~.
OnaQ+9Q +0Q" =3X,.

123. p. 179
124. p. 179
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X76 = CGV&(XQ, X6g> = CGV&(X(;, XQQ).

Relations avec les points précédents

X — =2 [s247 (r+2R)] [s2 =7 (r+4R)] X143 [s*+2 2 r (r—2R)+73 (r+4 R)] Xo—4 [s2+r (r+4R)] r? X3
% = s44252 7 (r—4R)+72 (r+4R)?
—3X, — 2 Xa = 45212 Xyt[s?—r (r+4R)]* X0 _ —1652 7 R X10+[s?+r (r+4R)]* X75
442527 (r—4R)+7r2 (r+4R)? 442527 (r—4R)+r2 (r+4R)?

Onas'4+2s%r(r—4R) +72(r +4R)* = dz.
Donc X76 € (X2X39), X76 € (X4Xe9), X76 € (X10X75).

5.2.77 Xz7

On pourra consulter [5] 1%.

a2b) (2

dr7

/ !
Xq77 = b(2c Lga ez | avec :
c(2d))(2b)) a3

dr7
drr = —(a® +b0° +°) — (b e+ cta+a*b) — (b + ca + ab?)
+2 A+ Aa?+a*b?) +2abe(a®+ 02+ A)+ 20 E+ A a+ a?bP)
—2abc(bc+ca+ab) = —d5’1 —d5’2+2d573+2d574 —2d575

Relations avec les points précédents

X — [s2—2(r+2R)R] X1-3rR Xo+4rR X5 _ s2X1—(r+4R)R X7
[ s2—(r+4R)R — T S2—(+4R)R
[3s2—r (r+8R)—12R2]r R Xag+[s2—2 (r+2R) R] [s2—r (r+6 R)—4 R?] X34
[s2—(r+4R)R] [s2—(r+2R)?]
[s2—r (r+4R)] r R Xgo+s2 [s2+r (r—2R)—4R?] X73
(s2+4712) [s?—(r+4R) R]

Onas?— (r+4R)R =

32s7r2”

Donc X77 € (X1X7), X77 € (X29X34), X77 € (Xo9X73).

5.2.78 Xns
On pourra consulter [5] 29,
a(2d) g
dr
Xqg = % , avec :
c(2c)gs
drs
125. p. 179
126. p. 179
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dig = (a* + 01+ ct) =2 (B2 + ?a® + a*b?) +2abc(a+ b+ c)
:d46 = dld/78 :d4,1 —2d4’3+2d4,4 et
dog = (a® + 0>+ ) — (P e+ Fa+a?b) — (b® +ca® +ab?) +4abe
=dyg=ds 1 —ds»+4ds 3

Relations avec les points précédents

X o (T+2R) X1—3R Xo o 2r X3— (7"+R)X63 o 7(T+4R)X9+(2T‘+3R) X921
[ -R - - TR
—[3s%2—r (r+8R)— 12R2]RX29+[3 —r(r+2R) —4R?) (r+2R) X33
[s>~(r+2R)’] (r—R)
_ —[s2—r (r+4R)] R Xe9+[s2+r (r—2R)—4 R?] r Xr3
- (s2+7r3) (r—R)

_ R — _ _dis __ _ O
Onar R = 16s2r —  8sr’

Donc X5 € (X1Xs), X7s € (X5Xe3), Xrs € (XoXa1), X7 € (X9 X33),
X7s € (Xe9X73).

5.2.79  Xug

On pourra consulter [5] 127,

(g2+ca) (g3+ab)

d7
Xopg = (g3+ab) €q1+b_c) , avec :

(q1+b ccg?(gfm +ca)
dro
drg = —(a*+b14-c)+2 (b2 42 a®>+a? V) +3abe (a+btc) = doy = dy dyg
_d4 1 + 2d4 3 -+ 3d4,4 et
dyg = —(a’ B )+ P ctFata’b)+(be® +ca®+ab®) +abe
:d21 = —d3 1 +d3o+dss

Relations avec les points précédents
X o (27”+3R)X1+6TX2 6r X3 _ (2T+3R)X1+61“X30
79 =

27+3R - 2r+3R
r(r+4R) Xo—[r (r+2R)—3R?] X4 _ 27 (27+3R) Xo1—[4r (r+R)—-3R?] X3¢
2r+3R)R - (2r+3R)R :

Ona2r—|—3R:ﬂ:ff’.

8s2r

DOHC X79 € (Xngo), X79 € (X9X46>, X79 € <X21X36>.

5.2.80 Xy

On pourra consulter [5] 128,

127. p. 179
128. p. 179
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(g2—ca) (g3—ab)
(as—a bl —be)
Xgo = g3 Q

(g1—b 38812—0 a)
dso
dgo = —(a* +0' + ) +2(P 2+ 2 a’?+a?b?) —abe(a+b+c) =ddg
= —dy1+2dy 3 —dy 4 et
deg = —(a®> + 0+ )+ (P e+ Fa+a?b)+ (b +ca® +ab?) —3abe
= _dll = _d3,1 + d372 — 3d3’3

, avec :

Relations avec les points précédents

X _ _(2T+R)X1—67‘X2+27’X3 o _(2T+R)X1—4T‘X5 o 2(2T+R)X10—(27‘+3R)X21
80 — 2r—R - 2r—R - 2r—R
_ —4R Xe5+(27+3R) X9
- 2r—R :
d/
Ona2r—R= 40 — %o

8s2r 4sr”

Donc Xgp € (X1X5), Xso € (X10X21), Xso € (XesX79).

5.2.81 Xy
On pourra consulter [5] 129,
a (c+a) (a+d)
dg1
Yo — | blerioro Avec -
81 ds1 ’ :
¢ (b+c) (c+a)

ds1
dg1 = (> + 0+ )+ (VP e+ cEa+a?b) + (bc®+ ca® +ab?) +3abce
:dg’l +d372+3d373.

X81 = Ceva(Xl, X6)

Relations avec les points précédents

X81 _ [s247r (r+2R)] X1 —3r R X2—272 X3 _ [s2+r (r+2R)] X1—7 (2r+3R) Xo1

s2—r (r+R) s2—r (r+R)
_ 3rRXo+[s2—r (r+4R)] Xg __ [s2+r (r+2R)] (r+4R) X7+[s2—3 7 (r+4R)—12R2] r Xo7
- s2—r (r+R) - 2[s2—r (r+R)] (r+2R)

—[s24r (r+2R)] ([ =7 (r+5R)—6R?] r Xag—{s2 (2r+R)—r [r (27+7R)+7 R3]} Xs0)
[s2—r (r+R)] {s2 (r+R)+r [r (r+3R)+2R2?]}
—(r2—4R2) X57+[s®>—(r+4R) R] X77
s2—r (r+R) ’

2 _d
Onas®—r(r+R)=FL

Donc Xg1 € (X1X21), Xs1 € (XoXs), Xa1 € (X7Xa7), Xs1 € (X2sXe0),
X1 € (X57X77).

129. p. 179
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5.2.82  Xg»

On pourra consulter [5] 3.

a (c2+a?) (a?+b?)
dg2

2 2 2 2
Xgo = | G074 | avec

d
c (b? +02§2(c2+a2)
dg2
dgo = (a® + 00+ ) + (VP2 + A a® + a3 b?) + (023 + ?a® + a® D?)
+abc(bc+ca+ab) = d5’1 +d5’3 +d5’5.
ng = CGV&(Xl, X31>.

Relations avec les points précédents
X82 _ {s4=652rR—7r2 [r (r+2 R)4—4 P2{2](} Xl—?i:l[;s2 r;R[(—’/‘2 ({13:5—2—8 R) RP]{))}(Q—4 [s2—r (r+3R)]r% X3
st—s*r(4r+9R)+r? [(r+4 3r+7
_ [82=r (r+4R)][s>=3 7 (r+2R)] X31+[s2+r (r+4R)]r R X75
- st—s2r (4r+9R)+7r2 [(r+4R) (3r+7R)]

Onas'—s*r(4r+9R)+r*(r+4R)(3r+7R) = %'
Donc Xg; € (X3 X75).

5.2.83  Xgs

On pourra consulter [5] 131,
(c®+a?) (a®+b%)

dg3
X _ (a2+b2) (b2+02)
83 e
(b?+c?) (c®+a?)

dg3

d83 = (a4 + b4 + C4) + 3(6262 + c2a2 +a2bz) = d471 + 3d473.

X83 = Ceva(Xg, XG)

, avec :

Relations avec les points précédents

X83 _ _ A1,83 X14A2 83 Xo+A3 83 X3
554—2527 (37+20R)+572 (r+4R)?
3{[s®—r (r+4 R)}2+4 5212} Xo+2[s242sr—7r (r+4R)] [s2—2sr—r (r+4R)] X32
554—2527 (3r+20R)+572 (r+4R)?
4[s2—r (r+4 R)]2 Xo+{[s2—r (r+4 R)]2+4 5212} Xrg
554—2527 (37+20R)+572 (r+4R)?
Bio, 83 X10+Bs2, 83 Xs2
[s2—r (r4+3R)] [5s4—252r (3r+20R)+572 (r+4R)?]’

A1 g3 =2[s*+7r(r+2R)][s* — 7 (r+4R)],
Ag g3 =3{s*+2s%r(r—6R) +r2[r (r + 12R) + 32R¥},

avec

130. p. 179
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A3,83 =4 [382 —T(T+4R>] TQ,

Biogz3=2{s"+s'r(r —12R) — s*r?[r? = 8(r + 5R) R]
—r3[r?(r+12R)+ 16 (3r + 4R)R?]}

Bgoss = [382—r (r+4R)| {s*—s*r (4r+9R)+r*[r 3r+19R)+28 R?]}

Onabs*—2s2r(3r4+20R) + 572 (r +4R)* = dgs.

Donc Xg3 € (X2X32), Xss € (X6X76), X3 € (X10Xs2).

5.2.84 Xg

On pourra consulter [5] 132,

a(cgztaqi—bga—2bca) (aqi+bga—cgz—2cab)

dgg

Noy = b(aq1+qu—cq3—2cadbi(quﬂcha—aql—?“bC) , avec :
(
4

c(bget+cqgs—aqi—2abce) (cqgzstaqi—bga—2bca)
ds

dga = (a"+0"+c") — (B c+Pa+ab) — (b + ca® + abd)
—3W° A+ Pa?+a V) +2abe(at + b+ ) =3 (VP + P a’® + a?bP)
+3M A +ctad+a' ) +abe(BPc+Aa+adb)+abe(be® +ca® + abd)
+3 (B3 A+ at+ad b)) —dabe (b2 P+ a®+a? b?)+2a? b? 2 (a+b+c) = d3 b4
= d771 — d772 —3d7,3 +2d774+3d775+d776 —4 d777+2d778 et
bsp = —(a®+ 0+ )+ (BPe+cat+a®b) + (b2 +ca® +ab?) —2abe = d,
= —d31 +d3 2 —2d3 3

Relations avec les points précédents

X o (T+2R)X1—6RX2—2(T—2R)X3 _ —4RX3+(7’+4R)X9 o 2RX4+(7‘—2R)X57
84 — ™ r - r - r
_ (r4+2R) Xg+(r—2R) Xa0 __ (r—R)? Xu46+(27—R) R Xso
- r - r2 :
Onar= -4 — 9s

128 s3 3 8sr’

Donc Xgy4 € (X3X9), Xs4 € (XuX57), Xsa € (XsXo0), Xsa € (Xu6X50).

5.2.85  Xgs

On pourra consulter [5] 133,

be(2b)(2¢)
dss
Xgs = Ca(QZ;S(?a) , avec :
ab(2d’)(2b)
dss

132. pp. 179-180
133. p. 180
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dgs = —(VPc+Ea+a®b) — (b +ca® +abd) + 2> + 2 a® + a*b?)
—|—abc(a+b+c) = —d4’2+2d473+d4’4.

X85 = CGV&(XQ, X7) = Ceva(X55, X77>.

Relations avec les points précédents

Now — —2[s2—(r+2R) (r+4R)] X143 [s2+r (r+4R)] Xo—4r (r+4R) X3
85 — s2+(r+4 R)2
_ r2(r+4 R)2 Xr+s212 Xg
B [s24+(r+4R)?] r2
_ [®=r (r+4R)] [352—r (r+8R)—12 R3] Xo9—2[s2—(r+2R) (r+4R)] [s>—r (r+6 R)—4 R?] X34
- [s2—(r+2R)?] [s24+(r+4R)?]

Onas®+ (r+4R)* = &3,
Donc Xg5 € (X7Xg), Xgs € (X29X34).

5.2.86 X
On pourra consulter [5] 134,
(c+a) (a+b)
ds
36 ds ) :
(b+c) (Gc—l-a)

dse
d86 = (a2 +b2 +C2) +3(bc—|—ca+ab) = d271 +3d272.
X86 = Ceva(Xl, Xg) = Ceva(X7, X77) = CeV&(Xgl, Xgl).

Relations avec les points précédents

Nan — 2 (247 (r4+2R)] X143 (s2472) Xo—472 X5 482 X1 +[s2+r (r+4R)] X75
86

o 5s24r (r+4R) o 55247 (r+4R)
_ 3[s2+r (r+4R)] Xo+2[s2—r (r+4R)] X6 __ [s2+7r (r+2R)] (r+4R) X7+252 (2r+3R) X1
o 5s2+r (r+4R) o [5s2+r (r+4R)] (r+2R)

_ (82— [35%2—r (r+8R)—12R?] Xo9+2[s2—7 (r+6 R)—4R?] [s®>+r (r+2R)] X34
- [552+r (r+4R)] [s2—(r+2R)?] ’

Onabs®+r(r+4R) = dg.
Donc Xgs € (X1X75), Xss € (X2X6), Xs6 € (X7X01), Xso € (X29X34).

5.2.87 X7

On pourra consulter [5] 13°.

134. p. 180
135. p. 180
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a(bc—ca+ab) (bctca—ab)

blca—abibSlcatab—be)
ca—a c)lcat+ab—0ocC
Xgr =

- , avec :
c(ab—bc+ca§(ab+bc—ca)
dg7
ds7 = —(DP A+ A a>+aV?) +2abe(a® + 0>+ 2) — (B2 + 2 a® + a? b3)
+abc(bc+ca+ab) = —d573+2d5’4+d575.

Relations avec les points précédents
N — [s*+2s2r (r—4R)+r2 [r (r—8 R)—16 R?]] X1 —12[s®+r (r—4R)] r R X2+3273 R X3
87 — 142527 (r—10R)+72 [r (r+12R)+32R?]
_ —16[s2—r (r+4R)] 7 R Xg+[s2+r (r+4R)] [s2+r (r—8R)] X43
- s44+2s27 (r—10R)+r2 [r (r+12R)+32R?]

Ona s'+2s*r(r—10R) +r?[r (r+ 12R) + 32R? = — %z,
Donc Xg7 € (X6X43).

5.2.88 Xgs

On pourra consulter [5] 3.

a(a— 2b+c) a+b—2c)

(
b2+§8(b+ 24)
Xgg = - . — , avec :
(

c(c— 2a+b§ c+a—2b)

dgg = (a® —|—b3+c )—3(b20+02a—|—a2b) —3(bc+ca*+ab®)+15abc
- d371 - 3d372 + 15d373.

ng = CGV&(Xl, X44) = CGV&(XG, X36>.

Relations avec les points précédents

N — [s2=37 (r+2R)] X1—-9rR Xo+672 X5 _ —277rR Xo+[s? +3r(r+4R)]X45
88 — 2437 (r—bR) - 2437 (r—5R)

Onas?+3r(r—5R)=—9%s
Donc ng S <X2X45).

5.2.89  Xgo

On pourra consulter [5] 137

a(2a—b+2c)(2a+2b—c)

4d8<q
X89 _ b(2 b—c+24a38 2b+2c—a) , avec
c(2c—a+2b) (92 c+2a—b)
4dgg
136. p. 180
137. p. 180

62



dgg = (a3+b3—i—c3) —|—%abc: d371 + %d&g,.

Relations avec les points précédents

Neaq — 2[s2437r (r+2R)] X1 —-9r R X2—12R2 X3 _ 277 R X2+2[s2—37r (r+4R)] Xu4
89 — 2s2—-3r(2r—R) 2s2-3r(2r—R)
_ 3[s®2—r (r+4R)] Xe—[s2+37 (r—5R)] Xss
- 252-37(2r—R)

Ona?2s?—3r(2r—R)= %,

S

Donc X89 < (X2X44), ng € (X(;ng).

5.2.90  Xo

On pourra consulter [5] 138

a(agi+bga—cqs) (aqi—bga+cqs)

dgg
_ b(bq2+cq:’ﬁaq1§(qufcq3+aq1)
Xgo =

o , avec :
C(an+aq1—bq§(Cq3—aq1+bq2)
dgoz(a7+b7—|—c7)—9(0b60+c6a+a6b)—(b06+ca6+ab6)
-3+ a?+a®b?) —2abe(a* + b+ ) =30 P + P ad® +a® V)
+3M A +ctad+a' ) +abe(BPc+Aa+adb)+abe(bc® +ca® + abd)
+3B At +Aat+aPbt) +4abe (VP A+ Fa®+a*b?) —2a* VA (a+ b+ )
= dydyy = dy1 — dyg — 3dy 3 — 2d7 4 + 3dy s + dr g + ddy 7 — 2dr g et
dog = (aS + 08+ ) =2V c+cPa+ab) —2(be® +ca’® +ab’)
— 0+ ctal+at ) +2abe(a®+ 0P+ E) — (0Pt + Fat + a?b?)
+4(b3c3+c3a3+a3b3)—2a2b2 2:d671—2dﬁﬁg—d673+2d674+4d675—2d677

Relations avec les points précédents

N — — (r+R)2 X1 —67rR X2—27 (r—R) X3 _ 2rRX4+(r’~R?) X6
90 r (r+2R)—R2 r (r+2R)—R2
r(r+4R) Xo—(2r4+R)R X35 _ [s2—r (r+2R)—4R?] X33—[s2—3r (r+2R)—2R?] Xu7
r (r+2R)—R? o 2[r (r+2R)—R?]
_ (2r-R)RX36+7r% Xga _ 12 X40+(27—R)R Xgo __ (r?—4R?) X57+(2r+3R) R X9
o r(r+2R)—R?2 - r (r+2R)—R? - r(r+2R)—R2 :

!
_R2 _ _deo _ _dy
Onar(r+2R)—R = s = g

Donc Xog € (X4Xu6), Xoo € (XoX35), Xoo € (X33Xa7), Xoo € (X36X354),
Xoo € (X40X50), Xoo € (X57X79).

5.2.91 Xg

On pourra consulter [5] 3.

138. p. 180
139. p. 180
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be(g3—S) (a3—S)

X = | oS | e
ab(q?iggl(qg—s)
4do1

dor = (V0c+ca+a’b)+ (b +ca® +ab’) +abe(a” +b" + ")
-4 +c"aP+a" ) —2abc(Bc+Pa+a®b)—2abe(bc® +cab+ abd)
+6 (L +Pa®+a’ ) -4 (P "+ a"+adb) —2abe (VP A+ P a’+a® b?)
—2abe(B*P +a®+a*b°) +2abe (b* P+ *a® + a* b?)
+2a* A (VP e+ Aa+a®b)+2a*0* (b +ca® + ab?)
+2abc(Bct + Eat +adbt) = didy,
= dio,2 + dio,a — 4dio,5 — 2d10,6 — 2d10,8 + 6dio,10 + 2di0,11 + 2d10,12 et
dyy = (BB c+cEa+a®b) + (bc® +ca® + ab®)
— 0"+ c"a*+a"bv?) —abe(a®+ 054+ F) — (B*c"+ Fa” +a*d")
— 3+ a®+a®b?) -3+ a +add)
+3W A+l at +aP b ) +abe (b P+ cta+atb?)+abe (bt 42 at+a? b?)
+3( P +ctad+a' b)) —2abe(VP A + A ad + adb?)
+a?b?c? (Ve+cta+a’b)+a* A (b +ca® +ab?) —2a® b3 3
=dgo—dgs—dgs—3dy 5+ 3dyg7+dgs—2dg o+ dg11—2dg 2.

Relations avec les points précédents

Xoy = A1,91 X1+A2 01 Xo+A3,01 X3
91 = 2(r—R)+r2 (r+3R)+2 (r+R) R?
_ Bes, 91 X654+ Bes, 91 Xes
~ [s$2—r (r+2R)—2R?][s2 (r—R)+r2 (r+3R)+2 (r+R) R?]’
Ajgr=—5*(2r+R)+r*(2r+7R)+2(4r + R) R?,
A2791 =3 (82 + T2 - 2R,2) r,
A3’91 = —4 T‘2 (T’ + R),
Begs, 01
=—{s'=25*[r(3r+4R)+2R*+r[r? (r+8R)+4(5r+4R)R* | +4R*} R,
368,91 = (52 + T2 -2 R,2> [82 — (7’ —+ 2R)2] T.

avec

Onas?(r—R)+7?(r+3R)+2(r+R)R*= 256dgir3 = 12:2§T3.

Donc Xg; € <X65X68>‘

5.2.92  Xg

On pourra consulter [5] 119,

bcgaqs
dgo

— cagsqi .
ng = “dos , avec .
abqi gz

do2

140. p. 180
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dgy = —=(0>c+ P a+a’b) — (b + ca’ 4+ ab®) + abe(a® + b 4 %)
+2(M3 A +Aad+adb?) = —dg o+ dg, 4+ 2ds. 5

X92 = CGV&(Xl, Xlg) = CGV&(X47, X48)'

Relations avec les points précédents

Xy — —2[s2—(r+2R)%] X143 (s24+72—4R2) Xo—4 7 (r+2R) X3
92 — 24r2_4R2
 —2[2—(r+2R)?] X1 +[3s2—r (r+8R)—12R%] X29 27 (r+2R) X4+[s2—(r+2R)?] X5
- s24+r2—4R? - s2+4r2—4R?
_ 2[s2—r (r+6 R)—8 R2] X19—[s2—3 (r+2R)?] Xo7
- s24r2—4R?2

—2[s2=3r (r+2R)—2R?| R X47+[s? (r4+2R)+r2 (r—6 R)—4 (4 7+R) R?] Xo1
(s2+4r2—4R2)r :

Onas?+7r?—4R? = %2

165272

Donc Xgy € (X1 X09), Xog2 € (X4 X3), Xo2 € (X19X27), Xoa € (X47X01).

5.2.93 X3

On pourra consulter [5] 141,

b2 c2 (c? a?—8) (a® b*—S) g2 g3
doy3

2 2/ 212 2 2
X93 — ¢ a? (a® b*-8) (b S) ¢3 q1 , avec
do3
a? b2 (b2 c2—8) (c? a®—8S) q1 ¢2
do3
d93 — _(b14 CQ + Cl4 a? + a14 b2) _ (b? Cl4 + 02 (I14 + (12 b14)

+6 (b2 '+ at+a? b)) 46 (b P+t a?4a b12) + T a? 0% 2 (a0 + 010+ 1)
— 13 (6195 + 0a® + al®88) — 13 (b5 10 + ¥ + af b'0)

— 15202 2 (B3P + B a® +a®b?) —15a? > 2 (1 &S + ? a® + a® VP)

+16 (¥ + B a® +a®b®) +9a?b* 2 (V0 c* + P a’ + abb?)

+9a?b* 2 (b* + cta® +a* %) +9a bt ! (at + bt + )

—2a* bt (B*? + 2 a? + a? b?) = d3 g3

= —dys,3 + 6dig,7 + Tdis 9 — 13dig13 — 15 dig,15 + 16 dig 21 + 9 dig 23
+9dy6.95 — 2dy6,29 €t 093 = (b'°? + ' a® + a'® b?) + (2 'V + 2 a'® + a® b10)
—4 (Bt + ABat +a®bh) —3a? b2 (a® + b5 + ) — 4 (b B + ¢t a® + at b8)
+6(10cS + B a®+aSb8) +2a%0? 2 (b2 + ¢t a® + a* b?)

+2a? 0 A (b*ct + Pat + a?bt) + at bt !

=dig3 —4dig 7 — 3dig,9 + 6di213 + 2di2,15 + di2; 19

Relation avec les points précédents

X A1,93 X1+A2 93 Xo+A3 93 X3
93

T S22 (rAR) AR Tr [ (r8R)+8 (3r+4R) R2 413 RA > AVEC -

141. p. 180
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Ajgs=—=2[s24+r(r+2R)][s*— (r+2R)%,

=3{s'+2s?[r(r—2R) = 3R?| +r[r*(r+4R) +2(3r+4R)R? + 5R},
Az g3 =—2{s*(2r* —=R*) +7r[2r* (r+4R) + (9r + 4R) R? + R*}.

On a
sP4+28%r(r—4R) — 4R +r[r?(r +8R) +8(3r +4R)R?] + 13R*
_ __de3  __ _ Jo3

40965676 T 2565474

5.2.94 X,

On pourra consulter [5] 142,

(302 c?2-8)

a2 3a2b2
Xos = <
a’?b2 (3b% ¢ 2 S (3c%a?2-8)

[

b2 2(3c a —S) (3a2b%2-8)
5) , avec :
)

dog = (b0 2 4 (10 2+a10b2) (B2 10 4 2 10 4 g2 b1)
4t +Aat +abt) —a? b A (a® + 0+ F) — 4 (b* P + cta® + a* b%)
+6(b6c6+06a6+a656)+3a4b404:d12,3—4d12,7—d12,9+6d12,13+3d12,19

X94 = Ceva(X49, X50).

Relations avec les points précédents

Xy — Ay 94 X1+A2 94 Xo+A3 94 X3

94 = 13232 [r (r—4R)—6 R2]+7 [r2 (r+8 R)+4 (7Tr+12R) R2[+27 R4

_ By, 94 X49+Bo3s, 94 Xo3 avec -
T 514282 [r (r—4R)—6R2]+r [r2 (r+8R)+4 (7Tr+12R) R2]+27R%? :

Argg=—=2[s*+r(r+2R)][s*—r(r+4R) - 3R?,
A2,94

=3{s'"+2s?[r(r—2R) = 3R?| +r[r*(r+4R) +6(r +2R)R? + 9R*},
Az oy = —4[s* +7r(r +4R) + 3R?r?
Byg o1 = —2[2s> = 2r(r +4R) — TR*|R? = _41582;14#7
B3 g1 = s'+2 5% [r (r—4R)—4 R +r [r* (r+8R)+8 (3r+4R) R?]+13R*
On a

s' 4282 [r (r—4R)—6 R +7r[r? (r+8R)+4 (7Tr+12R)R?|4+27R* = - Jo

256 st rd
Donc X94 S <X49X93>.

142. p. 180
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5.2.95  Xos

On pourra consulter [5] 113,

(S—b2g2) (S—c*g3)
g 2 d9ss )
X5 = | B=¢ ‘1339(5 —a"a1) | avec :
(S—a®q1) (S=b%go)
dos
dos = (a® + 0% + ) =5 (b5 + P a® + a®b?) — 5 (b* ® + ? ab + a?1°)
+8 (bt +ctat +at b)) +5a*b? A (a*+ b2+ ) =dg 1 —5dg 3+8ds 7 +5dg. o

X95 = CGV&(XQ, Xg) = CGV&(X54, X97> (Cf X97 ci—aprés).

Relations avec les points précédents

Xor — A1, 95 X1+A2 05 Xo+A3 95 X3
95 T 31282 [r (97r—4R)—2R2+r (r+2R)% (r+4R)
_ Bs4,95 X544 Beg, 95 X69
T {s2—[r (r+4R)+2R2]} {54422 [r (97r—4R)—2R2]+r (r+2R)% (r+4R)}’
A1795 = -2 [82 +r (’f‘ + QR)] [82 — (T + QR)Z] = A1793,
Ag o5 =3{s*+2s*[r(r —2R) — 2R?| + 72 (r + 2R)?},
Ag o5 = 435> — (r+2R)"|r?,
B54’95 = 882 [252 — 27’(7n +4R) — 5R2] 7’2,
Bgo,o5 = [s° — 7 (r + 4R)]
{s* +28[r(r —4R) — 3R]+ (r + 2R)*[r (r + 4R) + 2R?]}.

On a
st 4+ 252 [’r‘(gT—4R)—2R2]+T’(T+2R)2(T+4R) = _dos

165272 "
Donc Xg5 € <X54X69>.

avec !

5.2.96  Xog
On pourra consulter [5] 144,
(¢3—-S) (¢3—S) (S—b? g2) (S—c? g3) (¢3—5) (¢3—S) (S+g3 91) (S+4q1 g2)
4dgg 16 dog
Now — (43-5) (67 -S) (S—c® g3) (S—a® 1) _ (43-8) (4 —S) (S+41 92) (S+q2 g3)
96 4dos 16 dog )
(43-8) (¢3—S) (S—a® q1) (S—b q2) (¢3—5) (¢3—9) (S+q2 43) (S+g3 q1)
4dgg 16 dge
avec :
143. p. 180
144. p. 180
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dos = (a8 1016 +c16) 7 (B @ 4 M a2 4 aB2) — 7 (B2 M 4 2 a™ 4 a2 b4)
+22(02 ct + c?at +a'?b?) + 29017 ¢ (a'® + b0 + ¢19)

F 220412 4 g qd B12) — 41 (5105 4 10 b 4 106

—45a2 b2 (B A+ B a?+a®b?) —45a2 0?2 (VP B+ 2 a® + a? b8)

— 41 (05 '+ P al® 4 a® b)) + 50 (b* & + B a® + a® bP)

+23a%0? 2 (bt + Cat + a®b*) + 26 a* b ¢t (a* + b + )

+23a20? A (b P+t a4+ a b%) — 6a’ bt (B ? + 2 a® + a® b?) = d3 dog

= dy6,1 — Tdi6,3+22d16,7+29 dyg,0 — 41 d16,13 — 45 d16,15 + 50 d16,21 + 23 d16, 23
+ 26 d167 25 — 6 d16729 et 696 = —(CL12 + b12 + 012) + 5 (blO 02 + Clo a2 + alo b2)
+5 (04 2a® +a? b)) — 11 (BBt + B at +adbt) —11a?b* 2 (a® + b5 + ¢F)
—11 (b* A+t a®+a* b¥)+14 (B P+ a®+a® b)+6 a? b2 2 (b* P+t a®+a b?)
+6a2? (bt + Fat +a?bt) — 2at bt !

= —di9,1 +5dig3 — 11dig 7 — 11 dig,9 + 14 dig, 13 + 6 d12,15 — 2 di2,19.

X96 = CeV&(Xg, X68)~

Relations avec les points précédents

X% _— A1, 96 X1+A2 96 Xo+A3 96 X3

s4=282r (Tr+4R)+[r (r+4R)+2R?] [r (r+4R)—2R2]

B2, 96 X2+DBs4, 96 X54
s1-252r (Tr+4AR)+[r (r+4R)+2R?] [r (r+4R)—2 R?]
Br6, 96 X76+B9s, 96 X95

852{s*—2s?r (Tr+4R)+[r (r+4R)+2R?] [r (r+4R)—2R2]} r2>
Al gs=2{s"—2s*(r+R)R—r(r+2R)[r(r +4R) + 2R?]},
As g6 = —3{s*+2s*[r(r—2R) —2R?* + (r*+2R?) [r (r+4R) +2R*},
Az o6 = 2{s*—4 s> [r (r+2R)+R?|+[r (r+4R)+2R?| [r (3r+4R)+2 R},
Bygs = —3{s*+2s2[r (r—4R) —3R? + (r +2R)’[r (r + 4R) + 2R?]},
B54’96 = 2{284 — 82 [47"(7’ +4R) + 9R2]
+[r(r+4R)+2R? 27 (r +4R) + 5R?]},

B76,96 = —{88 + 286 [27" (T — 4R) — 3R2]
+ st (67t —16r* R+ 9072 R? + 72r R3 + 8R*)
+ 5% (4r° +167°R — 58 r*R? — 304 r3 R3 — 27272 R* — 647 R?)
+72(r4+2R)*(r +4R)*[r (r + 4R) 4+ 2R?]},

Bys 96 = {s®+25°[2r (3r —4R) — 3R?]
+s* (=106 7* — 807r* R+ 9072 R? 4+ 72r R* + 8 R?)
+ 52 (1279 +807°R — +707*R? — 304 r* R® — 304 r? R* — 641 R®)
+72(r+2R)*(r +4R)*[r (r + 4R) + 2R?]}.

Ona{s*—2s*r(7Tr+4R)+[r(r+4R)+2R?][r (r +4R) — 2R?]}

__des  _ __ _ dg¢
4096 s6 6 256 54 14

Donc X96 € (X2X54), Xg@ € (X76X95).

avec :
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5.2.97 Xo7

On pourra consulter [5] 145,

a?qi (S— bQ(D)(S c2gs)

Xo7 = % g2 (S— Cd%)(s a? q1) , avec
g3 (S—adql)(s—b2 42)
dyr = —(a12—|—b12—|—gc712)—|—4(b10 P40 a2+a10 ) 44 (B2 1042 10+ a2 b1O)
— 7Bt +Bat +a®bh) —11a? b 2 (a8 + b + ) — 7T (b & + ¢t a® + a? %)
+8 (05 P + B al 4+ ab b)) + 7a? b (b 2 + cta® + at b?)
+7a?* A (VP + A at +a?b?)
= —di2,1 +4di2,3 — Tdia 7 — 11d129 + 8di2, 13 + T dy2 15

Relations avec les points précédents

Xow — A1, 97 X1+A2 o7 Xo+A3, 97 X3
97 7 S s2[2r (3r+4R)+7R2+(r+2R)? [r (r+4R)+3 R2]
Ba, 97 X2+Bos, 97 Xos
2 {s4—s2 [27 (3r+4R)+7R2]+(r+2R)? [r (r+4 R)+3 R2]}

_ B3, 97 X3+Bs4, 97 X54 avec :
s4—s2[2r (3r+4R)+7R2]+(r+2R)? [r (r+4R)+3R2]’ )

Argr=[s*+7(r+2R)]] 2—(7“—|—2R) ],
Ay g7 = —=3[s* — (r + 2R)?] (2r+R)
A3797: —2[382—(T+2R) ]

Bogr = 3{s* +252[r (r —4R) — 3R?| + (r + 2R)? [r (r + 4R) + 2R?}

Beo, 95
6 Zeooe,

Bos. g7 = —{s*+2? [T’(9T—4R>—2R2]+T’(T+2R)2(T+4R)} = _%’
Bsgr = —{s'+2s2[r(r —4R) — 3R + (r + 2R)*[r (r + 4R) + 2R?]}

—3 Bs g7,

Bsyor =25 — s2[4r (r+4R)+13R?| + (r + 2R)*[2r (r + 4R) + 5R?].

On a
s —2[2r(3r+4R)+ TR+ (r+2R)’[r (r +4R) + 3R? = — —do1

512s% 74"
Donc Xg7 € (X2Xo5), Xo7 € (X3X54),

5.2.98 Xgs =Ta point de Tarry

On pourra consulter [5] 146 [8] 117

145. p. 180
146. p. 180
147. p. 1786 “Tarry Point”
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(c*+a*—b2 c2—b? a?) (a*+b*—c? a®>—c? b?) (d32—b2 dg) (dz2—c? de)

dgs d98
ng =Ta = (a4+b4702 a?—c? b2) (b4+c4fa2 b2—a? 02) - (d32762 de) (dggfa2 de)
o B dog B dos
(b*+c*—a? b2 —a? ?) (c*+a*—b2 2 —b? a?) (d32—a? dg) (ds2—b> dg)
dgg d98

(d6 g2— S) (de g3—S)
(de g3— S ?d6 q1—S)

(do 0155 (8 2=5)
4 dgs
dog = (a® + 0% + ) =3 (b5 + P a® + a®b?) — 3 (b* ® + ? a8 + a®1°)

, avec :

+4 (Mt +ctat +atbt) +a? b (a? + b+ P) = d3dgs
=dg 1 —3dg3+4dg 7+ dgget
598 = —(Cl4 +b4 +C4) + (b2 c? +C2 a? +G2 bz) = —dgg = —d471 +d473

Le point de Tarry Xgg = T'a appartient au cercle circonscrit.

Relations avec les points précédents

Nog — A1,08 X14+A2 98 Xo+A3,08 X5 B3, 98 X3+B76, 98 X76
98 s4—2s2 7 (Tr+4R)+7r2 (r+4R)? s4—2s2 7 (Tr+4R)+r2 (r+4R)?
By, 98 X4+DB32, 98 X32 Bs, 98 X5+ Bs3, 98 X383

T si2s2r (Tr4+4R)+r2 (r+4R)? ~ 542527 (Tr+4R)+r2 (r+4R)?

{s*

B23, 98 X23+DBg4, 908 X9a

[s2—r (r+4R)—3R2] [s4—2 52 r (Tr+4R)+r2 (r+4R)?]’

avec

A gg =2[s? +r(r+2R)][s —r(r+4R)] =[s*+7r(r+2R)]d,

Aggs = —3[s' +28%r (r—2R) + 3 (r +4R)],

Az 08 =2[s>—r(r+4R)][s* =7 (3r+4R)| =ds[s* —r (3r + 4R)],

Bsgs =2[s' =21 (3r +4R) + 72 (r + 4R)7,

Brgos = —[s' +252r (r —4R) + 72 (r + 4R)?],

Bios = —[s'+2s%r (r —4R) + 72 (r + 4R)?,

Bisos = 2{[s2 — r (r + 4R)]" — 45212},

Bsos = —4[s* +25%r (r —4R) + 72 (r + 4R)?,

Bssos = [5s* —252r (3r +20R) 4+ 572 (r +4R)?],

Baz s =1[28* =27 (r+4R) — 9R?]
r?[2r(3r +4R) + 3R +r(r+4R)[r(r +4R) + 3R?|},

Bgyos = —[s* — 7 (r + 4R)]

{s*+2s*[r(r—4R) —6R* +[r(r+4R)+3R?|[r (r+4R) + 9R*}.

Onas'—2s2r(Tr+4R)+r2(r+4R)* = -G8 — 4,

16 52 72

Donc Xgg € (X3X76), Xos € (XuXs2), Xos € (X5Xs3), Xos € (Xo3Xo4).

5.2.99 Xy = St point de Steiner

On pourra consulter [5] 148 [8] 149,

148. p. 180
149. p. 1730 “Steiner Points”
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_( —a)( b?)
Xogg = St = M , avec :

s )(c—a)
dog

dggz(a4+b4+0) (b202+02a2+a262):d471—d473.
Le point de Steiner Xgo9 = St appartient au cercle circonscrit.

Relations avec les points précédents

X o A1,99 X1+A2799 X2+A3,99 X3 . 71682 T2 X3+[S4+252T(T74R)+T2 (T+4R)2} X6
99 7 ga_g s2r (Tr+4R)+r2 (r+4R)2 s4—2s2 7 (Tr+4R)+7r2 (r+4R)?
—4[s* 4227 (r—4R)+72 (r+4R)?] X39+[5 54 —2 52 r (3r+20R)+572 (r+4R)?] Xg3
s4—282r (Tr+4R)+r2 (r+4R)>
_ Beg, 99 X69+B74,99 X74 .
= S (rtAR)—6R2| [si—252 1 (Tr+4R)+72 (raR)?] 2VEC
Apgo==2[2+r(r+2R)][s>—r(r+4R)] = —[s>+7(r+2R)| ds
- _A1,987
Ag g9 =3[ +2s*r(r—2R)+73(r +4R)],
A3799 = —4 [552 +r (T + 4R)] 7“2
Beg, 99 = [s* — 7 (r + 4R)]
{s*+2s*[r(r—4R)—3R¥+7r(r+4R)[r(r+4R)+6R?*}
=1dg{s'+2s°[r(r—4R) = 3R} +7r(r+4R)[r(r+4R) + 6 R},
B74799 = —882 [282 - 2T(T+4R) - 9R2] 7"2

Onas'—2s2r (7Tr+4R) + 72 (r + 4R)? = dy,.
Donc Xgg € (X3X76), Xog € (X390Xs3), Xog € (Xg9X74)-

5.2.100 X;p anticomplément du point de Feuerbach X;; = F

On pourra consulter [5] 159,
__a(c—a)(a—b)
dip
X100 = m , avec :

50& a)
dioo = (a® +b3+c) (bQC—l-C a+a*b) — (bc* +ca® +ab*)+3abe
=dyy =d3 1 —ds3 o+ 3ds 3.

—_— e
On vérifie que X090 X711 = %Xmo ; donc Xy est I'anticomplément du
point de Feuerbach X, = F.

150. p. 180
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Relations avec les points précédents

_ 2RX1-3RXo+2r X3 _ [$2=3r(r+4R)] X1—[s®+37 (r—5R)] Xss
X — —
100 2r—R 3r(2r—-R)
— 3X2 o 2X11 _ 2rX3—RXs __ _4RX107(21"+3R)X21
o - 2r—R - 2r—R
o —[52—3r(r+2R)] X31+[s2+'r (r—8R] X43 _ rXao+(r—R)X7g __ [32+r(r—2R)] X42—[s2—'r (r+R)] Xs1
o 2r(2r—R) - 2r—R - r(2r—R)

—[s24r (r—2R)—6R?] R X72+[252—27 (r+4R)—9 R3] r X74
[s2—r (r+5R)—6R?] (2r—R) :

Ona2r—R=—%w

4sr”

Donc X090 € (X1Xss), X100 € (XoX11), X100 € (X3X5), X100 € (X10X21),
X100 € (X351X43), X100 € (Xa0X78), X100 € (X42X31), Xioo € (X72X74).

5.2.101 X0

On pourra consulter [5] 151,

__a*(c—a) (a—b)
0 (a5
X1 = - = |, avec:
. c? (b:lc) (c—a)
101
dior = (a*+bv*+ct) = (VP et a+ab)— (b +ca’+ab?)+abe(a+b+c)
=dy —dy o+ dy 4.

Relations avec les points précédents

X — [s2+(r+2R) (r+4R)] X1—6 (r+4R) R Xo+2[s?—r (r+4R)] X3
101 — 3s2—(r+4R)>

_ —252RX14+[s2 (3r+4R)—r (r+4R)?] X41 _ —2(r+4R)R Xg+[352—r (r+6 R)—8 R2] Xus
- [3s2—(r+4R)%] 7 352—(r+4R)?
_ Bio, 101 X10+Bgs, 101 Xos
T [3s2—(r+4R)?| {st—452r (r+2R)+r2 [r (37+16 R)+16 R2]}
_ —[s24r (r+6R)+8R?| {5523 [r (r+6 R)+8R?]} X71+4 52 [252—27 (r+4R)—9R?] X74
o 351—252[r (57+22R)+26 R2]+372 [r (r+12R)+52R2]+96 (3r+2R) R3

2 Big,101 = ° 4+ s* [r (r — 10R) — 8 R?]
—s2r{r[r(r—8R)—64R? — 64R3}
—r2(r{r[r(r+14R) + 72R?|} + (1607 + 128 R) R?),

Bos1o1 = [s2 — 7 (r+4R)|[s* =252 r (Tr + 4R) + 72 (r + 4R)?].

Ona3s?— (r+4R)* = -4

472

Donc Xi01 € (X1Xa1), X101 € (XoXug), X101 € (X10Xos), X101 € (X71X74).

, avec :

151. p. 180
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5.3 Quelques autres points qui sont des centres au sens
de C. Kimberling [5] [6]

5.3.1 Xy
a[—ad+a? b+a (b—c)2—b (b2 —c?)] [-a3+a2 cta (b—c) % +c (b2 —c?)]
d104
Xy = b[=b3+b2 c+b (c—a)’—c (CQ—aZ)] [—b34b% a+b (c—a)*+a (2—a?)] . avec
104
c[—A+c? atc(a—b)2—a (a2—b2)] [—-B+c? b+c (a—b)2+b (a2 —b?)]
dioa

dios = (@"+b"+c")— (b c+cB a+a® b)— (b C+caS+abb)—3 (b° ?+c° a’+a® b?)
+3abc(a® +b'+ ") =32+ A2a®+a?b) + 3 (01 A + cta® + a' V?)
+abecBc+Ea+adb)+abe(b®+ca®+ab®) +30%ct + Aa' + a®b?)
—6abc(V?* A+ cFa®+a*b?) +2a*b* P (a+ b+ c) = dz d104

= d771 — d7,2 — 3d7,3 + 3d774 + 3d775 —|—d776 - 6d7’7 + 2d7,g et

S0 = —(@®+0®+S3)+ (PP c+Pa+a?b)+ (b +ca®*+ab?)—3abe = —dy
= —d3 1 +d3 2 —3d3 3

Relation avec les points précédents

_ 2RX1-3RX242(R—7) X3
X104 = —27r+R ’

Ona-2r+R=—-%0u__ Ao

64 53 13 4sr°

5.3.2 Xjo foyer de la parabole de Kiepert

a? (?—a?) (a®—b?)
d110
2 2_% 2 2
X109 = W) (=) | avec

c2 (b2 7?&%0(02 —a?)

di10
dio = —(a®+ b0+ 8) + (bt 2 +cta? +at v?) + (B2t + 2 at+a? bt) —3a? b2 % = dos
= —d6,1 +d673 — 3d677.

Relations avec les points précédents

X — [s2+r (r4+2R)] X1—3 (27+3R) R Xa+[s®>—r (3r+4R)] X3
110 = 252—27r (r+4R)—9R2
=24 (r2R) R X 1 +{s? (2r+R)—7 [r (2r+7R)+7R?]} X0
o [2s2—27r (r+4R)—9R2|r
o B2, 110 X2+DBog, 110 Xos
T 2[s?—r (r+4R)][2s2—27 (r+4R)—9 R?]
- _ —2R2ZX5+[2s%2-27 (r+4R)—7R?] X9
=2X3 - Xny = 252—27 (r+4R)—9R2

, avec :

Bs 110
=3{s'+2s%[r(r—4R)—3R?|+r(r+4R)[r(r+4R) +6R?]} :636;)6,997
Bog 110 = 84—2821“(77“—}-4R) 4 2 (T+4R)2 = dyg.

Ona2s®—2r(r+4R) —9R? = 4

16s2r2°
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Donc X119 € (X1X60), X110 € (X2Xos), X110 € (X3X74), X110 € (X5X49).

5.3.3 Xjii; point de Parry

a? (202 —c?2—a?) (2c?—a?—b?)

b2 (2c2—a? —%@31(2 a?—b2—c?)
Xlll =

di1
c2(2 a27b270§) (202 —c2—a?)

di11
dipy = (aS+b5+c8) =3 (b +cta?+a* b?) =3 (VP ct+ 2 at+a? b)) +15 a2 b? 2
- d671 - 3d673 + 15d677.

, avec :

Relations avec les points précédents

X _ A1 111 X1+A2 111 Xo+A3 111 X3
L= 4{—s5+43 547 (—37+4R)+3 52 r2 (3r2+87 R+20R2)+r3 (r+4R)3}
_ B3, 111 X2+Bog, 111 Xo99
T 4{—s543s4 7 (—374+4R)+3 5272 (372487 R+20R2)+r3 (r+4R)%}
_ Bs, 111 X6+DB110,111 X110
T 4{—s54354 7 (—37+4R)+3 5272 (3r24+87 R+20R2)+r3 (r+4R)%}’
A17111 =—4 [82 +r (’I" + QR] [52 -Tr (7” + 4R)]2 = d6 Al,gg = —d6 Aljgg,
Ag 11y = 24[s* — 2527 (r —5R) + 72 (r + 4R)*r R,
Az 111 =-8[s? —r(r+4R)|[5s*+ 7 (r+4R)]r* = dg Az, g9,
By 111 =6[—s% —str(r —12R) + s*r? (r? — 8r R + 24 R?)
+ 7”3 (7“3 + 127"2 R+ 487”R2 + 64R3)] = A27111 - d6 ‘/42’997
Bgg 111 =2[s* =71 (r+4R)][s*—2s*r (Tr+4R)+r* (r + 4R)?] = dg dyy,
Bsi11 = —4[s> —r(r+4R)][s* — 2527 (Tr + 4R) + 2 (r + 4R)?]
= —2 Bygg,111 = —2dg dyg,
31107111 = —48 82 [2 82 —2r (7’ + 4R) -9 RZ] 7’2 = -3 dllO-

On a
4{—s5—3s'r(3r—4R)+35%1% (3724 8rR+20R?) + 73 (r + 4R)*} = dyn,

Donc Xi11 € (X2Xg9), X111 € (X6Xi10)-

avec :

5.3.4 X;;5 centre de ’hyperbole de Kiepert; milieu du segment
[X13X14]

(b=’
X5 = % , avec :
(a?—b?)”
2d115
d115 = (CL4 + b4 —+ 04) — (62 02 + 02 CL2 + (l2 b2) = dgg = d471 — d473.
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Relations avec les points précédents

(r+2R)] [s2—r (r+4R)] X1—6{4 5% r2+[s2—r (r+4R)] r R} X2+27r2 [552+r (r+4R)] X3
s4—2s2 7 (Tr+4R)+12 (r+4R)?

_ [+
X115 -
— Xi13+Xu4
3 .

Onas'—2s2r(7Tr+4R) + 72 (r +4R)* = dyys
Donc Xy15 € (X13X14).

5.3.5 X4 milieu du segment [X;Xj]

2a4—3 a2 (b2+c2)+ (b2 —c?)?
oo | 2viose @ e .
140 = T , avec :
2c*—3c2 (a?4b2)+(a?—b?)
4dy40 )
hio = (0 + 1+ ) = 2(02 @ + a4 @ 1) = ~dy = dydygg = o1 — 2dag
et d/140 = (@®++3)—(BPc+cta+a’b)— (bAP+ca®>+ab?)+2abe = —d;)

=d31 — d3 2+ 2d33.

2

Relations avec les points précédents

X — 3 Xo+X3 — 3Xo—X5 — 3 X3+Xy — X3+X5 — —X41+3 X5
140 2 4 3 2
— (2 T—R) X11+(2 T+R) X35 — (2 T+R) X12+(2T—R) X36

4r 4r
_ V3 {s2+[2V3s—(r+4R)]r} X15—{V35?—[10s+V3 (r+4R)] 7} X1s

16sr
_ —V/3{s®2—[2V3s—(r+4R)] r} X16+{V3 52 +[105—/3 (r+4R)] r} X17
o 16sT :
d d,
— _ _duso  _— _ %40
Ona4= 4272 7 2572

Donc X0 € (X2X3), X140 € (XoX5), X140 € (X3X4), X140 € (X3X5),
Xig0 € (XuX5), Xia0 € (X11X35), X140 € (X12X36) X0 € (X15X1s),
X0 € (X16X17)-

5.3.6 Xj4 complément du point symédian Xz = K ; milieu du seg-
ment [X67X110]

b2 42
22d14
— c+a .
X141 = T% , avec !
a’+b
2d141

dig = (> + 0>+ ?) =dsg = da 1.

On a X141Xé =3 X141C§' ; donc X41 est le complément du point symédian
XG =K.
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Remarque :

b’ + ¢ = 2 A [cot(a) + cot(w)],
+a? =2 A [cot(B) + cot(w)],
a’ +b? = 2 A [cot(y) + cot(w)].

Relations avec les points précédents

X _ —[s247 (r+2R)] X1+3 [s2—r (r+2R)] X2+272 X3 _ 3Xs—Xs __ 3Xo+Xeo
141 2[s?2—r (r+4R)] 2 4
B X3+B X
_ D341 3; 66,141 X66 __ X67+X110’ avec
141 2

By 141 =28%—s*[r (Tr+24R) + 8R?]
+s%r[2r2(3r +23R) + 8 (13r + 8R) R?]
—r2{r[r*(r+14R) +8 (97 + 20 R) R?*] + 128 R*},
Bgg, 141 = 25 — s* [r (Tr + 24R) + 16 R?
+s2{r2r?(3r +23R) +4(31r + 32R) R?] + 32R*}
—r{r{r[r*(r+14R)+ 4 (197 + 50R) R?] + 256 R*} + 128 R?),
Dy =225 — s*[r (7Tr + 24R) + 12R?]
452 {r[2r2 (37 + 23R) + 6 (197 + 16 R) R?| + 16 R*}
—r{r{r[r*(r+14R)+2(37r +90R) R?*] + 192R*} + 64 R’)||

Ona?2[s®—r(r+4R)] = di.
Donc X141 € (X2X6), X141 € (X2Xe9), X141 € (X3X66), X141 € (Xe7X110)-

5.3.7 Xis complément du “Mittenpunkt” Xg= M

a (b+c)—(b—c)?
2dig2
Xy = | nletal—(cza) (C+;)d_lg_a) , avec :
¢ (a+b)—(a—b)>
2di142

dip=—(a*+0*+*)+2(bc+ca+ab)=d; =—dy 1 +2ds 5.

Ona X142Xé =3 X142é ; donc X740 est le complément du “Mittenpunkt”
Xg =M.

Relations avec les points précédents

Xy — (r+2R) Xa+3(r+2R) Xo—2rX3 _ 3Xo4+X7 _ 3Xo—Xy
142 — 2(r+4R) - 4 - 2

Ona?2(r+4R)= 42
Donc X142 € (X2X7), X142 S (XQXQ)
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5.3.8 Xj4u anticomplément du point de Gergonne X,; = Ge

3a2—2a (b+c)—(b—c)?

B2 di44 )
_ | 3®—2b(cta)—(c—
Xy = (21411) (c=a)
3c2—2c(a+b)—(a—b)?
diaa

dus = (®+0*+ ) —2(bc+ca+ab) =—dr =dy 1 — 2dy 5.

, avec :

—_— e
On a XjuX; = %X144 ; donc Xj44 est I'anticomplément du point de
Gergonne X7 = Ge.

Relations avec les points précédents

Xy = RN SEAR X481 3%, — 2 X, = —3X, +4 X,

=9Xy —8X1p=-3X7+4X140=3Xg -2 X140 = mmﬁ%'

Onar—l—élR:—di%.

Donc X144 € (X2 X7), X144 € (X2Xy), X144 € (XoX142), X144 € (X7X142),
Xiaa € (XoXi42), Xiaa € (X0 X72).

5.3.9 X4 anticomplément du point de Nagel Xz = Na

3a—b—c
d
Xope — 3boca
145 — di4s
cC—a—
digs

diys=a+b+c=d =d.

, avec :

IR e
On a XisXs = %X145 ; donc Xy45 est 'anticomplément du point de
Nagel Xgs = Na.

Relations avec les points précédents

X145 = 4X1—3 X2 = 3X1—2 X10 =-3 X8+4 XIO 2 (r—R) Xs56+(27—R) X100

R

__ diss
Onal= %%

Donc X145 € (X1X2), X145 € (X1X10), X145 € (XsX10), X145 € (Xs56X100)-

5.3.10 X645 centre de gravité du triangle excentral J;.J5.J3

a[—3a2+2a (b—c)+(b—c)?]
A JitJotJ b[—3b2 25165)( )2]
A JitJo+Jds —3b°4+2b(c—a)+(c—a
Xies = 3 = Sdios
c[-3c2+2c¢(a—b)+(a—b)?]
3dies

, avec :
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digs = —(a®+0°+)+ (PP c+cta+a’b)+ (b +ca’+ab?) —2abe = d,
= —d3’1 +d3,2 — 2d3,3.

Relations avec les points précédents

X _ —X14+4X3 _ 2X10+X2o _ (1+R) Xe3+(2r—R) X100
165 — 3 - 3 - 3y .
__ 3dies
On a 3 = g%,

Donc X5 € (X1X3), X165 € (X10X20), X165 € (Xe3X100)-

5.3.11 Xi7; = So point isopérimétrique ou point de Soddy extérieur

a—r1
, 51?5
— — 272 .
Xi75 = So i | avec:
c—T3
dy

75
d175:(a+b—|—c)—(r1+r2+r3):dl—(r1+r2+r3).

Relations avec les points précédents

X _ 2[s—(r+2R)] X1—-3r Xo+4r X3 _ 2sX1—(r+4R) X7
175 — 2s5—(r+4R) o 2s—(r+4R)

Ona2s— (r+4R) = drs.
Donc Xi75 € (X1X7)

5.3.12 Xy7 = So point d’égal detour ou point de Soddy intérieur

a+ry
d176

= — btry .
Xi76 = So = i | avec:
ctrs
d

176
d176:(a+b+c)+(7“1+7“2+r3):d1+(7“1+7’2+r3).

Relations avec les points précédents

X _ 2[s+(r+2R)] X1+3r Xo—4r X3 _ 2sX1+(r+4R) X7
176 — 25+(r+4R) ~ 7 25+(r+4R)

On a 28+(T+4R) :d176.
Donc X176 S (X1X7)
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5.3.13 X5, point d’Apollonius

a? [a2 (b+c)?— (b2 —c?)?]
Xig = | 2202 <c+§§23(02_a2)2]

2 [ (a+§)d?1;(a2_b2)2]

digt = abe(a® + 0+ ) +3a?b* ? = dg,4 + 3dg. 7.

, avec :

Remarque :

a?(b+c)? — (B2 —2)? =4a’bc [cos(5 — %)]2,
b* (¢4 a)® — (2 —a?)’ = 4% calcos(T — )%,
2 (a+b)? = (a — )’ =4t ableos(2 — 2.

Relations avec les points précédents

X _ [ (r+R)+r2 (r+3R)] X162 R Xo—(s2+r2)r X3 _ 2s X1+(r+4R) X7
181 —

(s2=31r2)R - 2s+(r+4R)
_ =2[s2r+r2 (r+2R)] X10+(s2+r?) (27+R) X12 _ [$2=37r (r4+2R)] X31+67 R X51
(s2—-312)R - 523712
_ [8?4r (r—8R)] r X43—(s2+r?) (r—2R) X557
o 2(s2=3r?)R :
2 2 _ dis1
Ona (S —3r )R—m

Donc Xis1 € (X1X7), Xis1 € (X10X12), Xis1 € (X51X51), Xis1 € (XuzXs7) -

5.3.14 Xz point milieu du diameétre de Brocard [X;3X]

a? [a*—a? (b2 +c?)—21b% ]

D2 b2 (P22 02 g2
X182 = , avec :

c2 [ct—c? (adzl-?—2b2)—2 a?b?)

dis2
digo = (@S + b5+ 8) — (b +cta®> +a*b?) — (Pt + 2 at +a?b') —6ab* A2
=d3 0150 = dg1 — dg,3 — 6dg,7 et d1g0 = —(a* + 0>+ ?) = —dg = —da, 1.

Relations avec les points précédents

X P4 (2R X167 R Xo+[s2—r (3r+4R)] X5 _ X3+Xs
182 — 2[s2—r (r+4R)] - 2

Ona2s®>—r(r+4R)] = —-4s; —

T 16272 _5182'
Donc Xlgg S (X3X6)
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5.3.15 X183

—a*+a? (b24c2)+2b2 c2

—b*4+b2 (cglfg2)+2 c2a?
X183 = , avec

—ct4c? (a%$22)+2 a?b?
d1g3
digs = —(a' + 0" + ') +4(0** + ?a® +a?b?) = —dy1 +4dy .

Remarque :

—a* +a® (b® + ) + 2% = 2dg Afcot(a) + tan(w)],
—b* + 02 (2 +a?) +2c%a? = 2dg A[cot(B) + tan(w)],
—ct + 2 (a® + ) +2a%b? = 2dg Afcot(y) + tan(w)].

Relations avec les points précédents

X _ 3[s'4282r (r—4R)+r2 (r+4R)?] Xo+2[—s*42 52 r (r+8R)—r2 (r+4R)?] X6
183 = s442s2 7 (57r—4R)+r2 (r+4R)?

_ 3X5—2 [cos(w)]? X6
3—2 [cos(w)]?

Onas*+2s2r(5r—4R)+r2(r+4R)* = digs
Donc Xlgg € (X2X6)

5.3.16 X

a? (¢2-b2c?) g2 q3
dyg6
b? (3= a2) g @1

d1ge
d1ge

digs = (@' + 010 + 1) =3 (B8 c? + B a® + a®b?) — 3 (B2 B + ?a® + a® 1®)
+ 20t 4+ Fat +a® b)) +5a? b2 (at + b* + ) + 2 (b 5 + ¢t ab + a? bE)
— 4@2 b2 C2 (b2 02 + 02 CL2 +CL2 62) = d74 = d3 6186 = d3 d23
= dio,1 — 3dio,3 +2dio,7 + 5dio,9 — 4 dio, 13 et
01g6 = —(a® +00+ )+ (b* &+t a® +a* b)) + (0 ¢+ P at +a* bh) = 3a* b
= do3 = —dg 1 + dg,3 — 3dg, 7.

X186 = , avec .

Relations avec les points précédents

N oan — —3R2 Xo+[252—27 (r+4R)—6R?] X3 _ 2X3+Xp3
186 2s2—2r (r+4R)—9R? 3 :
2 _ 2 __ _dise __ _dise
Ona2s®—2r(r+4R)—9R* = 3% = 55%.

Donc Xig¢ € (X2X3), Xigg € (X3X23>.
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5.3.17 Xjg; centre de Schoute ; milieu du segment [X;5X]

a? (2a?—b%—c?)
2d185

2 (9h2 2,2

Xpgr = | B@Y-c=a) | avec

2d1g

c2 (2c%2—a?—b?)

4 4 24d187 2.2 2 2 212
d187:(a +0b ‘}‘C)-(b c"+ca+a b ) :d99:d471—d473.

Relations avec les points précédents

Xpar — [s2+r (r4+2R)] [s2—7 (r+4R)] X1—6 [s>—r (r+4R)] r R X2 —2[7 s2—r (r+4R)] r? X3
187 = s4—252 7 (Tr+4R)+7r2 (r+4R)?
— Xi5+Xi6
g

Onas'—2s2r(7Tr+4R) + 72 (r +4R)* = dygr.

Donc Xig7 € (Xi15X16).

5.3.18 Xjg
a[—a?—a? (b+c)+a (b2+b c+c?)+b3+b% c+b 2 +c3)

di191
o b[—b3—b2 (c+a)+b (2 4cata?)+c3+c2 atca?+a3
Xy = | 2 (cta)+b ) ]

, avec :
dig1
c[—c2—c? (a+b)+c (a?+ab+b?)+a3+a? b+a b>+b3)
di91
digy = —(a'+b'+c") +2 (0P P+ P +a? ) +3abe(atbre) = dy = didyg
- _d4,1 + 2d4,3 + 3d4,4 et
11 = =(@+ 07+ )+ (P et Pata’b) + (b’ +ca’ +ab’) +abe=dy
= —d3 1 +d3o+dss.

Relations avec les points précédents

 —(2r+3R) X1 +6R Xo+47 X3 _ (r+4R) Xg+(r—R) X6
Xig1 = =-X1+2Xy =

2r+3R 2r+3R
_ 6R X30+(27+3R) X4o _ (2r+R) X35+2R X792

2r+3R 2r+3R

OnaQr+3R:m:d/191

8s2r 4sr”

Donc X191 € (X1X21), X191 € (XoXu6), X101 € (X30Xu0), X191 € (X35X72).

5.3.19 Xy30; milieu du segment [X;;5X57]
2a*—a? (b24r02)+(b2702)2
X _ 2% —b2 (czidjgs)Jr(chaz)Q .
230 = o , avec :
2c*—c? (a2 4+b2)+ (a2 —b?)
4da3p
dgg() = (&4 + b4 + 04) — (b2 62 + 02 &2 + a2 b2) = dgg = d471 — d473.

2
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Relations avec les points précédents

X _ [824r (r+2R)] [s>—r (r+4R)] X1 -6 [s2 7 (27+R)—7r2 (r+4R) R] X2—2[s2—r (r+4R)] 2 X3
230 = s1—232r (Tr+4R)+r2 (r+4R)2
— Xui5+Xigy
2 .

Onas'—2s2r (7Tr+4R) + 72 (r + 4R)* = das.
DOIIC X23() € (X115X187).

5.3.20 X5 premier point de Sharygin

a (b%+ca) (c2+ab)
b(+ dlf)S? 2+be)
c*+ab) (a*+be
X256 =

256

; , avec :
c(a?+bc) (b%+ca)

dase
doss = (D3 +a? +ab?) +abe(a® + 0+ )+ (VA + 2 a® + a? b3)
+abc(bc—|—ca—|—ab) :d5’3+d5’4+d5’5

Relations avec les points précédents

Nopre — [s*=25%r (r+2R)+73 (r+4R)] X1 +24 73 R Xo+4 [s®+7 (r+4R)] X3
256 — s*+2s27 (r—2R)+r3 (r+4R)
_ 2[s%4+r (r—4R)] 7 (r+4R) Xo+[s2—r (r+4R)] [s2+r (r—8R)] Xu3
- s*+2s27 (r—2R)+r3 (r+4R)

Onas*+2s?r(r—2R)+r3(r+4R) = %,
Donc X256 S (X9X43).

5.3.21  Xog

a2 (2d") (c+a) (a+b)
, dosa
Xogs = b2 (2b) (a+b) (b+c) avec :
, d2s4 ’
c2(2c )tgb—i-c) (c+a)
284
dogs = —(a® +0° + &) + (B* P + P a® + a®b*) + abe (a* + b* + &2)
+ VA +ad+a?b?)+2abc(be+ca+ab) =—ds 1 +ds3+ds s+ 2ds 5

Relations avec les points précédents

Nopey — [s2+r (r4+2R)] (r+2R) X1—67 (r+2R) R Xo+2[s2—r (r+2R)] r X3
284 — s2(3r+2R)—r (r+2R) (r+4R)
282 (r+R) X1 +[s?—r (r+6R)—8R2|r X19 _ 2821 X3+[s?—r (r+4R)] (r+2R) X¢

s2 (3r+2R)—r (r+2R) (r+4R) — s2(3r+2R)—r (r+2R) (r+4R)
—[s24r (r+2R)] (r+4R)) Xo+252 (27+3R)) X21 _ 2% (27+R) X35—[s2+(r+2R) (r+4R)] r X71
- s2(3r+2R)—r (r+2R) (r+4R) - s2(3r+2R)—r (r+2R) (r+4R)

2[s24r (r+4R)] R X37+[3 s2—(r+4R)? r X101
s2(3r+2R)—r (r+2R) (r+4R)
[s2=(r+2R) (r+4R)] (r—2R) X57+2[s’—(r+4R) R] (r+2R) X77
s2(3r+2R)—r (r+2R) (r+4R) :
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Onas?(3r+2R)—r(r+2R)(r+4R) = &

8sr”

Donc Xogs € (X1X19), Xoga € (X3X6), Xosa € (X9Xo1), Xogs € (X35X71),
Xoga € (X37X101), Xosa € (X57X77).

5.3.22 Xy9; second point de Sharygin
a(b®?—ca) (c?—ab)

b —at)la?—b
Xog, = (c—ab)(a®—bo) avec
9 d2o1 ’
c(a?—bc) (b®—ca)

d291
dogy = —(V* ? + ¢ a29+ a0 +abe(a®+0*+c32)— (B3 +Ea® +a®b?)
+abe(be+catab) =dydy, = —ds 3+ ds.4+dss et
dygy = —(P 2+ 2a® +a? V) +abe(a+b+c) = —dy s+ dy s

Relations avec les points précédents

X _ [824r (r+4R)] [s2—r (3r+8R)] X1 —12[s2—r (r+4R)] r R Xo+4 [s2+r (r+4R)] r? X3
291 — 5442527 (r—8R)+r2 (r+4R)?

—[s4+2 52 72472 (r4+4R)?] X142 [s142 52 7 (r—4 R)+72 (r+4R)?] X39

5442527 (r—8R)+r2 (r+4 R)?
—6[352—r (r+4R)]r R Xa+[s2+r (r+4R)] [s2+r (r—2R)] X3s

442527 (r—8R)+7r2 (r+4R)?

[s24r (r—2R)][35%2—r (r+4R)] X42—2 [s2+r (r+4R)] [s2—r (r+R)] Xs1

442527 (r—8R)+r2 (r+4R)?
[s2—r (r+4R)] [s24+7 (r—8R)] X43+2 [s2+r (r+4R)]r (r—2R) X57

442527 (r—8R)+r2 (r+4R)? )

Onas4+232r(r—8R)+r2(r+4R)2:—dgil = —doyg, .

2
Donc Xag1 € (X1X359), Xog1 € (XoXiss), Xog1 € (X2 Xs1), Xoo1 € (Xu3X57).

5.3.23 X3y

3a®+5a (b4c)—4a? (b3+b% c+bc2+c?)—3a b2—c22 b5 —bt c+2b3 2+2b2 B—bct—cb
d329
X329 — 305+5b* (c+a)—4b2 (3+c? atca®+a3)-3b 2—a?? -5 —ct a+2c3 a2 +2¢% ad—cat—ad

d329
3cP+5ct (a+b)—4c? (a®+a® b+ab?+b3)—3 ca?—b2%—a5—at b+2a3 b24+2a2 b3—a bi—b5
d329

avec :
dygg = (a® + 0> + )+ (bc+cta+a*b)+ (bt + ca* + ab?)

2B+ a?+aP ) -2 (P P+ aP+a’bP)—2abe(betcatab) = di dyy
=ds1+dso—2ds3—2d5 5 et

Aggg = (a* + 01+ ) = 20?2+ 2 a? +a?b?) = —dy = dy 1 — 2dy 3

Relations avec les points précédents

Xsog = —2X; —3Xo +6X3 = —2X1 +3X376 = —3Xy +4X;0 =
—2 X0 + 3 Xy = 22Xz,
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/
__ _d3ag __ __d3og
Onal= 328372 T 16s2 72"

Donc Xso9 € (X1 X376), X290 € (XuX10), X329 € (X10Xa0),
X329 € (X20X145)-

5.3.24 X35, point de Weill

ala (b+c)—(b—c)’]
6 d354 ) )
Xgsq = | blbleta)—(cma)] [b(czag;ic_“) L], avec @ dssy = abc = dgs = ds. 3
clc(at+b)—(a—b)?]
6 d354

Relations avec les points précédents

Noary — r(r+3R) X1—72 X35 _ [s24r (r+4R)] X37—[s%+r (r—2R)] X3s
354 — 3rR 6rR :

Ona3rR:3§i%.

Donc X354 - (Xng), X354 S (X37X38).

5.3.25 X376; milieu du segment [X5X]

5a*—4q2 (b2+62)7(b2762)2
N — 5044 b2 (6:2313726)7(@2%2)2 .
376 = e , avec :
5ct—4¢2 (a2+b2)—(a2—b2)2
3ds7e ,
d376 = (614 +b4 -+ 04) -2 (b2 C2 +C2CL2 + Cl2 b2) = —dg = dl d376 = d471 — 2d473
et dyrg = (a® +03+ %) — (PP c+ctat+a®b)— (b +ca’+ ab?) +2abe = —d,
=ds31 — d3 o+ 2d33.

Relations avec les points précédents

_ X9+ Xog _ —[82—r(r+4R)] Xe9+2[25%2—2r (r+4R)—9R2] X74
Xare = —Xo +2X3 = =257 = 3[s2—r (r+4R)—6 R2] :
d d.
__ _ _asre __ _ %376
Onal= 16s2r2 8sr2”

Donc Xgr6 € (X2X3), Xarg € (X2Xa0), Xsre € (XeoX74).

5.3.26  Xarg

a® g2 g3 [a* =2 a? (b°+c?) +b1+4b% ]

ds7g
X — b2 g3 q1 [b*—202 (2 +a2)+ct+4 2 a?+a?
378 [ ( ) ]

e , avec :
2 qqo[c*—2c? (a2+b2)+a4+4 a? b2+b4]
ds7s
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dyrs = (@' + 010 + 1) = 3 (B8 ® + B a® + a®b?) — 3 (B2 B + ? a® + a® 1®)
+2(05ct + B at +a®bt) +2a?b*  (at + bt + ) + 2 (b B + ¢t ab + at bE)
+2a*0* (B + 2 a® + a*b?) = ds 037
=do,1 — 3dio,3 +2dio,7 + 2d10,9 + 2dy0,13 €t
0378 = —(a® + 00+ )+ (b*? + *a? + a* b?) + (VP ¢t + cta® + a? bt) = do
= —dg,1 + dg, 3.

Relations avec les points précédents

Xagng = 3R? Xp+[s®~r (r+4R)—6R?*| X3 __ 2 X5 — Xoo

s2—r (r+4R)—3R2
_ [°=r(r+4R)| X6 +[25° 27 (r+4R)—9R?| X74 _ [s2—r (r+2R)—4R2] R X33+[s2—(r+2R)?] (2r—R) X36

3[s2—r (r+4R)—3R?2] 2[s2—r (r+4R)—3R2]r
_ —[s2—r (r+6R)—4R2 R X34+[s2— (r+2R)?] (274+R) X35 _ [252—27 (r+4R)—5R2] X544[s2—(r+2R)?] X4
- 2[s2—r (r+4R)—3R2]r - 3[s2—r (r+4R)—3R2]
2 _ 2 _ _dsrzs  __ _dars
Onas®—r(r+4R) —3R* = 5385 = 2930,

Donc Xszs € (X2X3), Xars € (X3X22), Xars € (X6X74), Xars € (X33X36),
Xars € (X34X35), Xars € (X54X64)

5.3.27 X3g; milieu du segment [XX]

a*+a? (b2 +c?)—2 (b2—02)2

Ny — bpb? (c2+3a(é3)8—12 (2—a2)?

381 = S don

ctc? (a?4b2)—2 (a2 —b?)

3dss1 )

dysi = —(a' + 0"+ ) +2 (0 P+ 2 a® +a* b?) = dy = dy dygy = —da1 +2du3

et dyg; = —(a® +0* + )+ (VP ct+cata’b)+ (b +ca’+ ab®) —2abe = d,
= —d371 + d3,2 - 2d373.

, avec :
2

Relations avec les points précédents

Nt = 2 Xp— Xy = KXot Xab2 s _ (/3 ~[or (R Xo {22 Vs R X

!
_ _dgs1 _ dzg
Onal= 16s27r2 = 8sr2”

Donc Xsg1 € (X2X3), Xss1 € (XoXy), X381 € (X3X4), Xzs1 € (X6X13)

~ &

5.3.28  Xsg

3a*—a? (b%+c?)—2 (172—(:2)2
X 3 bt —b? (02+d;§)1—2 (02—a2)2
382 — das1
3ct—c? (a?+b2)—2 (a2—b2)2
dss1 ,
d382 = —(&4+b4+c4) +2 <b2 02+C2 a2+a2 62) = dg = d1 d382 = —d4’1 +2d4’3
et

, avec :
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dygy = — (AP + 0P+ )+ (P e+ Fata?b) + (b2 +ca® + ab?) —2abe = dj
— —d3’1 +d3’2 —2d3,3.

Relations avec les points précédents

Xagp = 6 X, — 5 X3 = 220X — X, 42X,

/

_ _dsso __ d3g
Onal= 16s2r2 = 8sr?”

DOHC ngg € (X2X3), X382 € (X2X4), ngg € (X3X4)

5.3.29 X390

—(2d) [3a2+(b—c)?]
d390

Xago = | =@0DBO 0] | ayec
, dag0 ’
—(2¢) [352+(a—b)2]
d3g0
dsgo = (a® + 03+ ) — (BPc+cta+a*b) — (b2 +ca® +ab?) —6abce

=dy | —dso—6ds 3= —ddzgy et dagy = (a®> + 0>+ %) —2(bc+ca+ab)
- —d7 — d271 - 2d272.

Relations avec les points précédents

_ 4R X1—-3rXo+4r X3 __ _ 9rXeo—4(2r—R) X1 __
X390 = iR =2 - Xy = 4R =Xz +2Xy

/

_ _dzoo _ _ d3go
Onar-+4R = 20 = — 90,

Donc Xsg0 € (X1X7), Xao0 € (X2X11), X300 € (X5Xo).

5.3.30 X4z intersection de la droite ou ligne d’Euler et de 1’axe
orthique L3 (cf. ci-apres)

(=2a®+b°+c?) g2 g3

( QbQJf%%ESQ)
— - c"ta")g3q
X468 - 4d468 241
(=2 +a”+b%) g1 ¢

4 daes
dags = —(a® +0°+ )+ (0* &+t a® +a* 0?) + (b P a* +a? b)) —3a° P ¢
= do3 = —ds,1 + dg,;3 — 3 dg, 7.

, avec :

Relations avec les points précédents

X _ 3[2—r (r+4R)—6R)*] Xo+[s>—r (r+4R)] X3 _ 3 Xo4+Xo3 _ X443 Xig6
468 = = ypm—

2[2s2—2r (r+4R)—9R)?] 4

Ona22s®—2r(r+4R)—9R)%] = s,

T 8s2r2°
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Donc Xygs € (X2X3), Xass € (XoXo3), Xags € (XaXiss). Et Xyes appar-
tient & I’axe orthique Ls (cf. ci-apres).

5.3.31 X, g1 premier point d’Eppstein

a—27r1
das1
_ b—212 .
X481 = “dam1 , avec .
c—4§gr3
81

dy,
d481:(a+b+c)—2(r1—|—r2+r3):d1—2(7“1—|—7“2+r3).

Relations avec les points précédents

X _ [s—2(r+2R)] X—-3rXo+4rXs _ sXi—(r+4R) X~
481 .

s—(r+4R) s—(r+4R)
Onas—(r+4R) = %,
Donc X481 S (X1X7)

5.3.32 X,g deuxieme point d’Eppstein

a+2r;
dys2
b+2
Xygo = | 22 avec :
dago )
c+4§r3
82

dy
dysgo = (a+b+c)+2(r1+ra+7r3) =di +2(r; +ro +13).

Relations avec les points précédents

X _ [s+2(r+2R)] X14+37r Xo—4r X3 _ sX1+(r+4R) X7
482 — s+(r+4R) - s+(r+4R)

Onas+ (r+4R) = 42,
Donc Xyug9 € (X1X7)

5.3.33 X,g; point de Vecten

a® (b2 4c?)—(b?—c?)*+4a2 A
b2( 2 2) 2(d§185 2)2 b2 A
_ c“+a“)—(c*—a”)"+4
Xygs = T
2 (a24b2)—(a2—b2)°+42 A
2dyss
diss = —(a*+b + ) +2 (PP A+ a*+a? V) +2 (AP + 02+ 2) A = ds+2dg A

= (—=dy1+2dys3) +2dy1 A.

, avec :

Relations avec les points précédents

X _ [824r (r+2R)] X146 (s—R)r Xo—2 (s+r)r X3 _ 4sr X5+[s>—r (r+4R)] X¢
485 — s24+4sr—r (r+4R) - s2+4sr—r (r+4R)
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Onas’+4sr—r(r+4R) = %,
Donc Xyg5 € (X5X6)

5.3.34 X,z point de Vecten intérieur

a? (b2+c2)—(b2—c2)2—4 a? A
2dse
X g5 = b2 (2 +a?)—(c?—a?)"—4b% A

D , avec :
c? (a2+b2)f(a27b2)274 A
2dsge
disg = —(a* + 0+ ) +2 (PP A+ a®+a*b?) =2 (a®+ 0P+ A) A =ds —2ds A
- (—d471 + 2d473) — 2d271A.

Relations avec les points précédents

X _ [P (rH2R)) X1 -6 (s+R) r Xo+2(s—1)r X3 _ —4sr Xs+[s2—r (r+4R)] X6
486 — s2—4sr—r (r+4R) o s2—4sr—r (r+4R)

Onas*—4sr—r(r+4R) = —dss,
Donc Xyg6 € (X5X6)

5.3.35 X501 point a l’infini

Attention : ce point n’étant pas a distance fini est tel que la somme de
ses coordonnées aréolaires n’est pas égale a un mais a zéro.

0(2a) (b g
Xso1=| b(2b)(c—a)g | et dsy =0.
c(2¢) (a—b)gs

Relations avec les points précédents

X _ A1 521 X1+A2 521 Xo+A3, 521 X3 D
521 544252 [r (r—10R)—2R2]4r (r+4R)3

_ 16 % [s2—(r+R) (r+4R)] (27—R) .
= (12 [ (—10R)—2 R4+ (AR} (2R D (X59 = Xu0o), avec :

Ai 591 =161 {s*(r—3R) +r[r(r+3R) +8R* + 12R3}
Ag 501 = —48s%r {s? — [r (3r +4R) + 4R*]} R
As s =168°r{s*+ [r(r—6R) —4R?}r

On a 0 = dso.
Donc Xs91 € (X590 X100)-
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5.3.36  Xs46; milieu du segment [X,X;] = [HN]

2a*+a? (b*+c?)—3 (b2702)2

X _ 254 4-b2 (02i33§i3 (027a2)2

546 = T

2ct4-c? (a®4b%)—3 (a?—b?)

4ddsa6 )

dsgs = —(a* + 0+ ) +2 (0 A+ P a®+a® V) = dg = dy dyyg = —dy 1 +2d,3

et doys = — (AP +03+)+ (P ct+cata®b)+ (b +ca’+ ab?) —2abe = d,
= —d3,1 +d3 2 — 2d3 3.

, avec :
2

Relations avec les points précédents

X546 — 9X2Z5X3 — X4;X5‘

/
_ _dsas _ sa
Onad= 48272 7 2s72°

Donc X546 € (X2X3), X546 < (X4X5)

5.3.37 Xs47; milieu des segments [ X, X5| = [GN] et [X351 X540]

—2a*+7a?% (b +c?)-5 (122—02)2
b2 (122d5%; ( 2 2)2
— —2b*47b° (c*+a*)—5 (c*—a
X547 — 12 dasr

—2c*4+7¢% (a®+b%)—5 ((12—172)2

12ds47 )

dsar = —(a*+ 0 + ) +2 (P A+ a®+a? %) = d3 = dy gy = —dy 1 +2dy 3

et dyyy = —(®+03+3) + (P e+ ca+a?b)+ (b +ca®+ ab?) —2abe = d
- _d371 + d372 — 2d373.

, avec :

Relations avec les points précédents

Xoyr = 5Xo—Xs _ Xo+Xs

4 2
d d;
— _dsar  __ %sar
()na4_4s2r2 2sr2”

Donc X547 € (XQXg), X547 & (X2X5>

5.3.38 X;45; milieu du segment [X;Xy5] = [NL]

—6at+5a2 (24c2)+(b2—c?)?

dsas )
Xoys = —6b*+5b% (c2+a?)+(c?—a?)

T , avec :
—6c*+5c? ((12—1—1)2)-1—(112—1)2)2

dsas ,

dsas = —(a’ + '+ ) +2(P P+ a®+a?0?) = d3 = dy dyyg = —dy 1 +2dy,3
et dyyg = —(a®+ 07+ )+ (P e+ P ata®b) + (b +ca’+ ab?) —2abe = dy

89



Relations avec les points précédents

X548 — —3X24+7X3 — X5—;X20.
d ds
— 548 548
Ona4= 48272 7 2572

Donc X548 S (X2X3), X548 S (X5X20).

5.3.39 X549 ; milieu du segment [X,X3| = [GO]

—4a*+5a? (b2—i-c2)—(b2—02)2
Xy — —4b44502 (Szﬁz%)f(cha?)?
549 — T

—4c*+5c2 (a®4+b?)—(a?—b?)

6 dsag )

dsag = —(a* +0* + ) +2 (0 P+ 2 a®+a® V) = dg = dy dyyg = —dy 1 +2dy 3

et dyyo = —(a® +0° + )+ (VP et+ca+a’b)+ (b4 ca’+ ab®) —2abe = dy
== _d3,1 + dg’g — 2d373.

, avec :
2

Relation avec les points précédents

_ Xo+Xs _
KNsqg = =252 = —Xog1 + 2 Xsyr.

!
_ dsag  _ dsag
On a2 = 3% = 7219,

Donc Xsu9 € (X2X3), Xsa9 € (Xog1 Xsa7).

5.3.40 X550 ; milieu du segment [X;X5] = [OL]
—4a*+3a? (I)Q—I—CQ)—i—(bz—cz)2
X —4b443p2 (32d—i?102)+(c2—a2)2

550 = 5 dees
—4c*+3c? (a?+b%)+(a?—b?)
2ds50 ,
dsso = —(a' + b1+ ) +2 (0 + 2 a® +a*b*) = dy = dy dyzg = —du,1 + 243

et dysy = —(a®+ 03+ )+ (P e+ ctata®b)+ (b +ca’+ ab?) —2abe=d,
= —ds 1 +d3o—2ds3 3.

, avec :
2

Relations avec les points précédents

)(550 — —3X22+5X3 — X3-;X20'
d d;
— 550 — 550
On a2 = 5% = 224,

Donc X55() € (XQXg), X550 & (X3X20).
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5.3.41 Xj5 ;5 milieu du segment [X;X5] = [IG]

4a+b+c
6ds51

_ 4b+cta .
X551 = “6dss1 , avec

6
4ct+a+bd

6ds51
dss1 = (a+b+c)=dy =dy 1.

Relation avec les points précédents

_ Xi+X
K51 = =152,

__ dss1
On a 2 = %51,

Donc X551 S (XlXQ)

5.3.42 X540; quatriéme point puissance

ad

dsgo
8

X560: , avec . d560=a5+b5+c5:d5’1.

dsg0
o8

ds60

On adsgo =2s[s* —10s*r (r +R) + 5% (r +2R) (r +4R)].

5.3.43  Xgsr

2
a? (b—c) (2d)
des7

!
Xosy = | Plea)@b) avec :
dest ’
7.2
c? (a—b) (2¢)
dest

destr = —(b—c)(c—a)(a—"0b)[(a®> +b* +*) —2(bc+ca+ab)] = d; D.

Relations avec les points précédents

Xgs7 = A1, 657 X1+ A2, 657 X2+A3, 657 X3
{s4+252 [r (r—10R)—2R2]+r (r+4R)*} (r+4R)

482 [s2—(r+R) (r+4R)] (27—R) X50-+[3 52— (r+4R)?]" r X101
- {5442 52 [r (r—10R)—2R2]+r (r+4R)*} (r+4R)

A1’657 == 82 (37“ — 8R> + 282 [T2 (3T + 7R) —|—4(37” +4R) RQ]
+r{r[3r*(r+2R)—16 (r + 3R)R?] — 32R*}

As o7 =6{2s* — s?[3r(r+6R) +8R?]}
+7r[-r*(5r+8R) +24(r+2R)R?* R}

Az e = —2{s'r +2s2r(r +2R) +r?[r*(r —20R) — 80 (r + R) R?]}

Ona {s'+2S%[r(r—10R) — 2R +r(r +4R)’} (r + 4R) = — ez
Donc X657 € (X59X101)

, avec :
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5.3.44  Xjop1 ; milieu du segment [X; Xy = [IM]

ala®?—a (b+c)—2bc]
b [b? bc(l1?|—01) 2cal
—b(cta)—2ca
XlOOl =

droo1 , avec :
clc?—c(at+b)—2al]
d1001
digor = (@® + 0¥+ ) — (VP c+cFa+a?b) — (bc® +ca®+ab?) —6abe = dsg
=dy1 —d3 2 —6ds 3 =d; dygo; €t djgoy = (> +0* + %) —2(bc+ca+ab)
= (i390 = __(i7 - Ci271 - 2 Ci272.

Relations avec les points précédents

Xioop = BXHSRXodr Xy _ [s*+r (r+4R)] X1 —[s>—r (r+4R)] X6 _ X1+4Xo

r+4R 2r (r+4R) - 2
_ 3(r+R) Xo—(27—R) X11 _ RX7+(27+3R) Xa1
o r+4R - 2(r+2R) :
d d,
_ _digor _— _ %001
Onar+4R =49 = =01,

Donc X1 € (X1X6), X001 € (X1X9), Xi001 € (X2X11),
X1001 € (X7X91).

5.3.45 X3 premiére intersection de la ligne d’Euler avec le cercle
circonscrit (la plus proche de X))

(J-1) a® q1+q2 g3

d
%113
X1113 = —(Jil)s 1(1123+q3 a , avec d1113 = Jdg =J (—d471 + 2d473).
(1-1) Fgstar a2
di113
Remarque : On a HOﬁH =JR et Xy113 = 3RX2+(H;O;_;}?H_3R)X3.

Relations avec les points précédents

X _ 3Xo+(J-3)X3 _ 3(J-1)Xo—(J-3)X4 _ (J—1)X3+X4
1113 — J - 27 - J .

__ _di113
On a J = g%,

Donc Xi113 € (X2X3), Xinz € (XoXy), X113 € (X3Xy).

On peut vérifier que X113 est la premiere intersection de la ligne d’Euler
avec le cercle circonscrit (cf. ci-apres) (la plus proche de Xy).
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5.3.46 X;,14 seconde intersection de la ligne d’Euler avec le cercle
circonscrit (la moins proche de X))

Ut+Da?q—g2qs
(1)
X — 92—43 91
1114 di114
(J+1)c®g3—q1 g2
di114

ding = Jds = diniz = J (—dy1 + 2dy 3).

, avec :

Remarque : On a H(ﬁ[H =JRet X114 = *RX?HHO_P}HHR)X?».

IOH]|
Relations avec les points précédents
X _ =3Xo+(J+3) X3 _ 3(J+1) Xo—(J+3) Xs _ (J+1) X3—X4
1114 — J - 27 - 3 .
__ _di114
On a J = g%,

Donc Xi114 € (X2X3), Xi114 € (XoXy), Xi114 € (X3Xy).

On peut vérifier que X;114 est la seconde intersection de la ligne d’Euler
avec le cercle circonscrit (cf. ci-apres) (la moins proche de Xy).
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6 Vecteurs et distances entre points quelconques
ou entre quelques points particuliers du tri-
angle

Considérons deux vecteurs quelconques :

U1 w1
V=1 vy |,avecvi+vo+uv3=0et W =1 wy |, avec:
U3 w3

wy + wy + w3z = 0 (la somme des trois coordonnées aréolaires d’un vecteur
est nulle) et considérons la forme bilinéaire symétrique :

5(‘7, W) £ % (q1 v Wy + g2 V2 Wo + qs U3’w3). OIl a .
5(‘7, W) = —% [CL2 (’02 W3 + V3 U}g) + b2 (Ug w1 + (%1 wg) —+ (32 (Ul wWao + (%) wl)]
Les vecteurs V et W sont orthogonaux (V L W) ssi 6(V, W) = 0.

Considérons la forme quadratique :

S(V, V)2 (g v} + g2 03 + g3 03). Alors ||[V]| 2 1/8(V, V).

Soient P et () deux points quelconques du triangle. On a (rappel) :

1 (P) 1(Q)
P=| z3(P) | et Q=| 22(Q)
z3(P) z3(Q)
U1

Posons V = ]?Cj OnaV=/| v , avec :
U3

v1 = 21(Q) — 21(P), vo = 22(Q) — z2(P), vs = x3(Q) — z3(P) et donc on
a bien vy + vy + v3 = 0.

On a || PG| = \/3(PG, PG)

= \/% {01 [#1(Q) = 21 (P)) + a2 [22(Q) — 22(P)) + g3 [23(Q) — x3(P)]}.

On fait de méme pour calculer la distance entre deux points quelconques
ou particuliers du triangle.

Par exemple on trouve :

~Aﬁ ~Aﬁ ~A~—~>
i 2 ||BC|| = 2a, b2 ||CA| =20, ¢ 2 ||AB|| = 2¢.
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a=||BC|| = @, b= ||CA||l = M) cL||AB|| = 2ctab
4293 q3 q1 a1 92

PN

a2 ||BC|| = \/*a2+3b2+:23c2+4\/§A’

A P

Y —
-2

¢ = ||AB|| = —C2+3a2+i2’)b2+4\/§A‘

Y

¢
(>

oY

=
|

¢
(>
Ry
&
I
=< <
|
%
)
>

||] || _ 1 at—2a3b—2a3ct+4a?bet+2ab3—2ab?c—2abc?2+2ac3—b442b2 2 —ct
blell = 3 be )
||I I || _ 1 b2—2b3 c—2b3 a+4b2ca+2bc3—2bc2a—2bca?4+2ba3—ct+2c2 a?2—a?
ctall = 3 ca ’
HI f || _ 1 cA—2c3a—2c3b+4c2ab+2cad3—2ca?b—2cab?4+2cb3—at+2a? b2 b4
aldb - 2 ab .

6.1 Calcul de ’angle de deux vecteurs

On pourra consulter [3] 152 ott 'auteur définit la mesure de ’angle de deux

vecteurs par un couple de scalaires qui représente un point de la droite pro-
jective et ou la tangente de cet angle n’est définie que dans un cas particulier.

Rappel : (17, W) représente 1'angle des vecteurs Vet W.

R = A
Soit V' x W = v we — vo wq. Alors un remarque que :
V x W:vlwg—vgwl = V2 W3 — V3 W9 = V3 W1 — V1 W3.

En effet vy we — vowy = vy (—w3 — wy) + (v3 + v1) Wy = V3w — V1 W3
= U3 (—IUQ — ’LU3) + (UQ + U3) W3 = Vg W3 — V3 Wa.
Alors tan(V, W) = 28000

—

On remarque que si V' L W on a 5(\7, W) = 0 et on trouve bien
tan(V, W) = co.

152. pp. 87-91 §2 “Angle entre deux vecteurs” et p. 117
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7 Equations de quelques droites, axes ou lignes,
en coordonnées aréolaires

On pourra consulter [3] 3.

I
Soit P = | z3 | (rappel x; + 22 + 3 = 1) le point courant du plan du
x3
triangle ABC.

Ce point appartient a une droite (D) ssi :

Uy Ty + us Ty + ug x3 = 0 [il s’agit donc d’une équation de la droite (D)]
ou, bien entendu :

UL X1 + U Ty + Uy T3 = O, avec Uy = )\ul, Uy = )\Ug, Uz = )\Ug ; VAeR
[il s’agit donc d’une infinité d’équations de la droite (D)].

Remarque : Comme 1+ x5+ x3 = 1 il y a beaucoup d’autres équations
possibles pour la droite (D) : par exemple (u; — ug) xo + (u1 — u3) r3 = uy.

Un vecteur V qui donne la direction de la droite (D) est :

U1 Uz — U3
V= vy | & —uy +us |. Et on abien vy + vy +v3 = 0.
U3 Uy — Uz
w1 0 —¢ g 0
Soit W = Wa £ q1 0 —qs3 V2
w3 A )] 0 Us
(g2 + q3) u1 — g3 us — qa ug 20 uy — g3 up — g2 ug
= ~pu+(@+a)u—qus | = —gu +20%us —qrug
—@au1 — q1 Uz + (g1 + q2) us —Qau1 — q1 up + 2% ug

Alors le vecteur W est orthogonal au vecteur V et donne donc la direction
perpendiculaire & la droite (D) ; en effet on vérifie que :

5(V, W) £ % (q1 V1 Wy + g2 V2 Wo + qs Ugwg) = 0.
Soient deux droites (D) et (D') d’équations respectives :
U1 T1 + Us Ty +ugrz =0 et u'lxl +u'2352 +uéx3 =0

et V' et W' les vecteurs attachés a la droite (D) comme les vecteurs V et
W le sont a la droite (D).

153. pp. 36-38 § 2 “Droites du plan affine”

97



e Les droites (D) et (D') sont paralleles ssi :
Uy vy + Uup vy + uz vy = 0 [3] 154,

. / Y .
e Lorsque les droites (D) et (D) ne sont pas paralleles i.e. lorsque
’ / / . . .
Uy Uy + Uz vy + uz vy # 0 leur intersection est le point :
’ ’
U Ug —U3 Uy
u1 v;Jrgz véﬂia 'U/3
us3 Ul —Uul U3
ul v;+u2 v;+u3 vg
’ i
U] Uy —U2 Uy

! / !
u1 vy tu2 vytus Vg

e Les droites (D) et (D') sont perpendiculaires ssi les vecteurs V et 1%
sont orthogonaux ou si les vecteurs W et W’ le sont i. e. ssi :

/ / !/ / / ’
QL U1V + QU Uy + @3 U303 = 0 Ou ¢y wy Wy + g we Wy + gz wzwy = 0 (on
peut vérifier que ces deux conditions sont équivalentes).

o Si la droite (D) passe par les points P et Q on note (D) £ (PQ) et
on a:

z9(P) 23(Q) — 3(P) 22(Q),
373(P)1‘1(Q) z1(P) 23(Q),
)

:23 1(P) xo 29(P) 1(Q).

¢ Si la droite (D) passe par le point P et a pour vecteur directeur V on
note (D) £ (P, V) et on a :

Uy = .Z'Q(P) V3 — .1'3<P) Vo,
U = I‘3(P) v — LEI(P) Vs,
us = ZL’I(P) Vo — ZEQ(P) V1.

Exemple 1 : droite (BC). On a u; = 1, ug = uz = 0; donc :
(BC) X = 0.

Exemple 2 : droite (AH). On a uy = 0, uy = — 22 ug = LL ou, avec

P, 3 - S S
)\:q—l:u1:0,uQ:—qQ,U3:q3;d0nc:

(AH) : —q2$2+(]3$3:0.

—ab_ o, avec

Exemple 3 : droite (J2.J3). On a uy =0, ug = S

!
__2bc
A= a

ac _
20 ¢ us =

sy =0, uy = ¢, u3 = b; donc :

(JoJ3) : cxyg+bxsz =0.

154. p. 37
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7.1 Equations de quelques droites quelconques

(PBAPCA) . [1—1‘1(P)]ZL‘1—ZEl(P)ZEQ—I'l(P)Igzo,
(PCBPAB) . —QTQ(P) T + [1 — ,CL’Q(P)] Lo — QZQ(P) I3 = 0,
(PACPBC) . —.Z'g(P) 1 — iL‘g(P) To + [1 — iL’g(P)] T3 = O,

7.2 Equations de quelques droites particulieres
7.2.1 Equations de quelques céviennes du triangle ABC
Cotés du triangle ABC

(BC) : z; =0,
(CA) @ x9 =0,
(AB) : z3=0.

tan 1@ 1@ = tan(o) = <=

tan B? BA) = tan(p) = 4A

tan CA C@ ) =tan(y) =

Céviennes passant par le premier point de Brocard {2
(AQ) : =Py +a’w3 =0,

(BQ) : b z; —a*z3 =0,
(CQ) : —b*xy+ A xy=0.

tan(@, E) = tan(B?, BT%) = tan((ﬁél, C?Z) = tan(w) = %.
Céviennes passant par le deuxiéme point de Brocard '

(AQY) - —a2x2+b2:€3:0,
(BQ') e $1—b2$3—0
( ) —C x1+a 132—0

I 2
tan z@, AQ) = tan(a — w) = e ég+f2)+2b2 =,
tan(BC, BY) = tan( — w) = 4027
an ) a)1/1(/8 w) _b4+b2 (02-‘1-112)-‘1-2 c2qa2?
4 42 A
tan(CA, CQ) = tan(y — w) = ey e Ny

Céviennes passant par le centre du cercle inscrit [ : bissectrices
du triangle ABC

(A[) : —C$2+bl’320,
(BI) : cxy —ax3 =0,
(CI) : —bxy+axy =0.
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tan@ 1?[) —tan% :tllj‘—gbc’
tan l% B_[> = tan( é = quQAca7
tan CA, 5’_[) = tan(§) = qgf’;—QAab.

Céviennes passant par le centre de gravité G : médianes du
triangle ABC

On pourra consulter [3] 1%

(AG) I X9+ T3 = 0,
(BG) : oy —x3=0,
(CG) D =T+ 29 = 0.

tan@ 1@ =

a2+b2+302’
tan B? ﬁ = m,
tan(CA, C@) = ﬁiw.

Céviennes passant par le centre du cercle circonscrit 0
(AO) : =P g9+ g3 =0,

(BO) : gy —a*qrz3 =0,

(CO) . —b2 g2 L1 +Cl2 q1 Lo — 0.

tan f@ @ ) = cot(y) =
tan(B? @ ) = cot(a) =

tan CA C@ = cot(f) = 2

PN

a
A

Céviennes passant par l'orthocentre H : hauteurs du triangle
ABC

On pourra consulter [3] 56

(AH) @ —qax2+qsx3 =0,
(BH) S —qzrz =0,
(CH) . —qlfL‘l‘l‘QQZEQ:O.

tan@ ﬁ

tan(B? l?]j[}) é,
tan(CA, CH) = &

Céviennes passant par le centre du cercle d’Euler N

155. pp. 108-109 § 1 “Les médianes et le barycentre”
156. pp. 110-111 § 3 “Les hauteurs et 'orthocentre”
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(AN) + —(S—c?gs)x2 + (S = b g2) w3 = 0,
(BN) : (S—cq3) a1 — (S—a*q) z3 =0,
(CN) : —(S=0*q)z1+ (S—a’q)xy = 0.

Céviennes passant par le point symédian K
(AK) : =z + 1?23 =0,

(BK) : xy —a*z3 =0,

(CK) : —b*x +a’xy=0.

Céviennes passant par le point de Gergonne Ge
(AGe) : —(2b) xo+ (2¢) 23 =0,

(BGe) : (2a) T — (2¢) Ty = 0,
(CGe) : —(2a) x1+ (2b) 22 =0.

Céviennes passant par le point de Nagel Na
(ANa) : —(2¢)ao + (2b) 23 =0,

(BNa) : (20/),:1:1 — (20/);::3 =0,
(CNa) : —(2b)x1 4+ (2a ) zy = 0.

Céviennes passant par le “Mittenpunk” M

(AM) : —c(2¢)za+b(20 ) x5 =0,
(BM) 0(20/)/x1—a(2a/)/x3:0,
(CM) : =b(2b)z1+a(2a)xe =0.

Céviennes passant par le point de Spieker Sp

(ASp) : —(a+b)za+ (c+a)z3 =0,
(BSp) : (a+b)ay—(b+c)zs =0,
(CSp) : —(c+a)xy+ (b+c)zy=0.

Céviennes passant par le point de Feuerbach F

(AF) © —(2¢) (a~ 2)2 w2+ (20) (e~ %)2 x5 =0,
(BF) : (20)/(@—6) agl—(Qa)/(b—c) .12’3:0,
(CF) : =(2b)(c—a) 21+ (2a)(b—c)"z2=0.

7.2.2 Equations des cotés de quelques triangles
Triangle ABC
(B;(?) DTyt 3= 0,

(CA) : xy+x3=0,
(AB) : .731—|—ZB2:O.
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Triangle ABC

(BC) : Fay+ a3 =0,

(CA) @ Cay+a’xs =0,

(AB) : b a1+ a’zy=0.

Triangle ABC

(BC) : (A4A = VBq)zy +2(AA+V3A) 20+ 2(AA + V3% x5 = 0,

(CA) : 2(4A+ VB a1+ (AA = V3g) 22 +2(4A + V3 a?) 23 =0,
(AB) : +2(AA+ V3021 +2(4A +V3a?) a2y + (AA — /3q3) x5 = 0.

Triangle ABC
(BC) : (AA+V3q)ax +2(4A — V3 wy +2(4A — V3 23 =0,

(CA) : 2(4A —VBA) o1+ (AA+V3¢) 2 +2(4A —V3a?) x5 =0,
(AB) : +2(4A — V30, +2(4A —V3a*) 2o + (4A + V3 g3) x5 = 0.

Triangle de contact [,1,1.

(1) : —d xy+b zy+c x3=0,
(I.I) : a xy —b ag+c x5 =0,
(I 1p) a x1+b a9 —c x3=0.

Triangle excentral J,.J5J3

(J2J3) D CXg + bQ?g = 0,
(J3J1) D Ccx1t+axs :0,
(JiJo) : bxy +axy =0.

Triangle orthique H,H,H,

(HyH.) : —q1 21+ g2 22 + g3 x3 = 0,
(HH,) @ 121 — o+ g3 =0,
(HoHp) @ q1x1+ g2 — g3 =0.

Triangle d’Euler F,F>E5

(EoE3) @ (S+2a*q1) 21 — q2q3 2 — qaqz 23 = 0,
(E3Ey) @ —gsquar+ (S+20 o) 22 — gsqu a3 = 0,
(E1Es) @ —q1 a1 — 1 qara + (S+2c% q3) 23 = 0.

Triangle KABKBCKCA
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(KBCKCA) . (CL2 + b2) (b2 + 02) r1 + 02 CL2 To — CL2 (CLQ + b2> T3 = O,
(KeaKap) @ =02 (* + ) ay + (B2 + A) (P +a?) 2+ a* VP a3 = 0,
(KapKpe) : b*cPxy— (A +a*)xg+ (2 +a?) (a®> +0?) 23 = 0.
Triangle KACKBAKC’B

(KpaKep) @ (P +A) (A +a?)zy —a? (¢ + a*) vy + > b* 23 = 0,
(KepKac) @ P+ (2 +ad?) (a® + %) xy — b2 (a® + 1) 23 = 0,
(KACKBA) . —02 (b2 + Cz) T+ C2 a2 To + (CL2 + bz) (b2 + CQ) T3 = 0.
Triangle K5, K 5K

(KipKhe) @ squay +4c2a’xg —2a* qgas = 0,

(KZCKEA) ) b2 q1 21 + q1 42 To + 4@2 b2 xr3 = 0,

(KpaKtp) @ 402 ay — 2 qaa + quqz w3 = 0.

Triangle K} Kz K50

(KipKko) @ quqerr —2a* qurg +4a* b x3 =0,

(KpoKEy) « 40P w4+ gz o — 207 gz 3 = 0,

(KEaKhp) © =2 Aqr+4cta®ry+qzq s =0.

7.2.3 Equations des droites L;

A tout point X; on associe la droite L; d’équation :

DR gy 2250 gy 4 2200 gy = 0 [3] [5].

C

Particularités de certaines de ces droites
Droite Ll. L1 1 (Xng), (X4X8>, (X5X10).
Droite LQ, droite ou axe de Lemoine. L2 1 <X2X51)7 <X3X6), (X4X69), (XGGXGS)-

Droite L3, axe orthique. L3 J_ (X1X79), (XQXg), (Xlngg), (X12X35), (X13X15), (X14X16),
(X64X68)-

Droite Ly. Ly 1 (X35Xe64), (X4X51).

Droite Ls. Ls L (X3X49), (X4X52).

Droite Lg, droite de I'infini. Elle est perpendiculaire a toute droite.
Droite L7. L7 L (X3X101).
Droite Lg. Lg 1 (X40Xu43).
Droite Lg. Ly L (X1X3), (X4Xs), (X5X10).
Droite L. Lig L (X3X31).
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Droite Lqs.
Droite Lqy.
Droite Li5.
Droite Lig.
Droite Lq5.
Droite Lqg.
Droite Lqg.
Droite Los.
Droite Loy.
Droite Los.
Droite Ls;.
Droite Ls».
Droite Lss.
Droite Lsy.
Droite L.
Droite Lsq.
Droite Ly;.
Droite Lys.
Droite Lyy.
Droite Lys.
Droite Lyg.
Droite Lyg.
Droite Lxg.
Droite Ls;.
Droite Lxs.
Droite Lss.
Droite Lsy.

Lz L (X3X74), (XaXoa).
Ly L (X3X7), (XaXo4).
Lis L (X1 X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X6aXes)-
Lig L (X1 X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X6aXes)-

Li7 L (X3X54), (X4Xo3), (X5X51).

Lig L (X3X54), (XaXo3), (X5X51).

Lig L (X1 Xs4), (X4Xs5), (X40X64)-

Loy L (X4 Xs3).

Loy 1 (X4X54).

Los 1 (X3Xg6), (X4X6), (X20Xe64), (Xe7X74).
L3 L (X1X7), (X4Xo).

Lo 1 (X1 X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X64Xes)-
Lz 1 (X1 Xe4).

L3y 1 (X1 X354), (X4Xe5), (X40X64)-

Ly L (X1X3), (X4Xs), (X5X10).

L3y L (X1X79), (X2X5), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X64Xes)-

Ly L (X1Xy), (X5X40), (XsXa0), (X36Xs0)-
Ly L (X1X7), (X4Xo).

Ly L (X1X3), (X4Xs), (X5X10).

Ly L (X1X3), (X4Xs), (X5X10).

Lis 1L (X1Xy), (X3X10), (XsX20), (X36Xs0)-
Ly L (X3X70), (X26Xes)-

Lsy L (X1 X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X6aXes)-
Lsy 1 (X3X66), (XaXe), (X20Xe4), (Xo7X74).

Lsy L (X1X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X64Xes)-
Lsz L (X3X64), (XaX51).

Lsy 1 (X4X54).
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Droite Lss. Lss L (X1X7), (X4Xo)

Droite Lsg. Lss L (X1X4), (X35X10), (XsXa0), (X36X50)

Droite Ls;. Lyy L (X3X9), (X4 X7), (Xo0X72).

Droite Lsg. Lsg L (X1X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X64Xes)
Droite Le;. Lei L (X1X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X6aXes)
Droite Lga. Lgz L (X1X79), (X2X3), (X11X36), (X12X35), (X13X15), (X14X16), (X6aXes)
Droite Lgs. Lgs L (X3X37), (X4X75)

Droite Lgs. Lgs L (X4Xg4).

Droite Lgs. Lgs L (X1Xg4), (XaXe5), (X10X64)

Droite Lgs. Lgs L (Xu4Xg6), (X6Xe4)-

Droite Ler. Ler L (XaXer), (X6 Xra).

Droite Lgs. Lgs L (X3X49), (Xa4X52).

Droite Leg. Loy L (X2X51), (X3Xs), (XaXeo), (Xo6Xos)

Droite Lzg. L7g L (X4X70).

Droite Lz. Ly L (X1X7), (X4 Xo).

Droite Lzy. L7o L (X1X3), (X4Xs), (X5X10).

Droite Lrs. Ly L (X1X4), (X3X10), (XsXo0), (Xs6Xs0)-

Droite L7y. L7q L (X4 X74).

Droite Lsi. Lsi L (XaX51), (X3Xe), (XaXeo), (XosXos)-

Droite Lss. Lss L (XaX51), (X3Xe), (XaXeo), (X6 Xos)-

Droite Lg7. Loy L (X4Xo5).

Droite L101. L101 L (X1X5>, (Xng)

Les droites L; paralleles

o Ly || Ly, L3z, Las, Lus, L2, ® Lo || Leg, Ls1, Lss,

o L3 H Lis, Lig, Lsa, Lsg, Lso, Ls2, Lsg, Le1, Le2, ® L H Leg, ® L7 H Ls,
o Ly H L3y, Les, ® La; H Lyo, Lss, L7y, @ Ly H Lug, Lss, L7z, ® Lrg H Lgs,
[ ] ng H ng.
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7.2.4 Equations de quelques droites ayant un nom particulier

Médiatrices du triangle ABC

On pourra consulter [3] 7.

(OG4) = (00,) : (B* =)z +a’xy —a’x3 =0,
(OGB) = (00y) : —b*x1+ (® —a?)xy + b 23 =0,
(OGe) = (00,) : Exy—cAxy+ (a®> =) 23 =0.

Droite ou axe de Lemoine

Il s’agit de la droite Ls.
b2y +ca’ry+a?b?rs =0.
On vérifie que le point X;g; appartient a cette droite.

Droite ou axe de orthique

Il s’agit de la droite Ls.
@1 r1+q@ry+qzrs =0.
On vérifie que le point X465 appartient a cette droite.

Droite de ’infini

Il s’agit de la droite Lg.
r1+ 2o+ T3 = 0.
On vérifie que les points X3q et X501 appartienent a cette droite.

7.2.5 Equations de quelques droites joignant deux points particu-
liers du triangle ABC
Equations de quelques droites (X1X)3i=2,3, ...
Droite (X1 X5) = (IG)
(b—c)xy+ (c—a)xs+ (a—b)x3 =0.

On vérifie que les points Xg = Na, X9 = Sp, X42, X43, X753 appartiennent
a cette droite.

Droite (X1 X3) = (10)
(2a ) be(b—c)xy + (2b)ca(c—a)xzy+ (2¢)ab(a—b)xs = 0.

On vérifie que les points Xz5, X3¢, X410, Xa6, X55, X56, X57, Xg5 appar-
tiennent a cette droite.

157. p. 111 § 4 “Les médiatrices”
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Elle est L a Ly, Lo, L3y, Lag, Lys, L7o.

Droite (X1 X4) = (IH)

2d (b—c)qio1 +2b (c—a)qgrs+2¢ (a—b)gzas = 0.

On vérifie que les points X33, X34, X73 appartiennent a cette droite.
Elle est | a L4y, Lys, Lsg, L73.

Droite (X1 X5) = (IN)

(b—c)(qn —be)(qr+2bc)z1+ (c—a) (g2 —ca) (g2 +2ca) z,
+(a—0b)(gs—ab)(¢gs+2ab)x3 =0.

On vérifie que les points X711 = F', X129, Xy appartiennent a cette droite.
Droite (X1 Xg) = (1K)
(b—c)bcxy+ (c—a)caxs+ (a—b)abxs = 0.

On vérifie que les points Xg = M, X37, Xy, Xu5, X792 appartiennent a
cette droite.

Droite (X1 X7) = (IGe)

(2 a/)2 (b—c)x1 + (2 b/)2 (c—a)xs+ (2 c/)2 (a—b)x3=0.

On vérifie que les points Xog = L, X7 appartiennent a cette droite.
Elle est L a L3y, Lyo, Lss, L7i.

Droite (X1 X19) = (1 X19)

be(B* —A)qray+ca(c®—a?)qgas+ab(a® —b?) g3z = 0.

On vérifie que les points Xog, X45 appartiennent a cette droite.
Droite (X1 Xo1) = (1Sc)

be(b* — )z +ca(c® —a*)xry+ab(a® — b*) z3 = 0.

On vérifie que les points X371, X3z, Xu7, X55, Xg3, Xg1 appartiennent a
cette droite.

Droite (X1X29) = ([XQQ)
a(d®—cA)giry +b(?—a?) @y +c(a® —b*) gy = 0.
On vérifie que le point Xgo appartient a cette droite.

Droite (X1X30) = (I X30)
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(q1+bc) (bga—cq3) v1+(qatca) (cqz—a qy) Ta+(gs+ab) (aq—bgr) x3 = 0.
On vérifie que le point X7 appartient a cette droite.
Droite (X1 X41) = (I X41)

be(b—c)[ds— (2s)alz1+ca(c—a)lds — (25)b] z2
+ab(a—>b)[ds —(2s)c]z3 =0.

On vérifie que le point X4, appartient a cette droite.
Droite (X1 X75) = (IX75)

a(b®—c2)zy +b(c2—a?)xg+c(a®—b*) a3 =0.

On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.
Droite (X1 Xsg) = (I Xsg)

be(b—c)(—2a+b+c)xy+ca(c—a)(—2b+c+a)xy
+ab(a—0b)(—2c+a+b)x;=0.

On vérifie que le point X9 appartient a cette droite.
Equations de quelques droites (X,X;);i=3,4, ...
Droite ou ligne d’Euler (X2X3) = (GO) = (X2Xy) = (GH)
On pourra consulter [3] 198,

B = A qa+ (2 —a®) gy + (a®> = V) g3 = 0.

On vérifie que les points X5 = N, Xo9 = L, Xo1 = Sc, Xog = Ex, Xo3,
X24, X257 X26, X27, X287 ng, Xg(), X468 appartiennent a cette droite.

Elle est L & Ls, L5, L1g, Ls2, Lsg, Lso, Ls2, Lss, L1, Leo-

Droite (X2 Xs) = (GK)

(b — )y + (2 — a®) zo + (a* — b*) 23 = 0.

On vérifie que les points Xgg, Xg1, Xgg appartiennent a cette droite.
Droite (X2X7) = (GGe)

(2a)(b—c)ay + (2b) (c—a)xs + (2¢) (a — b) 25 = 0.

On vérifie que les points X9 = M, X57, Xg3 appartiennent a cette droite.

Droite (X2 Xs) = (GNa)

158. p. 112 § 5 “La droite d’Euler”
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(2a’ ) (b—c)xy +(2b) (c—a) s+ (2¢) (a — b) 25 = 0.
On vérifie que les points X9 = Sp, X57 appartiennent a cette droite.
Droite (X2 X11) = (GF)

b—c)V*+F—ab—ac)z1+ (c—a) (P +a®>—bc—ba)x,
+(a—0b)(a*+b*—ca—cb)z3 =0.

On vérifie que les points X55, X199 appartiennent a cette droite.
Droite (X2X12) = (GXlg)

(2a)(b—c)(ab+ac+ b +A)ay +(20) (c—a)(be+ba+ P+ a®)xy
+(2¢) (@a—=b)(ca+cb+a®+b*)z3=0.

On vérifie que le point X5 appartient a cette droite.
Droite (X2 X13) = (GX)

(1» =) (B +4V3A)w + (2 —a?) (3qe +4V3A) o
+(a®> = b*) (3qz +4V3A) 23 =0.

On vérifie que le point X4 = S" appartient & cette droite.
Droite (X3X14) = (GX)

(1 =) (Bq —4V3A)z + (2 —a?) (3qa —4V3A) 1y
+ (> =) (3qs —4V3A) x5 =0.

On vérifie que le point X5 appartient a cette droite.
Droite (X2X17) = (GX47)

(0 =) (@ +4V3A) 21 + (P = a®) (2 +4V3A)
+ (a® = %) (g3 + 4V3A) 23 = 0.

On vérifie que le point Xgo appartient a cette droite.
Droite (XgXlg) = (GXlg)

(1 =) (1 —4V3A) w1 + (2 —a?) (o — 4V3A) g
+(a2—b2) (Q3—4\/§A)l’3 = 0.

On vérifie que le point X4, appartient a cette droite.
Droite (X2 X32) = (GX30)
(b — )z + (¢t —at)zy + (a* — V) 23 = 0.

On vérifie que le point Xg3 appartient a cette droite.
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Droite (X2X37) = (GX37)

alb—c)xy+b(c—a)xg+c(a—b)xs=0.

On vérifie que le point X75 appartient a cette droite.

Droite (X2 X39) = (GQJ“TQI)

a? (b — Az +0? (2 —a*)xg+ A2 (a®> = ?) 23 = 0.

On vérifie que le point X;¢ appartient a cette droite.

Droite (X2 X44) = (GXy4)

(b—c)[2(b+c)—a] x4+ (c—a) [2 (c+a)—b] z2+(a—Db) [2 (a+b) —c|] x5 = 0.
On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.

Droite (XoXy5) = (GXy5)
(b—c)[b+c—2alx1+(c—a)[c+a—2blzg+ (a—b)[a+b—2c|xz3=0.
On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.

Droite (X2X54) = (GX54)

(0> =) (i = S) (S —a®q) x1 + (2 — a®) (g5 — S) (S — b* @) 22
+ (a®> —b*) (g2 —S) (S —c*q3) z3 = 0.

On vérifie que les points Xgg, Xog appartiennent a cette droite.
Droite (X2X95) = (GX95)

(=) q1 (S—a? q1) 1+ (?—a?) ¢ (S—1? o) wa+ (a® —1%) q3 (S—? q3) 13
= 0.

On vérifie que le point Xo; appartient a cette droite.

Equations de quelques droites (X3X;);i=4,5, ...

Droite (X3X,) = (OH)

(V> —A)qr oy + (2 — a?) gava + (a? — b?) g3 w3 = 0.

On vérifie que les points X5 = N, X990 = L, Xo¢ appartiennent a cette
droite.

Droite ou axe ou diamétre de Brocard (X3Xg) = (OK)

On pourra consulter [3] 1% [8] 190,

159. p. 136
160. p. 174 “Brocard Axis”
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V2 (b — ) oy +2a? (A —a?)ze +a?b? (a® — b?) z3 = 0.

On vérifie que les points X5 = S, X6 = S, X0, X359 = s (Q+ Q), Xso,
X0, X558, Xg1, Xg2 appartiennent a cette droite.

Elle est L a LQ, Lﬁg, Lgl, Lg@.
Droite (X3Xs) = (ONa)

(b—c)[a3(b+c)+a(a—b—c)(b2+02)—(bQ—CQ)QQ}xl
+ (¢ —a) [b3(c+a)+b(b—c—a)(62+a2)—(CQ—aQ)Q]xQ
+(a=b)[(a+b)+c(c—a—0b)(a®+V*)— (a* —b*)] 23 =0.

On vérifie que le point X;gg appartient a cette droite.
Droite (X3X13) = (0X)

(=) S +4V3P AN 2+ (2 —a®) (S +4V3Ea? A) ay
+ (a® =) (Sqz +4V3a?b? A) w3 = 0.

On vérifie que le point X;7 appartient a cette droite.
Droite (X3X14) = (0OX)

(1> =) (Sqr —4V3¥P Az + (2 —a?) (Sqe — 43 a®> A) ay
+ (a® — ) (Sqz — 4V/3a?b?* A) 23 = 0.

On vérifie que le point X5 appartient a cette droite.
Droite (X3X54) = (OX54)

VAW —A)qp (S—a*q) o +ca®( —a?) g (S — % q) 2o
+a?b*(a®* —b*) g3 (S — *q3) 3 = 0.

On vérifie que le point Xy; appartient a cette droite.

Droite (X3Xg3) = (0Xe3)
bec(b—c)gqsri+calc—a)gzqroa+abla—0b)q grs=0.
On vérifie que les points X79, X7g appartiennent a cette droite.
Droite (X3X75) = (0Q")

CL2 (b2 — 02) (d32 — a2 d6) x|+ b2 (02 — CLQ) (dgg — b2 d6) T
+ C2 (CL2 — bg) (dgg — C2 d6) T3 = 0.

On vérifie que les points Xgg, Xg9 appartiennent a cette droite.
Equations de quelques droites (X4X;);i=05,6, ...
Droite (X4Xs) = (HK)
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(V> =A@+ (2 —a®) @G+ (a®> — ) g3 x3 = 0.

On vérifie que le point X353 appartient a cette droite.

Droite (X3 Xs) = (HNa)
alb—c)qrx1+b(c—a)grs+cla—0b)gsrz =0.

On vérifie que les points Xr79, Xgo appartiennent a cette droite.
Droite (X3 Xo) = (HM)

q [0(2/0,)% —b(2 {7/)@] z1+qla(2d) g —c(2¢) gs] zs
+q3b(2b)ge—a(2a) @] z3 =0.

On vérifie que les points X9 = Sp, X19, X4 appartiennent a cette droite.
Droite (X4X11) = (HF)

ed)alR)Ea- )RRl |
+(20) g [(2¢)a* g —(2a) A glra+(2¢) g3 [(2a) b ga—(2b) a® 1] 23 = 0.

On vérifie que le point X5 appartient a cette droite.
Droite (X4 X12) = (HX12)
2d) [ 2) (c+a)? =12 (26) (a+ b))z
+(20)[a2(2d) (a+b)* =2 (2¢) (b+¢)* x
+(2¢) [1? (2 b/)2 (b+¢)” —a?(2 a/)Q (c+a)’] x5 = 0.

On vérifie que le point X35 appartient a cette droite.
Droite (X4X13) = (HX)

(b* — ) q (S—|—4\/§Aq1)x1—|—(02—a2)q2(8+4\/§Aq2)a:2
+(a® = 0%) g5 (S+4V3Aqs) x5 = 0.

On vérifie que le point Xg; appartient a cette droite.
Droite (X4 X14) = (HX')

(=) (S—4V3Aq) w1+ (2 —a?) g2 (S —4V3Aq) 1y
+(a2—b2)Q3<S—4\/§AQ3)ZE3:0

On vérifie que le point Xgo appartient a cette droite.
Droite (X4 X15) = (HS)

(0* =) i (V3S+4Aq) a1+ (¢ —a®) 2 (V3S+ 4 A q)
+ (0> = b?) g3 (V3S +4Ags) s = 0.

2
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On vérifie que le point X7 appartient a cette droite.
Droite (X4 X16) = (HS/)

(0? =) (V3S—4Aq) a1+ (¢ —a®) o (V3S — 4 A o)
+ (a® =) g3 (V3S — 4 A gz) x5 = 0.

On vérifie que le point X5 appartient a cette droite.
Droite (X4 Xo5) = (HX25)

(B — A g o+ (2 —a®) oy + (a®> = 0*) gz w3 = 0.
On vérifie que le point Xog appartient a cette droite.
Droite (X4 X32) = (HX32)

(B — A qr [a® (B + ) — (b + M)y
+(® —a?) g [V* (2 + a?) — (c + a*)] 2o
+ (a® = 0?) g3 [* (a® + b?) — (a* + b)) 23 = 0.

On vérifie que le point Xog appartient a cette droite.
Droite (X4X46) = (HX46)

(2/@/) (b—c) g (—aq+bga+cgs) m+(20) (c—a) g (—bga+cgs+aq) s
+(2c)(a—0b)gs(—cgs+aq +bgz)x3 = 0.

On vérifie que le point Xgy appartient a cette droite.
Droite (X4X52) = (HX52)

a®(b* — ) qu (g7 —S) x1 + 0% (¢® — a®) g2 (¢ — ) 22
+ 2 (a* = %) g3 (g3 — S) 23 = 0.

On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.
Droite (X4 Xg9) = (H Xeo)

a’ (b* — ) qray + 02 (¢ — a®) qeo + 2 (a® — b?) gz x5 = 0.
On vérifie que le point X7¢ appartient a cette droite.
Droite (X3 Xg0) = (H Xgo)

(2/@/) (b—c) (g1 —bc)(—aq +bgz+cgs)
+(2b)(c—a)(g2—ca)(=bg2+cgs +aq) s
+(2c¢)(a—b)(gz—ab)(—cqgzs+aq +bg)xs=0.

On vérifie que le point Xy appartient a cette droite.

Equations de quelques droites (X5X;);i=6,7, ...

113



Droite (X5Xg) = (NK)

(2= (@ —20* ) 1+ (2 —a?) (5 =22 a®) xo+(a* —b%) (g5 —2a* V*) 23
= 0.

On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.
Droite (X5X13) = (NX)

(1» =) [Squ +4V3A(S—2b0*c?)] xy
+ (2 —a®)[Sq2 +4V3A(S -2 a?)] xy
+ (> =) [Sqzs +4V3A (S —2a?b?)] 25 = 0.

On vérifie que les points Xig5, Xgo appartiennent a cette droite.
Droite (X5X14) = (NX')

(1 =) [Squ —4V3A (S — 20> ?)] 2,
+(2—a®)[Sqx —4V3A(S—2c%a?)] x,
+(a® = b*) [Sqs —4V3A (S —2a?b?)] x5 = 0.

On vérifie que les points X7, X4, appartiennent a cette droite.
Droite (X5X49) = (NXyo)

(> =) (S—a’q) (S—302A)z1 + (2 —a®) (S— 1% q2) (S — 32 a?) zy
+(a* =) (S—c*q3) (S—3a%b?) x3 = 0.

On vérifie que le point X5, appartient a cette droite.
Droite (X5X51) = (NX51)

(0* =) (S=0q2) (S =P gs) w1+ (¢ —a?) (S = P g3) (S — a® 1) a2
+(a®> =) (S—a*q) (S —b*qz) z3 = 0.

On vérifie que le point X5, appartient a cette droite.
Droite (X5X83) = (Nng)

(br =) (W 4+t —a?b? —a? ) ay + (¢t —at) (P4 at = b2 P — b a?) 2y
+ (a* = bY) (a* + b — 2 a® — A b?) 23 = 0.

On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.

Equations de quelques droites (XeX;);:1=17,8, ...

Droite (XX13) = (KX)

(b2 —c?) (S=3b% ?) 21+ (c?—a?) (S—3 * a?) wa+(a?—b?) (S—3a? b?) x3 = 0.

On vérifie que le point X4 = X' appartient & cette droite.
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Droite (X¢X17) = (K X17)

(B2 =) (S=0? )z + (> —a®) (S— 2 a?) vy + (a* —b?) (S—a? b?) z3 = 0.
On vérifie que le point X3 appartient a cette droite.

Droite (X¢X19) = (K X19)

(2a)be(b—c)qray + (20) calc—a) s+ (2¢)ab(a—b)ggrs = 0.
On vérifie que les points X34, Xg5 appartiennent a cette droite.

Droite (XXo4) = (K Xo4)

VA(S—2q) (2 —S)—(S—20%q) (g5 — S)| 71
+ca?[(S—2a’q) (67 —8) — (S — 2% g3) (@3 — 9)] w2
+a?b?*[(S—20°q) (g2 —8) — (S —2d°q1) (¢f — S)] a3 = 0.

On vérifie que le point X5, appartient a cette droite.

Droite (X¢Xa5) = (K Xa5)

V(0 —cA)qa+ca® (2 —a?) gog + a?b? (a? — b?) g3 o3 = 0.
On vérifie que le point X5; appartient a cette droite.

Droite (X¢X31) = (K X31)

V2 (b—c)xy+c?a®(c—a)ry+ a*b? (a —b) z3 = 0.

On vérifie que les points X4o, X55 appartiennent a cette droite.
Droite (X¢X41) = (KX41)

(2a)(b—c)b?cay+ (20) (c—a)Pa’zy + (2¢) (a — b) a® b? 23 = 0.
On vérifie que les points Xyz, X56, X73 appartiennent a cette droite.
Droite (XX43) = (K X33)

be(b—c)(=bc+ca+ab)zy+calc—a)(—ca+ab+bc)x,
+ab(a—0b)(—ab+bc+ca)zz =0.

On vérifie que le point Xg; appartient a cette droite.
Droite (X X76) = (K X76)

a?(b* — ez, +0? (¢t —at)wo + A (a* — b)) 23 = 0.
On vérifie que le point Xg3 appartient a cette droite.

Droite (X¢Xgs) = (K Xss)
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be(b—c)(2a—b—c)(a—2b—2c)xy
+ca(c—a)2b—c—a)(b—2c—2a)xy
+ab(a—b)(2c—a—>b)(c—2a—2b)z3=0.

On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.

Equations de quelques droites (X7X;);i=28,09, ...

Droite (X7Xs) = (GeNa)

a(b—c)(2ad )z, +b(c—a)(2b)zy+c(a—b)(2¢) x5 =0.

On vérifie que les points Xg5, Xg9, X75, Xg5 appartiennent a cette droite.
Droite (X7X21) = (GeXa)

(2a") (0? — )z + (2b) (2 — a®) wy + (2¢) (a® — b*) 23 = 0.

On vérifie que les points X5, Xgg appartiennent a cette droite.
Droite (X7Xo7) = (GeXar)

2a) (> =) qrar + (2V) (2 —a®) s + (2¢) (a® = V) g3 5 = 0.
On vérifie que le point Xg; appartient a cette droite.

Equations de quelques droites (XsX;);i=09,10, ...

Droite (XgXa0) = (NaXs)

[(20)c(—aq—bga+cqgzs+2abe)—(2¢)b(—aq+bgy—cqzs+2abc)]z,
+[2c)a(=bg—cqgs+aq +2bca)—(2a)c(=bga+cqgs—aq +2bca)| xy
+[(2a)b(—cqs—aq+bga+2cab)—(2b)a(—cqz+aq—bg+2cab)zs =0
ou

[(2 b/) cq3—(2 cl) bqo] x1+][(2 c/) aq—(2a) cqs] xo+[(2 a/) bga—(2 b/) aq|xy= 0.

On vérifie que les points Xy (avec la premiere expression), X3 (avec le
deuxieéme expression) appartiennent a cette droite.

Droite (XgX21) = (NaSc)

(2b)(2¢) (B =) z1+(2¢) (2d') (P—a?) 29+ (2a) (20) (a>—b?) 25 = 0.
On vérifie que le point X55 appartient a cette droite.

Equations de quelques droites (XoX;);7=10, 11, ...

Droite (X9Xa1) = (M X9)

be(2 l?') (2 é) (b =) ay+ca(2c¢)(2ad) (2 — a?) xy
+ab(2a)(2b)(a®> —b*) 23 =0.
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On vérifie que les points X1, X75 appartiennent a cette droite.
Droite (X9X35) = (MX35)

be(b—c)(—aq +bge+cqz)xi+calc—a)(=bg+cqgs+aq)xs
+ab(a—0b)(—cqgs+aq +bg)xs =0.

On vérifie que le point Xy appartient a cette droite.

Droite (XoXy6) = (M Xy6)
(b—c)(@p+bc)xi+(c—a)(q+ca)zy+ (a—0b)(q3 +ab)zz =0.
On vérifie que le point X79 appartient a cette droite.

Droite (Xo9Xy5) = (M Xys)

be(b—c)[a® (b+c)+a? (VP +c?)—a (B +b* c+ b +c3) = b +202 ¢ — ]y
+ca(c—a) [B? (c+a)+b* (P+a®)—b(P+c?atca®+a®) —ct+2 2 a® —at] zy
+ab(a—0b) [ (a+b)+2 (a>+ ) —c(a®+a’b+ab?+b3) —a*+2a%b? —b*] 23
= 0.

On vérifie que le point X, appartient a cette droite.
Equations de quelques droites (X10Xi);i=11,12, ...
DT’O?;t€ (X10X12) = (Sleg)

(2/@’)(c+a)(a—l—b)(b—c)xl+(2b/)(a—|—b)(b—|—c)(c—a)xg
+(2c)(b+c)(c+a)(a—Db)xs=0.

On vérifie que les points Xg5, X7 appartiennent a cette droite.

Droite (X10X21) = (SpXa1)

(b — ) (g1 —be)xy + (2 —a?) (g2 — ca) zo + (a* — b?) (g3 — ab) 3 = 0.
On vérifie que les points X35, Xgo, X100 appartiennent a cette droite.
Droite (X10X46) = (SpXye)

[(a+b)bgy — (c+a)cgsl oy +[(b+c)cgs — (a+b)agq] s
+l(ct+a)ag — (b+C)bgo]az =0.

On vérifie que le point X453 appartient a cette droite.
Droite (X10X75) = (SpX7s)
a’?(b—c)xy +b*(c—a)xy +c*(a—b)zz = 0.

On vérifie que le point X7¢ appartient a cette droite.
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Droite (X10Xg2) = (SpXs2)

(b—c) (0 + ) xy + (c—a) (¢ + a*) x2 + (a —b) (a® + b*) x5 = 0.
On vérifie que le point Xg3 appartient a cette droite.

Droite (X10Xos) = (SpXos)

(b—c)[a® (0* + ¢*) = (b* + )] 21 + (e — a) [b? (¢ + a?) — (¢ + a*)] z2
+ (a —b) [ (a®* + b*) — (a* + bY)] 23 = 0.

On vérifie que le point X9, appartient a cette droite.
Equations de quelques autres droites (XiXj;)
Droite (X13X15) = (X 5)

(1 — ) [3Sq +4V3A(60*c2—8)|x,
+ (2 —a®)[3Sq +4V3A (62 a? —9)] xo
+ (> =) [3Sqs +4V3A (600> — S)] 23 = 0.

On vérifie que le point X3y appartient a cette droite.
Droite (X14X16) = (X/S/)

(1 — A [V3Sq —4A (6% —8)| 2,
+ (2 —a®)[V3Sq —4A(62a? —S)]xy
+ (a®> = 0*)[V3Sqs — 4 A (6a%b> — S)] 23 = 0.

On vérifie que le point X3 appartient a cette droite.

Droite (X19X25) = (Cl1X35)
be(b—c)qrxr+calc—a)gxe+ab(a—Db)gsxs =0.

On vérifie que les points X33, X537, X55 appartiennent a cette droite.
Droite (X19X27) = (ClX97)

a(®®—cA)qay+b(—a*) gy +c(a® —b?) gzz3 = 0.

On vérifie que les points Xg3, X75, Xg2 appartiennent a cette droite.
Droite (X20Xe4) = (LXg4)

(B — ) (4a*q — S)z1 + (> — a®) (4b* g2 — S) zo
+(a* —b*) (4% g3 — S) 3 = 0.

On vérifie que le point Xg9 appartient a cette droite.

Droite (X20Xes) = (LX¢s)
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(B =A@ —S)Ba*q —S)x1 + (> —a?) (¢3 —S) (3b* g — S) xo
+(a®> = b*) (g5 —S) (3c* g3 — S) 23 = 0.

On vérifie que le point X7, appartient a cette droite.

Droite (X21X36) = (ScX36)

(0* =) (n+be)zy + (¢ —a?) (g + ca) o + (a® — b?) (g5 + ab) x5 = 0.
On vérifie que le point X9 appartient a cette droite.

Droite (X23Xo4)

a* (b* = c?) (3% ¢* = S) (ds 1 — S) a1
+0?(* —a*) (3c%a® —8S) (dg qa — S) o
+C2 (Cl2 —b2) (3&2[?2 —S) (d6q;3 —S)l’g =0.

On vérifie que le point Xgg appartient a cette droite.
Droite (X24X33)

bea [b(2¢) (63— S) — (28 (6 — )}
+caqy [c(2a/)(q§ ) —a(QC/)(q% —9)] x2
Fabasla(26) (2 —9) — b(2a) (g — )] w5 = 0.

On vérifie que le point X35 appartient a cette droite.
Droite (X24X34)

beqy[c(ab—q3) g —b(ca— q2) go) 21
+caga(be—qi1) g —c(ab—qs)qs]zo
+abgz[b(ca—q) g3 —a(be—q) @] xs =0.

On vérifie que le point X3¢ appartient a cette droite.

Droite (X24X64)

v ¢ (b2 - 02) q1 (CL2 q1 — q2 CJ3) (2 a? qr — g2 CJ3) T
+Pa? (=)@ (Ve —gaa) 200 — g q)
+ a*b? (02 - 52) q3 (02 3 —qq2) (2 c? g3 — q1q2) v3 = 0.

On vérifie que le point X7, appartient a cette droite.

Droite (X25X34)

be(2a) (b—c)z +ca2b) (c—a)as+ab(2¢) (a—b)ay = 0.
On vérifie que le point X356 appartient a cette droite.

Droite (X25X41)
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e (2) (e + ) — b (28) (a-+ D) o
+c2a? [a(2c€)(a+b)—c(20/)(b+c)]x2
+a?b?b(2b)(b+c)—a(2a)(c+a)xs =0.

On vérifie que le point X5 appartient a cette droite.
Droite (X27X2g)

B — A qra+ (2 —a®) gy + (a® — V) gz w3 = 0.
On vérifie que le point X59 appartient a cette droite.
Droite (X2 X34)

(2a Y be (0> =) qray + (2b) ca( — a?) o s
+(2¢)ab(a® —b?) gz a3 = 0.

On vérifie que les points X57, X535 appartiennent a cette droite.
Droite (X28X60)

be(b—c)(b+¢)(c+a)(a+b) gz
+ca(c—a)(c+a)’(a+0b)(b+c) g,
+ab(a—0b)(a+b)?>b+c)(cta)gzs=0.

On vérifie que le point Xg; appartient a cette droite.
Droite (X29X33)

a (2/b/) (2/0/) (= A) g +b(2¢)(2a) (= a?) gy
+c¢(2a)(2b) (a®> —b*) gz x5 = 0.

On vérifie que le point X7g appartient a cette droite.

Droite (X29X34)

a2a)(? =) g +b(2b) (2 —a?) gury +c(2¢) (a® — b?) gz a3 = 0.
On vérifie que les points X77, Xg5, Xgg appartiennent a cette droite.
Droite (X31X32)

B3 b—c)xy+cad(c—a)ry+a®b® (a—b)zz = 0.

On vérifie que le point X4; appartient a cette droite.

Droite (X31X43)

be(b—c)[a(b®+c2)—be(b+c)]zi+calc—a)b(*+a?)—calc+a)] s
+ab(a—"0)[c(a*+b*) —ab(a+0b)]zz=0.

On vérifie que le point X;gg appartient a cette droite.
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Droite (X31X75)

a(b* =tz +0(c* —a*)zg +c(a* —b*) 23 = 0.

On vérifie que le point Xgo appartient a cette droite.
Droite (X33X47)

beqi(—aqi+bga+cq3)[(2¢) @2 (bgo —cqs +aq)
—(20) gz (cqs+aq —bgy)|m
+caq (b +cg+aq)(2d)gs(cqgs —aq +bgn)
- (20/)611 (aqi +bgs — cq3)] @2
+abgs(—cqgs+aq +bg)[(2b ) q
x =

/ (@i —bga + cqs)
—(2a)q@(bga+cqgs—aq)]

q
0.
On vérifie que le point Xgy appartient a cette droite.

Droite (X33X64)

2d)beq [(c+a) (zc) —(a+1D) (25’2)2q3]x1
+(2b0)cagq[(a+D)(2a ) qg—(b+c)(20/)2q1]x2
+2c)abgs[(b+¢) (26) @ — (c+a) (2a)) o] w5 = 0.

On vérifie que le point Xg5 appartient a cette droite.
Droite (X34X46)

(2d)beq[(2¢) a3 (~caz+aq +ba) = (20) a2 (~baa + cgs + aq)]
+ (Qb,)CGQZ [(QCL,)CH (—aq +bga+cqs) — (%C)Q3(—CQ3+6LQ1 +bgo)] o
+(2c)abgs[(2b) g2 (=bga+cqgs+aq)—(2a)q (—aq+bga+cgs)xs = 0.

On vérifie que le point X7 appartient a cette droite.
Droite (X35X42)

V2 (V=) (2a+b+co)a + P a(?—a?) (2b+ c+a) z,
+a*b? (a®> —0*) (2c+a+b)x3 =0.

On vérifie que le point X55 appartient a cette droite.
Droite (X35X73)

(2/@/) b ¢? (b— C) (a2 q1 — g2 Q3) T
+(2b)cta’(c—a) (b g2 — g3 1) 72
+(2¢)a*b* (a—b) (P g3 — 1 g2) x3 = 0.

On vérifie que le point X7, appartient a cette droite.

Droite (X36X54)
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(2,a')b202 (b—c)(S—a’q)[S+ (2s)abc]x
+ (2b/)cga2 (c—a)(S—bq)[S+ (25)bca) xy
+(2c)a*b*(a—0b)(S—c*q3)[S+ (2s)cablzz = 0.

On vérifie que le point X73 appartient a cette droite.
Droite (X36X58)

P (b—c)(b+c)z+ca(c—a)(c+a)
+ab? (a—b)(a+b)’x3=0.

On vérifie que le point Xgo appartient a cette droite.
Droite (X36X84)

(2aYbe(b—c)(—aq +bge+cqs) (—aq +bg+cqs—2abc)x
+(2b)ca(c—a)(=bg+cqz+aq)(—bg+cqgs+aq —2bca)xy
+(2c)abla—b)(—cqs+aq +bg)(—cqzs+aq +bg—2cab)xs =0.

On vérifie que le point Xgy appartient a cette droite.

Droite (X39Xs3)

(a*=b*?) (V=) o1+ (b =% a?) (ct—a?) mo+ (c*—a? b?) (a* —b*) 23 = 0.
On vérifie que le point Xg9 appartient a cette droite.

Droite (X40Xe4)

be(b—c)(da*q —S)x1 +ca(c—a)(4b*q —S) xo
+ab(a—10)(4c2q3 —S)z3 = 0.

On vérifie que le point X75 appartient a cette droite.
Droite (X40X78)

be(b—0)[(2¢) (a—b) - (28) (e~ )]
+ca(c—a) [(2@/)(()—0)—(20/) (a —b)] xo
+ab(a—>b)[(2b)(c—a)—(2a)(b—c)|xz3 =0.

On vérifie que le point X;gg appartient a cette droite.
Droite (X40X80)

(2/@/) (b—c)(qn —bc)(—aq +bgz+cgs)
+ (25/) (c—a)(g2—ca)(=bg2+cqs + aq)z
+(2c¢)(a—b)(gs—ab)(—cqgs+aq +bg)xs=0.

On vérifie que le point Xgy appartient a cette droite.

Droite (X42X65)
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2d)’be(b—c)(c+a)la+b)ar+(26) calc—a)(a+b)(b+c)z
+@2) abla—b)(b+c)(c+a)xs = 0.

On vérifie que le point X73 appartient a cette droite.

Droite (X42X31)

be(b?—c?) (a?~be)xy+ca(c?—a?) (b2 —ca)ra+ab(a®>—b?) (2 —ab)x3 = 0.

On vérifie que le point X9y appartient a cette droite.

Droite (X47Xo1)

a(b®—c*) (g —9S)[4a?b*c* — (b* + ) S|y
+b(?—a?) (g3 —S)[4b*c?a® — (2 + a?) S|z,
+c(a® =0 (g2 —S)[4c2a®b* — (a®* +1*) S| 23 = 0.

On vérifie que le point Xgo appartient a cette droite.
Droite (X49X93)

a’q (b2 2 —9) [(a?b? — S; b q3 SQ) q2 X
+0?q(a S b2 2 2b2 @3
+ ¢ g3 (a? 62 S) [(c a? S) b6 qQ (b2 2 S)% ql]xg =0.

On vérifie que le point X, appartient a cette droite.

Droite (X54Xe9)

(> =) (S—a*q) 1+ (2 —a?) (S=b*q) w2+ (a® — 1) (S—? q3) 23 = 0.,
On vérifie que le point Xg5 appartient a cette droite.

Droite (X55Xe4)

(2a)Yb?c?(b—c)(4a®q —S)x1 + (2b) 2 a?(c —a) (40% gz — S) 73
+(2¢)a?b? (a —b) (42 g3 — S) 23 = 0.

On vérifie que le point X73 appartient a cette droite.

Droite (X57X77)

2a) be(2b)(2¢) (12 — ) a1 + (26) ca(2¢) (2d) (2 — a?) 2
+(2¢)ab(2d) (20) (a® — b?) 25 = 0.

On vérifie que le point Xg; appartient a cette droite.

Droite (X57X79)

(2/@/) (b—c)(q+bc)(—aq +bg+cqs)
+(2b)(c—a)(g2+ca)(=bg+cgs+ag)r
+(2c)(a—0b)(gs+ab)(—cqgz+aq +bg)r3=0.
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On vérifie que le point Xgyq appartient a cette droite.
Droite (X65X68)

a(2a’)(b—c)(qf = S) a1 +b(2b) (c —a) (45 = S)
+c(2¢)(a—0) (g2 —S)z3=0.

On vérifie que le point Xy appartient a cette droite.
Droite (X65X79)

a(2la,) (b—c) (¢t —b*c) a1 +b(20) (c —a) (g2 — 2 a?) a9
+c(2¢)(a—0) (g3 —a’b*)z3=0.

On vérifie que le point Xgy appartient a cette droite.
Droite (X69X73)

(2a) g2 q3[a® (b — ) +a (B> — )+ be (? — )]y
+(26) g3 qu [P? (® —a?) +b(c® — a®) + ca(c? — a?)]zy
+2c)q [ (a® —0?) +c(a® —b%) +ab(a® — b*)] x5 = 0.

On vérifie que les points X7, X7¢ appartiennent a cette droite.

Droite (Xe9X74)

0 =) (@ g —qgz) 21+ (¢ —a®) PP g2 — g3 1) w2
+(a®> = b*) (2 q3 — q1 q2) v3 = 0.

On vérifie que le point Xg9 appartient a cette droite.

Droite (X71X74)

Vet (b—c)(a®q —qqs) 1+ Ea® (c—a) (0?2 — g5 q1) 22
+a’b? (a—0) (g3 — q1q2) v3 = 0.

On vérifie que le point X191 appartient a cette droite.

Droite (X72X74)

be(b—c)(a® ¢ —q2qs) x1 +calc—a) (b g2 — 3 qn) @2
+ab(a—0b)(*q3—q1q) w3 =0.

On vérifie que le point X9y appartient a cette droite.
Droite (X76X95)

a* (0> = ¢?) (¢ —S) (S —a* q1) =y
+ 0% (> = a®) (g3 — S) (S — b° q) 2
+c2(a®=0?) (¢ —9S)(S—c?q3) w3 =0.

On vérifie que le point Xog appartient a cette droite.
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8 Equations des cercles en coordonnées aréolaires

On pourra consulter [3] 161,

I
Le point courant P = To (rappel 1 + 29 + 23 = 1) du plan du
T3
21
triangle ABC' appartient a un cercle (C') de centre Z = [ 2z (rappel
Z3

21+ 29 + 23 = 1) et de rayon p ssi :

%ql (21 — 21)2+q2 (ry — 22)2+q3 (x3 — z3)2} —p? =0 (il s’agit donc d’une
équation du cercle (C)) [3]1%2.

Remplagons z1, 29, 23 par d1, ds, 3 tels que :

hEP g — S+ e+ 2d),
b0 2 p P+ gz — (g2l + 2l + g3 2),
03 2 p*+q323 — 5 (2t + o 22 + g3 23).

Alors une autre équation du cercle s’écrit :
s (ot + a4+ qsa3) — 6y @y — Gy wy — G325 = 0 [3] 193,
De plus si on pose :

N 1. 2 2.2 122

O =01—5q=p"—c 2z —b 25 —q1 2023,
Py 1. 2 2.2 2.2

0y =02 —5q2=p° —a’z3 — ¢ 2{ — Q@ 23 21,

A .
03 = 03 — %q3 = p* —b? 2% — a® 25 — q3 21 29 et si 'on remarque que :

T] = —T1 T2 — T1 23+ Xy,

x% = —TyT3 — T2 T1 + To,

22 = —x311 — 239+ 23 [3] 194 alors une autre équation du cercle s’écrit :
3

a x2x3+b2x3x1+02x1x2+5;x1+5’2x2+5;)x3:0.

Nous donnons ci-apres les équations de certains cercles particuliers sous
cette derniere forme.

161. pp. 84-107 Chapitre VI “GEOMETRIE DU CERCLE”
162. p. 85
163. p. 85
164. p. 70

125



8.1 Cercle passant par les points B, (), C

a’roxs+ b2 aswy + 0 — b2y = 0.

8.2 Cercle passant par les points C, (2, A

a?woxs + b2 x50 + 2 x 9 — 229 = 0.

8.3 Cercle passant par les points A, (), B

a’xo x5+ b2 x50, + 1129 — 0?23 = 0.

8.4 Cercle passant par les points B, O, C

a?xoxs + b2 a5 + 109 — P21 = 0.

8.5 Cercle passant par les points C, ', A

a’?rox3+ b2 x5 + 129 — 29 = 0.

8.6 Cercle passant par les points A, Q', B

a’?rox3 + b2 asw + e — b2 s = 0.

8.7 Cercle de centre A et de rayon a

a?roxs + 0P asr + A ry+a?r +(a? =)y + (a2 —0?) 23 = 0.

8.8 Cercle de centre B et de rayon b

a’roxs + 02 xsm + A re+ (b2 —A) oy +b2xy+ (b2 — a?) a3 = 0.

8.9 Cercle de centre C et de rayon ¢

a?xo s+ VP wsw +rias+ (2 =0 w4 (€2 —a®)axg + a5 = 0.

8.10 Cercle inscrit (donc de centre X; = 1)

I ! i
a’rox3+ 02wy + T 10 —a’ry — b wy —c?arz =0 [3]1.

Le point de Feuerbach X;; = F appartient au cerle inscrit.

165. p. 122
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8.11 Cercles exinscrits et certains cercles associés
8.11.1 Cercle exinscrit de centre J;

! li
a’xoxs+ b2 a5+ T109 — 5201 —Cc?r9—b225=0.
8.11.2 Cercle exinscrit de centre .J,
! !
a’xoxs+b x50+ T109 — 21y — P9 —alrs =0.

8.11.3 Cercle exinscrit de centre J;

/ ’
azxgx + b2 $1+C2$1$2—b2$1—CLQZL’Q—SQLL’?,:O.
3 3

8.11.4 Cercle de diameétre [I.J;]

a’roxs + b2 a3+ xi29 —bexy =0.

8.11.5 Cercle de diameétre [I.J5]

a’roxs+ b5y + 1209 —Caxy =0.

8.11.6 Cercle de diameétre [IJ5]

a’?xoxs + b w511 + 1129 —abas =0.

8.12 Premier cercle d’Apollonius de diametre
[IAJ2A] = []AJ3A]

On pourra consulter [3] 66,

2 2 2b2
a?xoxg + b2 a321 + a9 + e Ty — gz w3 = 0.

Le point A appartient a ce cercle.

8.13 Deuxieme cercle d’Apollonius de diametre
[IpJ3p) = [IpJ1B]

On pourra consulter [3] 7.

2 2 2 a? b? b2 c? _
a“Tox3+ b3 +C X1 T2+ 5om U3 — 2z 21 = 0.

Le point B appartient a ce cercle.

166. p. 138
167. p. 138
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8.14 Troisieme cercle d’Apollonius de diametre
HcJic] = [IcoJac]

On pourra consulter [3] 8.

2 2 2 b2 c? c2a? _
a“Tox3+ b3 + X1 T2+ T 1 — 25 T2 = 0.

Le point C' appartient a ce cercle.

8.15 Cercle circonscrit (donc de centre X3 = O)

On pourra consulter [8] 9.

a’xo 3+ b0? w311 + 2wy w9 = 0 [3] 170

Les points de Tarry Xgg = T'a et de Steiner Xqo9 = St appartiennent au
cercle circonscrit.

8.16 Cercles de Droz-Farny : cercles centrés a 1’ortho-
centre X, = H et de rayon p

On pourra consulter [3] 17! [8] 172

a’ x93 + b2 x5 11 + 2 21 29
+( 2_%q1+41g2SQS>x1+(p2_%q2+thgzs%)x2+( 2—%(]3—1—(11528(13)1‘3:0.

Remarque : on a donc aussi % (ol + oy +ga3) — (PP 4+ L22) =0

car 6; = 0y = 03 = p® + w293 (3] 173

8.16.1 Cercle polaire : cas particulier du cercle centré a 1’ortho-
centre X, = H et de rayon p tel que p* = — 425

2 2 2 1 1 1 _
ax2x3+b 321+ C :1:1:152—§q1:1:1—§q2x2—§q3x3—0.
Ce cercle peut étre imaginaire.

Remarque : on a donc aussi 3 (¢1 2 + g2 23 + g3 23) = 0 car
61 = 0y = 03 =0 [3] 17,

168. p. 138

169. pp. 258-259 “Circumcircle”

170. p. 140

171. pp. 113-114 § 6 “Cercles centrés a l'orthocentre
172. pp. 494-495 “Droz-Farny Circles”

173. p. 113

174. p. 113
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8.17 Cercle d’Euler

On pourra consulter [2] [3] 1™ [9].

a?roxs+ 03w+ A xixs — 3 (o1 + @as + gz as) = 0.

Les 9 points H, = A,, Ga, E1, H, = By, G, E», H. = C,, G¢, E3 ap-
partiennent a ce cercle, de centre X5 = N, d’ou 'autre dénomination de ce
cercle : cercle des neuf points. Il est aussi appelé cercle de Feuerbach, cercle
de Terquem, cerle médian, etc. En fait il comporte au moins 43 points re-
marquables [9]. Par exemple le point de Feuerbach X;; = F appartient a ce
cercle [2] 176

Théoreme de Fueurbach : le cercle d’Euler du triangle ABC' est tangent
aux cercles inscrit et exinscrits au triangle ABC [2] 7.

8.18 Cercle de Lemoine ou premier cercle de Lemoine

On pourra consulter [3] 17 [8] 179,

t X34+ Xs — O+K
—S =9 -

Ce cercle a pour centre le poin 5

a® xo x5 + b2 2571 + 2 71 29
— m (0?2 (b + ) x1 + 2 a? (P + a?) xa + a? b? (a* + b*) 23] = 0.

Les points Kge, Kca, Kap ; Ko, Kac, Kpa appartiennent a ce cercle.

8.19 Cercle des cosinus ou second cercle de Lemoine
On pourra consulter [3] 180 [8] 181,

Ce cercle a pour centre le point de Lemoine Xg = K.

2p2 2 22 g2 2a2 b2
a?roxs + b xsw + Py — bd‘éc“xl— 2y — “d‘;%xg:o
6 6 6
Les points K, Ko, Kia 3 Kieoo K&y, K appartiennent a ce cercle.

175. pp. 122-127 § 11 “Cercle d’Euler ou cercle des neuf points”

176. p. 39

177. p. 24

178. pp. 127-132 § 12 “Le point de Lemoine et les cercles de Lemoine”
179. p. 1067 “Lemoine Circle”

180. pp. 127-132 § 12 “Le point de Lemoine et les cercles de Lemoine”
181. p. 340 “Cosine Circle”
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9 Annexes

9.1 Annexe A : Expressions des termes utiles d; ;, de
degré i, polynomes en a, b, c et valeurs de ces termes
(pour i <9) en s, R

9.1.1 Termes de dimension [L]!

dLl:CL—}‘b‘i‘C:QS

9.1.2 Termes de dimension [L]?

do1=a*+b*+c*=2[s>—r(r+4R)]
dyo=bc+ca+ab=s*+r(r+4R)

9.1.3 Termes de dimension [L]?

ds1=a>+b+c=2s[s*—3r(r+2R)]
dzo=(D*c+a+a?b)+ (b +ca®>+ab?)=2s[s?> +r(r—2R)]
d3 3 =abc=4srR

9.1.4 Termes de dimension [L]*

dy1=a* +b 4t =2[s* —252r (3r +4R) + 72 (r + 4R)?]

dyo = PPctEata®b)+(bA+ca®+ab’®) =2[s*—4s2rR—72 (r + 4R)?]
dys= 2 +Ea®+a*b?) =s'+252r(r —4R) +r2(r + 4R)’

d474 = CLbC(CL‘i‘b"‘C) = d171d373 = 882TR

9.1.5 Termes de dimension [L]°

d571 :a5+b5—|—c5
=2s[s*=10s%r (r+R)+5r* (r+2R) (r + 4R)]
ds o= (b'c+cta+a'b) + (bt + ca +ab?)
=2s{s"=2s*r(r+3R)—7?[r(3r + 14R) + 8 R?*]}
ds,5 = (0*? + 3 a® + a®b?)
+ B +ad+a’b?) =2s[s* +22r(r—5R) +r2(r +2R) (r +4R)]
dsa=abc(a*+ 0+ ) =dy1d33=8s[s*—r(r+4R)]rR
ds s =abc(bctca+ab)=dyods3s=4s[s>+7r(r+4R)|rR
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9.1.6 Termes de dimension [L]6

d671 :a6—|—b6—|—06

=2{s%—3s'r(5r+4R)+3s2r2[r (57 +24R) + 24R? — r3 (r + 4R)*}
deo= (VP c+cPa+a®b)+ (bc®+ca®+abd)

=2{s® —s'r (57 +8R) — 572 [r (57 + 12R) — 8R? +7* (r + 4R)"}
dez = (D*c® +cta® + a* ) + (B* Pt + 2 a’ + a® b?)

= 2{s® +s'r (r —12R) + $*r2[r (—r + 8R) + 24 R?] — 73 (r + 4R)*}
dea=abc(a®+0+ ) =ds1d33=8s*[s*—3r(r+2R)]rR
dss = PA+Aa®+a®0) = +3s'r (r —4R) + 3527 + 13 (r + 4R)?
d6,6 = abc[(b2c+02a+a2b)+(bc2—|—ca2—|—ab2)] :d372d373

=8s?[s>+r(r—2R)|rR
dg,7 = a*b*® = d3 3 = 16 s> r* R?

9.1.7 Termes de dimension [L]”

d771 :a7+b7+c7
=2s5{s®—Ts'r(3r+2R)+7s*r2[5r(r+4R) + 16 R?|
—7r3[r? (r+10R)) + 32 (r + R)) R?}

dro=c+Pa+a®b)+ (b +ca®+ ald)
=2s5{s®—s*r (97 +10R) + s*r?[r (=57 + 4R) + 32 R?
+7r*[r?(5r+46R)) + 16 (8 + 6 R)) R*}

dr 3= (" + P a®+a®b?) + (B* @ + 2 a® + a*b°)
=2s5{s® —str(r+14R) + s?r?*[5r(—r +4R) + 48 R?]
— 73372 (r +10R)) + 96 (r + R)) R?}

d774 = GbC((l4—|—b4+C4) :d3’3d471
=8s[s* —2s2r (3r+4R) + 2 (r+4R)’]rR

drs = (' +cta®+a* ) + (B3t + A a* + P b?)
=2s{s+s'r(3r—14R) + s*r*[r (3r —4R) + 16 R?]
+ 73 [r? (r + 10R) + 32 (r + R) R?}

drg=abc[(BPc+Pa+a®b)+ (b +ca®+ab®)| =ds3dy o
=8s[s* —4s2rR—r2(r+4R)’]rR

d777 = abc(6262~|—02a2+a2b2) = d373d4,3
=4s5[s* +252r (r—4R) +72(r+4R)*]rR

drs =a’b* P (a+b+c)=di1ds7=dy1d3 3 =dssds s =325 R?

9.1.8 Termes de dimension [L®

d&l :G8+b8+68
=2{s® —4s8r(Tr+4R)+10s*r?[r (7Tr +24R) + 16 R?]
— 4827 P2 (Tr + 60R) + 32 (57 + 4R)R? + ' (r + 4R)"}
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dso="c+c"a+a"b)+ (bc"+ca” +ab)
=2{s®—2s%r(7Tr+6R)+8s*r*(57r+8R)R
+282r3 2 (Tr+50R) +32(3r+R)RY —rt (r + 4R)"}

ds 3= (5 + P a?+a®b?) + (b* ® + 2 a® + a? %)
=2{s® —4sr(r+4R) —2s'r*[r(5r —24R) — 40 R?|
— 4523 [r2 (r+ 12R) + 4 (117 + 12R) R +r* (r + 4R)"}

d874 = CLbC(CL5+b5+CS) :d3’3d571
=8s*[s*—10s*r(r+R)+57r?(r+2R) (r +4R)]rR

ds 5=+ a®>+a°b*) + (B* + A a® + a®b°)
=2{s*+2s%r(r—8R)+40s*r*R?
— 25273 [r (12 —20R?) — 16 R?] — r* (r + 4R)"}

dss =abc[(b*c+cta+a*b)+ (bt +ca* +ab*)] =ds 3ds 2
=852 {s?—2sr(r+3R)—r?[r(3r+14R) +8R?|}rR

dg 7= (b*ct + ctat + a* b?)
=5 4+4s%r(r—4R)+2s'r?[r(3r —8R) + 16 R?] +4s*r° (r + 4R)
+rt(r+4R)*

dss=abc[(BPE+cPa?+a®b?)+ (PP 4+ Fa®+a*b)] =ds 3ds 3
=8s%[s*+2s%r(r—5R)+r*(r+2R)(r +4R)]rR

ds,g = a*b* ¢ (a® + b° + %) = dy 1 ds,7 = do1 d3 5 = d3 305 4
=32s%[s? —r(r +4R)]r*R?

d8,10 :&2b2C2 (bC‘i‘CCL‘i‘CLb) :d272d677 = d272d§73 :d3,3d575
=16s*[s* + 7 (r+4R)|r*R?

9.1.9 Termes de dimension [L)°

d971 :G9+b9+09
=2s5{s®—18s%r(2r +R) + 18s*r?[7r (r + 3R) + 12R?]
— 65273 [7Tr2(2r +15R) + 80 (37 + 2R) R + 97* (r + 2R) (r + 4R)"}
doo=(c+Pa+a®b)+ (b +ca®+ab®) =2s{s®—2s7(10r+7R)
+ 2842 [r(7Tr+51R) +52R? +2s*r3 [r? (14r + 7T5R) + 16 (5r — 2R) R?]
— 4 (Tr+10R) (r +4R)*}
dgz= (" +c"a®>+a"b?) + (B*c" + 2 a” + a*b")
=25{s%—2s%r(4r+9R)+2s*r?[7r (—r + TR) + 60 R?|
— 2523 [r (357 + 176 R) + 192RY R + 574 (r + 2R) (r + 4R)*}
dg}4 = abc(a6+bﬁ—|—c7) :d3’3d671
=8s{s8 —3str(5r+4R)+3s*r?[r(5r + 24R) + 24 R?]
— 3 (r+4R)’}rR
dos =0 +ca®+a0®)+ (P +cPa®+a*1%) =2s{s®* - 18s°rR
+6str?[r(—r +3R) + 12R?]
— 813272 (47 4+ 3R) + 16 (=37 +2R)R? = 37 (r + 2R) (r + 4R)*}
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dg76 = abc[(b5c+c5a+a5b)+(bc5—|—ca5—|—ab5)] :d373d672
=8s{s® —s'r(5r+8R) —s2r2[r(5r+12R) —8R?} + 3 (r +4R)’}rR

dog 7=t + P at+a®b?) + (b P + cta’ + a' bP)
=25{s%+2s%r(2r—9R)+2s*r?[r (3r—11R)+28R?]+2s*7° (2r +5R)
+74(r+2R) (r+4R)’}

dg}g = CLbC[(b4C2+C4CL2+CL4b2)+(b2C4+CQCL4+CLQb4)] = d373d673
=8s{sS+s'r(r—12R) + 5212 [r (—r +8R) + 24R? —* (r + 4R)*}rR

d979 = CL2 b202 (a3+b3 +03) = d371 d6’7 = d3’1d§73 = d373d674
=32s%[s? —3r(r+2R)|r*R?

dgyw :abc(b3c3+63a3+a3b3) :d373d675
=45{s®+3s'r(r—4R) +3sr* + 3 (r+4R)*}rR

d9711 :CLQbQC2 [(b20+02a+a2b) + (b02+0a2+ab2)] :d3’2d677
:d3’2d§’3 :d3’3d676 = 3283 [S2+T(7’—2R)] TQRQ

dy,10=0a’b’® =dj 3 = 645°1° R?

9.1.10 Termes de dimension [L]'"

dio.1 = al® + b10 + 10
dio2 = (VW c+ P a+a’b) + (b + ca® + ab’)
dio3 = (V82 +Ba?+a®b?) + (V¥ B + ?a® + a? b%)
d1074:abc(a7+b7+c7) :d373d771
dios=0B"E+c"a®+a" )+ (VP +cAa" +ab)
dio,e =abe[(Bc+ Pa+a®b)+ (b +ca®+ab®)] =ds 3d7 o
dio,7 = (8¢t + P at +a®b*) + (0P P + ' ab + a* V) = d3 5d7 3
dio,s = abc[(b°® + & a? + a® b?) + (B> & + 2 a® + a* b°)]
dlo,g = CL2 b2 02 (CL4 + b4 + 04) = d3’3 d774 = d§’3d4?1 = d4?1 d6’7
d10710 = (b5 C5+05 6L5—|—(15 b5)
d10711 :abc[(b4c3+c4a3—l—a4b3)+(b3c4+c3a4+a3b4)] :d373d775
dio12 = a?*A[(VPe+ Aa+a*b)+ (b +ca® +ab?)] = dss3dre =
d3 5 dao = da o dg 7
d10,13 = a2b2c2 (b202 +02a2 +CL2b2) = d3’3d777 = d§73d4,3 = d4,3d6’7
dipa=a*b*c (a+b+c)=dssdrs = d?,,g dy g = dy 4 dg 7

9.1.11 Termes de dimension [L]'?

diz,1 = a'? + b2 + 12

dizo = (W c+ctta+ab) + (b + calt + ab™t)

dig,3 = (b0 + M a? + a'®0?) + (B2 ' + 2 a'¥ + a? b'0)
dio,4 = abe(a® + 07+ )

dizs = (VA +Pa+a® b))+ (VPP + P a’ +ab?)
dize =abe[(BPc+a+a®b)+ (b + ca® + al®)]
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dig7 = (W8t +Ba* +a®b*) + (b B + *a® + a? %)

dlg,g:abc[(b702+c7a2+a7b2)+(b207+02a7+a2b7)] :dg,gdg’g

d1279 = CL2 b2 C2 (CL6 + b6 + CG) = d3’3 d974 = d§73d671 = d671 d6’7

dig10= (0" +c"a® +a"b) + (" + P a’ +a’b)

d12711 :abc[(bﬁc3+06a3+a6b3)+(b3c6+c3a6+a3b6)] :d373d975

d12712 = a2b202 [<b5C + C5CL + CLSb) + (b65 + CCL5 + ab5)] = d3,3d9’6 =
d§,3d6,2 :d6,2 d6,7

d12713 = (b6 CG+C6 CL6+(16 b6)

dig1a =abe (VP + P at +abt) + (b P+t a® + a' b°)] = d3 3dg 7

diz15 = A2V A A+t a® +a* b)) + (Pt +Pa* +a? b)) = dy 3dg 5 =
d§,3d6,3 :d6,3d6,7

d12’16 = CL3 b3C3 (CLS + bS +C3) = d3’3d9?9 = d§’3 d674 = d674 d6’7 = d3’1d§73

d12,17 = (12 b2 02 (b3 03 + C3 a3 + CL3 bg) = d3’3 d9710 = dg,g d6’5 = d6’5d677

dizs = a®BP A [(B*c+ Pa+a’b) + (b* + ca® + ab?)] = d33do 11 =
d§,3d6,6 :d6,6d6,7:d3,2d§,3

d12’19 :CZ4 b4 C4 = d%,&

9.1.12 Termes de dimension [L]'°

dig1 = a'® + b0 + 16

dig,a = (WP c+cPa+a'®b) + (b + ca'® + ab®)

diss = (B + a1+ aB?) + (2 + a4+ a2 b
dig,.s = abce(a'® + 0" + c'?)

diss = (033 +c3ad + a3 %) + (B ¢ + 3 al® + a? b13)
dig,e = abe[(b?c+c?a+a?b) + (bc'? + ca'? + ad'?))
d16,7 — (b12 A + cl? g4 + al? b4) + (b4 cl2 + ct g2 + at bl?)
dis.s = abe[(b e + M a® + all B) + (B M+ 2 all + a2 b))
dis.o = a2 0> 2 (' + b10 4 1)

disio = (B + M ad + al b)) + (B M+ S all 4 aPbM)
disn = abe[(B0 +¢0a® +alB) + (17 0+ 3 al® + a3 b))
dig12 = a? V> AW c+Pa+ab)+ (b + ca’ + al?

dis1s = (6105 + ¢10a8 + al0b8) + (b 10 4 8 a0 4 b b1O)
dig1a = abc (b7t + P a* + a® bt) + (b* P + ¢t a® + a* DY)
disrs = B [(03E + Ba® + ab ) + (P + P ad + a2 b))
d16,16 = CL3 b3 C3 (CL7 + b7 + C7)

dig1ir =" +a" +a’b7) 4+ (b7 +c"a’ +a" V)

dig1s = abc[(V®® + P a® +a ) + (b° B+ P a® + a° b))
dig10 = a2 [T +c"a®+a"b®) + (B3 + Aa” +adb")]
dig,0 = a* PP [(B°c+ Pa+ab)+ (b + ca® + ald)]
d16721 = (bg C8 + 08 CLS + a8 bS)

dig,2 = abc[(b7cS +c"ab +a" %) 4+ (b0c" + Pa’ +ab b))
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_ 2 2
d1623 a’b*c
a3 b3 3

(09 ¢t + 8 a4 +abbt) + (b ® + ¢t ab + at 19)]
di,24 = (052 + P a? +adb?) + (B2 + ?a® + a? bP)]
dig,25 = a* 0" ¢* (a* —I—b4—|—c)
dig,26 = a* V> (b° & + ° a® + a® b5)
dis.or = a® b3 3 (b4 ¢ + c4 @+ a0+ (Pt + S at+ aP b))
digos = a*b* (BB e+ Aa+a®b)+ (b + ca® + ab?)]
dig,20 = a* b c* (0? & + 2 a® + a* V?)
d1630_(l b5 5(&+b+0)

9.2 Annexe B : Expressions des dénominateurs d; des
coordonnées aréolaires des points X; en fonction
de a, b, c et en fonction des polynomes d; ;

Remarque : ce n’est pas parce que d; est un multiple de d; que - est un

polynome en a, b, ¢, mais il peut l’étre et dans ce cas il est noté d et ce n’est
pas parce que d; est un multiple de d3 que —3 est un polynome en a, b, c,
mais il peut I’étre et dans ce cas il est noté ¢;. Bien entendu si d; est multiple
de dj3 il est également multiple de d; puisque dz = d; d; et on n’utilisera que
&; et non d; (exepté lorsque ¢; = 1 o1 'on utilisera d;).

9.2.1 Termes de dimension [L)°

Rappel :

Ja \/a6+b6+06) (b402+c4a2+a4b;) (b2 ct+c? at4a? b*)+3a2 b2 2
dy =3

d30 - O

ds21 = 0

03 =1

0y =1

05 =1

090 =1

dg0 =1

9.2.2 Termes de dimension [L]!

dlz(G+b+C>
dgz(a+b+C):d1
d10:<a+b+C):d1

Autres valeurs
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d145—(a+b—|—c)—d1

d175—(a+b+ ) (T1+7’2+7’3):d1—(7’1+7’2—|—7"3)
d176—(a+b+6)+<T1+T2+T3)—d1—|—<7‘1+7“2+7"3)
d481—(a+b+c)—2(r1+r2+7“3)—d1—2(r1+r2~|—r3)
d482—(a+b—|—c)+2(7"1+r2+r3)—d1+2(r1+7“2+7"3)
d551—(a+b—|—c)—d1

9.2.3 Termes de dimension [L]2

dg = (a® + b* + ¢?)
dy = —(a®>+ 0>+ ) +2(bc+ca+ab)
dy=—(a*+V0*+A)+2(bc+ca+ab)=d;

ds; = (bc+ca+ab)
dyy=—(a>+b0*+*) + (be+ca+ab)
dis=—(a®>+b0*+c*)+4(bc+ca+ab)
dﬁgz(a2+b2+02>:d6
d75=(bc+ca+ab):d37

dss = (a>+ 0>+ ) +3(bc+ca+ab)

Autres valeurs

dip = (a®+ b0+ %) =ds
dig = —(a®>+ 0>+ ) +2(bc+ca+ab) =d;
digg = (a®> + 02+ %) —2(bc+ca+ab) = —d;

dsgo—(a +0?+c2)—2(bc+ca+ab) = —dy
d1001—(a +0*+c%) —2(bc+ca+ab) =—d;

5182:—(a +bQ+C):—d6

9.2.4 Termes de dimension [L]3

Rappel : D £ (b—c) (c—a) (a—b) = —(b* c+c? a+ab)+ (b +ca’+ab?)

din=(a®+ b0+ )= (PPc+Fa+a?b) — (b +ca’+ab®) +3abe
=d3 1 —d3 o+ 3ds3

d31 (CL + b3 + 03) = dg,l

=(*c+Fa+a*b)+ (b +ca® + ab?) =ds

d42_(b2c+c2a+a2b)+(bc2+ca2+ab2) dsg = d3,3

d43—(bQC+02a+CL2b)+(bC2+CCL2—|—CLb2>—3ab02d372—3d373

dss = —(a®*+ 03+ )+ (VP c+Fa+a?b)+ (b +ca*+ab?) = —ds 1 +d3 2

dsy = (> +0®+ ) — (VP c+ Fa+a’b) — (b +ca* +ab®) +6abe
=d3 1 —d3o+6ds3
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dez = —(a>+ 0 +3)+ (D c+ Pa+a?b) + (bc® + ca® + ab?) = dss
= —ds 1+ ds2

dg1 = (> + 0+ )+ (VP c+ Fa+a?b) + (bc* + ca® + ab?) +3abce
:d371 +d372+3d373

dss = (a®* + 0+ ) =3 (VP c+cPa+a’b) —3(bc® +ca® +ab®) +15abc
=d31—3d3 2+ 15d; 3

dsg = (a® + 0+ )+ Labe=ds 1+ Lds s

digo = (@® + 0>+ ) — (B*c+ *a+a*b) — (b* +ca®> +ab?) +3abe
=dy =d3 1 —d32+3ds3

dy=—(a®+ 0+ )+ WPc+a+a?b)+ (be® +ca®+ab?) —2abe
:—d31+d3,2—2d3,3:(2611)(25/)(20,)

d4 —(@+ b+ + WP c+Fa+a?b)+ (b2 +ca®>+ ab?) —2abe
=dy = —ds 1 +ds» — 2ds 3

d = —(@®+ V¥ +)+ (Pc+cPa+a*b)+ (b +ca*2ab?) —2abe
=d3=—d3,1+d3,2—2d3,3

dig=—(a®+ 0+ )+ (BPc+Pa+a®b) + (VP2 +ca® +ab?) —abe
—ds 1+ d3 2 —ds 3

dyy = —(a®> + 03+ )+ (VP e+ Pa+a?b)+ (b +ca® +ab?) —2abe
= d;)/: —ds 1 +ds o —2d3 3

doyy = —(a®>+ 0+ 3)+ (BPc+cPa+a*b) + (b* + ca? +ab®) +abce
= —ds1+d3o+ds;

dos = —(a®> + 03+ )+ (P e+ Fa+a?b)+ (b +ca’? +ab?) —abe
=dyy = —ds 1 +ds»—ds 3

dog = (a® + 0> + ) — (P e+ Pa+a?b) — (b +ca®> +ab?) +3abe
=d1}=d3,1—d372+3d3,3

dy=—(a®+0>+)+ (VPe+Pa+a®b)+ (b +ca*+ab®) —2abe
Id/:—d31+d32—2d3,3

dig = (a®> + b+ ) — (P c+cta+a®b) — (b2 +ca? +ab?) +4abe
=d31—d32+4d33

d56 (@ +0+3)— (PPc+cPa+a’b) — (b +ca®>+ab?) +4abe
:d46—d31—d32+4d33

d58—(a +0+3)+abe=ds ;1 +ds 3

d65—abC—d33

d72—(1b0—d65—d373

d78—(a +0+E) - (VPec+cta+a?b)— (b2 +ca’+ab?) +4abe
_d46_d31 dso+4ds s

d79_ —(@+0+ )+ (PPe+Fa+a?b)+ (b +ca® +ab?) +abe
:d21— —ds1+ds 2+ ds s

deg = —(a®> + 0>+ )+ (VP e+ Pa+a?b) + (b +ca® +ab?) —3abe
= —dy; = —d3 1 +d3 o —3ds 3
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0sa=—(a®+ 0+ )+ (BPc+cPa+a*b)+ (b* +ca®> + ab?) —2abe
=dy=—d31+dso—2d33

Autres valeurs

digs = —(a> + 0P+ )+ (VP e+ cata®b)+ (b +ca? +ab?)—2abce = dy
= —d3 1 +d3 o — 2,613,3

d354 =abc= d65 = d3’3

dsgo = (a® + b3+ ) — (BPc+cta+a?b) — (b2 +ca®> +ab?) —6abce
=ds1 —dg o — 6dy 3= di dyy

digor = (a® +0* +3) — (VP c+ a+a?b) — (bc® + ca® +ab?) —6abe
=dggo = d3,1 —dz o —6d3 3 =d; d,1001

diyo = (@ +0+3) = (P ct+cata®b)— (b +ca’ +ab?)+2abc = —d,
:d3,’1_d3,2+2d3,3 ’
digy = —(a®+03+ )+ (B2 c+cFa+a’b)+ (b2 +ca’+ab?) +abc=dy
= —d3 1 +ds3o+2ds3
dgrs = (@ + 0 +3) — (P e+ ata?b)— (b +ca? +ab?)+2abc = —d,
=d3,/1—d3,2+2d3,3 /
dygy = —(@®+0*+ )+ (P c+c*a+a’b)+ (b +ca*+ab?)—2abe = dj
:—@3,1+d3,2—2d3,3 ,
dogy = — (A3 + 02+ )+ (VP c+cPa+a?b)+ (b +ca’+ab®)—2abe=dy
:_(?3,1+d3,2—2d3,3 ,
deyg = — (P +0P+ )+ (B2 c+cFa+a?b)+ (b +ca’+ab?)—2abe = dg
:—6/13,1—1-653,2—2613,3 /
doyr = —(a®+ 0+ )+ (VP c+Pa+a?b)+ (b +ca*+ab®)—2abe=dy
I—C/i3,1+d3,2—2d3,3 ,
dsys = —(a®+02+ )+ (P c+c?a+a’b)+ (b +ca*+ab?)—2abc = d,
2—43,1+d3,2—2d3,3 /
dsyg = — (P + 0P +3)+ (B2 c+cta+a?b)+ (b +ca’+ab?)—2abe = dg
:—6,13,14'613,2—2613,3 /
dosyg = — (AP 4+ 4+ )+ (P e+ Ea+a2b)+ (b +ca’+ab®)—2abe = d;
- _d3,1 +d3,2 —2d3,3

d10a = —(@®+0P+3)+(* e+ a+a?b)+(bP+ca’+ab®)—3abe = —dyy
= —ds1+ds2—3ds 3
9.2.5 Termes de dimension [L]*

Certains de ces termes sont multiples de d;.

d3=—(a* +0* + ) +2(0* A +2a®+a?b?) =S = d, dy
dy=—(a* +0* + ) +2* A +ca’+a’b?) =ds = dy d,
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ds = —(a* + b + )+ 20?2 + 2 a® + a? b?) = d3 = d, dy

dig=—(a* +b' + ) +2(1PE +2a’+a? V) +abe(a+b+c) =d dp,

dy = —(a* +0* + ) +2(1P A2 + 2 a? + a®V?) = ds = dy dy,

dyy = —(a* +b* + )+ 20 +ca®> +a? V) +3abe(a+b+c) =ddy

d32:(a4+b4+c4)

dys = —(a* +b0* + ) +2(0* A+ ?a* +a?b?*) +abe(a+b+c) =diy
= d, d;

dsg = (a* + 0+ ) —2(P P + 2 a’+a? V) +abe(a+b+c) = di dy

dzg = (V> + 2 a® + a® b?) = dg = dgy

dg = —(a* +0* + ) +2(1P A + a4+ d®V?) = ds = dy d)

dp=—(@"+b*+cH)+VPc+Pa+a®b)+ (b + ca® + ab?)

dig = (a* +b* + ) —2(B2 2 + 2 a® + a®b?) + 2abc(a+b+c) = dy djg

dss = (a*+ b+ =2 (1 A+ a?+a’b?)+2abce(a+bdc) = dyg = dy dyg

d58 (a*+v*+ )+ WP c+Eat+adb)+ (b +cad+ab®)+abe(a+b+c)
=dy dsg

des = abe(a+b+c) = dy dg

dry =abe(a+b+c) =des = dy dny

d76 = <b2 02 + C2 CL2 + (l2 b2) = d39

dig = (a* + 0+ ct) =22+ Pa? +a®b?) +2abe(a+ b+ c) = dyg
:dld;s

drg=—(a* +b* + ) +2(* 2+ c*a®+a®b?) +3abc(a+b+c) =dy
:dld,m

dgo = —(a* +b* + ) +2 (A +c?a? +a?b?) —abce(a+b+c) = —dsg
:dldéo

dsz = (a* +b* + ')+ 3 (0?2 + 2 a? + ab?)

dss = —(BPc+Pa+a*b)— (b +ca®+ab’) +2(0* A + P a® + a® b?)
+abc(a+b+c)

dog = (a* + b + ) — (B2 ? + 2 a® + a® b?)

dioy = (a*+0*+ct) = (VP e+ at+a®b)— (bA+ca’+abd)+abe(a+b+c)

dgs = —(a* +b* + ) + (VP 2 + ?a® + a® b*) = —dyg
Termes faisant intervenir A

di3 = 3ds +4+/3dg A

dis = 3ds —4+/3dg A

dis = V/3ds +4dg A =L dyy
dig = —V3ds +4ds A = —\/ngm
dir = 5ds +4+/3dg A
d18:5d3—4\/§d6A

de1 = ds +4/3ds A

degy = d3 — 4/3dg A
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Autres valeurs

dis = (a* + b* + ) — (B2 + ?a® + a® b?) = dyg

digo = (a* + b1+ ) — 20?2+ 2 a?+ a?b?) = —dz = dy dyy

diss = —(a* + b+ ) +4 (VP + P a® + a?b?)

digr = (a* + b* + ) — (0P A + P a® + a? V?) = dgg

digg = —(a* + 01+ ') + 202 + 2 a® + a’*b?) + 3abe(a+b+c) = dy
=d d/191

dozg = (a* + b* + ) — (1?2 + 2 a? + a® V?) = dyg

dye = (a* + b1+ ) =202+ a4+ a?b?) = —dy = dy dyyg

dsgi = —(a* + b + ¢! (P2 +ca?+ a®V?) = ds = dy dyg,

) +2 ) =
dsgy = —(a* +b* +c) + 202+ P a® +a*b?) = ds = d dagy
d546:—(a4—|—b4+c)+2(b202+02a2+a V) = ds = alld’546
dsar = —(a? + 0+ M)+ 2P + P a® + a?V?) = dg—d1d547
d548 = —(CL4 + b4 + C4) + 2 (bz C2 + 02 a2 +a b2> d3 = d1 d548
dsgg = —(a* + '+ ) + 2B+ P a® +a*b?) = ds = dy dyyg
dsso = —(a* + b +c) +2 (b2 4+ P a® +a®b?) = ds = dy dyg

d1113 - JdS
d1114 = JdS = d1113

/

dygy = B +cEa?+ad’ ) +abe(a+b+c)
dyog = (a* +0* + ) =2 (D2 + P a® + a® V?) = —d;

Autres valeurs faisant intervenir A
dags = —(a*+0+c)+2 (0° P 4c? > 4a” V) +2 (> 40 +c%) A = dz+2dg A
digs = —(a*+0*+cM)+2 (0? A+ a?+a? b)) =2 (a> +0*+*) A = d3—2dg A

9.2.6 Termes de dimension [L]°

dig = (a® + 0+ ) — (b'c+cta+a'b) — (bt + cat + ab?)
+2abc(bc+ca+ab)
dig=—(a"+0+)+ P+ Ea®>+a?)+ (0 A+ P a® +a?D?)
dpp=—b'c+cta+a*b) — (be* + ca* + abd?)
+(WPE+cca?+aP)+ (VP +cPa®+a?b) +2abe(be+ca+ab)

dir = —(a® + 0>+ ) — (brc+cta+a*b) — (bt + ca* + ab?)
+2(F A+ a4+ a®b?)+2abe(a® +0* +A)+ 2 (02 + P a® + a®b?)
—2abc(bc+ca+ab)

dgo = (@® +0° + )+ (B2 + A a? + a®b?) + (V¥ A + ?a® + a® b3)
+abce(bec+ca+ab)

dgy = —(B3+ca? +a®b?) +2abe(a®> + 0>+ ) — (VP A+ 2 a® +a?b3)
+abc(bc+ca+abd)
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Autres valeurs

doss = (D3 + 2 a? + a®b?) + abe(a® + V* + ¢2)
+ WP+ Fa*+a*b?) +abe(be+ca+ab)

dogs = —(a® + 0+ )+ (B3 A + P a? + a®b?) + abe(a® + b* + &?)
+ 0?4+ a4+ a*b)+2abe(bec+ca+ab)

dogr = —(0* P+ a*>+a®V?) +abe(a® +0* + ) — (B2 3+ ?a’® + a? b3)
+abc(be+ca+ab) = di dyy,

dygg = (a® + 0> + ) + (b*c+ cta+a*b) + (bt + ca* + ab?)
2B+ AEa?+aPb?) -2 A+ P a® +ad?b?)
—2abc(be+ca+ab) = dy dyy,

d560 = CL5 +b5+05

desr = —(b—c)(c—a)(a—0b)[(a*+b*+*)—2(bc+ca+ab)]=d;D

9.2.7 Termes de dimensions [L]°

Remarque :

D?= (' +cta® +a*b?) —2abc(a® + b + ) + (B2t + 2 at + a® b?)
—2W3 A+ Aa®+a* ) +2abe(BPc+Fa+a?b)+2abe (b +ca®+ab?)
—6a2b202 = d6,3_2d6,4_2d6,5+2d6,6 —6d677

dog = —(a® + 85 + ) + (0* A + cta® + a* V?) + (0? * + P a* + a® V)
doz = —(aS+05+8)+ (b* 2+t a® +a* b))+ (b? *+c? a* +a? b*) — 3 a? b? 2
dos = (a5 + 004+ 8) — (b* 2+t a® +a? b?) — (VP ct+c? at +a? b*) + 6 a® b 2
dor = (aS4+094+c8)—(b° c+c a+a® b)— (b P +ca’+ab®)—(b* 2 +ct a®+a* b?)
—abe(a®*+ ¥ +)— Dt +cta+a? )+ 200+ Aad + a®b?)
+2abc(BPc+cFa+a’b)+2abc(b®+ca? +ab?) +6a*b? 2

dsz = — (a8 + b5 + &) + (b + cta® + a* b?) — 2abe(a® + b + 3)
+ B2t +cat +a?bt) +2abe(BPe+ca+a?b) +2abe(bc® +ca? + ab?)
—6ab*

dsy = a? b? ¢ = (dgs)

dogo = —(b°c+Pa+a’b)— (b +ca®+ab’) +abe(a® +0° + &)
+2(3 A+ a4+ adb?)

dyes = —(a® + 0%+ ) + (b2 2 + cta? + a* b?) + (B * + 2 a* + a? V)
- 3a2b2 02 = d23

dyg = (a® + 0 + ) — (b 2 + cta? + a*V?) —abe(a® + b° + ¢P)
— Bttt aP+ad b)) +abe(BP e+ Fa+a’b)+abe (b +ca® +ab?)
+4a®b?

dyg = —(a® + 05 + %) — (B c+ P a+a’b) — (be® +ca® + ab’)
+ M+ cta®+att?)+abe(a®+ 0P+ E)+ (0Pt + ta® +a?b?)
+2B3E +Aa®+a®b?) —2a* b P

2
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doy = (a® + 0+ %) — (B* 2 + c* a® + a* b?) — 2abc(a® +b° + c3)
— PPt +Fat +a? b))+ 2abe (VP e+ Fa+a*b)+2abe (b + ca® + ab?)
—2a*b*?

dyy = (a® + 05+ ) — (VW e+Pa+a’b) — (be® +ca’® + ab’)
— '+ ctat+at ) +2abe(a®+ 00+ E) — (0Pt + Fat + ab?)
+2E+Aad+a*V?) —abe (VP e+ Fa+a*b) —abe (b + ca® +alb?)
+2a%b?

dgy = —(a® + 05 + %) + (b* @ + c* a® + a* V) + (B> c* + P a + a® bY)
+2abc(b?c+cta+a?b)+2abe(bc® +ca® + ab®) + a? b* 2

drs ==’ c+Ca+a’b) — (be® +ca® + ab®) +2abce(a® + b + )
+2(BFE+PaP+a®b?) —abe(BPc+ Fa+a?b) —abe(bc® 4+ ca® + ab?)
+2a%b? 2

dog = (a® + 05+ ) =2V c+Pa+a’b) —2(bc® +ca® +ab’)
— (P +cta?+atb?) +2abe(a + 02+ 3) — (Bt + A at +a?bY)
+4 (B E+ A a4+ aPb?) — 2a b 2

Ooq = —(a®+00+8)+ (b P+t a?+a 1)+ (B2 P+ at +a? b)) —4a? b2 3

o6 = —(a®+ 00+ + (b* >+t a®+a* b?) + (Wt + 2 at +a? bt) —2a? V? 2
= 4149292

Og9 = —(a®+ 05+ %)+ (b A+ cta® +a' b?) + (bt + 2 at + a® bt) — a® b? 2

(552 = —a2 b2 2 = —d51

0510 = —(a®+ 05+ %)+ (0* 2+t a® +a* V?) + (B* A+ 2 at 4+ a® bY) + a® b 2

da = —(a®+ 00+ + (b* >+t a?+at b?) + (VP ct+ P at+a? bt) —2a? b A
=02 = ¢1 42 @2

ds = —(a®+00+c0)+ (b A+ cta®+at b?) + (VP ct+ 2 at +a? bt) —2a? bV 2
=02 = (142 @2

07 = —(a®+ 00+ 4+ (b* >+t a?+a* b?) + (W c*+ 2 at+a? bt) -3 a? b A
= das

Autres valeurs

dito = —(a® + 0%+ ) + (b* 2 + cta® + a* b?) + (B * + ?a* + a® V)
- 3a2b2 02 = d23

dig = (a®+ b5+ %) =3 (b 2+ cta®+a*b?) =3 (bt + 2 a* + a?b?)
+15a% 0?2

dig1 = abce(a® + b+ ) +3a* b 2

digo = (aS+09+c%) — (b* 2+t a® +a* b?) — (B * 42 at +a? bY) — 6 a? b? 2
= d3 0182

S1g6 = — (a8 + b8 + &) + (b* 2 + cta® + a* b?) + (1Pt + 2 at + a® b)
- 3@2[)2 02 = d23
O37g = —(aS + 08 + ) + (b* > + cta® + a b?) + (1 c* + 2 at + a? b*) = dyy
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9.2.8 Termes de dimension [L]”
Les d; sont multiples de d; : d; = d; d;.

dos = (a"+b"+c")+(b° c+c® a+a b)+(b P+cab+ab®)—(b° *+c° a®+a® b?)
—abe(at+ b0+t — PP+ Ad®+a* V) — (VA + tad +atb?)
—abc(B3c+ca+a®b)—abe(b +ca®+ab®) — (B3t + Aat + ad b
+2abc(B*+c?a? +a?b?) +6a2b* (a+ b+ c) = dy dyg

dog=—(a"+b"+c") =2 c+Fa+ab) —2(bc® + ca® + ab®)
—abe(a* +0* + ') +30 P +ctad +a'b?)
+2abc(BPc+cata*b)+2abc(bP+ca®+ab®)+3 (0Pt + A a* 4 a®b?)
+2abc(P?+cta® +a’b?) —2a’ > (a+ b+ c) = dy dy

dss = (a"+b"+c")+(b° c+c® a+a® b)+(b C4cab+a b®)—(b° *+c° a®+a’ b?)
—2abc(a*+b*+ ) — (VP +ad® +a? ) — (VA + ta® + a* b?)
—abce(BPc+ca+a®b) —abe (b +ca®+ab®) — (B3t + A a* + a®b?)
+dabe(PAE+ca®+a?b?)+2a*b*c? (a+b+c) =didy,

dyg = (a"+ 0"+ ") =2+ P a?+a®b?) — 2 (B2 + ?a® + a® DP)

+ (0 +cta® +at b)) + (Pt Pat +aP b)) =dy dy,

deo = —(a"+b" + ") — (c+Pa+ab)— (b + ca’®+ ab)

+ VA +Pa*+ab?) + (VPP +c?a® +a? b)) + (VA + ta® + at b3)
+3abc(BPc+cEa+a®b)+3abe(bc®+ca®+ab®) + (3t + A at + a®b?)
+dabe(P* A+ ca®+a?b?) +5a20* A (a+b+c) = dydy,

dis = —(Bc+cSa+ad)— (bc®+ca®+ab®) — (b° + & a® + a® b?)

— (VPP + P +a?V)+2(0 P+t ad + atb?)

+abe (VP et atadb)+abe(bP+cad+ab®)+2 (b2 P al+a® bt) = dy doy
dga = (a"+0"+c") — (B c+Pa+ab) — (b + cab + abd)

3P+ a?+a’b?) +2abe(a* + b1+ ') =32 + 2 a’® + a* )

+3M A +ctad+a' ) +abe(B3c+Aa+adb)+abe(bc® +ca® + abd)

+3 (VP B at+aPbt)—4dabe (b A+ a?+a? b?)+2a® b 2 (a+b+c) = d3 dsq
doo = (a" + 0"+ ") — (B c+ P a+ab) — (b + ca® + add)

—3(W° A+ Pa*+a’b?) —2abe(a* +b* +cf) = 3 (B2 + P a’® + a?b°)

+3E+ctad+atb®)+abe(Pe+Pa+ab)+abe(bc +ca® +ab?)

+3 (0% et at+aP b))+ abe (VP 4P a?+a? 1) —2a? b ¢ (a+b+c) = dy dy,

Autre valeur

dios = (a"+b"+ ") — (0c+cPa+a®b) — (bc® + cab + ab)
—3(W° A+ a?+ab?) +3abe(at + b+ ) =3 (0 + P a’® + a? )
+3(M* A +ctad+a' ) +abe(BPc+Aa+adb)+abe(bc® +ca® + abd)
+3M3ct+cAat+adbt) —6abe (VP +Pa’+a?b?)+2a* 0 A (a+b+c)
= d3 0104
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9.2.9 Termes de dimension [L]8

dso = (a® +0® + ) —2(b° ® + P a® + a® b?) —
+2 (bt + ctat 4+ at bY) + a? b 2 (a® + b + ?)

dsz = (a8 + 05+ 3) =205 2 + B a? + ab0V?) —
+ 2t + tat + at b) + 202 b2 (a® + VP + P)

dsg=(a®+ 05+ c3) =20 c+c"a+a"b)—2(bc" +ca” +ab")
+6abc(@®+0+)+2(B° A+ a®+a®b?) —4abe(bre+cta+ath)
—dabe(bct+cat +ab?) +2(B3 P + A a® +a®b) — 2 (bt + ctat + at b?)
+5a?b* 2 (a®> + >+ 2) —2a*? P (be+ca+ab).

des = —(a® + b8 + ) +2 (b c* + ctat + a* b*) = dg dog

der = —(a®+ 08+ &) +2 (b c* + tat +a*b*) — a?V? 3 (a® + 1? + 2)
= dg ds

dos = (a® +0® + ) — 5 (b5 + P a® + a®b?) — 5 (b* ® + * ab + a? 1Y)
+8 (bt + ctat + a' bt) + 5a* b* ¢ (a® + b + ?)

dog = (a® +0° + ) = 3(0° A + P a® + a®v?) — 3 (b* B + * ab + a? b°)
4 (bt 4 ctat Fat b)) Fa? b (a? + b2 4 P) = dy dyg

2 (6> + c*a® + a? o)

2(0* P+ ?a® + a*1b)

9.2.10 Terme de dimension [L]g

dyy = (B c+cEa+a®b) + (bc® +ca® +ab®)
— (" +c"a?+a"b?) —abe(a® + 05+ 5) — (VP "+ 2a” +a?b")
=3+ fa®+a®h?) -3+ a® +a? o)
+30° A+l at +aPb)+abe (b P+ ctat+atb?)+abe (bt 4+ at+a?b?)
+3 (' P+t a®+ab®) —2abe (B3 + A ad + aPb?)
+a?b? P (Ve+Pa+a’b)+a? A (b2 + ca® +ab?) —2a3b3 3.

9.2.11 Termes de dimension [L]|*
Ces termes sont multiples de d; et certains sont multiples de ds.

dog = (@' + b0 4 10 =3 (V¥ 2 + B a? +a®b?) — 3 (B2 B + 2 a® + a®b®)
+ 25+ B at 4+ a®bt) + 6a% b (at + bt + )
+2M* S +ctab +atb’) —6a 0?2 (VP A+ ca®+ a?b?) =ds

dog = (@’ + b0 4+ 1) =3 (V¥ 2 + B a* +a®b?) — 3 (B* B + 2 a® + a? b®)
+ 205t + Cat 4+ abbt) +4a? b2 (at + b + )
+20* S +cta® +atb®) —2a2 0?2 (VP A+ 2 a® + a?b?) = ds 5y

dig = (a0 + b0 4 10) — 332 + B a2+ a®1?) — 3 (B2 5 + 2dd + a2 bP)
+2 (B 4P at+a® b*)+3a? b7 2 (at+ b +ch) +2 (b P+t ab+at bO) = d3 dag

dsy = a* 0?2 (a* + b1+ c*) —2a2 0 2 (b 2 + 2 a® + a® b?) = d3 059
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dsy = (@' + b0 4+ 1) =3 (¥ + B a? +a®bv?) — 3 (B2 B+ 2 a® + a®b®)
+2(00ct + Pat 4+ a®bt) + a? b A (a* + b + ¢*)
+20* S +ctab +atb®) +4a?? (B2 + a4 a?b?) = d3 sy

des = (a0 + b0 + 1) =3 (¥ 2+ B a® +a®b?) —3 (> P + 2 a® + a® %)
+2%ct + B at +ab ) +4a%0? A (at + bt + )
+2(0* S + a4+ at %) —2a% 0?2 (02 A + ?a? + a® V) = d3 by

des = (@' + b0 4 10 =3 (V¥ 2 + B a® +a®b?) — 3 (B* B + 2 a® + a® b®)
+20ct+ Sat +abb) +4a%0? A (at + bt + )
+2M* S +ctab +atb®) —2a 0?2 (VP A+ 2 a® + a?b?) = ds des

dry = (@ + 00 4+ 1) =3 (¥ 2+ Fa? +a®b?) — 3 (B2 + 2 a® + a?b®)
+2(0ct + B at+a®bt) +5a% b (a* + bt + ) + 2 (b B + ¢t ab + a? bO)
—4a*V? A (* P+ A a? + a’b?) = ds 6y

dgn =" c+Pa+a’b)+ (b® +ca® +ab’) +abe(a” +b" + )
— 40" A+c"a*+a" b)) —2abe (B c+Pa+ab)—2abe(bP +ca’+ald)
— 4B+ AEa"+aPb") —2abe (b + P a® + a® b?)
—2abe(B? AP+ aP+a?b°)+6 (VP P+ a®+a® b)) +2abe (b A +ct ad+at b3)
+2a** (BPe+cAa+adb) +2a?b* A (bc + ca® + ab?)
+2abc(Bct + Aat +a®b) = didy,

Autres valeurs

digs = (@' + 010 + 1) — 3 (B8 c? + B a® + a®b?) — 3 (B2 B + ? a® + a® b°)
+2(5ct + B at +abt) +5a%b?c? (at + b+t + 2 (b1 P + ¢t ab + a’ B9)
—4a262 02 (b202+c2a2+a262) :d74 :d35186

dyrs = (@' + 010 + 1) =3 (B8 c? + P a® + a®b?) — 3 (B2 B + ?a® + a® 1®)
+ 205t + Cat 4+ abbt) +2a? b2 (at + b + )
+2(* +cta® 4+ a' 1) +2a% 02 * (B2 P + 2 a® + a® b?) = d3 da31s

9.2.12 Termes de dimension [L]|*?

dos = (0102 + 1 a2 4 @20 B2) + (B2 €10 + 2 a10 4 a2 p10)
—4 (Bt 4+ Fat+a®bY) —a? b A (a® + 00+ F) — 4 (b B+ *a® + atb)
+6 (05 + P a’ +a %) + 3at bt

dor = — (a2 + b2 +c12)+4 (012 2+ a® +a b?) +4 (0? O+ a'®+a? b1°)
— 7Bt +Aat +a®bh) —11a? 6> 2 (a8 + b° + B) — T (b B + ¢t a® + a? %)
+8 (B8P + B al + abbs) + 7a? b (b 2 + cta® + at b?)
+7a*0? (VP + Aat + a?bh).

570 — (a12+b12+612) _2(610 02+Cloa2+a10 b?)
—2(b2610+c2a10+a2b10)—(b804+08a4+a8b4)+26L2b202(a6+b6+06)
— (VS +ctad+atb®) +4 (b5 5+ ab +a®b8) — 2at bt P
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Sog = (D02 4 02 4 al282) 4 (0210 4 2 a4 a2 p10)
—4 (Bt 4+ FBat +a®bh) —3a? b2 (a® + 05 + ) — 4 (b B + ¢t a® + at b8)
+6(1°cS + B a®+aSbb) +2a%0? 2 (b* 2 + ¢t a® + at b?)
+2a2b? (B2t + at + a?bt) + at bt

dgs = —(a'? + b2 + ') + 5 (b + ' a* + o' b?)
+5(0? %+ c2a®+a? b0 —11 (Bt + B at +a®bt) —11a%0? 2 (a8 + b° + )
—11 (b* B+t a®+at b8)+14 (b5 P+ ab+a® bO)+6 a® b2 2 (b* P+t a®+a b?)
+6a?b* (VP + Pat +a?bt) —2at bt

Remarques :

dg3 — dog = 2 (dog — ds1) ds1 = 2649 d51
d70 — 2096 + 3dgr = (9dae + 2d51) dsy
70 — 3093 + g5 = —T d;.

9.2.13 Termes de dimension [L]'¢
Ces trois termes sont multiples de ds.

dro = d3 079
— (@' 4 B 4 1O) A (DM R 4 M 4 aMB?) 4 4 (B2 M 2 a4 a2 b1
A2 A2 gt a2 B —8a2 b2 2 (a1 0104 ¢10) — 4 (b 2 4t 012 4t b12)
A (B0 5410 8 1 @10 B8) — 4 (5 104 ¢ a1 4 8 H1O) 410 (B8 B + B aB + B bP)
+4a*0* A5t + P at +ab?) +8a bt ! (at + 0t + )
+4a?* AV + tab +atb®) —8atb !t (02 + 2 a® + a??).
d93 — d3 593 — _(b14 C2 + Cl4 CL2 + a14 b2) _ (b2 Cl4 + c2 a14 + a2 b14)
+6 (b2t 42 at+a? b)) 46 (b 2 +ct a2 +a b1%) + 7 a? b2 ¢ (al¥+ b0 +c10)
—15(b19cS + 0 a® + at®b5) — 15 (b5 10 + 5 al¥ + af b10)
—15a2 02 (BB + B a?+a®b?) —15a2 6> 2 (1 S + 2 a® + a? VP)
+20 (¥ P+ Ba®+a®b®) +9a*? * (V0 c* + P at + af b?)
+9a?b* A (0 + cta® +a* V%) +9a' bt ! (at + 0t + ).
dgs = d3 dog
— (@ 4016 £ ¢6) — T (B2 4 Ma? 4 M ?) — T M+ a4 a? M)
F22(012 ¢ 4 2t 4 al2bh) + 200202 2 (a® + 10 + 10)
+22 (b e + cta'? + at b'?) — 41 (010 S + 10 a8 + a0 19)
— 45202 A (BB P+ B a? +a®b?) —45a2 b2 2 (VP S + ? a® + a? VP)
— 41 (%' + B a'? +a®b1%) + 50 (b8 B + B a® + a®b®)
+23a?b* 2 (05t + Pat + abb?) + 26 a* b ¢t (a* + 0F + ¢*)
+23a?0? A (b* P + cta® + a* 1) — 6at bt ¢t (B2 ? + 2 a? + a? b?).

Remarque . d70 -3 dgg + d96 = dg (570 -3 693 + 596) = -7 dg d%l
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9.3 Annexe C : Expressions des dénominateurs d; des
coordonnées aréolaires des points X; en fonction
de s, r, R
Les valeurs entre parentheses sont celles du triangle équilatéral pour lequel
c=b=a.

Ona:s (2a),r (%ga),R(%ga).
3

A =sr (¥%2a?)

4

—2s2427r (r+4R)+9R?

] = YRAH (0)

D=2r \/—{54 +2382[r(r—10R) — 2R2] + 7 (r + 4R)’]} (0)
S=16s%r? (3a*)

di =2s (3a)

dy =3 (3)

ds = 16572 (3a*) et dy = 8572 (a®) et 03 =1 (1)
dy=165>1r2 =ds (3a*) et d, =8s1r*> =dy (a®) et 6, = 1 (1)
ds = 165212 = dsy (3a*) et dy = 857> =dy (a®) et 05 =1 (1)
de =2[s* —r(r+4R)] (3a?)

d7 =4r(r+4R) (3d?)

ds =2s (3a)
dy=4r(r+4R) =d; (3a?)
d10 =2s (3@)

din =—4sr(2r—R) (0)
dip =881 (2r +R) (6a*) et djy =457 (27 +R) (24%)
dis =8v3s{s>+[2vV3s— (r +4R)]r}r (18a%)
diy = —8v3s{s>—[2v3s+ (r +4R)]r}r (0)
dis =85{s>+[2V3s— (r +4R)|r}r = \/nglg, (6+/3a%)
dig =85{s> — 235+ (r +4R)|r}r = =% dy4 (0)
di7 =8s{V3s>+[10s — V3 (r +4R)]7}r (24a%)
dig = —85{v/35* —[10s+/3(r +4R)]r}r (6a)
dig=—16s[s* — (r +2R) (r +4R)]r* (3a°)
dyy = 165212 = d3 (3a*) et dyy = 8572 = dy (a®) et o9 = 1 (1)
dy =857 (2r +3R) (12a*) et dy; =457 (27 +3R) (44
doy = 32s%[s* —r (r + 4R) — 3R?|r? (3a)
doz3 = 16 s* {2 [s* —r (r + 4R)] — 9R?*} r2 (0)
doy = 5125 [s2 —r (r + 4R) — 5R?|r* (=34a'?) et
0oq = 3282 [s> —r (r +4R) — 5R?|r? (—a®)
dos = —32s?[s> —r (r +4R) — 6R?|r? (3a°)
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dag = 51254 [s2 — (r + 2R)?]1* (3a'0) et

bos = 325%[s2 — (r + 2R)*] 2 = q1 g2 g5 (a®)
dyr = —16 2 [s2 — 3 (r + 2R)*] r? (12a°)
dog = —64 8% [s> —r (r +5R) — 6R?]r? (124a7) et

dyg = =322 [s> — 7 (r + 5R) — 6 R*|r? (449)
dog = 325%[3s> —r (r+8R) — 12R?r? (124") et

dyg = 1652 [352 — 7 (r + 8R) — 12R?] 7% (4a°)
dgon(O)
d31 = 2s[s> = 3r(r+2R)] (3a?)
dso :2[34—232r(3r+4R)+r2 (r+4R)% (3a%)
dsz =328*[s* —r(r+2R) — 4R r? (3a6)
d3y = —6483[s> —r(r+6R) — 4R2] (3a") et

dyy = =322 [s> — 7 (r +6R) — 4R r? (a°)
dss = 8827 (27 +R) = dyp (6a?) et dys =457 (27 +R) = dy5 (24?)
dsg = —85%1 (2r —R) (0) et dyg = —4s7 (27 —R) = dy; (0)
dsr = s +r(r+4R) (3a?)
dss =2s[s>+7r(r—2R)] (6a3)
dsg = s* + 2% (r —4R) 4+ 2 (r +4R)” (3a%)
dy = 165272 = d3 (3a*) et dyy = 8572 = dy (a®) et by = 1 (1)
dy =4[s2(3r+2R) — 7 (r+4R)*]r (3a)
d42:2s[s2+r(r—2R)]—d38 (6a3)
diz=2s[s*+r(r—8R)] (3a®)
d44: [S —3T(T+4R)] ( )
dys = 2[s? —|—37“(7’—|—4R)]( )
dg = —16 521 (r —R) (3a*) et dyg = —8s7 (r —R) (a?)
d47:—32s3[32—3r(r+2R)—2R2] r? (—=3a") et

dyy = =162 [s2 =37 (r +2R) — 2R r? (—a®)
dig =85[3s>— (r+2R) (r+4R)|r* (3a°)
dyg = 256 51 {2[s? — r (r +4R)] — TR?} r* (6 a'®)et

040 = 1652 {2[s* —r (r +4R)] — TR?} r* (2a°)
dsg = —32 52

{s*—s22r(3r +4R) + 3R} +r[r*(r+8R) + (197 + 12R) R?]} r2 (0)
ds; = 16 s> r*R? (ab)
d52 = —256 84 7"4 R2 (—3 CL10> et 552 = —16 82 7”2 R2 = —d51 (—CL6>
ds3 = —325% {s' =252 [r (3r+4R)+2R?|+7 (r + 2R)* (r+4R)} r* (3a®)
dsy = 256 s* {2[s* — r (r + 4R)] — 5R?} r* (124'0) et

054 = 1652 {2[s> —r (r + 4R)] — 5R*} r? (4a°)
dss =8sr(r+R) (3a®)
dss = —16 521 (r — R) = dyg (3a*) et dyg = —8s7(r — R) = dj (a?)
ds; = —8sr(r—2R) (3a%)
dss = 45%[s> —r (37 +4R)] (12a*) et dyg =25[s*> —r (37 +4R)] (44
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dsg = 64 5% [s> — (r+R) (r+4R)] (27 — R) 73 (3a®)
deo =325 {s>(2r +R) —r[r(2r +7TR) + TR?]} r (484d") et
dgo = 1652 {s> (27 +R) —r[r (2r + TR) + TR?|} r (16 a®)
dey = 85{V35>+ 25 —V3(r+4R)|r}r (12a?)
dey =85 {—V3s*+[25+V3(r +4R)]r}r (—6a")
d63:8ST(T+R):d55 (3&3)
d64:51284 [82—(T+2R)2] T4:d26 (3&10) et
O6s = 3252 [s2 — (r 4+ 2R)’] 12 = by (a)
des = 8527 R (3a?) et dgs =457 R (a?)
deg = 6452 [s2 — 1 (r +4R)] [s* — (r + 2R)’] r2 = dg 0g6 (3a®)
der = 328%[s? —r(r +4R)]{2[s* = r (r +4R)] — 9R?} r? = dg do3 (0)
d68:51284 [82—(T+2R)Q] T4:d26 (3@10) et
668 =32 82 [82 - (T' + 2R)2] 7“2 = 526 (CL6)
dgo = 2[s> —r(r+4R)] = dg (3a?)
dro = 16384 55 {s* — 252 [ (r + 4R) + 3R]
+r[r?(r+8R)+2(11r+12R)RY + 7R} r® (3a'®) et
670 = 1024 s* {s* — 2% [r (r + 4R) + 3R?]
+r[r?(r+8R)+2(11r+ 12R)R?| + TR*} r* (a'?)
dr1 =8s[s*+ (r+2R) (r +4R)]r* (6a°)
drs =881 R =dgs et doy = 45T R = dgs (3a*)
dr3 =328 [s?+r(r—2R) —4R?|r? (6a") et
doy =165%[s> 4+ 7 (r —2R) —4R?r? (2a5)
dry = 25651 {2[s? —r (r +4R)] —9R?} r* (0) et
(574:1682{2[82—T(T’+4R)]—9R2}T’2:d23 (0)
d75:S2—|—T(’F—|—4R):d37 (3&2)
drg =" +252r (r—4R) + 72 (r +4R)* = ds (3a*)
drr = 32s[s> — (r +4R)R]7? (3a°)
drg = —16 5271 (r — R) = dyg (3a*) et drg = —8s7 (r — R) = dj (a?)
dg =881 (2r +3R) =dy (12a*) et dyg =457 (27 +3R) = dy; (40
dso = 8527 (2r —R) = —dss (0) et dgy = 457 (2r — R) = —dy; (0)
dg; = 4s[s*> —r(r+R)] (12a?)
dgo =4s[s* —s*r(dr+9R) +r*(r+4R) (3r + 7TR)] (124°)
dss = 55" — 2527 (3r+20R) + 572 (r + 4R)? (12a%)
dsg = 128 8% 1% (3a") et 6g4 = 8572 = dj (a®)
dss = 4[s% + (r + 4R)*]r? (3a*)
dgs =5 s> +r(r+4R) (12a?)
dgr = —2s[s'+2s%r(r —10R) + 72 (r +4R) (r + 8R)] (3a°)
dss = —4s[s*+3r(r—5R)] (0)
dgg = 2s[s* =37 (r—2)] (2 o)

doo = 128 8% [r (r+2R) =R r? (3a") et dy, = 64 5% [r (r+2R)—R? r? (a*)
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dor =256 s* [s* (r —R) +r* (r+3R) +2(r + R)R?r? (15a'") et
dyy =1285%[s? (r —R) + 72 (r + 3R) + 2 (r + R)R?] 73 (54°)
dgy = 16 52 [s? + r? — 4R?r? (3 a%)
d93:4096$6
{s" +28%[r(r—4R) —4R?|+r[r*(r +8R) +8(3r + 4R)R? + 13R*} r"
(12 a'®) et g3 = 256 s*
{s'+2s%[r (r—4R)—4R*|+7[r* (r+8R)+8 (3r+4R)R?|+13R*} r* (4a'?)
d94:25684
{s*4+28*[r (r—4R)—6R*}+r[r? (r+8R)+4 (7Tr+12R)R?]+27R*} r* (0)
dys = 16 5% {s*+252 [r (9r—4R)— 2R +7 (r + 2R)* (r+4R)} r2 (12a®)
dog = —4096 s {s* — 2% r (Tr +4R)
+[r(r+4R)+2R?|[r(r+4R) — 2R} r% (12a'%) et
096 = —256 s {s* =227 (Tr+4R)+[r (r+4R)+2R* [r (r+4R)—2R?*} r*
(1a12)
d97:—51284
{s* —s2[2r (3r +4R) + TR + (r+2R)*[r (r—|—4R)+3R2]}r4 (12a'?)
dog = —16 52 [s* — 2527 (T +4R) + 72 (r + 4R)*]r2 (0) et
dgs = —[s* — 2527 (Tr +4R) 4+ r2 (r + 4R)*] = —dye (0)
dog = s* =257 (Tr +4R) + 72 (r +4R)? (0)
dloo——48’l“(27“— ) dll( )
d101 = —4[38 —(T+4R) } 2 (0)
Remarques :
570 + 696 - 3593 = —7d§1 = —1792 84 7“4 R4 (—7@12)
d70 + d96 — 3d93 = 7d51 d52 = —28672 86 7”6 R4 (—21 CL16)
G G2 qs = 3252 [s2 — (r + 2R)?] 12 = by (a®)

Autres valeurs

dips = 645° 1% (2r = R) (0) et dio4 = 457 (21 — R) = —dy1 (0)
diio = 1682 {2[s* —r(r + 4R)] — 9R?} r? = dy3 (0)

diny = 4{=5"=35'r (37—AR)+3 5712 [r (3748 R)T20R7+7° (r + 4R)'} (0)

dips = * —282r (Tr+4R) + 72 (r +4R)* = dgy (0)

digo = —16 8212 = —ds (=3a*) et dyyg = —857% = —dy (—a?)
digg =2[s* =7 (r+4R)] =ds (3a?)

dip =47 (r+4R) = d; (3a?)

digg = —4r (r+4R) = —d; (=34d?)

digs =25 =d; (3a)

d165:887’2:dé (ad)

d175:28—(T+4R)( ; )

dyze =25+ (r + 4R) (X J; a)

dis1 = 85% (s> —3r%)rR (6a°)
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digo = =325 [s* —r(r +4R)]r?* (—94a°) et

6182 = -2 [82 -Tr (T‘ + 4R)] = —d6 (-3 CL2)
digs =2[s* +2s2r (5r —4R) + 12 (r +4R)%] (9a?)
d186 = 256 84 {2 [32 - T (’I“ + 4R)] — QRZ}’IA = d74 (0) et

d1g6 = 1652 {2[s? —r (r + 4R)] — 9R?} r? = do3 (0)
digy = s* — 2827 (Tr+4R) + 7% (r +4R)* = dyy (0)
dig1 =851 (2r +3R) =do; (12a*) et dyg, =457 (27 +3R) = dy, (4a°)
dyzo = s* —282r (Tr+4R) + 72 (r +4R)” = dyy (0)
dosg = 25 [s* +28%r (r —2R) + 73 (r +4R)] (12a)
dogs = 85[s*(3r+2R) —r(r+2R) (r +4R)|r (124°)
dygy = —25[s* + 2% (r —8R) + 72 (r +4R)] (0) et

dyy; = —[s* + 2527 (r —8R) + 12 (r + 4R)?] (0)
dsog = —325° 1% (—9a°) et dypg = —16 5272 = —d3 (=3 a*)
d354 =4srR = d;iS (a3)
dszg = —16 5212 = —ds (=3 a*) et dyrg = —857% = —dy (—a?)
dsrs = 512s* [s* —r (r+4R) — 3R 7! (9a') et

0378 = 3282 [s2 —r(r+4R) — 3R r? = dyy (3a)
dsg1 = 168212 = d3 (3a*) et dug, = 8572 = dj (a®)
dsgo = 16 5212 = d3 (3a*) et dugy = 8572 = dj (a®)
dsgo = =857 (r +4R) (=9a?) et dagy = —47 (r +4R) = —d; (=3 a?)
digs = 16 s> {2[s* —r (r + 4R)] — 9R?*} 2 = dp3 (0)
dig1 = 2[s — (r +4R)] (3(1 —V/3)a)
dygy = 2[s + (r +4R)] (3(1+V3)a)
d485:45[52+457’—7’(7”+4R)]r(w)
d486:—43[52—4sr—r(r+4R)]r(w)
d521:0(0)
dsis = 16 8212 = d3 (3a?) 2=dy (a®)
d547:16827’2:d3 (3&) 2 d ( )
dsys = 16 8212 = d3 (3a*) et dyuq = 8572 = dj (a®)
d549:1682T2:d3 (3(1,) 2 d/( )
dsso = 16 8212 = d3 (3a*) 2=d, (a®)
dss1 =2s=4dy (3a)
dsgo =2 [s* —10s?r (r+R)+5r%(r+2R) (r +4R)] (3a°)
d657:47’(T+4R)D(0)
d1001 = —8sr (7" + 4R> = dggo (—9 CL3) et

dipor = —47 (r +4R) = —d; (=342
diniz = 16> /=252 +2r (r+4R) + 9R2R (0)
dijg =165%y/—=2s2+2r(r+4R) + 9R2R = dy113 (0)
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