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Chapitre 1

La notion de résonance: un exemple
simple

1.1 Motivation

L’objet de ce chapitre est de présenter sur un exemple particulierement simple
(monodimensionnel) la notion de résonance attachée aux probléemes de propagation
d’ondes en domaine non borné. Le principal intérét de cet exemple est que la plupart des
calculs peuvent étre menés explicitement, ce qui va nous permettre de faire apparaitre
cette notion de résonance en se passant des outils mathématiques dont nous aurons
besoin pour traiter des cas plus généraux.

Avant de d’aborder le vif du sujet, commencons par donner une idée intuitive de
cette notion de résonance. Prenons par exemple le probleme des mouvements d’un na-
vire soumis a l'action de la houle (sur lequel nous reviendrons tres largement dans les
chapitres 3 et 4). Les mouvements du navire dépendent de fagon trés complexe des
caractéristiques de la houle qui excite ces mouvements (amplitude, fréquence, direction
de propagation), du fait de la complexité des transferts d’énergie entre le liquide et la
structure flottante. Méme si nous considérons un modele linéaire pour la description des
mouvements, la dépendance de ces derniers par rapport a la fréquence est bien sur non
linéaire. On peut par exemple chercher a déterminer comment 1’énergie emmagasinée
par le navire varie en fonction de la fréquence de la houle incidente (pour une amplitude
et une direction de propagation fixées) : on obtiendra une courbe analogue a celle qui
est représentée sur la figure 1.1 et qui possede un certain nombre de pics associés a
des fréquences particulieres. Cette courbe de réponse en fréquence est significative de
la stabilité dynamique du navire. Ce sont ses pics qui intéressent tout spécialement
les hydrodynamiciens, puisqu’ils correspondent a des domaines de fréquences pour les-
quelles 'amplitude des mouvements du navire (ou 'amplitude des déformations si la
structure est élastique) devient maximale : ces pics représentent donc les zones ou les
risques d’instabilité sont les plus élevés.

La question a laquelle nous allons tenter de répondre dans la suite se pose alors
tout naturellement : ne peut-on pas prévoir a priori la position de ces pics 7 Ou, plus
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energie du navire
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>

frequence de la houle

Figure 1.1 : une courbe de réponse en fréquence

précisément: ne peut-on pas prévoir a priori la position des pics figurant sur toutes les
courbes de réponse en fréquence de notre navire 7 Il faut en effet comprendre qu'une
seule courbe de réponse ne donne en général qu’'une idée tres partielle du comporte-
ment dynamique de la structure flottante, puisqu’elle ne correspond qu’a une seule
configuration d’excitation de cette structure (ici, une seule direction de propagation de
la houle). 11 est donc nécessaire d’avoir a sa disposition autant de courbes de réponse
que de configurations d’excitation possibles, les pics n’ayant évidemment aucune raison
d’étre situés dans les méme zones sur deux courbes de réponse différentes.

La réponse a cette question est parfaitement connue dans un domaine assez voisin
de celui qui nous concerne, et qu’on pourrait appeler un peu pompeusement “les vibra-
tions des systemes conservatifs” (cf. par exemple Sanchez Hubert et Sanchez Palencia
[SANCHEZ-1989]). C’est dans ce cadre que s’inscrit par exemple I’étude des vibrations
d’une structure élastique, ou d’'un gaz dans une cavité fermée, ou encore d’un fluide
incompressible dans un bassin. Pour tous ces exemples, la réponse a notre question se
trouve dans la notion de fréquences et modes propres du systeme, qui constituent des
quantités intrinséques du systeme (au sens ou elles sont indépendantes de la fagon dont
on l'excite), et dont la seule connaissance permet de reconstituer la réponse du systeme
pour tout type d’excitation. Chacune des fréquences propres correspond a un pic infini
d’une courbe de réponse.

Dans le cas d’un navire sur la houle, le caractere non borné de I'océan change con-
sidérablement la nature du probleme. On ne peut plus parler de “systeme conservatif”
puisque les vagues qui viennent heurter la coque du navire vont ensuite naturelle-
ment s’éloigner de celui-ci : I'énergie qu’elles véhiculent a donc tendance a s’éloigner
vers l'infini, ce qui rend tres improbable I'existence de fréquences propres du systeme.
L’objet des résonances est précisément de généraliser cette notion de fréquence propre
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en introduisant la possibilité pour une fréquence de devenir complexe. Il ne s’agit pas ici
de chercher a donner une signification physique a cette opération: notre but est plutot
d’interpréter le comportement du systéme (pour des fréquences réelles) a 'aide de pro-
priétés mathématiques (qui font intervenir des valeurs complexes de la fréquence). Nous
verrons en effet que le probleme du mouvement d’un navire sur la houle se prolonge
analytiquement aux fréquences complexes et que ce prolongement admet des poles isolés
; 'amplitude des mouvements du navire et de 'océan devient infinie au voisinage de
ces poles: ils sont appelés les résonances du systeme couplé océan-navire.

On comprend aisément que si I'une de ces résonances est de partie imaginaire petite,
elle joue “presque” le role d’une fréquence propre du systeme, au sens ou la courbe de
réponse va présenter un pic important (mais borné) au voisinage de sa partie réelle :
intuitivement, ce pic sera d’autant plus élevé que la résonance sera plus proche de I'axe
des fréquences réelles. Ceci donne un premier élément de réponse a notre question : pour
localiser les pics de la réponse en fréquence, il nous suffit de déterminer les résonances,
du moins celles qui sont de partie imaginaire assez petite. Nous verrons par la suite
comment leur connaissance permet d’obtenir des informations quantitatives sur ces
pics.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans le paragraphe 1.2, on établit les
équations de notre probleme modele qui consiste en une corde vibrante couplée a une
poutre rigide. Le paragraphe 1.3 est consacré a la résolution explicite du probleme dans
un cas particulier correspondant a un couplage uniforme entre la corde et la poutre :
nous verrons alors comment faire apparaitre explicitement les résonances du probleme,
ainsi que leurs principales propriétés.

1.2 Un probleme monodimensionnel

1.2.1 Equations du régime transitoire

Nous étudions ci-dessous la modélisation d’un probleme monodimensionnel de cou-
plage fluide-structure. On peut voir dans ce modele une version extrémement simplifiée
du probleme des mouvements d’un navire sur la houle. Il s’agit surtout d’'un modele
pédagogique qui va nous permettre d’introduire avec tres peu d’outils mathématiques la
notion de résonance (signalons que ce chapitre est une version approfondie d’une étude
partiellement publiée dans [LENOIR-1992] pour un cas légerement plus compliqué).

Le systeme que nous considérons ici est constitué par

> une corde vibrante infinie (qui joue le role de I'océan dans I’exemple précédent,
au sens ol ¢’est le milieu dans lequel des ondes sont susceptibles de se propager),

> une poutre rigide (jouant quant a elle le role du navire) dont on supposera pour
simplifier qu’elle ne peut se déplacer que dans une direction perpendiculaire
a la corde, suivant un mouvement de translation uniforme (les rotations sont
bloquées),
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Figure 1.2 : couplage fluide-structure monodimensionnel

> le couplage entre les deux étant réalisé au moyen d’une répartition linéique de
ressorts (pour le probleme des mouvements d’un navire sur la houle, c’est la
géométrie de la caréne qui fixe les parametres du couplage).

Nous allons établir les équations linéarisées du probleme au voisinage de la position
de repos (on suppose que 'amplitude des mouvements de la corde ou de la poutre est
petite devant les longueurs d’ondes considérées). Les efforts de pesanteur sont négligés.

Equation de la corde

On note p la masse linéique de la corde, et 7 sa tension (supposée constante sur
toute la longueur de la corde). Le mouvement de la corde est repéré par une fonction
U(z,t) qui représente le déplacement vertical (c’est-a-dire dans la direction perpendi-
culaire a la corde) d'un point situé a 'abcisse x et a I'instant ¢. Cette fonction satisfait
I’équation des cordes vibrantes (cf. par exemple Germain [GERMAIN-1986):

2 2
p%—jjz’f%%—fc, Ve e R, Vit >0,

ou F. = Fe(z,t) est la densité linéique d’efforts verticaux exercés sur la corde.

Equation de la poutre rigide

On note m la masse de la poutre, Y(t) le déplacement vertical (de I'un quelconque
de ses points) par rapport a la position de repos et £L les abscisses de ses extrémités.
Le principe fondamental de la dynamique (projeté sur 'axe vertical) s’écrit simplement

62:)) +L

m— —
ot?

Folx, t)dx, Vt>0,

-L

ou F, représente la densité linéique d’efforts verticaux exercés sur la poutre. Rappelons
que les mouvements de rotation sont supposés bloqués: c¢’est donc la seule équation a
écrire pour la poutre.
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Condition de couplage

Par K(x), on désigne la densité linéique de raideur des ressorts de couplage a
I’abscisse z. La condition de couplage entre la corde et la masse s’écrit naturellement

Fpla,t) = =Fe(x,t) = K(z) U(z,t) = V(1)),

ou K (x) est considérée comme nulle a lextérieur de la zone de couplage [—L, +L].

Le probleme couplé

En éliminant F, et F., on obtient les équations du probleme couplé:

o*U o*U

Sl Ny (T R

vgr ~Tgm - KWU-) sk
0%y

On peut simplifier 1égerement ’écriture de ces équations en utilisant des variables
sans dimension. En choisissant par exemple comme grandeurs caractéristiques L, pL
et L+/p/T respectivement pour les longueurs, les masses et le temps, on est amené a
introduire les variables adimensionnelles suivantes:
- t - Uu - L? m
T== t=———, U=—, Z,K:—K et m=—.
L L\/p/T L L T pL

Les équations portant sur ces nouvelles variables s’écrivent alors de la facon suivante
(en omettant le symbole ~ pour alléger les notations) :

T

Yy =

o*u U
2 = 92 KU-Y) sur R, (1.1)
a2y +1

-1
ou la zone de couplage est maintenant le segment [—1,+1] (K(x) est nulle en dehors
de cet intervalle). Pour étre complet, il nous faudrait rajouter a ces équations des
conditions initiales (a ¢ = 0) portant sur U et ) ainsi que leurs dérivées premieres en
temps (puisqu’il s’agit d’un probléme du second ordre en temps). Mais ces conditions
ne jouent aucun role dans ce qui va nous intéresser maintenant: le cas particulier du
régime périodique établi.

1.2.2 Etude des mouvements périodiques

Les équations (1.1) et (1.2) étant linéaires, on sait que toute solution périodique en
temps peut s’écrire comme une superposition de solutions périodiques monochroma-
tiques. On va donc rechercher des solutions particulieres de (1.1)-(1.2) sous la forme

()l
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ou u(x) et y sont a valeurs complexes, et w est la pulsation du mouvement (constante
réelle positive).

Remarque 1.1 Notons que le choix d’une dépendance en temps de la forme e=™* est
arbitraire: on aurait pu choisir plutét e**. Il est cependant important de s’en souvenir
pour la suite car c¢’est ce choix qui nous permettra d’attribuer a une onde un sens de
propagation.

En reportant 'expression (1.3) de U(x,t) et Y(t) dans (1.1)-(1.2), on obtient clas-
siquement les équations du probleme couplé pour le régime périodique qui portent
maintenant sur les variables u(x) et y :

d*u 9
@—l—(u) —K)u+ Ky = 0surR, (1.4)
+1 +1
(mw2 —/ Kda:) Y+ Kudz = 0. (1.5)
—1 -1

Comme pour l'exemple du probleme des mouvements d’un navire sur la houle, on
s'intéresse a 'action d’une onde incidente sur le systeme: nous allons étudier com-
ment une onde incidente provoque un mouvement de la poutre, et comment elle est
“diffractée” par cet obstacle. Ceci suggere de décomposer u sous la forme

u=u;+ up, (1.6)

ou uy représente I’onde incidente, supposée connue, et up est 'onde diffractée: c¢’est la
perturbation de ’onde incidente due a la présence de la poutre.

Précisons ce que nous entendons par “onde incidente”. Une définition naturelle
consiste a dire que c’est une solution particuliere de 1’équation (1.4) en absence d’obstacle.
Autrement dit, en posant K =0, on a

dQU,] 2
+wu; =0 sur R, 1.7
dx? ! (1.7)
dont les solutions s’écrivent simplement
AT eTw? 4 A= g7, (1.8)

ol A" et A~ sont deux constantes complexes. Le terme e™™? représente une onde
qui se déplace dans la direction des x croissants ; en effet, la solution dépendant du
temps qui lui correspond est d’apres (1.3) la fonction U (x,t) = cos{w(z —t)} (voir la
remarque 1.1). Le terme e~ est évidemment associé & une onde qui se propage dans
Iautre sens. Ainsi, les seules ondes incidentes possibles sont obtenues en superposant
deux ondes progressives qui se déplacent en sens inverses.

Revenons alors a 'onde diffractée up dans la décomposition (1.6) de u. Comme uy
satisfait (1.7), on en déduit que up doit vérifier

+ (w”— K)up + Ky = Ku; sur R,

dx?
+1 +1 +1
<mw2—/ de)y—l— Kupdr = — Kuypdz.
-1 —_

1 -1
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Ces équations sont en fait insuffisantes pour déterminer up et y : il manque une in-
formation concernant le comportement asymptotique de up a l'infini, information qui
va permettre de préciser la signification de I'expression “onde diffractée”. Dans le cas
monodimensionnel qui nous intéresse, la facon d’exprimer cette information est par-
ticulierement simple. En effet, a 'extérieur du segment [—1,+1], la fonction K est
identiquement nulle, donc up vérifie comme wu; I'équation simplifiée (1.7) et est par
conséquent de la forme (1.8). Or up représente la perturbation de I'onde incidente due
a la présence de la poutre, et on comprend mal comment cette présence pourrait donner
naissance a une onde “venant de l'infini” (de la méme fagon qu’un caillou jeté dans
I'eau génere a la surface libre des cercles concentriques qui “s’éloignent vers 'infini”).
En d’autres termes, il ne faut conserver dans (1.8) que les ondes sortantes qui ont
tendance a s’éloigner de 'obstacle, soit

[ Atet T sz > 41,
up(x) = { A" e gi g < —1. (1.9)

On peut arriver a ce méme résultat en imposant a up de satisfaire la condition suivante,
appelée condition de rayonnement sortante (dont I'expression est tres voisine de celles
que nous aurons a utiliser par la suite pour d’autres problemes de diffraction):

lim {duD (z) — iw uD(:E)} — 0. (1.10)

On vérifie en effet immédiatement que cette condition permet de ne retenir que la
solution (1.9) dans I'expression (1.8) de up.

Remarque 1.2 On aurait pu se passer du passage a la limite |z| — +oo dans 'expression

de la condition de rayonnement puisque le terme entre accolades est identiquement nul
pour une “onde sortante” alors qu’il est de module constant (non nul) pour une “onde
entrante”. L’expression donnée ici a simplement I'avantage d’étre similaire a celle qu’on
utilise pour plusieurs dimensions d’espace, mais elle est clairement équivalente a

duD

m(m) —iwup(z) =0 si|z| > 1,

condition qui conduit aussi a la solution sortante (1.9).

Remarque 1.3 Rappelons que la notion d’onde sortante ou entrante est directement
liée au choix de la dépendance en temps dans (1.3) (cf. remarque 1.1). Le choix de
e nous aurait bien sir conduits & remplacer —iw par +iw dans la définition de la
condition de rayonnement sortante.

Nous avons donc finalement obtenu les équations du probleme couplé portant sur
I'onde diffractée up et le déplacement de la poutre y. Connaissant une onde incidente
uy (de la forme (1.8)), il s’agit de résoudre le probleme ci-dessous, qui sera désigné dans
la suite par (P,):
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dQUD 2
3 + (w” — K)up + Ky = Ku; sur R,
X +1 +1 +1
(mwz_/ de)y—i— Kupdr = — Kuydzx, (P.)
—1 -1 -1
d
lim dt (x) —iwup(z) p =0.

1.3 Le cas d’un couplage uniforme

Nous allons ici mener a la main les calculs qui permettent de mettre en évidence
les résonances associées au probleme de couplage (P,). On ne peut évidemment pas
effectuer ces calculs dans le cas général d’une répartition quelconque de ressorts: nous
nous placerons dans le cas particulier ou la densité linéique de raideur est constante
sur U'intervalle de couplage [—1, +1]. La premiere partie de la démarche (S 1.3.1) garde
cependant un caractere tout a fait général: elle consiste & montrer comment “découpler”
les mouvements de la corde de ceux de la poutre, ce qui nous amenera a la résolution
proprement dite (S 1.3.2). Nous aborderons alors la question des résonances du systéme,
en commencant dans les paragraphes 1.3.3 et 1.3.4 par le cas simplifié ou la poutre est
bloquée (probleme dit “de diffraction pure”). Le cas du probleme couplé est traité
finalement dans le S 1.3.5.

1.3.1 Découplage des problemes

) et supposons un instant que le déplacement
vertical y de la poutre soit connu. L’équation vérifiée par 'onde diffractée up peut alors
étre récrite

Considérons le probleme couplé (P

d2uD 2
+ (w® — K)up = Kuy — Ky sur R,
dx?

condition de rayonnement (C.R.),

ce qui suggere de rechercher up sous la forme
Up = ug — Y Uy, (1.11)

oll ug et u; sont respectivement solutions de

d2

du20_|_(w2_K)u0 = Ku; sur R (et C.R.), (1.12)
T

d2U1 2

ot (@ = K)u = K swrR (et CR.). (1.13)

Physiquement, ug représente la perturbation de 'onde incidente u; lorsque la poutre
est bloquée (y = 0) : c’est la solution du probléme de diffraction pure. La fonction uy
correspond quant a elle a I’onde créée par une vibration de la poutre d’amplitude unité
(en absence de toute onde incidente): on parle souvent de probléme de rayonnement
pur. Notons bien que la détermination de uy et u; revient a résoudre le probleme
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couplé (P,) dans deux cas particuliers ou le mouvement de la poutre est imposé (au
lieu d’étre lui-méme une inconnue) ; nous verrons dans le paragraphe suivant comment
les déterminer explicitement lorsque K est constant sur [—1, +1].

Supposons donc que ug et uy aient été déterminés. On peut alors revenir a I’équation
de la dynamique de la poutre dans le probleme (P,), ce qui nous permet d’exprimer y
en fonction de ug et u; :

— f_+11 K (uy + ug) dzx
mw? — fjll K (up 4+ 1)dz

Yy = (1.14)

Nous avons ainsi réussi a “découpler” la corde vibrante et la poutre pour la résolution de
(P,,) ; il faut commencer par déterminer la réponse de la corde pour deux excitations
particulieres (diffraction pure et rayonnement pur) ; on en déduit alors la réponse
de la poutre (formule (1.14)), ce qui permet enfin de reconstituer I'onde diffractée
(décomposition (1.11)).

Cette démarche est tres générale pour le traitement de problemes de couplage fluide-
structure (ou autre type de couplage) lorsque I'un des deux milieux (disons la structure)
possede un nombre fini (ou éventuellement dénombrable) de degrés de liberté. Dans ce
cas, il faut résoudre autant de problemes de rayonnement pur que de degrés de liberté
de la structure.

1.3.2 Résolution explicite

Nous supposons maintenant que K (x) est constante sur lintervalle [—1,+1] (on
note encore K cette constante). Il s’agit de déterminer explicitement les solutions ug
et uy de (1.12) et (1.13).

Commencons par traiter le cas de ug. Nous choisissons une onde incidente u; qui
se dirige vers les x croissants, d’amplitude unité, soit

ur(z) = et (1.15)

Notons wg la racine compleze de w? — K, ot I'on convient pour fixer les idées que cette
racine est de partie imaginaire positive lorsque w? — K < 0 : autrement dit, \/z = i\/—z
si z < 0 (ce choix n’a en fait aucune importance dans la suite: les résultats que nous
allons obtenir restent inchangés si on remplace wg par —wy ). Sur chacun des intervalles
| —o0,—1[, ] = 1,+1[ et | + 1, +o0], la résolution de (1.12) est immédiate. On trouve,
en tenant compte de la condition de rayonnement sortante (qui impose que ug est de
la forme (1.9)):

ug = A~ e ™ sur | — oo, —1],
ug = Ag cos(wgz) + By sin(wgz) — e sur | — 1, +1], (1.16)
up = AT e™™ gur | + 1, +o0],

et ce, si wxg # 0 : dans le cas contraire, 'expression de ugy sur | — 1, +1] est différente ;
mais ce cas ne présente, en ce qui nous concerne, aucun intéret.
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Pour déterminer les quatre constantes A=, AT, Ay et By, il reste & écrire la continuité
de ug et dug/dz en £1; on aboutit au systeme

OéK(w) AO—'ZﬁK<W) BO = 2we—iw7 (1 17)
OCK(CU) A0+iﬁK(W) BO = 0, )
oll on a noté

ag(w) =w coswg — iwk sinwg et fr(w) = wi coswg — iw Sinwg. (1.18)

Remarque 1.4 Notons que ak et B ne s’annulent pas pour w réel différent de v K;
en effet tg wg est réel ou imaginaire pur en méme temps que wg .

Le systeme (1.17) admet donc pour unique solution (toujours si wg # 0)
Ag=wai(w)e™ et By =iwfBx; (w)e ™.

Ainsi, la solution du probleme de diffraction pure s’écrit:

(wag (w) coswy — iw B (w) sinwy — 1) e7 @+ sur | — oo, —1],
uy = { we ™ (ax (w) cos(wrz) + ifg (w) sin(wgz)) — ™™ sur [—1,+1],
(w ozf(l(w) cos Wi + iw 5;{1(00) sinwK _ €+2iw) €+iw(a:—2) sur [_|_1’ +OO[
(1.19)

On procede de la méme fagon pour la solution du probleme de rayonnement pur (1.13)
; on obtient

Kuwi? (1 —wag (w) coswg) e @) gur | — oo, —1],
up = Kwy’ (1 —way (w) cos(wk)) sur [—1, +1], (1.20)
Kuwi (1 —wag (w) coswr) e @@= sur [+1, 400].

La connaissance de ug et u; nous permet alors de déterminer le déplacement y de
la poutre (par la formule (1.14)):

—Ig((.d)
= ——"— 1.21
Yy mUJQ _ 1-1 (UJ) ) ( )
ou les deux quantités Zy(w) et Z;(w) sont définies par
+1 ‘
To(w) = K (u; +up)de = 2Kw (wi o (w)) ™ e ™ sinwg,
-1
+1
Ti(w) = K(ui+1)de =2Kwwy’ (1 - K sinwg (wwg aK(w))_l) .

-1

Nous avons finalement obtenu le résultat recherché: les formules (1.19), (1.20) et (1.21)
nous donnent explicitement la solution (up,y) = (up—yu1,y) du probleme couplé (P_)
(pour I'onde incidente (1.15)).
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1.3.3 Résonances du probleme de diffraction pure

Avant d’étudier les propriétés de la solution du probleme couplé (up,y) que nous
venons de calculer, nous allons dans un premier temps nous contenter de traiter le cas
du probleme de diffraction pure (1.12). Rappelons que sa solution ug représente 'onde
diffractée (correspondant a ’onde incidente (1.15)) lorsque la poutre est bloquée a son
état de repos. Au vu de I'expression (1.19), il apparait comment "amplitude de cette
onde dépend des fonctions ak (w) et i (w) définies en (1.18): si la fréquence w est choisie
telle que I'une de ces deux quantités devient voisine de 0, 'amplitude de 1’onde sera
élevée. 11 est cependant facile de vérifier que ni ax(w), ni fx(w) ne peuvent s’annuler,
tant que w reste réel: 'amplitude de 'onde diffractée est donc toujours bornée. L’objet
de ce paragraphe est de montrer que si on prolonge ug aux valeurs complexes de w, on
peut trouver certains w pour lesquels 'amplitude de uy devient infinie: ces valeurs sont
précisément les résonances du probleme de diffraction.

La question de savoir comment prolonger uy aux w complexes est ici évidente
puisque nous avons explicitement son expression: il suffit de constater que ug n’est
que la trace d’une fonction dépendant analytiquement de w.

Ce constat nécessite tout de méme une petite précision concernant la quantité
wr = Vw? — K, ou l'on rappelle que 1'on a convenu de poser wg = iv K — w? lorsque
w? < K. Pour pouvoir définir wg lorsque w € C, il nous faut choisir une détermination
de la racine carrée complexe qui soit cohérente avec cette convention. On peut par
exemple poser

T S { (1.22)

Vz = pt? €% lorsque z=pe? avec p>0et e ]—5, >
La fonction /z ainsi définie posseéde une coupure a la traversée de la demi-droite
suivante : {z = pe™/2| p >0} (ce choix est en fait arbitraire: on aurait pu convenir
de placer la coupure sur toute autre demi-droite (issue de 0) du demi-plan complexe
Jmz < 0). La quantité wg est donc analytique dans le plan complexe muni d’une
coupure située sur la courbe w? — K = —ip, p > 0.

On en déduit que les fonctions o (w) et fx(w) définies en (1.18) sont analytiques
dans ce méme domaine de C. Leurs inverses respectifs sont donc méromorphes: ce sont
des fonctions analytiques possédant des poles isolés (qui coincident évidemment avec
les zéros de ai(w) et Ok (w)). Ainsi la solution ug du probleme de diffraction pure est
une fonction méromorphe de w, et ses poles sont exactement ceux de a ' (w) et B (w).
Il nous reste a constater que la coupure introduite par la fonction wg n’a plus lieu
d’étre pour ug. En effet, considérons par exemple la fonction coswy : en remarquant
que son développement en série entiere ne fait intervenir que des puissances paires de
wr (autrement dit des puissances entieres de w? — K), on voit clairement que cos wx est
analytique dans tout le plan complexe (y compris au voisinage de la coupure associée
a wk). Il en va de méme pour la fonction wg sinwg. L’expression (1.19) de g ne fait
intervenir que des fonctions qui possedent cette propriété. Nous avons par conséquent
démontré la



18

La notion de résonance: un exemple simple

Proposition 1.5 La solution uy = ug(w) du probléme de diffraction pure (1.12) se
prolonge en une fonction méromorphe de w dans C; ses péles sont les zéros des fonctions
akg(w) et Br(w) définies en (1.18). IIs sont appelés les résonances du probléeme de
diffraction pure.

Pour obtenir ce résultat, nous avons procédé en deux étapes: une étape de résolution
du probleme de diffraction pure (1.12) suivie d’une étape de prolongement analytique
de sa solution. On aurait pu chercher a procéder dans l'ordre inverse: prolonger dans
un premier temps le probleme (1.12) aux fréquences complexes, puis le résoudre. Ceci
est tout a fait possible et conduit au méme résultat. En utilisant la forme explicite
(1.9) de la condition de rayonnement, le “prolongement” du probleme de diffraction
pure aux w complexes est alors défini par

d2
d;; + (w* — K)up = Kur sur R (et C.R.),

ug = A% exp(diwz) lorsque x — o0,

(1.23)

dont la solution n’est autre que le prolongement analytique ug(w) que nous venons de
construire.

Remarque 1.6 Le choix que nous avons fait d’imposer a ug la condition d’onde sor-
tante implique que son prolongement a des nombres d’onde complexes implique, selon
(1.16) que ug(w) soit exponentiellement décroissante pour |z| — oo quand Jmw > 0, et
exponentiellement croissante quand Jmw < 0. On aurait obtenu le résultat inverse si
on avait prolongé a des w complexes la solution vérifiant la condition d’onde entrante.

Ce résultat a pour conséquence la propriété de localisation suivante des résonances
dans le plan complexe:

Proposition 1.7 Les résonances du probléme de diffraction pure sont toutes situées
dans le demi-plan complexe inférieur Jmw < 0.

On pourrait chercher a le vérifier directement & partir des expressions (1.18) de
ak(w) et Bx(w), ce qui est loin d’étre évident. Nous en donnerons dans le paragraphe
suivant (cf. Proposition 1.7) une démonstration qui s’applique dans un cas général (et
non plus seulement pour un couplage uniforme).

1.3.4 Modes résonnants du probleme de diffraction pure

On s’intéresse ici au comportement de la solution ug(w) du probleme de diffraction
pure au voisinage d’'une résonance, c’est-a~dire d'un zéro de ak(w) ou Sk (w). Soit donc
@ une résonance ; supposons pour fixer les idées que © est un zéro de ak(w), ce qui
signifie que dans un voisinage de w, on a

(W) =C (w—&) "+ 0 ((w-o) "),



1.3 Le cas d’un couplage uniforme

19

ou C € Cet ¢ > 1 est lordre du zéro @ de ai(w). D’apres l'expression (1.19) de wy,
on en déduit que dans ce méme voisinage

up(w) = (w — @) g + O ((w— &)™), (1.24)

g ¢étant la fonction

C cos Wy e @@+ gqur | — oo, —1],

g = Cwe ™ cos(wgr)  sur [—1,+1], (1.25)
C& cos Wy e ™@@=2)  squr [+1, 400,

ot on a noté Wx = vw? — K. Cette fonction est appelée un mode résonnant associé a
la résonance @.

De la méme fagon, si @ est un zéro de i (w), le comportement de ug(w) au voisinage
de @ est encore de la forme (1.24) ou le mode résonant @, est maintenant donné par

—i0® sin Oy e~ %( sur | — oo, —1],
g = { 1ICOe ™ sin(Wgr) sur [—1,+1], (1.26)
iCO sin@gk et@@=2  gur [+1, 4o0].

z+2)

Les modes résonnants admettent une autre caractérisation: il apparaissent comme
les solutions non triviales du prolongement (1.23) du probleme de diffraction pure ho-
mogéne (c’est-a-dire lorsque I'onde incidente wu; est nulle). Plus précisément, on a la

Proposition 1.8 Une résonance est une valeur de w € C pour laquelle le prolongement
(1.23) du probléeme de diffraction pure admet pour u; = 0 une solution non nulle (un
“mode résonnant”).

DEMONSTRATION. Comme dans le paragraphe 1.3.2; le probléme homogene associé a (1.23)
se résout explicitement : ug est de la forme
up = A~ e ™% sur | — oo, —1],
ug = Ap cos(wgx) + By sin(wgx) sur | — 1, +1],
ug = AT et sur | + 1, o0,
ou la continuité de ug et dug/dr en £1 impose

aK(w) Ao - zﬂK(w) B() = 0,
aK(w) Ay + iﬁK(w) By =0.
Pour que ce systéme admette une solution non nulle, il faut que w soit un zéro de ax(w) ou
Br (w); la fonction ug correspondante est alors définie par les expressions (1.25) ou (1.26) (la
constante C figurant dans ces formules pouvant prendre n’importe quelle valeur).
m]

Nous sommes maintenant en mesure de justifier le résultat annoncé dans la propo-
sition 1.7 sur la position des résonances dans le plan complexe. Ce résultat est lié au
comportement asymptotique d’un état résonnant a 'infini: on constate en effet que la
fonction ty définie par (1.25) ou (1.26) est exponentiellement décroissante ou croissante
selon que Jmw est positive ou négative.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.7

> Commencons par démontrer qu’il n’existe pas de mode résonnant associé a un nombre
d’onde w de partie imaginaire strictement positive. On raisonne par ’absurde en admet-
tant D'existence d’un w de partie imaginaire strictement positive tel que le probleme ho-
mogene associé a (1.23) admette une solution ug # 0. Nous avons vu que cette solution
est nécessairement de la forme (1.25) ou (1.26): elle est par conséquent exponentiellement
décroissante a I'infini. En multipliant 1’équation de la corde vibrante dans (1.23) par ug et en
intégrant le tout par parties sur R (ce que rend loisible le comportement a I'infini de ug) on

obtient
A

Si Jmw? # 0 (autrement dit, si w n’est pas imaginaire pur), on peut prendre la partie
imaginaire de cette équation, ce qui montre que fR |u0\2 dx = 0, donc que ug = 0. Dans le
cas contraire (c’est-a-dire si w? = —|w|?), la nullité de la partie réelle de 1’équation conduit
au méme résultat. Ceci contredit 'hypothese initiale ug # 0.

duo

2 +1
d:L‘—K/ |u0|2d1‘+w2/|u0|2d$:0.
dx -1 R

> La Proposition 1.8 nous permet d’en déduire que les résonances du Probleme de dif-
fraction pure sont de partie imaginaire négative ou nulle ; la possibilité pour des résonances
d’étre réelles étant exclue en vertu de la Remarque 1.4.

De ce résultat découle une propriété générale des modes résonnants:

Corollaire 1.9 Les modes résonnants sont exponentiellement croissants a ’infini.

1.3.5 Résonances et modes résonnants du probleme couplé

Nous revenons ici au probleme couplé corde - poutre dont la solution a été calculée
explicitement dans le paragraphe 1.3.2. Le prolongement analytique de cette solution
aux w complexes ne pose pas plus de difficultés que pour le probleme de diffraction
pure. Les poles de ce prolongement n’ont par contre aucune raison d’étre les mémes.
Nous allons montrer la

Proposition 1.10 La solution (up(w),y(w)) du probléme couplé (P,) se prolonge en
une fonction méromorphe de w dans C; ses poles (appelés ‘résonances du probleme
couplé”) sont soit les zéros de [k (w), soit les solutions de

m w? — I (w) = 0. (1.27)
Rappelons que Z;(w) a été défini au S 1.3.2 par

Ti(w) = 2Kw?wi® (1 — K sinwg (wwg aK(w))_l) . (1.28)
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Remarque 1.11 Les zéros de Sk (w) sont résonances a la fois du probleme de diffrac-
tion pure et du probléme couplé. Ceci peut se comprendre intuitivement en remarquant
que le mode résonnant associé a un zéro de fx(w) (dont I'expression est donnée en
(1.26)) est antisymétrique par rapport a x = 0 (c’est-a-dire uyg(—z) = —ug(z)). Le
seul mouvement autorisé pour la poutre étant celui de translation verticale, ce mode
n’a aucune action sur la poutre. Il n’en aurait évidemment pas été de méme pour un
modele légérement plus élaboré autorisant un mouvement de rotation de la poutre.

DEMONSTRATION. Les résonances du probléme couplé sont les valeurs de w pour lesquelles la
solution (up(w),y(w)) = (ug(w) — y(w)ui(w),y(w)) du probleme couplé devient non bornée.
Au vu des expressions (1.19), (1.20) et (1.21), il apparait que ces résonances sont a rechercher
parmi les zéros de a i (w), ceux de Bx (w), et les solutions de (1.27): au voisinage de ces points,
l'une des quantités up(w), u1(w) ou y(w) devient non bornée (noter que ces fonctions restent
bornées lorsque wg est voisin de 0, ce qui se vérifie aisément en remarquant que dans ce
cas ai(w) = w + O(w%)). Il reste & déterminer lesquels de ces points sont effectivement des
résonances du probleme couplé.

> Commencons par les zéros de ai(w). Nous savons que si @ est un zéro de ax(w), la
solution ug(w) du probleme de diffraction pure se comporte comme indiqué en (1.24) ; on
peut étre légerement plus précis en constatant que

up(w) = o (w) v(w) + O(1),

ol
w coswr e~ @) sur | — oo, —1],

v(w) =< we ™ cos(wgx)  sur [—1,+1],
w coswy et =2 sur [+1, 4ol

En procédant de méme pour la solution uj(w) du probleme de rayonnement pur, on voit que
u (W) = — (Kwi e™™) ad (w) v(w) + O(1).
Il nous reste a remarquer que le comportement de y(w) est quant a lui donné par
y(w) = — (Kwg’e™) " +0 (ax(w)).

de sorte que l'onde diffractée up(w) — y(w)ui(w) reste bornée dans un voisinage de @ : les
zéros de ag(w) ne sont donc pas des résonances du probleme couplé.

> Le cas des zéros de [k (w) est beaucoup plus simple. Si S (@) = 0, la fonction up(w)
possede le comportement (1.24) ou g est défini par (1.26), alors que uj(w) et y(w) restent
bornés (sauf bien str si @ est aussi une solution de (1.27): dans ce cas, @ aura deux bonnes
raisons d’étre une résonance). On en déduit que

(un(@),y()) = (@ = &) (@,0) + O (w—-&) "), (1.29)

ce qui montre que @ est bien une résonance du probleme couplé.
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> Enfin, si @ est une racine d’ordre ¢ > 1 de I’équation (1.27), la solution de (P,) se

développe au voisinage de @ sous la forme
(up(), y(w)) = —C (w = &)~ (~ur(@),1) + O ((w - &) "), (1.30)
ou C € C. Les zéros de (1.27) sont donc aussi des résonances du probleme couplé.

O

Les formules (1.29) et (1.30) nous fournissent le comportement asymptotique du
prolongement analytique de la solution du probleme couplé au voisinage d'une résonance,
ce qu’on peut écrire sous une forme unique:

(un(@), y(w)) = (@ = &)™ (ip,§) + O (w—2) "),

ou ¢ > 1 est l'ordre de la résonance @, et le couple (ap,7y) est le mode résonnant
associé. Si @ est un zéro de fx(w), les modes résonnants sont de la forme (g, 0) ou
est défini en (1.26): le fait que ¢ soit nul dans ce cas nous montre bien qu'il s’agit d’un
état résonnant de la corde “découplée” de la poutre (cf. remarque 1.11). Par contre, si
@ est une racine de (1.27), le mode résonnant est défini & une constante multiplicative
pres par (—ui(@),1) ot ug(w) est donné par (1.20): le couplage entre les deux milieux
apparailt clairement.

Comme pour le probleme de diffraction pure, ces modes résonnants correspondent
aussi aux solutions non triviales du “prolongement” aux w complexes du probleme
homogene associé a (P,,), autrement dit

+(@* - K)ap +Kj=0 sur R,

+1 +1
<md)2 _ / Kd:z:) i+ | Kipde =0, (1.31)

1 -1
ip = AT exp(+idz) lorsque x — F00.

Ceci se vérifie en procédant exactement comme dans la démonstration de la Proposition
1.8: nous ne le détaillons donc pas.

Proposition 1.12 Toutes les résonances du probleme couplé sont situées dans le demi-
plan Jmw < 0.

DEMONSTRATION. La démarche est la méme que pour la Proposition 1.7 (mais les différences
méritent cette fois d’étre détaillées). Si @ est une résonance de partie imaginaire strictement
positive, ses modes résonnants satisfont (1.31) et sont donc exponentiellement décroissant a
I'infini. Ceci nous permet d’intégrer par parties sur R le produit de @p par I’équation de la
corde vibrante dans (1.31). Il vient

.

2 +1 +1 L
dx—K/ |ﬂD|2d:U—i—w2/ ip|? de + Kyupdzx = 0.
-1 R -1

dup
dx
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Par ailleurs, en multipliant 1’équation de la poutre par ¢, on a

+1 +1 B
(md)2 - / Kd:c> 17)* + Kapydz = 0.
-1 -1

La partie imaginaire de la somme de ces deux équations est donc nulle, soit

Jm o (/ lip|® dz +m ygﬁ) =0,
R

ce qui montre que si @ n’est pas imaginaire pur, le mode résonnant est nul, d’ou la contradic-
tion de 'hypothese initiale. Si @ est un imaginaire pur, on peut conjuguer la seconde équation,
puis la retrancher a la premiere, ce qui conduit encore a la nullité du mode résonnant.

m]

Remarque 1.13

(i) Contrairement au probléme de diffraction pure, on ne peut pas affirmer qu’il n’y
a pas de résonance réelle. En fait, dans certaines situations, on sait méme en trouver
explicitement: si m = 2K (pr)~2 ol p est un entier non nul, on vérifie facilement que
la fréquence suivante : @ = \/p?*n? + K est solution de I'équation (1.27) (ce sont les
seules situations ot on peut trouver une résonance réelle).

(ii) La principale différence entre les résonances de parties imaginaires strictement
négatives et les résonances réelles vient du comportement a I'infini des modes résonnants
associés. Dans le premier cas, les équations (1.31) nous montrent que le mode est expo-
nentiellement croissant a I'infini, alors qu’il est borné si @ est réel. Son comportement
est méme bien meilleur, puisque si w est réel, up s’annule en dehors de l'intervalle
de couplage | — 1,+1[ (voir I'expression (1.20) de u; pour les & donnés dans I'item
précédent). Ainsi, un mode résonnant associé a une résonance réelle est “découplé de
linfini”: pour cette raison, on parle parfois plutot de “fréquences et modes propres”.
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Chapitre 2

La résolvante du probleme
d’acoustique

Le phénomene que nous avons exhibé au Chapitre précédent n’est pas spécifique
aux problemes de couplage fluide-structure pour lesquels de 1’énergie peut étre échangée
entre deux des éléments du systeme, en I'espece la corde et la poutre: la méme notion
de fréquence de résonance est également pertinente pour 'analyse d’une situation aussi
simple que la diffraction d’une onde acoustique par un obstacle borné pour peu qu’on
ne se limite pas au cas monodimensionnel. Les fréquences de résonance sont alors
significatives de la concentration d’énergie acoustique au voisinage de 'obstacle ; c’est
particulierement clair quand 1’obstacle présente une cavité dont 'ouverture est étroite,
une quantité maximale d’énergie est susceptible d’étre emmagasinée par la cavité quand
la fréquence d’excitation est proche d’une fréquence propre de la cavité considérée
comme fermée. On voit qu’ici c’est la forme de I'obstacle qui joue le role déterminant
et non plus la raideur du ressort ou la masse de la poutre.

Malgré la simplicité de la situation physique que nous envisageons dans ce chapitre,
I’étude est plus difficile car, d’'une part nous avons l'ambition de traiter des formes
quelconques, et il ne sera donc plus possible de calculer les solutions ‘a la main’, d’autre
part les ondes diffractées par 'objet s’atténuent en s’éloignant en dimensions deux ou
trois, ce qui complique I’écriture et la prise en compte de la condition de rayonnement.
Nous commencerons par I’étude du probleme associé a des fréquences complexes, ce
qui est tout-a-fait équivalent au traitement d’un probleme d’acoustique dans un milieu
dissipatif ; les fréquences de résonance se présenteront alors comme les singularités
du prolongement analytique de la résolvante soit de 'opérateur qui fait passer de la
donnée a la solution du probleme dissipatif.

Nous traitons donc du probleme de la diffraction d’une onde acoustique:

Ay + vy = 0 dans €2,
a—i = f(z) sur I,

2
R=00 J)z|=R

0 .
SE — iV
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o

»\’n, onde incidente

Figure 2.1 : diffraction d’une onde acoustique

ol  est le domaine extérieur a la frontiere I' et 1y € RT.

2.1 Le probleme dissipatif

2.1.1 Formulation variationnelle

Si nous remplacgons 1y par un nombre complexe v de partie imaginaire positive il
devient possible de chercher des solutions d’énergie finie dans €2, ¢’est-a-dire de chercher
© € HY(Q) qui vérifie

Ayp + vy =0 dans €,

g—z = f(x) sur I. (2:2)
Ce probleme admet la formulation variationnelle suivante:
Trouver ¢ € H'(Q) tel que Vi € H'(Q)
(2.3)

[ve:50 - [ 5 = [ 1o
Q Q r
Proposition 2.1 Le probléme (2.3) admet une solution et une seule, dés que Jmv # 0.

DEMONSTRATION. La forme bilinéaire associée
a(so,w)Z/Vw'Vw —V/W/J
Q Q

est coercive. Soient en effet ¢ >0 et § € C tels que

Re (0) Re (v) + ¢
Jm

Relf>eet JmG >

)

alors
18] la(e, 9)| = [Balp, )] > Re (Bale, 9)) > el gy,
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puisque

%e (Balp, ) = Re () /Q IVl + (3m 8 Imy — Re § Rev) /Q of2.

m|
Le probleme (2.3) peut encore se mettre sous la forme
(I+S(v))p = F(f) dans H*(Q), (2.4)
ol
(506 )iy = ~(1+0) [ T et
@ (2.5)

(PU) ey = [ FT 0
r
Définition 2.2 Nous appellerons résolvante I'opérateur suivant:
R(v)=({I+Sw)": H(Q) — H'(Q).

Proposition 2.3 La fonction v — R(v) est holomorphe dans {v € C| Jm(v) > 0}

DEMONSTRATION. La famille des I + S(v) étant une famille holomorphe d’isomorphismes de
H'(Q), il en est de méme de la famille de leurs inverses (cf [KATO-1976] ou le début de la
démonstration du Théoreme de Steinberg C.1).

O

Nous montrerons, et c’est 1a le Principe d’absorption limite que lorsque v — 1y € RT,
avec Jmv > 0, la solution ¢ de (2.2) tend vers celle de (2.1). En fait, on prolongera
R(v), définie ci-dessus pour des valeurs de v de partie imaginaire positive, a tout C\ R~
en une fonction méromorphe de v, dont les poles sont situés dans le demi-plan complexe
Jmrv < 0.

Remarque 2.4 Si on applique la méme processus asymptotique a la solution du
probleme (2.3), ou Jmv < 0, la limite n’est plus solution du probléme (2.1): elle
satisfait la condition de rayonnement entrante:

lim

2
dy =0.
R=00 Jijz||=R

dp .
—iﬂw_ow

2.1.2 Réduction a un domaine borné

De méme que pour I’étude du cas d'un nombre d’onde réel, il est possible de réduire
le probleme de diffraction a un domaine borné ; c’est ici d’autant plus essentiel que
lors de la mise en ceuvre de la procédure d’absorption limite, le comportement a I'infini
de la solution change drastiquement selon la valeur de la partie imaginaire de v. Nous
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commencerons par utiliser a cet effet une formule de représentation intégrale, réservant
pour un chapitre ultérieur la description de la méthode fondée sur le développement
en série de fonctions a variables séparées, qui présente des difficultés supplémentaires.

Définition 2.5 Pour Jmv > 0, on note G,(x) et on appelle solution fondamentale de
A + v T'unique solution bornée de I’équation suivante:

AG}/ + VGV == 5
On aura, avec v = pe, § €] — m,+7[, et \/v = /pe/?,

(i) en bidimensionnel
_ g
Gy(w) = -Ho (Vv |zl), (2.6)

ol Hél) est la fonction d’ordre 0 et de premiére espece [ABRAMOWITZ-1972].
(ii) en tridimensionnel

_1 vl

T

G, () (2.7)

Remarque 2.6 Ces formules définissent en fait le prolongement analytique de v +—
G,a C\ R~ tout entier. La fonction ainsi définie est exponentiellement décroissante
pour ||z|| — oo quand IJmv > 0 et exponentiellement croissante quand Jmv < 0; elle
vérifie pour v € R" la la condition de rayonnement sortante.

La formule de représentation intégrale

Considérons un domaine O borné, de frontiére F), dont le complémentaire de I’adhérence

est noté (0. Les formules de représentation intégrale suivantes sont valables, en domaine
borné tout d’abord:

Proposition 2.7 Si la fonction 1 est solution de I'équation de Helmholtz dans le
domaine borné O, alors la formule de représentation intégrale suivante est valable:

Y(x) = /F W) aiGy(ﬂj —y) — %(y) Gy (x — y)] dry, pour x € O,

gy SZ (2.8)
0 = [0 Gt =) = G Gt = )| ary powr s € 0

\ /. N “AC¢ . ) \
ou n est la normale extérieure a O, et O' = O le domaine extérieur a F.

Une formule analogue peut étre démontrée dans l'extérieur d’'un domaine borné:
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Figure 2.2 : formules de représentation intégrale

Proposition 2.8 Sila fonction 1 est solution de I’équation de Helmholtz dans I'extérieur
O’ du domaine borné O, alors la formule de représentation intégrale suivante est va-
lable:

v(x) = / [w(y) a%Gy(x —y) - g—:ﬁ(y) Gy(x — y)] dyy pour x € O,
r ay aw (2.9)
0 = [ o) -Gl =) = SE Gl = )| iy powr z < 0

oll n est la normale extérieure a (O0’.

Lemme 2.9 Soient o et p deux fonctions définies sur le bord F' du domaine extérieur
O', et ¢ la fonction définie par

p(r) = /F [a(y)ainyGu(x —y) — )Gz —y)| dy,
pour x & F, alors ¢ € H'(O').

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du comportement asymptotique de G, a l'infini,
on a en effet, tant en bidimensionnel qu’en tridimensionnel

Gy () ~ Cellellam(vv)



30

La résolvante du probleme d’acoustique

Le probléeme réduit

On a donc montré que la solution ¢ de (2.2) est justiciable de la représentation
intégrale suivante:

V) =Jrlp; G, — 3r[a£; G, (2.10)

= Jrlp, —
2 F[SO an

%;

avec

Il 551G (@) = [ |et) GoGulo =) = G0 Gl =) v 210

En particulier le long de toute frontiere ¥ entourant I', on aura

B B B
Q ¢(z) = Q*Ir[e, —a—fb; G, (z) = /F {so(y) 5 Culr.y) = a—i(y) Gz, y)} dy,
(2.12)
avec
= (Gt ) ot G =@t o) (213
>

Nous sommes donc conduits au probleme suivant posé dans le domaine borné 2’ limité
par les frontieres I" et 3 :

A¢' 4+ vy =0 dans V',
oy’
= fsur I, (2.14)
n
QN = QIr[¢, —f; G, Jsur X

qui a pour formulation variationnelle

Trouver ¢’ € H'(Y) tel que ¢ € H(Q'), on ait
Ve -V —y/ K +>\/ 'Y d
/, ¢ -V Q/w Ewﬁ Y (2.15)

:/f@dfy +/Q)\/JF[S0/5_f;GV]Ed7
T Y

soit encore 'expression suivante:

(I+S'(v)¢ =F'(f,v) dans H'(Q), avec (2.16)

S e =—40) [ ¢T 42 [ 0Ty - [ @l 6T
(2.17)
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Figure 2.3 : réduction a un domaine borné

et
(F/(fa’/)al//)Hl(Q/) :/FdeV —/EQ/\jr[ﬁGu]WdV- (2.18)

Il s’agit maintenant d’étudier ’équivalence entre le probleme réduit (2.15) et le probleme
initial (2.3).

Lemme 2.10 Si D note un ouvert borné, pour \ fixé les valeurs propres j du probleme
suivant
—Au = pu dans D

@—i-)\u:Osur(‘?D.
on

(2.19)

sont en quantité dénombrable et forment une suite qui tend vers I'infini.

DEMONSTRATION.

> Pour 7 quelconque, le probleme (2.19) a pour formulation variationnelle

Trouver v € HY(D), tel que Yv € H'(D),
a(u,v) = (p+7) (U, 0) 2y

ou

a(u,v):/ Vu-V7o +/\/ uvdy +T/ uv
D oD D
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> Pour 7 suffisamment grand, la forme sesquilinéaire a est coercive. En effet
HY(D) c H*3(D) c L*(D),
c N

puisque D est borné. D’apres le Lemme 2.11 ci-dessous, il en résulte que pour tout € > 0, il
existe C; tel que

10l 23 oy < € vl oy + Ce VIl L2y -

Choisissons alors 7 réel positif ; comme la trace est continue H?/3(D) — L?*(0D), si on note
K sa norme, on aura

e = [Vl 7 [ -l
D D oD
> [ 19l 7 [l =282 (2l )+ C2 k)
> (1= 2|\ K2%) |[ull} py + (7 — 1= 2A K2C2) |[ul|F2(py
et la coercivité de a pour peu que l'on choisisse €2 < (2| K2?)~tet 7> 1+ 2|\ K2C2.

> Si on note G I'opérateur compact, qui & f € H'(D) fait correspondre la solution u du
probleme a(u,v) = (f, U)LQ(D) , alors le probléeme (2.19) peut encore s’écrire

1

gu =
w4+

)

et I’énoncé du Lemme découle alors de la Proposition B.18.

Lemme 2.11 (Lemme de Lions) Si les espaces U, V' et W vérifient

UcVcw,

[

alors, Ve > 0, dC. tel que
Vu e U, |lully <ellully + C llully -
DEMONSTRATION. Raisonnons par 1’absurde et supposons que
Je, Vn, Jun, Junlly =1 et |luplly > e+ nllunlly ;

la suite u,, étant bornée dans U, on peut en extraire une sous-suite u,s convergente dans V
et W, soit vers u, et on aura Vn

[ully > & +nllully -

I1 en résulte que ||ully, = 0, soit uw = 0, et par conséquent ¢ = 0, ce qui est contraire a
I’hypothese.
m|
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Notation

Nous noterons désormais V' (%, \) 'ensemble, dénombrable, des valeurs propres du
probléme intérieur associé a (2.14):

Ay + vy =0 dans D,

QM) = 0 sur X, (2.20)

o D =0 U est le domaine borné de frontiere 3.

Remarque 2.12 Les solutions ¢ de (2.20) vérifient

Lvel = [l e [ ar=o

par conséquent la partie imaginaire des valeurs propres de (2.20) est de méme signe
que celle de . En particulier, si A est réel, alors I'opérateur G est auto-adjoint et les
valeurs propres sont réelles.

Proposition 2.13 Supposons que Jmv > 0, alors
(i) la restriction a €2 de la solution de (2.2) est solution de (2.14)

(ii) pour que la seule solution de (2.14) soit la restriction de celle de (2.2) a €', il faut
et il suffit que v € V(3, \); le probléme (2.14) est alors bien posé.

DEMONSTRATION.

> La construction méme de (2.14) assure tout d’abord que ce probléme a pour solution la
trace de celle de (2.2).

> D’apres la formule de Green, pour z € €/

C@ = [ |0 g Gula =) = ) Gula = )]

Y

Posons alors
0(0) = [[[¢0) goGula =) = G ) Guta = )|

il est clair que 1 se prolonge & D tout entier en une solution de (2.20). Supposons que
v & V(X ), alors

¢@) = [ |00 Gula =)~ Fo ) Gul = )|

il en résulte que ¢’ se prolonge a € tout entier en une solution de (2.2). De I'unicité de (2.2)
on déduit alors que (2.14) est bien posé et que sa solution est la trace sur ' de celle de (2.2).
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> Réciproquement nous démontrerons que si v € V(3, \), alors (2.14) admet plusieurs
solutions. Notons " un vecteur propre de (2.20) associé a la valeur propre v et posons
[ = 0¢"/onp et ¢ la solution de (2.2) dont la dérivée normale sur T' est égale a f. La
fonction ¥ = 9 — 1/}{5, vérifie

ov o oY
A~ . PV . A~ .
Q Jr[\II,—an,Gyhz = —Q | ",8; o Guls +@Q Jr[w,—an,Gu]\z
= QA/JF[d}a - 8 aGl/]‘E
n

puisque " vérifie AY” + 17" = 0 dans le domaine D intérieur & I' tout entier, et que par
conséquent

a "
I~ G = 0.
Par conséquent
Q JF[\Ija _%;Guhz = Q ¢|2 = Q \I[|Z>

puisque Q)‘wf’z = 0. Il en résulte que V¥ est solution du probleme (2.14) homogene.

> Il ne reste plus qu’a s’assurer que ¥ n’est pas nul: s’il n’en était pas ainsi, on aurait
Yo = 1p|’g2,, ce qui constitue un prolongement de i a R™ tout entier selon une solution dans
H(R™) de Ay + vy = 0, nécessairement nulle. Ce résultat constitue une contradiction avec
I’hypothese selon laquelle ¢ est un vecteur propre de (2.20).

2.2 Les fréquences de diffusion

L’étude que nous venons de réaliser est limitée au cas des v de partie imaginaire
positive ; nous allons voir ci-dessous comment on peut la prolonger a des v de par-
tie imaginaire négative ou nulle. L’ingrédient essentiel en est le Théoreme de Stein-
berg [STEINBERG-1968] qui traite du caractere méromorphe des inverses d’une famille
d’opérateurs, perturbations analytiques compactes d’un isomorphisme. Le caractere
analytique découlera de la dépendance analytique de G, vis-a-vis de v, le caractere
compact du fait que €' est borné.

2.2.1 Le prolongement analytique de la résolvante

Remarquons tout d’abord qu’en vertu de (2.6) et (2.7), la formule (2.11) se prolonge
analytiquement a C \ R™; le prolongement de S’(v) en résulte.

Proposition 2.14 L’opérateur S'(v) défini en (2.17) est compact sur H*()'); de plus
la fonction

v S'(v): C\R™ — L(H (), H'(Q))

est holomorphe.
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DEMONSTRATION.

> On a

1
1S Wl gy < zp'eSI?RQ') T T <|1 + V1] 2o 191 22y

Ony

AN gy 19 2wy + 192y 19| 2y /r H L3(%) d7y>

et par conséquent
”S,(V)‘p/HHl(Q') <G HQOIHB(Q/) + G2 H‘p/HB(z) +Cs H90/||L2(1“) <C HSO,HH2/3(Q') ;
la compacité de S'(v) : H(€Y) — H'(Q) en résulte.

> La dépendance holomorphe de S’(v) vis-a-vis de v est une conséquence immédiate de
celle de G,.

Définition 2.15 Nous noterons R'(v) la résolvante du probleme réduit, soit
R'(v)=(I+5'v)"

Corollaire 2.16 La fonction R'(v) se prolonge a C\R™ en une fonction méromorphe :
ses poles sont les valeurs de v € C\ R~ pour lesquelles I + S’(v) n’est pas inversible,
soit encore —1 est valeur propre de I'opérateur compact S’(v).

DEMONSTRATION. La Proposition 2.13 nous prouve que I+5’(v) est inversible pour Jmv > 0
et v € V(X,\), or S’(v) est compact et dépend holomorphiquement de v d’apreés la Proposi-
tion 2.14 ; la conclusion découle alors du Théoreme de Steinberg C.1.

O

Définition 2.17 On notera P’ ’ensemble des péles du prolongement analytique de
R'(v),

Lemme 2.18 Les valeurs propres de partie imaginaire positive de (2.20) sont des poles
de R'(v), ce qui peut s’exprimer sous la forme suivante:

VE,N)N{v|Jmr >0} CP.
DEMONSTRATION. La proposition 2.13, (ii) nous montre que la solution de (2.14) n’est pas

unique pour v € V(3X,\)N{v| IJmv > 0}; il en résulte qu'un tel v est un pole de R'(v).
O
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Remarque 2.19 D’aprés le Lemme 2.18, V (X, \) est inclus dans I'ensemble P’ des
poles de v +— R/(v); il semble donc que la construction que nous venons de réaliser ne
soit pas intrinseque et dépende de Y et A\. Nous allons voir qu’elle fournit malgré tout
le prolongement analytique de la solution R(-)F(f) de (2.2). Précisons auparavant la
position des poles de P’ qui ne sont pas valeurs propres de (2.20).

Lemme 2.20 Les poles de '\ V (X, \) sont de partie imaginaire négative ou nulle.

DEMONSTRATION. Supposons donc qu'un pdle v de P\ V(Z, \) soit de partie imaginaire
positive, ce qui implique que le probléeme (2.14) admette, pour f = 0, une solution non nulle,
soit 1’

Selon la Proposition 2.13 et puisque v ¢ V (X, A), ¢’ se prolonge &  tout entier en une
solution de (2.2). Comme f = 0, et que (2.2) est bien posé selon la Proposition 2.1, il en
résulte que cette solution, et par conséquent 1)’ est nulle ; ceci constitue une contradiction.

m|

2.2.2 Le prolongement analytique de la solution

Définition 2.21 Pour f € L*(T), fixé, notons P'; Pensemble des poles dev — R'(v) F'(f,v).

Lemme 2.22 Les poles de v — R'(v) F'(f,v) sont indépendants de A, ce sont des
poles de v — R'(v) de partie imaginaire négative, ce qui s’exprime également sous la
forme

PP N{v|Imr<0}.

DEMONSTRATION.
> Comme v — F'(f,v) est analytique, il est clair tout d’abord que P’ C P’

> Supposons tout d’abord que Jm(A) > 0. La Remarque 2.12 nous prouve que l'inclusion
suivante est vérifiée : V(X,\) C {v| IJm(v) > 0} . Par ailleurs, on a vu a la Proposition 2.13
que pour v € {v| IJm(v) > 0}\V (X, \), le probléme (2.14) admet pour unique solution ¢’ (v),
la restriction & Q' de la solution ¥ (v) de (2.2), cette derniere dépend analytiquement de v dans
{v| Im(v) > 0} selon la Proposition 2.3. Par conséquent, la fonction v — 1’(v) est analytique
dans le demi-plan des v de partie imaginaire positive ; les éléments de V (X, A), qui sont des
poles de R'(v), ne sont en fait que des singularités fictives de ¢'(v) = R/ (v)F'(f,v). Les poles
de ¢/'(v) appartiennent donc & '\ V(X, ), ils sont de partie imaginaire négative ou nulle
d’apres le Lemme 2.20.

> Le principe du prolongement analytique associé au fait que pour Jm(v) > 0, ¢'(v)
coincide avec w(y)m/ (qui ne dépend pas de \), montre que le prolongement de '(v) &
C\ R~ n’en dépend pas non plus.
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Remarque 2.23 En fait, on peut montrer qu’'un vy réel positif ne peut étre pole de
vi—R'v)F'(f,v).

Il s’agit d’un résultat du a Rellich, relatif a I'unicité de la solution du probléeme de
diffraction muni de la condition de rayonnement pour un v réel.

Proposition 2.24 Si v, est un pole de v — R'(v) qui ne soit pas valeur propre du
probleme (2.20), alors 3f € L*(T) telle que v, soit un pole de v — R'(v)F'(f,v). Ce
résultat peut encore s’exprimer sous la forme suivante:

P AV(Z,N° Uq:zf

feL2

DEMONSTRATION.

> D’apres le Corollaire C.2 du Théoréme de Steinberg, nous savons qu’il suffit que F'(f, v.) &

R(I + S'(vs)) pour qu'un péle v, de R'(v) soit également pole de R/ (v)F'(f,v).

> Nous montrerons donc que si v, € V(2, A) est un pole de R'(v), alors F'(f, v.) ne peut
appartenir & I'image de I + S'(v,) pour tout f € L?(I') . On raisonnera par ’absurde en
supposant que

Vfe LAD), F'(f,ve) € RU+ S () = NI + 8™ ()"

D’aprés la formule (2.17), nous avons V¢, € H*(Q)

(") ¢ ) gy =—(1 +V*)/ @ ¢+A/ ¢ dy

w) [0

Supposons maintenant que ¢’ € N (I + S’*(V*)), alors Vf € L2( ), (F'(f;v), 0 ) gy = 0,

Soit
I _ I A —
/Ffso dy /Zw(y)/rf(w) Gy, (z,y) dye dyy = 0,

Af@ﬂd@%:éd@Gi@wa}w$=&

(2.21)

(z,y) dyz dyy

ou encore

et par conséquent

wmzéwmamwmﬂw. (2.22)

> Mais, par ailleurs, ((I +.5™(v4)) ¢',¥) g1y = 0, et par conséquent, en vertu de la
formule (2.21), ¢’ est solution du probléme suivant:

Ay’ + 79" =0 dans

8g0/ . 0 ’ i
% - % </ ® (y) GV*('ay) d'Yy sur Fa

%p—i-)\go =0 sur 2.
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La fonction

b(z) = /E o (4) Gl () d

se prolonge & D = O U Q) tout entier et coincide avec ¢’ dans ', puisqu’elles sont toutes
deux solutions de Ay + ;1) = 0 dans €', avec les mémes conditions aux limites de Neumann
et de Dirichlet sur I'. Par conséquent, 6 vérifie

Af + 7,0 =0 dans D,

%+X<9:0sur 3.
on

La nullité de 6, et donc de ¢', en découle puisque v, & V (3, \) et V(X,\) = V(X, \), ce qui
prouve que N (I + 5™ (v.)) = {0} et constitue une contradiction avec 'hypotheése. Nous avons
donc démontré I'existence de f € L2(T') telle que F'(f,vi) € R(I + S'(v«)); par conséquent
vy est un pole de R'(v)F'(f,v).

Définition 2.25 Rappelons que la fonction v — £(v) : D — H} (Q) est holomorphe

dans le domaine D si pour tout ouvert borné ' C ), la restriction de & a ) est
elleeméme holomorphe dans D — H'({Y); rappelons également que le principe du
prolongement analytique reste valable pour des fonctions a valeurs dans Hy. ().

Proposition 2.26 La fonction v — R(V)F(f) : {v|JImv >0} — HL.(Q) se pro-
longe & C \ R~ en une fonction méromorphe dont les péles coincident avec ceux de
v— R'(v)F'(f,v), ce qui peut se traduire par I'expression suivante:

Br =¥
ot B¢ note I'ensemble des poles de R(-)F(f).

DEMONSTRATION.

> Fixons A et 3, et posons ¢!, = R'(v)F'(f,v); par ¢, nous désignerons la fonction égale
a ¢!, dans ' et donnée par

ou(z) = /F [@L(y) aanyGu(w —y) — 8842’1, (y) Gu(z —y)| dvy, dans Q\ €. (2.23)

Pour Jmv > 0 et v ¢ V(X,)\), la Proposition (2.13) montre que la fonction ¢, n’est rien
d’autre que R(v)F(f); la formule (2.23) associée a I’holomorphie de la fonction G, montre
que v — ¢, est holomorphe pour v € C\ (R™UP’). Il en résulte que p,, définit le prolongement
analytique de R(v)F(f).

> Si R'(v)F'(f,v) est holomorphe au voisinage de ©, alors la formule (2.23) montre que
p, est également holomorphe, il en résulte que tout pole du prolongement analytique de
R(v)F(f) est également un pole de R'(v)F'(f,v).
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> Réciproquement, si le prolongement analytique ¢, de R(v)F(f) est holomorphe au voisi-
nage de 1; alors comme ¢, = R (v)F'(f,v), Vv &€ P’, en vertu du principe du prolongement
analytique, R'(v)F'(f,v) est holomorphe au voisinage de ©. Il en résulte que chaque pole du
prolongement analytique de R'(v)F’(f,v) est un pdle de celui de R(v)F(f).

O

Nous montrerons maintenant qu’un choiz judicieux de A permet la détermination
des poles de R(v)F(v) a partir de ceur de R'(v). Ce résultat est particulierement
important car il est beaucoup plus aisé de calculer les poles de R'(r) que ceux de
R(v)F(f), qui de plus dépendent des données. En fait, les poles de R'(v) sont les
valeurs de v qui font de -1 une valeur propre de S’(v); en d’autres termes ce sont les
solutions du probleme non-linéaire de valeurs propres suivant:

/. i /v . Y / a A _ /v
lew Vi +A/E<p Y’ dry /Ew(y) /FsO(fL’) aany(fc,y)d'ymd’ny/Q/w<w. |
2.24

Théoreme 2.27 Si Jm A\ > 0, alors
P'N{v|Tmv>0}=V(EN)

et
B N{v|Imr<0}= U B

feL2(r)
DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer qu’en vertu de I’hypothése, selon la Remarque 2.12,

V(E,X) C {v|Jmv >0}. La conclusion découle alors des Lemmes 2.18 et 2.22 et des Pro-
positions 2.24 et 2.26.

O

Remarque 2.28 C’est dire en fait que les poles de R'(v) de partie imaginaire négative
ou nulle forment I'ensemble des singularités de v — R(v)F(f) susceptibles de se ma-
nifester pour une donnée f ou une autre ; on les appelle fréquences de diffusion ou
encore fréquences de résonance.

2.2.3 Le principe d’absorption limite

Proposition 2.29 Siv, € R n’est pas un pole de R'(v), alors la fonction R(vo)F(f)
vérifie la condition de rayonnement sortante.

DEMONSTRATION. On a vu que Py C P'N{v|Imv <0} et par conséquent

RW)F(f) = R(W)F(f) = ¢vo)
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dans H! _(); la formule (2.23) et la Remarque 2.6, permettent alors de montrer que R (v) F(f)
vérifie la condition de rayonnement.

O

Remarque 2.30 Selon la Remarque 2.23, on aura en fait By C {v| IJmv <0}, ce
qui prouve que les réels positifs ne sont pas de poles de R'(v), et parconséquent que la
Proposition précédente est en fait valable pour tous les vy € R™.



Chapitre 3

Les mouvements d’un navire sur la
houle

On établit dans ce paragraphe les équations linéarisées régissant les mouvements
d’un corps flottant librement, sans vitesse d’avance, a la surface de 'océan, supposé
non borné et de profondeur infinie. Il s’agit d’un probleme de couplage entre un milieu
fluide a la surface duquel des ondes, dites de gravité, sont susceptibles de se propager,
et une structure que nous supposerons pour simplifier rigide.

3.1 Introduction et notations

3.1.1 Définition du systéeme au repos

Soit F un corps rigide flottant a la surface de 'océan. Lorsque le systeme fluide-
flotteur est au repos, le fluide occupe un domaine €2 non borné (€ ouvert de R3) dont
la frontiere 02 est constituée par la surface libre au repos SL et la partie immergée I
(la ‘carene’) de la frontiere du corps F (voir la figure 3.1 ).

Un point z du fluide sera repéré par ses coordonnées (1, 9, z3) relativement a un
repére orthonormé (O, ey, 5, €3) défini de la fagon suivante : le plan (O, ey, e5) contient
la surface libre SL au repos ; (O, e3) définit la verticale ascendante, O étant un point
arbitrairement choisi. On notera :

© n la normale unitaire a 0f2, dirigée vers I'extérieur de ),

o €y le domaine occupé par le fluide au repos en absence de flotteur,

o SLg la surface libre en absence de flotteur, c’est-a-dire le plan (O, ey, €3)),

o Qg la partie immergée du corps flottant (c¢’est-a-dire 'intérieur de Q,\2), et

o SLg la surface de flottaison du corps : SLx = SL\SL.

41
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T,

SL

Figure 3.1 : le navire immobile

3.1.2 Le systeme en mouvement

Lorsque le systeme fluide-flotteur est en mouvement, le fluide occupe un domaine
dépendant du temps (t) dont la frontiere est constituée par la surface libre SL(t) et
la partie immergée I'(¢) de la frontiere du corps. On notera n(t) la normale unitaire a
00Q)(t) dirigée vers l'extérieur de Q(t).

3.1.3 Les hypotheéses de linéarisation

La linéarisation des équations va s’effectuer sous la traditionnelle hypothese des ‘pe-
tites perturbations’ de sorte que toutes les grandeurs physiques considérées x peuvent
s’écrire sous forme d’un développement :

x = X9 +ex® +0(?), (3.1)

ol £ est un ‘petit parametre’ représentant l'ordre de grandeur de la perturbation.
L’ordre 0 est associé au systeme au repos ; le probleme linéarisé se limite a I’étude de
I'ordre 1. Les principales hypotheses nécessaires a cette linéarisation sont les suivantes :

o les ondes considérées sont de faible ‘cambrure’ (rapport entre le creux et la lon-
gueur d’onde) et d’amplitude faible devant les dimensions du corps ;

¢ les mouvements du corps sont du meéme ordre de grandeur que 'amplitude des
ondes considérées.

Ces hypotheses vont nous permettre en particulier d’écrire les équations de ’écoulement
fluide dans le ‘domaine moyen’ occupé par le fluide (c’est-a-dire le domaine Q occupé
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par le fluide au repos) et non dans le ‘domaine réel’ (¢) qui, a chaque instant, dépend
de I'élévation de la surface libre et de la position du corps.

3.2 Le mouvement du fluide

3.2.1 Le potentiel des vitesses

Le fluide est supposé parfait, incompressible et en écoulement irrotationnel. Le
champ des vitesses est alors défini par le gradient d’un potentiel scalaire ®(z, t) vérifiant
I’équation de Laplace :

Ad =0 dans Q(t).

® peut étre développé sous la forme (3.1), soit ® = & + cdM) + O(2) ot ®© peut
étre choisi identiquement nul puisqu’il caractérise I'état du systéme au repos. On a
donc au premier ordre :

A®Y = 0 dans Q. (3.2)

3.2.2 La condition de surface libre

Les conditions que nous devons écrire sur la surface libre SL(¢) sont de deux types :
une condition cinématique qui exprime le fait que c’est une surface matérielle, et une
condition dynamique qui traduit la continuité de la pression a sa traversée (la pression
a l'extérieur de Q(t) est supposée constante : c’est la pression atmosphérique au niveau
de la mer).

Condition cinématique

Si I’équation de la surface libre s’exprime sous la forme F(z;t) = 0, on aura

dF dr OF
= — = F - —_ _
0 dt v dt * ot

et comme le vecteur V F' est normal a la surface libre, on en déduit que la vitesse normale
d’un point x(t) astreint & demeurer sur la surface libre n’est autre que —(0F/0ot)/ [|[VF|| ,
et qu’elle est par conséquent indépendante de la trajectoire particuliere du point ; on
pourra donc parler de la vitesse normale de la surface libre. La condition cinématique
qui exprime [’é€galité entre la vitesse normale de la surface libre et la vitesse normale
du fluide (soit V® - VF/||VF||) en tout point de cette derniere se traduit donc par
Vo -VF + 0F/ot = 0.

Si on désigne alors par n(xy,zo;t) U'élévation de la surface libre, c’est-a-dire le
déplacement vertical (suivant e3) d’un point = de la surface libre relativement a sa posi-
tion au repos, SL(t) aura pour équation n(x1,x2;t) —x3 = 0. La condition cinématique
s’écrit par conséquent:

In

En + Vo -V(n—ux3) =0 sur SL(?).
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De la méme fagon que @, I’élevation de surface libre n peut se développer sous la
forme (3.1) : n = en + O(£?). Cette condition devient donc, au premier ordre :

377(1) o)

at B al‘g

= 0 sur SL. (3.3)

Condition dynamique

Pour I'exprimer, il nous faut connaitre la pression en tout point de la surface libre.
Celle-ci nous est donnée par 1’équation de Bernoulli, qui relie la pression p au potentiel
des vitesses ® en tout point du domaine fluide :

o 1
Py ey + & £ 2 VO = O(t) dans Q(2), (3.4)
p ot 2
ol p est la masse volumique du fluide, g I'accélération de la pesanteur et C'(t) est une
fonction dépendant uniquement du temps. Si 'on suppose que sur la surface libre, la
pression est égale a la pression atmosphérique py, cette relation se développe sous la
forme :
odM)
ot

ce qui d’une part montre que C(t) peut étre choisi constant et égal a py/p, et d’autre
part nous donne la condition dynamique a 1’ordre 1 :
od()
ot
On peut éliminer 7 entre les deux équations (3.3) et (3.5) ; on est alors conduit a une
condition de surface libre portant uniquement sur le potentiel :
92p) op)
o 9o,
Enfin, il nous reste a écrire une condition de glissement sur la caréne du corps, autre-
ment dit, la continuité de la vitesse normale sur T'(¢). Nous verrons dans le paragraphe

suivant comment exprimer cette condition en fonction des variables définissant la po-
sition du corps.

% +e (gn(l) +

) +O(e?) = C(t) sur SL,

+ gn™Y = 0 sur SL. (3.5)

= 0 sur SL. (3.6)

3.3 Le mouvement du navire

Les équations du mouvement du corps vont découler de 'application du principe
fondamental de la dynamique que nous écrirons

%:Retz—(z:/\/l, (3.7)
ol k et o représentent respectivement la résultante et le moment du torseur des quan-
tités de mouvement (ou torseur cinétique), R et M sont les éléments de réduction
du torseur des efforts extérieurs appliqués sur le corps, ces deux torseurs étant définis

relativement au point G(t), position instantanée du centre de gravité du corps.
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3.3.1 La cinématique du corps rigide

Dans ce paragraphe, apres avoir défini les variables qui nous permettront de décrire
le mouvement du corps, nous expliciterons le torseur cinétique (k, o). Le paragraphe
suivant sera consacré au torseur des efforts extérieurs (R, M).

Tout point du corps sera repéré par ses coordonnées y(t) dans le repere fixe (G, eq, €9, €3)
ou (G désigne la position du centre de gravité du corps lorsque le systeme fluide-flotteur
est au repos. Notons F;(y) la position a l'instant ¢ du point du corps qui occupe
la position y au repos. Le corps étant supposé rigide, on aura || F(z) — Fi(y)|| =
|z —yl, Yy, z, et par conséquent, puisque 2 (a - b) = |la + b||> — ||a]|* — ||b]|?,

(Fi(2) = Fuly) - (F(Z) = Fy) = (—-y)- (' —y).

La transformation F; étant biunivoque, il en résulte que F;(z) — F;(y) ne dépend que
de z — y soit

Fi(z) = Fily) = Az — y),

ainsi que
Ai(z —x) = Fi(z) — Fi(x)
= Fi(z) — Fuly) + Fuly) — Fulx)
=A(z—y)+ Ay — x)
et
Fi(Az) = Fe(Ay) = A (Fe(2) — Fe(v)) s
soit

MFi(z) = Fily)) = AA(z — y);

la linéarité de A; en résulte, et par conséquent le caractere affine de F;. Simplifiant les
notations, nous noterons y(t) a la place de F;(y), et nous aurons par conséquent

y(t) = A(t)y + b(t). (3.8)
Il en résulte en particulier que

Y= A 00— b0) + o

La matrice A(t) étant celle d'une isométrie, est unitaire, et nous aurons
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il en résulte que la matrice

_dA

D(t) = %AA est antisymétrique,
soit par conséquent, en notant
0 —(Q3 (6%)
D= a3 0 —Q s
— Qg (e7] 0
on obtient
dy
= alt) Ay(t) + (0). (3.9)

Les mouvements étant supposés de faible amplitude, on peut décomposer y(t) sous la
forme

y(t) =y + ey (t) + O(e?), (3.10)
et A(t) et a(t) sous la forme
B(t) = N (t) + O(e?) et aft) = caM (1) + O(?),

puisque, a I’équilibre, # = 0 et @« = 0. En reportant ces développements dans (3.9) on
en déduit :

dy™)
b = () A+ AV
c’est dire que
y(t) =y +e{rH ) + wV (1) Ay} + O(2). (3.11)

La vitesse d'un point du corps s’exprimera sous la forme :

dr(® dw®
t
a g

v(t) = oW (t) + O(e?) ot v = (t) Ny. (3.12)
Nous noterons dans la suite S le vecteur de R® dont les trois premieres compo-
santes sont celles de 7™ et les trois suivantes, celles de w™®) :

F()
S = (w(l)) : (3.13)

Remarque 3.1 Dans la terminologie des hydrodynamiciens, si e; est orienté suivant la
direction longitudinale du navire, les trois premiéres composantes de SV (c¢’est-a-dire
celles de 7)) sont appelées respectivement le ‘cavalement’, ‘I’'embardée’ et le ‘pilonne-
ment’ : ce sont les composantes du déplacement du centre de gravité du corps. Les trois
suivantes (c’est-a-dire celles du vecteur rotation w")) sont appelées respectivement le
‘roulis’, le ‘tangage’ et le ‘lacet’.
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3.3.2 La condition de glissement sur la carene

Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer la condition de continuité de la
vitesse normale sur I'(¢) :

VO - n(t) =wv(t) - n(t) sur ['(¢),

ou n(t) désigne la normale a I'(¢). La normale n(t) étant un vecteur lié au corps solide
peut se mettre sous la forme n(t) = y(t) — z(t), soit donc d’apres (3.11):

n(t) =n+ewDt) An+ 0. (3.14)
Ainsi, la condition de glissement s’écrit au premier ordre :

O

voh . p =M.y = .
n=wv n 7t n + 7t

“(yAn)sur T,

ce qu’on peut exprimer de la facon suivante :

op) dsm
on  dt

- N sur I, (3.15)

ot SM est donné par (3.13) et N, appelé normale généralisée, est le vecteur de RS
défini par :

N:(yzn) (3.16)

3.3.3 Expression du torseur des quantités de mouvement
La résultante k() et le moment o(t) du torseur cinétique (relativement au centre

de gravité G(t) du corps) sont par définition :

ko) = | o)t o) = | -Gy nod

F(t)

ou F(t) désigne le volume occupé par le corps a l'instant ¢, et du la mesure de masse
du corps. Les développements de y(t) et v(t) étudiés plus haut nous montrent alors que
k(t) = ekM(t) + O(e?) et o(t) = eaW(t) + O(g?) avec :

dr®  dw® dr®M  dw®
k(l)t:/ d t<1>t:/ du.
(t) N\oa ) dmeto (t) N T ) e

On a donc : " 0
dr dw
kD (1) = /d /\/ d
(t) i/, pt— ydp

ou la derniere intégrale est nulle puisque l'origine du repere est le centre de gravité du
COrps au repos.
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Par conséquent :

dr(®
KV =m —— 3.17
(t)=m ", (317)
ou m est la masse totale du corps flottant. De la méme facon, on obtient
dw®
0(1)(t)=/yA( C;t Ay) dy ;
f
ce qu’on peut écrire sous la forme matricielle :
dw®
W) = 3.18
o (t)=1J T (3.18)

ou J est la matrice d’inertie du corps. Elle est symétrique et positive car

(JA'T)Z/f(yA(My%ﬂ dp I/f(My~TAy) du

et de plus (JA- ) = 0 si et seulement si la masse est concentrée sur les points de F
ou A Ay = 0, soit 'axe de vecteur directeur A ; c’est dire que la matrice d’inertie est
définie positive hormis dans le cas ot F se réduit a un fil rectiligne. Comme

aN(bAc)=(a-c)b—(a-b)c

dw® dw®
D(t) = 2 d —/ . d
o\ (t) pm /fllyll m JE(y o )y L,

on aura

soit encore

L3 +yd)dp = [ryipde = [ryysdu
I=1 = [royyedp [P +y3)dn = [ryaysdp (3.19)
— [ryysdp = [pyaysdp [-(yi +v3) dp

On peut résumer ces résultats de la maniere suivante :

Proposition 3.2 Le torseur cinétique s’exprime sous la forme

Jagy dsm

M = <"8H f])]) (3.21)

ou I désigne la matrice identité de R3.

avec

Remarque 3.3 La matrice M est appelée matrice d’inertie généralisée du corps ;
elle est toujours définie positive (hormis le cas de dégénérescence trés particulier de
J que nous venons d’évoquer). Notons que M agit de fagon découplée sur drV)/dt et
dw™M /dt : ceci résulte du fait que le repére choisi a pour origine le centre de gravité
du corps au repos.
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3.4 Les efforts exercés sur le corps

Les efforts extérieurs appliqués sur le corps sont de deux types : le poids et les efforts
de pression sur la caréne I'(f). Nous avons vu au paragraphe 3.2 que la pression en tout
point du domaine fluide est donnée (voir (3.4)) par

P

0P
P=P0o—P9T3 =P 5~ 5 |V<I>|2 dans Q(t),

po étant, rappelons-le, la pression atmosphérique au niveau de la mer et x3 la coordonnée
verticale dans le repere dont l'origine est située au niveau de la position moyenne de
la surface libre. Nous décomposerons cette pression sous la forme :

0P p

P = Do + Ps + pa O py = —pgx3 et pdz—pa—yvqﬂz, (3.22)

ps représentant la pression hydrostatique relative qui ne dépend que de la position du
point considéré, et pg, la pression hydrodynamique qui ne dépend que de la cinématique
de I’écoulement fluide.

Nous allons donc dans ce paragraphe exprimer successivement le torseur (R,, M,)
des efforts de pesanteur, le torseur (R, M) associé aux efforts de pression hydrosta-
tique et le torseur (Ry4, My) des efforts de pression hydrodynamique, ces trois torseurs
étant définis relativement a la position G(t) du centre de gravité du corps. En ce
qui concerne la pression atmosphérique, le torseur des efforts associés est nul, car elle
s’applique a I’ensemble de la surface du corps.

3.4.1 Le torseur des efforts de pesanteur

Sa détermination ne présente aucune difficulté particuliere ; il s’exprime de la fagon

sulvante :
Rp = —g¢es / dp
F(t)

M, =g ( / RCRED) du) Aes

soit, puisque G(t) est le centre de gravité de F(t),

(5)-(%).

3.4.2 Le torseur des efforts hydrostatiques

ou m est la masse du navire.

La résultante R, et le moment M, de ce torseur sont par définition :

Ro= [ pen@dye o= [ pol0) - GO)and, (G20
I(t) I'(t)

ou on rappelle que n(t) est la normale intérieure & la caréne T'(t).
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Développements au premier ordre

Il s’agit donc de déterminer les termes d’ordre O et 1 de ces quantités. Nous avons
vu au paragraphe précédent (voir (3.8) et (3.12)) que :

y(t) =y+eir 1)(75) ()/\y}+0( %),
Gt) =G+e {r 1>(t) W) NG} + O(£?),
n(t) =n+ewl (t)An+O( 2).

Pour obtenir le développement de ps (donné par (3.22)), remarquons tout d’abord que
pour un point lié au corps situé sur la carene I'(¢), on a x3(t) = G3 + y3(t), ou G3
désigne la composante suivant eg de G (dans le repere initial (O, ey, ez, e3)). Il s’ensuit
que :

23(t) = (G5 + y3) + € [T?El) + (WD AY)-e3| +O(E2),

et par conséquent :
ps = ¥ +epl! + O(?) avec

P =—pg(Gs +ys),
mn (1) (1) (3.25)
ps’ =—pg |13 +(eshw) -y
On en déduit :
Ry =RY +eRW + 0(e?) et My, = MO 1MW 1 0(e2), avec
RO = [ ponan,
r (3.26)
R AR+ [
r
car
R = /pgo)w(l) Ando + /pgl)n do.
T T
Par ailleurs
MY = / Py Andy,
r (3.27)
MY =W A MO 4 /pgl) yAndy.
T
puisque
MY = /pﬁo)(w(” Ny) Andy +/p§0)yA (WM An)dy +/p§”y/\nd7-
T T T
et

WO A An+yA WD An)=wA(yAn)
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Deux formules utiles

Le calcul de ces termes repose sur les formules suivantes :

Lemme 3.4 Sin est la normale intérieure a B,

/ on dry :—/ Vo dx (3.28)
OB B

/ n Ay dy :—/rotd}dx (3.29)
OB B

DEMONSTRATION.

> Ce résultat découle de la formule de Green suivante, ou n est la normale extérieure:

/Bd)-W Z—/Bsodivw +/aBs0(w-n)d7-

> De méme on utilisera

/Brotw'so Z/Bi/)'row +/aB((nM/1)-90) dy

O
Résultante
Pour le terme d’ordre 0 de la résultante on a
RO = —pg/(G3 + y3)ndv,
r
- —pg/ (Gs +ys)ndy + pg/ (G +y3)ndy,
05 SLr
soit, puisque z3 est nul sur SLg, et d’apres (3.28) :
R = pgVr e, (3.30)

ou Vr est le volume de la partie immergée (2 de la carene, c’est-a-dire le volume d’eau
déplacé.
De méme le terme d’ordre 1 de la résultante est donné par

gl) = pg {V; oM A e3 — / [73(1) + (ez A w(l)) . y} nd’y} ,
r
= pg {V_T— w A ey — / [7'3(1) + (eg AwW)- y] ndy
005
+/ [T?El) + (e3 Aw®) y] ndfy}
SLr

= pg {V]—' w A eg + / es AwDdy — 63/ [Tél) + (e3 Aw®) y] d’y} :
Qr SLy
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ou encore, en notant Sr la surface de SL#,

R = pges (—ré”sf —wiV / yo dy + oy / v dV) :
SL}‘ SL]:

Définition 3.5 On appelle ‘centre de flottaison’ le point F, barycentre de SL z, considéré
comme homogeéne, son expression est la suivante :

1
F=— d 3.31
s, / ydy (3.31)
On pourra alors écrire
RY = pgSres (—T?f” —wVE, 4 wglm) (3.32)

Moment

A Tordre 0, on a
/G3+y3 yAndy,
( G3+y3 y/\ndv —/ (Gg+y3)y/\nd7),
SLF
P/ es Ny

QF

en vertu de (3.29) et de la formule classique
rot(pu) = protu + Vo A u. (3.33)

Définition 3.6 On appelle ‘centre de carene’ le barycentre C' de la partie immergée
du navire, considéré comme homogeéne, soit

1
C:—/ 3.34
Vs ny (3.34)

On obtient donc finalement
MO = —pgVres AC. (3.35)
De méme le terme d’ordre 1 du moment a pour expression :
M = —pg {V;w(l) A (es ANC)+ /r [T?El) + (es AwM). y} y A nd’y} :
= —pg {V]-‘W(l) A(esAC) + /asz [7'3(1) + (e5 A wM) y] y Andy } ,
F

—pg/ [Té” + (es Aw) - y} y A esdy,
SL»
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or
rot {Tél) + (es A w(l)) y} y=V {T?El) + (es A w(l)) . y} ANy = (e3 A w(l)) Ay

et par conséquent, d’apres (3.29),

MY :—pg{vj:u)(l)/\<€3/\0)+/ (63/\00(1))/\3/d7}7
Q

F

—pg {Té”/ y Aesdy +w§1)/ ya(y A e3) dy —wél)/ yl(y/\es)d’y}
SLy SLy SL»

ou encore, comimme
WA (es AC) + (es AwD)YAC =ez A (WD AC),

et y \es = e1ys — ey,

MY = —pgVres A (wD AC)
—pgry(e1Fy — e )

—pgwi” {61 / ysdy — e / 1Yo dv} (3.36)
SL» SLyr

—i—pgwél) {61/ y1ya dry —62/ ?J% dV}
SLr SLr

On peut donc finalement résumer tous ces résultats par la formule suivante :

R:(;O) o €3 Rgl) - O (1)
(Mg())) — oV (C N e3 o M)~ PoVs (WHAC)Nes ) K5,

(3.37)

ot S est donné par (3.13) et K, est la matrice 6 x 6 dont la structure est la suivante :

00 0 0 0O
000 0 00
0 0 0
K=o 0 & ol (3.38)
0 0 0
00 0 0 0O
la sous-matrice K, (3x3) étant définie par :
Sr FySr [ Sx
K, =pg | F2Sr Jso, ey = o, viyedy | (3.39)

I Sr _fSL]_- Y1y2 dy fSLJ_— yi dy
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3.4.3 Le torseur des efforts hydrodynamiques

Comme pour le torseur des efforts hydrostatiques, la résultante R4 et le moment
My, de ce torseur sont donnés par :

Ra = / (O et My = / | Palylt) = G Anit)

ou la pression hydrodynamique définie en (3.22) se développe sous la forme :

od)
T +0(e?). (3.40)

On en déduit immédiatement que :

Ra= 873((11) +0(e?) et My = 6M&1) + O(?) avec

od) o)
RY = —p/ ndy et MY = —p/ y Andy,
d r Ot d r Ot

ce qu’on peut encore écrire :

ey o
( d(l)) = —p/ 5 N dv, (3.41)
T

ou N est la normale généralisée définie en (3.16).

3.5 Les équations du mouvement

3.5.1 Le principe fondamental de la dynamique

Nous connaissons maintenant les développements respectifs du torseur cinétique et
du torseur des efforts appliqués sur le corps. Il nous reste donc a écrire le principe
fondamental de la dynamique (3.7). A l'ordre 0, on a :

(R, RY [ (—=m+ pVr)ges
0= + 0 | = )
M, M pgVr C A e
et par conséquent :
m = pVr et C Neg =0, (3.42)

ce qui n’est rien d’autre que l'expression du principe d’Archimede :

Théoréme 3.7 (Théoréme d’Archimede) A I’équilibre, la masse du navire est égale
a la masse d’eau déplacée et le centre de caréne (ou centre de poussée) est situé sur la
verticale issue du centre de gravité.
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A Tordre 1, le principe fondamental s’écrit :

d [ kD Rgl) Rz(zl)
it (o) = (i) = (i)

soit, d’apres (3.20), (3.37) et (3.41) :

d2s™) od)
+KSW +p /

M
dt? e Ot

Ndy =0, (3.43)

ou K est obtenue a partir de l'expression (3.37) de (Rgl), Mgl)) en tenant compte du
fait qu’a lordre 0, le corps est en équilibre, c’est-a-dire de (3.42) :

(w(l) ANC) Aeg=—Csez A (w(l) Nes) = —Cs (w(l) — w§1)63> = —Cg(wil)el + wél)eg).

Notons que K possede la méme structure que K (cf. (3.39)) ; il suffit de remplacer la
sous-matrice K, par la suivante :

Sr FSr —FiSF
K=pg| BSr CVr+ [y, 6dv =y, pmpdy |, (3.44)
-nSr - fSLf yiyady  C3Vr + stf yi dy

K est appelée matrice de raideur hydrostatique. Elle n’agit pas sur les composantes 1, 2
et 6 de SU, autrement dit 7'1(1), 7'2(1) et wél), c’est-a-dire les degrés de liberté du corps qui
correspondent a des mouvements de corps rigide paralleles a la surface libre SL : ces
mouvements ne peuvent naturellement pas engendrer de force de rappel hydrostatique.
La matrice K n’est donc pas définie positive, mais la sous-matrice K Uest si et seulement
si l’équilibre statique est stable, ce qui signifie que, a l’exception des mouvements de
corps rigide paralleles a SL, le flotteur a tendance a revenir vers sa position de repos
lorsqu’il en est écarté.

3.5.2 Notions de stabilité statique

Pour étudier K nous serons amenés a poser

w= (“’1), X = (T?’) et B = ( Jsuz Vi dy _fSLfy;deV)
wa w —fSLI Y1y dy fSLf yq dvy
Nous aurons donc
KXX :7'3283:%—27‘3w/\FSf+C'3Vf||w||2+IB3w-w
= (Tg +wA F)QS]: — Hw A F“2S_7: + Cng: HCUH2 +/ Hy/\wHQdfy;
SLyr
posons 7/ =13+ w A F et ¢y =y — F, nous aurons
KX - X =728+ C5Vr ||| +/ ly Aw|® = || F Awl|®dy

SLz

_T'2sf+cgvfuwu2+/ Iy Aw|? dy

SLy
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car

/’HyAww_HFAwde::/ n@—ﬁvAwwdv—a(wA/“<y—Fww)«FAw>
SLr SLy SLx

— [ nel® o
SL

F étant le centre de gravité de SLx; soit donc

KX -X=AX"-X

avec
Sr 0 0 ,
A= 0 GC3Vr+ fSL]: vy dy fSL}- Yiys d et X' = (:} )
0 —fg, vithdy  CsVr+ fSL]_- Y
Si on note

B — ( ISLf yy dvy ISLf y1y2 )
fSL}- y1y2 d’}/ fSL}—y
on constate que B'w - w = fSLF ly Awl|]? dy est symétrique définie positive, ce qui
prouve que ses valeurs propres A\* sont réelles positives :

Jsi, Wy I* dy £ VA

+
AT = 2

(3.45)

avec

2 2 2
A =/ Iy ||* dy —4 [(/ y12d7> (/ yfch) - (/ yfyfdfy) ] .
SLr SLy SLy SLyr

Si u note une valeur propre de A’ et w un vecteur propre associé, on aura soit p =S
’ Fy

soit
U9 uy \ Uy
e (i) +2 () = (i)

c’est-a-dire u = C3Vr + AT, 1l est alors clair que K est définie positive si C3Vr +
AT est positif ; c’est-d-dire si les ‘métacentres’ sont situés au dessus du centre de
gravité. Notons bien que ces conditions sont moins restrictives que celle qui imposerait
la positivité de (3, c’est-a-dire au centre de poussée d’étre situé au dessus du centre
de gravité.

On peut donner de ces quantités une autre expression : si vT notent les vecteurs
propres normalisés respectivement associés a A*, dans cette base, la matrice B’ a pour
expression

IB3,:(fSLFy’/\(v*/\y’)'eralg 0 )
0 i v A (™ Ay) v dy
soit

= [ ay)
SLz
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3.6 Les équations du probleme couplé

Nous pouvons maintenant rassembler les équations régissant 1’écoulement fluide et
les mouvements du flotteur, soit (3.2), (3.6), (3.15) et (3.43). Nous omettrons désormais
I'exposant (1) afin de simplifier les écritures.

( Trouver ® défini sur Q et S € R®  tels que
A = 0 dans €2,
0*® 0P
— 4 g— = 0 sur SL,
ot? 81'3 3.46
% i o 310
_ . = I
8nd28 dt 9 SHE
M— + K —Nd =0.
| Mg TR+ /F o 0

Notons que pour étre complet, il nous faudrait rajouter a ces équations un jeu de
conditions initiales portant sur ®, 0®/0t, S et 0S/0t.

3.6.1 Le régime périodique établi

On s’intéresse ici aux mouvements provoqués par une houle incidente périodique en
temps (monochromatique), définie par un potentiel incident

®y(z,t) = Re{pr(x)e ™"} (3.47)

solution du probleme (3.46) en I’absence du corps (nous donnons plus loin I'expression
d’un tel potentiel, voir (3.54)).

Quand les mouvements sont consécutifs a une excitation périodique et non a un
simple déséquilibre initial, on peut montrer sous des hypotheses assez larges que s’établit
asymptotiquement en temps un régime périodique, ce qui conduit a rechercher une so-
lution du probleme précédent sous la forme :

(50 )ef e o
t

Le choix de dS/dt dans le premier membre (et non S, ce qui pourrait sembler plus
naturel) est destiné a travailler sur un couple homogene d’inconnues: ® est le potentiel
des vitesses dans le fluide et il est donc naturel de prendre dS/dt comme inconnue pour
le corps flottant. Ce choix évite en fait I’apparition de coefficients complexes dans les
équations du nouveau probleme qui portent sur le potentiel diffracté ou de perturbation
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@ et les 6 degrés de liberté s du navire :

( Trouver ¢ défini sur Q et s € C° tels que
Agp = 0 dans (2,
oo  w?
Fri — = 0 sur SL,
r3 g 4
aﬁ_S.N :—%surf .
on on ’
(—w*M + K)s — pw? / ©N dry = pw? / orN dy .
\ r r

Remarque 3.8 On peut donner de ces équations une formulation adimensionnelle qui
utilise comme parameétres caractéristiques

o pour les longueurs : une dimension L caractéristique du flotteur,

o pour les temps : \/L/g,

o pour les masses : pL3,

on obtient des équations analogues aux précédentes, d’oti les quantités g et p ont été
éliminées.

Notons pour terminer que nous n’avons jusqu’ici rien précisé sur le comportement
de ¢ au voisinage de l'infini ; nous énoncerons plus loin la condition de rayonnement

adéquate: elle fait jouer un role essentiel aux directions horizontales, et n’impose qu'une
simple condition de décroissance dans la direction verticale.

3.6.2 Quelques solutions particulieres

Nous donnons dans ce paragraphe quelques solutions particulieres du probleme
(3.49) dans le cas ou il n’y a pas de corps flottant. Il s’agit donc de rechercher des
solutions de :

AQOI = 0 dans Qo,
0
ger vor =0 sur Sk, (3.50)
6333
ol on a noté
2
v=" (3.51)
Y

Qp est le domaine occupé par le fluide en 'absence de corps flottant (soit le demi-
espace x3 < 0), et SLg, sa frontiere (soit le plan x3 = 0). Contrairement a ’équation de
Helmholtz, il n’existe pas de solution radiale de ce probleme. Nous verrons cependant
qu’on peut déterminer des ‘ondes cylindriques’ qui ne dépendent que de la distance a
un axe vertical (les équations (3.50) étant alors vérifiées en dehors de cet axe, ce ne
sont pas a proprement parler des ondes incidentes).
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Les ondes planes

On recherche ici des solutions ¢; de (3.50) qui ne dépendent que de deux directions
spatiales incluant la verticale (disons: x; et x3) et qui sont a variables séparées dans
ces deux directions. On pose donc :

pr(x) = a(r1) v(x3)-

Le probleme (3.50) se ramene alors a :

o’(x1) + Aa(z) =0 sur R, (3.52)
"(z3) — Ay(x3) =0sur R,
{ 1’(0) - w(?)) =0, (3.53)

ol A est un parametre réel. Supposons que A > 0 ; les solutions de (3.53) sont alors
de la forme KeYA®s (en éliminant les solutions exponentiellement croissantes lorsque
x3 — —o0). La condition en x3 = 0 impose par ailleurs VA = v. On en déduit donc
que :

90[(1‘) = A eil/xlez/:pg, + B e—iz/:meu:rg’

ou le premier terme correspond a une onde qui se propage dans la direction des x;
croissants, et le second, des x; décroissants. Plus généralement, une onde plane qui se
propage suivant une direction u = pye; + pzes (vecteur unitaire dans le plan (0, zq, x3))
sera de la forme :

pr(r) =A ez tuzws) ovrs, (3.54)

Notons que si A est supposé négatif, toute solution de (3.52) est exponentiellement
croissante soit en xy — 400, soit en ;1 — —oo : ce ne peut donc étre une solution
‘physiquement acceptable’.

Les ondes cylindriques

On recherche maintenant des solutions de (3.50) qui ne dépendent que de x3 et de
la distance & 'axe (O, e3) : 7 = (v24+22)"/2. Ici encore, nous les supposerons & variables
séparées en (r,z3). On pose donc :

p(z) = B(r)v(zs).
En coordonnées cylindriques (7, 6, z3), le Laplacien s’exprime sous la forme :

10 dp 1 0% 0%

A¢ 12002 " 013
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Par conséquent, le systéme (3.50) se ramene a :

L9 (r%) + X 3 =0sur R, (3.55)

v(z3) devant satisfaire le méme systeme que dans le cas des ondes planes (soit (3.53)).
On en déduit donc comme précédemment que v\ = v et v est de la forme Ae”*s. Quant
a l’équation (3.55), elle n’est autre que 1’équation de Helmholtz dont les solutions sont :

A Hél)(yr) + B HéQ)(I/T),

ou Hél) et Héz) sont respectivement les fonctions de Hankel de premiere et de seconde
espece, d’ordre 0. Ainsi, les solutions cylindriques de (3.50) sont de la forme :

o(r,a5) = A HY (vr)e’ + B HP (vr)e™s. (3.56)

Le comportement asymptotique des fonctions de Hankel lorsque r tend vers 400 nous
montre que dans cette expression, le premier terme correspond a une onde sortante,
autrement dit qui se propage vers 'infini, et le second, a une onde entrante.

3.7 La conservation de I’énergie

Cette notion est similaire a celle introduite en acoustique, 1’énergie potentielle liée
a la compression du fluide est ici remplacée par une énergie potentielle liée a 1’élévation
de la surface libre.

3.7.1 Le cas transitoire

Définition 3.9 (Energie hydrodynamique) Si D note un domaine inclus dans le
fluide, on appelle énergie hydrodynamique dans le domaine D la quantité suivante:

1
WDZ’%(/ IVl +—/
D 9 JopnsL

ot p est la densité du fluide (supposée constante).

0P

ot

: d’y) , (3.57)

Notons que le terme surfacique d’énergie potentielle n’apparait que si la frontiere de D
contient une portion de la surface libre.

Définition 3.10 (Flux d’énergie) On appelle flux d’énergie entrant dans le domaine
D la quantité suivante:
0P 0P
Jop = P/ ———dy, 3.58
OD\SL on Ot ( )

ou n est la normale extérieure au domaine D considéré.
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Remarque 3.11 Si le domaine D n’est pas borné, l'existence des intégrales interve-
nant dans les formules (3.57) et (3.58) nécessite en particulier une certaine décroissance
de ® et 0P /0t au voisinage de I'infini. Plus précisément il nous suffira ici d’admettre
que ® et 0P /0t appartiennent & H' (D).

La loi de conservation de ’énergie s’énonce alors de la facon suivante.

Théoreme 3.12 La dérivée temporelle de I'énergie hydrodynamique dans un domaine
donné est égale au flux d’énergie entrant par le bord, soit

d

EWD = Jap. (3.59)

DEMONSTRATION. Soit en effet ® une solution des équations (3.46), on aura, en vertu de la
formule de Green

1 0?® 0P
e - - g2
M@ p</“v v Sl 7>,
B a¢a@d L[ oeoe
— P\ J,p on ot g omnot )

[ o,
P OD\SL on Ot

3.7.2 Le cas harmonique

Définition 3.13 (Flux d’énergie moyen) On appelle flux d’énergie moyen entrant
durant une période dans le domaine D la quantité

W 27w

= dt. .
Jop = o LY (3.60)

Théoréme 3.14 (Conservation de I’énergie moyenne) Le flux moyen d’énergie
entrant dans un domaine fluide borné est nul, soit

Jop = 0. (3.61)

DEMONSTRATION. Le résultat découle de fagon évidente de I'intégration de la relation (3.59)
sur une période.
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3.7.3 Calcul du flux d’énergie moyen

Nous aurons donc

w [ 9D 0D
Jop = p— ——d~vdt 3.62
et comme 9% 5
il o _SD —iwt
n —%e(ane ),et
()
88_t = wJm (pe ™),

on en déduit, comme en acoustique, que

0P 0P 5 . o~ Op
on ot
—wsin®wt Rep Tm g7

on

0 0
+wsinwt coswt | Jmp 3m—90—‘ﬁeg0 Re 27 ).
on on

Comme de plus

27 Jw 27 Jw T 27w
/ sin’ wt dt :/ coswtdt = —, et ,/ sinwt coswtdt =0,
0 0 w 0

on en déduit que

0 0
Jop = pf/ [nga Re 27X _ Re jmﬁ] d,
2 OD\SL 871 071
w _0p
= —p=TJm p—d~, 3.63
2 ap\s,  On (3.63)
o, _0p op
= - — —p—| dv. 3.64
07 /w\SL {wan “Oan] g (3.64)

Remarque 3.15 Le théoréme de conservation de I’énergie moyenne se déduit aisément
de la formule (3.64) et de I’équation (3.49) ; on a en effet

0 Z/@Asa—soA@
D
_/ ;0 09 d
- oD span 90877, 77

LB
OD\SL on on
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Figure 3.2 : le flux d’énergie

3.7.4 Flux d’énergie et condition de rayonnement

Considérons maintenant le cas particulier ou le fluide remplit I'extérieur d’'un do-
maine borné de frontiere I'. On notera S une surface fermée entourant I', ¥ le bord du
cylindre de rayon R supposé contenir S, et Dg le domaine borné limité par S et Xy ;
nous noterons également Jg le flux moyen d’énergie entrant dans Dy a travers S.

Comme dans le cas de I’acoustique linéarisée, ’objet de la condition de rayonnement
est de sélectionner les solutions du probleme (3.49) qui se comportent a l'infini comme
des ondes sortantes. Pour le probleme des mouvements d’un navire sur la houle, cette
condition prend la forme suivante :

2
dy=0, ol Bp ={r € Q; 2] + 25 = R*}. (3.65)

R—o00

Y ‘090 ,
im — —ivp
Sk 8”

En procédant comme dans le cas bidimensionnel en acoustique, on vérifie aisément
que seules les ondes cylindriques du type A Hél)(m") e’*3 . autrement dit les ondes
cylindriques sortantes, satisfont cette condition.

Remarque 3.16 L’intégrale dans (3.65) porte sur un cylindre semi-infini, et ¢ doit
donc étre ‘suffisamment décroissante’ lorsque x3 — —oo pour satisfaire cette condi-
tion. En ce sens, la condition de rayonnement contient implicitement une condition de
décroissance lorsque la profondeur tend vers I'infini. En accord avec la Remarque 3.11,
nous supposerons que @ € H*(Dg), ott Dy est le domaine compris entre la caréne T et
le cylindre Yg.

Théoréme 3.17 (Positivité du flux d’énergie moyen) Le flux moyen d’énergie sor-

tant a travers S du voisinage du corps est indépendant de S. Si la solution vérifie de
plus la condition de rayonnement, ce flux est positif ; plus précisément, on a
W 0
Jg = PY im i
Sr an

4y R—oo

2
+ W] dy. (3.66)
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DEMONSTRATION.
> Le théoreme de conservation de ’énergie s’écrit dans ce cas particulier :
Jop +Js=0. (3.67)
Il en résulte que Jx, et Jg sont respectivement indépendants de R et de S.

> On a

w ) 0 0@
Jrp = r i (soai - 90((;;) dry,

- 4V SR
2 2
pw dp . dp 2| 12
_ 9 _ [ |Z dr.
v s, [ an V¥ <‘8n vl )] 7

On aboutit alors au résultat en tenant compte de la condition de rayonnement.

O

On peut préciser ce résultat et montrer, que dans la formule précédente, la contri-
bution des deux termes au flux d’énergie est la méme :

Proposition 3.18 Si ¢ vérifie la condition de rayonnement, on a

pw . dyp
Jg="1 -
s 21/R£rolo/ZR on

2
_ 22
dy = 5 1%520 ERV lo]” dy. (3.68)

3.7.5 Les problemes de rayonnement et de diffraction

C’est finalement le probleme suivant que nous résoudrons:

( Trouver o défini sur Q et s € C® tels que

Ay = 0 dans (2,

0
» v = 0 sur SL,
5 0

¥ Pr
% —s- N = _a_n sur F, (369)
(—w*M + K)s — pw? / ©N dry = pw? / orN dv |

r r
dp . 2

li - — d =0

g | ‘ oy~ dy :

ot 'on rappelle que v = w?/g, N est la normale généralisée sur T’ (donnée par (3.16)), M
et K sont respectivement les matrices d’inertie généralisée et de raideur hydrostatique
du navire (données par (3.21) et (3.44)).
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Découplage par linéarité

Il est possible d’éviter la résolution du systeme couplé (3.69) en résolvant séparément
le probleme de diffraction pour lequel le corps est fixe, et les problemes de rayonnement
pour lesquels le corps est animé d’un mouvement d’amplitude unité selon chacun de
ses six degrés de liberté. Soient donc les probléemes suivants :

( Ay = 0 dans €2,
0
gr0 Vg = 0 sur SL,
S 0
%o pr (3.70)
-0 — 2T
on ) an T
aQOO .
1 —_— = dy =0
\ o - | on weo| ary )
et, pourt =1, 6
( Ap; = 0 dans €2,
D
LA vy; = 0 sur SL,
%
| &2 = N; surl’, (3.71)
on )
Do
I v dy =0
| fm [ 5y e &

Il s’agit en fait de 7 problemes de méme nature: seule la condition aux limites sur I'
change ; elle revient & dp/0On = f pour 7 fonctions f particulieres.
La solution ¢ du probleme (3.69) est alors de la forme

6
Y=o+ Z Sii s (3.72)
i=1
d’ol on déduit que les s; sont solutions du systeme matriciel suivant :

6
(—w*M +K) s — pw’ Z S / o:N dy = puw* /(cpo + )N dry. (3.73)
— Jr r

Une fagon habituelle de récrire ce systeme consiste a séparer les parties réelle et ima-
ginaire du terme associé au torseur des efforts de pression hydrodynamique ; on pose

6
pw? Z Si / @iN dy = (WM, (w) — iwC(w)) s,
i=1 UL

ou M, (w) et C(w) (qui dépendent des ;) sont appelées respectivement les matrices de
masses ajoutées et d’amortissement. Le systeme (3.73) prend alors la forme

(—w*(M + M, (w)) — iwC(w) + K) s = pw? /F(goo + )N d.
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Ainsi, la résolution du probleme couplé (3.69) s’effectue de fagon découplée en
procédant en deux temps. On commence par résoudre les 7 problemes de diffraction et
de rayonnement (3.70)-(3.71) ; la détermination de s découle alors du systeme (3.73),
et sa connaissance permet de reconstituer le potentiel ¢ par la formule (3.72).



Chapitre 4

La résolvante du probleme
d’hydrodynamique

Dans ce Chapitre, nous traitons du probleme couplé du mouvement sur la houle
dont les équations (3.69), ont été établies au Chapitre 3 ; si nous posons vy = w?/g,
nous obtenons le systeme suivant:

Trouver ¢ défini sur Q et s € C° tels que
Ay = 0 dans (2,
0
@ Vo = 0 sur SL,
o 0
a_z_H/é/Q\/g (s-N) :—% sur I, (4.1)
(—ogM +K) s + pVé/Q\/ﬁ/ pNdy =—p VS/Q\@/ pIN dy .
r r
2
lim A wop| dy =0.
r—00 v, 071

De méme qu’au Chapitre 2 qui traite de I’acoustique, I’étude des résonances du probleme
(4.1) débute par celle du cas o vy est remplacé d’'un nombre complexe.

4.1 Le probleme dissipatif

Il s’agit donc du probleme suivant, ou v est un nombre complexe de partie imaginaire
positive:

Trouver ¢ défini sur Q et s € C° tels que

Ay = (0 dans €2,
5_90 — vy = 0 sur SL,
3533 der (4.2)
a—n+ul/2\/§ (s-N) =%, sur T,
(—vgM +K) s + pvm\/ﬁ/ pNdy = —pVW\/ﬁ/ prN dy .
r r

67
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Nous démontrerons encore qu’il s’agit la d’un probleme coercif, mais le fait qu’il soit
posé dans un demi-espace et que les ondes de gravité se manifestent sous la forme
d’une condition de Fourier portant sur la surface libre, en rendent ’étude plus difficile.
En particulier la solution ne peut étre cherchée dans H'(f2), contrairement au cas de
la profondeur finie, ou une inégalité de Poincaré permet d’estimer ||u||ip(9) a l'aide

2 2 R :
de ful} o + [lull72(spy s on sera donc conduit & chercher la solution dans un espace de
Sobolev a poids autorisant un comportement moins décroissant au voisinage de I'infini.

4.1.1 Espaces fonctionnels
Définition 4.1 Notons

QU =Q0nB, =0n(B,)
Si=SLNB,, S'=SLN(B,)"

ainsi que, avec p = ||$|| )

> pour ) C R3

W(Q) = {u e D(Q) ‘ (14 p%) " u(z) € L¥(Q), Vu e (L?(Q))?’} , (4.3)

> pour 2 C R?

Wo(Q) = {ue D) ‘ (1+0%) 7" (Log@+ p) " ulw) € LA(Q), Vue (L2(Q)"}.
(4.4)
On montre classiquement, ([DAUTRAY-1984]) que W (Q2) est un espace de Hilbert pour

la norme du graphe.
Notons également

W () = {u e Wy ()| wr =0}
et _ o
D) = {ue Wy ()| ueDB)}.

Lemme 4.2 L’ensemble 15((2;’) est dense dans W&(QZ)

DEMONSTRATION. Un changement d’échelle permet tout d’abord de se ramener au cas ou
r = 1. Soit donc u € W (). Notons 6 une fonction de C*[0, +-oc[ qui vérifie

0<60<1, 6=1dans (0,1) et Suppf C (—2,2);

posons alors
x(@) =0([=l)), xx(z) = x(x/k) et up = xpu,

on aura uy, € D(Q). Dans la suite nous montrerons que u; — u dans W (Q}).
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> Dans le cas tridimensionnel, on aura

J+ 2w

= | =l (1)
L2(Q) /Q’l’ |

qui tend vers 0 quand k — 400, en vertu du théoreme de convergence dominée.

> On aura également
V(u—u)|? . :/ Vu|* |1 - k2+/ u2Vk2,
e N e e M o

la premiere intégrale tend vers 0 comme précédemment ; traitons la seconde: on aura

1+p% [u)?
[ ki = [
N\, N\, p

1
<Gp+d) [0
k

< Clullfys o

qui tend vers 0 quand k — +o00, toujours en vertu du théoréeme de convergence dominée.

> Dans le cas bidimensionnel le choix précédent de la fonction de troncature ne permet pas
de démontrer la convergence du gradient, et nous serons amenés a en changer: nous poserons

©(p) =1—0(p) et

k
Logp

Xk(p) =© <

> pour p > 1, et xx(p) =1 pour p < 1.

nous aurons Suppxx C [ek/ 2, ek] des que k > 2. Il est facile de constater que

k
X = 1l 040) (T0g 2
M
<
p Log p

puisque 1 < k(Log p)~" < 2 pour p € [e¥/2, €].

> La démonstration de la convergence de (14 p?)~Y2(Log(2 + p?)) ! (uy, — u) vers 0 dans
L?(92}) ne présente pas de difficulté particuliere ; en ce qui concerne le gradient, on aura

14 p?)(Log(2 + p?))? ul?
2\ 0\, p*(Logp) (1+p?)(Log(2 + p?))
‘ 2
o u

v, , (L ) (Los(2 + )2

qui tend vers 0 comme dans le cas tridimensionnel.
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Lemme 4.3 La semi-norme ||, o, est une norme sur Wy (2), équivalente a la norme
k) T
naturelle.

DEMONSTRATION. Il nous suffira de montrer que
lllyps ey < C'luly gy Yu € Wg (7).

> Commencons par le cas bidimensionnel ; en vertu du Lemme 4.2, on pourra se contenter
de démontrer I'inégalité qui précede pour des fonctions u € D(€!). En coordonnées cylin-
driques, on aura

12 +o00 p 0 5
Hu (HxH LOng” HLQ(Q/T/) = mdp \u(p,Q)] df

0 “+o00 d
— [ [ ol
S P |Log p|
+oo
< 4/ d9/ p ‘au
S dp
:4/ oul?
Q

en vertu de I'inégalité de Hardy (4.6) ci-dessous ; l'inégalité annoncée en découle.

2
8[) S4|U|I,Q;’7

> Dans le cas tridimensionnel, notons S, la portion de la sphere unité de cote négative ;

on aura de méme
+o00 d
dp
U d
L2(Q) / / p | po ‘ g

+oo
—/da/ lu(p, o)|? dp
2 T

(DESNE

+o0 oul?
< 4/ do / 0* gu
5 r
8’11, 2 2
= 4/ - S 4 ‘u| "y
oy 8p 1,Q0

d’apres (4.5).

Lemme 4.4 (Inégalités de Hardy) Sir est positif et v € Cg°(r, +00) alors

[ bora <o [T ot (45)

et

400 +o0
/ () —2— <4 / o1 ()2 dp (4.6)

p |Log p|
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DEMONSTRATION. On aura en effet

+oo +ood
2 P 2
v(p)|” dp :/ — v(p)|" d
/r [v(p)] ’ dpl()l

+oo
= —/ 2pu(p)v'(p)dp

) </’”+OO |U(p)|2dp>1/2 (/:oo‘lp [ (p)|? dp)l/2
("ot < ([ T ora)”

ou encore 'inégalité (4.5).

soit

>
+oo d T d 1
2 p _/ < ) 2
v(p)| ——— = — v(p)|” dp
A A (e L
= [T o
TS LY p1/2 1/2
—+o0 dp —+o0 9
<([ Teor ) ([ ol )
r p |Log p| r
soit

(/ P mf’;p,)/ <(/ " 4p\v’<p>|2dp)l/2

ou encore 'inégalité (4.6).

Lemme 4.5 La norme

1/2
2 2

[uley, = (Julf o, + ulacs;))
est équivalente a celle de H'(§2,).

DEMONSTRATION. Puisque Q; est borné, on peut utiliser I'inégalité de Poincaré-Friedrichs
(Théoréme B.14) :

2
2 2
uli o + lullze(s) = [ult o, ]S’] (/ Ud’Y)
p

1

2
> min | 1, ‘ Hu||H1(Q;).

L’inégalité inverse est évidente.
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On posera
W ={ueW;(Q) | us, € L*(SL) } (4.7)

Proposition 4.6 La norme

1/2
fulw = (Julf o+ lull3zsr)) (4.8)

est une norme sur W, équivalente a la norme du graphe.
DEMONSTRATION.

> Il nous suffira de démontrer qu’il existe C > 0, telle que
[ully < Clulw.
On raisonne par ’absurde, et on admet donc ’existence de u,, € W telle que
1
[unll =1 et [un] < —;
n
il en résulte déja que

Uy — 0 dans L*(SL). (4.9)

> Considérons la fonction x € C°°(R™), nulle & l'extérieur de Bs,, identique a 1 sur B, et
telle que 0 < x(z) < 1, Vo € R™. On aura u, = xu, + (1 — x)un, et par conséquent

[unllwy @) < Ixunllwg @) + 11 =X)unllyyq) < € (Hun||H1(Q’2T) + 11 - X)Un”vvol(gy))
(4.10)

> On peut appliquer le Lemme 4.5 avec p = 2r, il en résulte que

2 2 2
) S C (’Uh,ggr + HUHLQ(S§T)> < C[unliy (4.11)
Par ailleurs, en vertu du Lemme 4.3, on aura

(1 - X)UTLHWC}(Q’T/) < CJ(1 = X)unly qn

< O (Junhy gy + unl 2(e, )
< Cup|w.

> En vertu de la formule (4.10), il en résulte que u,, — 0 dans W} (Q), et d’apres (4.9)
que u, — 0 dans W, ce qui constitue une contradiction.
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4.1.2 Formulation variationnelle

Nous disposons maintenant des outils nécessaires pour donner du probleme (4.2)
une formulation variationnelle:

Trouver X € W x C¢ tel que VY € W x C5, on ait
a(X,Y)=4(Y),

() v ()
a(X,Y) :/QV<,0~VE—V/SL¢ECZV
+V1/2\/§{/(3-N) b dy +/Fg0 (N -7) dy} (4.13)
1{(K3 B) — vg (Ms - 7))

(y) /9301de pV1/2\/_/901 (N %) dy

(4.12)

avec

Théoréme 4.7 Si Jmv # 0, le probléme (4.12) est bien posé.

1/2

DEMONSTRATION. Nous montrerons que la forme sesquilinéaire v~1/2q est coercitive.

> On a tout d’abord

v 12X, X) =v1/? </ V| +;(Ks-s)>
([ oy + 0as )

+\/§</F (s-N)pdy —i—/rgo(N-s)dfy)

comme K et M sont symétriques, il en résulte que
m (v~ Y2a(X, X)) =0Jm _1/2 (/ IVeol> + = (Ks - s)>

~3m (1) </ o2 dv 49 (Ms 3))

y1/2 = 1/2 |V|71 ,

> Comme de plus

soit par conséquent Jm (V_1/2) =—TJm (1/1/2) |1/|_1 , il en résulte que

a(X, X)| > Tm (1/2) min(ly| V2, ]2

{ Lot + [ 1ean

(s 5) + g (0 s>>}
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> Nous avons vu que M est définie positive pour peu que toute la masse du navire ne soit
pas concentrée sur un segment rectiligne, et que K est semi-définie positive ; en vertu de la
proposition 4.6, il en résulte que

a(X, )1 = C (llpllfy + lsli2s ) = 1X Iy cco
O

Le théoreme de représentation de Riesz permet alors de mettre le probleme (4.12) sous
la forme

(I +Sv))X = F(pr,v) dans W x C°, (4.14)

avec

(SW)X,Y)yywes = (w+1) /SLSOECM

+u1/2¢§{/r(s-N) b dry +/F<,p (N -7) dy} (4.15)

—I-%((Ks-f) —vg (Ms-1)) — (s-1)
et

(F(er,v),Y )ipwes =LY (4.16)

Définition 4.8 Le théoreme 4.7 montre que, pour Jm (v) # 0, I + S(v) est inversible
dans W x C8. On appelle résolvante I'opérateur

Rv)={I+Sw) ' : W xC’ — W x C"° (4.17)

4.2 Réduction a un domaine borné

Comme dans le cas de ’acoustique, la principale difficulté pour I’étude de la dépendance

de R(v) vis-a-vis de v découle du fait que la limite de R(v)F(yr,v) n’appartient plus
a W x C% quand v tend vers I'axe réel positif. Nous serons donc amenés a donner
de (4.2) une formulation mieux adaptée qui permette un controle précis du compor-
tement asymptotique de R(v)F (¢, v) au voisinage de 'infini ; nous réduirons ainsi
le probleme & un domaine borné en utilisant la méthode de couplage entre formulation
variationnelle et représentation intégrale.

Comme notre objectif consiste a représenter le comportement a I'infini du potentiel,
il nous suffira dans un premier temps de considérer un probleme de diffraction analogue
a (3.70) ou (3.71) pour un corps fixe, soit

Trouver ¢ défini sur 2  tel que

Ay = 0 dans (2,

(3_g0 — v = 0 sur SL, (4.18)
)

77 = fsurI,
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4.2.1 La solution élémentaire

Notons
V={zr|z3<0} et S={z|z3=0}.

Notre premiere tache consistera a résoudre le probleme (4.18) dans le cas simplifié ou
Q) =YV, et le second membre est remplacé par une mesure de Dirac ; on résoudra donc

Trouver G, (x, z) défini sur V tel que

géGV(xa Z) - 595 dans V’ (419)
M—VG,,(I,Z) =0sur S.
323

Notons tout de suite que l'invariance du probleme par translation horizontale nous
permet de choisir les axes de coordonnées de telle fagon que les coordonnées horizontales
de z soient nulles.

Le cas bidimensionnel

Par souci de simplicité, nous commencerons par traiter le cas bidimensionnel ; seules
des modifications modestes, telle 'utilisation de la transformée de Hankel a la place de
la transformée de Fourier, seront nécessaires pour traiter le cas tridimensionnel. Dans le
présent paragraphe nous supposerons donc que G(z, z) est invariante dans la direction
Z5, ainsi bien entendu que la donnée ¢,. Notre outil de base sera la transformation de
Fourier dans la direction horizontale, dont nous rappelons ici la définition:

ﬂzlcf (21,23) dz

F(¢,23) = m/m

Notons 2’ le symétrique de x par rapport a S, c’est-a-dire le point de coordonnées
(1, —x3), et remarquons que la fonction

B(r,2) = 5—(Log |l — 2I| ~ Log [l 2] (1.20)
est une solution élémentaire du Laplacien dans V :
ALE(x,z) = 0.
Posons alors
H,(z,2) =G, (z,2) — E(z, 2), (4.21)
on aura
A H,(z,2) =0 dans V,
—aHg(Z? 2 _ vH,(z,z) ——aEa(Z ) sur S, (4.92)
M — 0 quand z3 — —o0,

823
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et par conséquent

0*H, -
92 —(*H, =0 pour z3 <0,
o, - OE
—vH, = ——— pour z3 =0, (4.23)
8{3 0z3
0H,
— 0 quand z3 — —o0.
823

Calculons le second membre de ce systeme d’équations:

0E(z,z) 1 {23—x3 23+ X3 }
|

823 N % B

0E(z, z) 1 T3
023 240 o om(zy—2)2 2l

Lemme 4.9 Notons F la transformation de Fourier vis-a-vis de x, pour tout a > 0,

on a
a 7
Fl——)=,/2¢aldl
(a2+22) \/ge

DEMONSTRATION. Il est plus simple de démontrer que
2 a
FH (e = \f :
° T a? + 22
b /+oo eizge*“de - 1 /+Oo (eizgefag 4 e*izce*ag) dc
V2m J o var Jo
2 too
= 7%2 </ e(ZZ—a)C dC)
T 0
; +o0
2 (iz—a)¢
(%))
T 12— a
0
2 -1
T 12— a
- \/5 o
Va4 22

Posons alors a = —x3, et choisissons les coordonnées telles que x1 = 0, il en résulte que

@_E _ /i esl¢l
823 21

N s

et, en z3 = 0,

on aura

O
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Il est alors aisé de résoudre les équations (4.23), on obtient
H, = A(z, () eIl

et comme

1 OF
__ersm —-_ 7=
iy 0z3
_ <8HV . H)
823
23=0
= (I¢] = v)A(z, ¢),
soit "
1 e*
A =
et par conséquent
A 1 €(I3+Z3)|C|
H,(z, ¢, 23) = (4.24)

Ver I -v

Proposition 4.10 La solution élémentaire GG, de I'équation (4.18) est donnée par

G,=H,+ FE, (4.25)
avec
1 00 —i(w1—-21)C o (x3+23)[C]
e =5 [ ¢
27 ) oo - (4.26)
1 [T cos ((z1 — 21)C) e@at=)
S dc.
T Jo (—v
DEMONSTRATION. D’apres (4.24), pour 1 =0, on a
1 +o0 eizlce(:ﬂ3+23)‘cl
Hyw,z)=— [  “———d,
(x Z) 27 /—oo ‘C‘ -V
la formule annoncée s’en déduit par translation de z1 du systeme d’axes.
m|

Remarque 4.11 En vertu des formules (4.20) et (4.26), la fonction de Green est
symétrique:
Gy(x,z) = G,(z,x).

On peut donner de H,(x, z) des expressions alternatives, rendant en particulier aisée
I’étude de son comportement quand ||z|| — oo. Remarquons déja que H, est paire en
1 — z1; on aura

H,=H'+H, (4.27)



78

La résolvante du probleme d’hydrodynamique

avec | [ 7
Hf(z,z) =—— d¢
2r Jo (—v
1 +oo (7
H (z,z) =—— ¢ dc¢,
2r Jo (—v
ol
Z = (133 + 23) +1 |ZL’1 - Zl| . (428)

Notons alors 6 un angle compris entre 0 et 7/2, avec tan > IJmv/MRer, on aura en
vertu du théoreme des résidus,

i0
Hi(z,2) = —ie"” = —L{(6,2)
—i0
H(z,2) = —62— LO(=0,7), ot (4.29)
T
oo iy dt
L}(/n) (07 Z) — / {ete 9Z0—
0 te' — v
Lemme 4.12 Si la fonction f est réguliere et si a > 0, alors
i f(0)

ft)e " dt = =2+ O0(a™?).
0 el

DEMONSTRATION.

> On aura en effet

et par conséquent

A A A
/ fyetdt = f(0) [ e "dt + / e tedt / t f'(z)dz
0 0) 0 OA Ot
= fi (1- eon‘) +/0 etadt/o f'(2) dz.
Mais )

/OA e~ tdt /Ot f(z)dz

< sup |f’(z)‘/o te todt

z€(0,A4) ) N
1 —e 4 Ae 4
ol ()

z€(0,A) a? Q

si on suppose que A = a2, par exemple, il en résulte que

A
/ ft)e dt = () +0(a™?).
0 (6
> Par ailleurs, on a

“+o0o
/ f(t) e—tadt‘ < e—Aa/Q

A
le développement annoncé en découle.

+00
/ f(t) e_ta/zdt} ;
A
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De la formule (4.29) on déduit alors que H=(x, z) ainsi que ses dérivées tendent vers 0
comme ||z|| 7" quand ||z|| — oo.

Proposition 4.13 Pour Jmv # 0, G, € Wy (V) N L*(S) en dehors d’un voisinage de
z =

DEMONSTRATION. En effet il est facile de constater que cette propriété est vérifiée par E;
les formules (4.21) et (4.27) permettent alors de conclure.
m|

Le cas tridimensionnel

Nous utilisons maintenant la transformation de Hankel dans la direction horizontale,
dont nous rappelons ici la définition:

+o0o
(0, 7) = / r Jolpr) o (r, 25) dr
0

si f(z1, 20, 23) = (1, 23), avec r = (22 + 22)Y/2 alors
+oo

R 1 . -
f(G1,¢o, 23) = —/ efl(zlgﬁm@)f(zl, 29,23) dz1dza = §(p, 23),

2m J_o

avec p = (2 + ¢2)Y/2. Notons 2’ le symétrique de x par rapport a S, c’est-a-dire le
point de coordonnées (z1,xs, —x3), et remarquons que la fonction

E(x,z)z—i( ! ! ) (4.30)

A\l =zl 2" = =]l

est une solution élémentaire du Laplacien dans V :
ALE(x,2) = 0,
Si nous posons, comme en (4.21),
H,(x,z)=G,(x,2) — E(x, z), (4.31)

les équations (4.22) restent valables, et par conséquent

O*H, -
(9~Z§ —p*H, =0 p0~ur z3 <0,
0H, ~ oF
Y _vH, = =0 4.32
9% v 92 pour z3 , ( )
0H,
— 0 quand z3 — —o0.

823
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Calculons le second membre:

0E(x,z) 1 {23—333 23 + T3 }
| 3

623 N 4

et, en z3 = 0,

(8E(;E,z)) 1 T3
823 23=0 2 ((1?1 — Zl>2 + (IQ — 22)2 + ZL’%)3/2.

Lemme 4.14 Notons Hg la transformation de Hankel vis-a-vis de r, pour tout a > 0

on a
a —a,
Ho (—(a2 +T2)3/2> = e .

DEMONSTRATION. Il est plus simple de démontrer que

a

o' (7) = Gy

On aura

—+00 T
pefap / e’LpTCOSTdT dp
0

+oo .
/ p ep(zr cos T—a)dp
0

+o0o
/ pJolpr) e Pdp =
0

3

U
)

U
)

3

IR I

S ST ST

dr
(ircosT —a)?’

mais

i dr a ™ dr ir sin T T
ircosT — a)? r2 4+ a2 ircost —a  r2+a? |ircosT —a
0 0 0

a i(rz—i—az)l/ztg% +ir—a

=—————|Lo
i (12 + a2)%/? [ gi(r2+a2)1/2tg% +a—ir)]0
ma

(r2 +a2)3/27

et par conséquent

—1 —a _ a
HO (6 P) - (r2+a2)3/2'

1 too P ;
- / 6p(zr cosT—a) dp + |: : ep(zr cos T(Z):|
1rcosT —a Jo 1T COST — a

“+o0

0

}
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Posons alors a = —x3, et choisissons les coordonnées telles que x1 = x5 = 0, il en
résulte que

oF _ 1

Ozz 27

Il est alors aisé de résoudre les équations (4.32), on obtient

Hy = A([L’, p) engv

et comme

1 OE

21 023

_ <8HV . H)
823 0

= (p—v)A(x, p),

soit
1 er®s

2rp—v

A(:L",p) ==

et par conséquent

1 er(z3+zs)

H,(x,p,23) = (4.33)

2 p—v

Proposition 4.15 La solution élémentaire GG, de I'équation (4.18) est donnée par

G,=H,+E, (4.34)
avec
1 +00 ep(a:3+23)
H,(z,z) = “or pJo(pr) e dp ot = \/(x — 21)2 + (22 — 22)2
(4.35)

DEMONSTRATION. D’apreés (4.33), pour 1 = 22 =0, on a

eP(@3+23)
or

1 [T
Hyfarza) === [ ol .
0

— UV

la formule annoncée s’en déduit par translation de (x1,x2) du systeme d’axes.
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Remarque 4.16 En vertu des formules (4.30) et (4.35), la fonction de Green est
symétrique:

Gy(z,2) = G, (z, ).
On peut donner de H,(z, z) des expressions alternatives: posons
Z(1) = (w3 + 23) +ircos, (4.36)

on aura

+o0 6pZ(T +o0 epZ
H,(x,z) / dT/ dp —i—/ dT/ ,
27T2

iv 7r/2 2460 1 6—219 /2 W o

- _ Z _ LW(=0.Z
= ), dr 272/0 (9 (1))dr 52 /0 L (=0, Z(7)) dr,
(4.37)

ol # note un angle compris entre 0 et 7/2, avec tanf > Jmwv/Rev. Il en résulte, en
vertu du Lemme 4.12, que H,(z, z) ainsi que ses dérivées tendent vers 0 comme ||z|| >
quand ||z]| — oo.

Proposition 4.17 Pour Jmv # 0, G, € Wy (V) N L*(S) en dehors d’un voisinage de
z=u.

DEMONSTRATION. En effet il est facile de constater que cette propriété est vérifiée par E, la
formule (4.31) permet alors de conclure.
m]

4.2.2 Les formules de représentation intégrale

Nous démontrons ici les formules de représentation intégrale relatives a I’hydrodynamique
; notons que cette démonstration s’applique également au cas de ’acoustique pour le-
quel nous nous sommes contentés d’énoncer les formules au Chapitre 2.

En domaine borné

Soit @ un ouvert borné dans V, son bord contient éventuellement une portion
L de S; on posera I' = 00\ L. Soit également ¢ solution du probleme (4.18) posé dans
O

Trouver ¢ défini sur O tel que

Agp =0 dans O,

8_g0 — v =0 sur L, (4.38)
i

a—i = f sur I

nous supposerons ¢ ‘suffisamment réguliere’ au voisinage de 90.
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Proposition 4.18 Si la fonction ¢ est solution de (4.38) dans le domaine borné O,
alors la formule de représentation intégrale suivante est valable:

0 Op

o@) = [ o) Gl 9) - ) Gl e pour a < 0

0 = /r {gp(z) ainzGl,(x, z) — a—n(z) Gy (z, z)} dry, pour = € Q. )

ou n est la normale extérieure a O, et ) = O¢ le domaine extérieur a 00.

DEMONSTRATION.

> Remarquons tout d’abord, que

/,; [w(z) 2 Gl )~ () ayu,z)} by =0,

z

et par conséquent

/. [W)ai@(m,z) % Gm,z)] i [ [wz)aflzc;y(x,z) -2 )Gt 2)| are
(4.40)

> Dans le cas ou = € €2, en vertu (4.40), et a I’aide de la formule de Green,

0 dp B
|96 gGute ) = GGt )| v = [ 186w 2) o2) — Gule ) Aet)] .

> Considérons donc le cas d'un point z € O, et soit pg un nombre positif tel que B, (x) C
O. Pour tout p < pg, on aura

0 = / ALH, (2, 2) (2) — Hy(,2) Ap(=)] dys + / A.E(z, 2) (z) — E(x, 2) Ap(2)] dus
o ) o O\B, ()

- /ao [cﬁ(z) ainzG”(x’z) ~ G”(x’z)} dy= + /63,,(2) [90(2) 822E(96,z) - g:(Z)E(x,z) dr.,

oll n est la normale intérieure & B,(x). Il en résulte, d’apres (4.40)

/r [@(z) ;LZGV(:U,Z) - gi(z) G,,(:c,z)] &y, = —p(x) /63,]@) GE;(Z’Z, z)

9E(z, 2) dp(2)
+/<‘pr(:::)(90($)_%0(2>) on. @ +/ () E(z,z) dv..

(4.41)

dy,

> Il est alors facile de constater que

lim |E(z,2)| dy, =0,
r=0J0B, ()
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et comme

()
E(x,z)dy.| < |Vl N / E(z,2)| dv.,
/EJBPU on Z:7) IVl L (5, @) - (z)l (2, 2)]

p

il en résulte que

E(z,z)dy, =0. (4.42)

> De méme

lim |z — H‘aE(J/'»Z) dvy, =0,
p=0 JoB,(x) on.,
et comme
OE(w, 2) / ’6E(:ﬁ,z)
e dvz| < Vel Lo (B, (2 r—z dz,
JARGEROR IV elmoion |, =21,
il en résulte que
: 0E(z, z
i [ (o) - 0(2) 20D 4y o a3)
P=0JoB,(x) n;

> Par ailleurs, comme A, E(z, 2) = d;, pour ¢ € C5°(O) telle que ¢, (,) = 1, on aura Vp,

1 =(AE(x,2),9(

0Y(z) B O0E(z, 2)
2) =5, 4 /83() Y(2) dv:

on,

soit

/ OE(,2) 4 4. (4.44)
9B, ()

> La formule annoncée découle alors de (4.41), (4.42), (4.43) et (4.44).
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En domaine extérieur

Proposition 4.19 Si la fonction ¢ est solution de I’équation (4.18) dans I'extérieur €2
du domaine borné O, alors la formule de représentation intégrale suivante est valable:

oo = [ [w(z) G, 2) — 3 (2 Gu<x,z>] . pour @ € O,
0 = [[¢) j-Gute2) = G2 G| . pow € D,

z

(4.45)

ol n est la normale extérieure a €.
DEMONSTRATION. Notons Bg la boule de rayon R, supposée assez grande pour contenir O.

> Commencons par nous rapprocher de la situation précédente en définissant ®p par

drp =0 dans O,
Pr =¢ dans Q, et (4.46)
Pp =0 dans Q.

La formule de représentation intégrale (4.39) appliquée & ¢ dans le domaine borné €, nous
conduit a

Op(z) = £(x) + Cr(2), (4.47)

avec

60 = [ [0 o-Gulnd) - 521 Gute )] e et

. n
5 Do (4.48)
ate) = [ [0 goGuters) = o) e )|
> Etudions la fonction (g, dans By elle vérifie
A(r =0 dans Bp
0 4.49
E—VCR:O sur Lp ( )
on
en vertu du Lemme (4.20) ci-dessous. De plus, dans 0 en vertu de (4.46) et (4.47), on a
(r=¢—¢& (4.50)
> Nous définissons alors O de la facon suivante :
Or =(r dans By, (4.51)

Or =p—¢ dans Q.

Déterminons maintenant de quel probleme ©p est solution. Nous verrons au Lemme (4.20)
que & vérifie

AE=0 dans (2

%—1/5:0 sur SL
on

(4.52)
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a laide de (4.49) et (4.50), on en déduit que

%(S) =0 dans V
— —vO=0 sursS. (4.53)
on

Il reste encore a étudier le comportement a l'infini de ©g. Le Lemme 4.20 ci-dessous nous
montre que £ € Wi (Q%_,.) N L*(S}_,.). Comme ¢ € W et (g € W (Bp_.) N L*(Lr—.), il
en résulte que O € W (V) N L*(S). Par application du Théoréme 4.7, ot on a remplacé /g
par 0, on en déduit alors que O = 0, et par conséquent ¥y = § dans Bj, et ceci pour tout
R; la formule annoncée en résulte.

Lemme 4.20 Soient o et u deux fonctions définies sur le bord T, et ¢ la fonction
définie par

o(z) = /F [a(z) aiGl,(a;, 2) — u(z) Gz, 2)| dv.,

z

alors
(i) Ay =0, séparément dans Q et O,

(i)

0
77 =rvpsur S,

on
(ili) Si Vi est un voisinage de T et O = O\ Vp, Q = Q\ VL, et SL=SL \ Vr alors
€ H'(O),

et
p € W3 (Q) NL*(SL),

DEMONSTRATION. En vertu du lemme 4.11, la formule donnant ¢ peut s’écrire sous la forme
suivante:

o) = [ [a(z)(.;f%au(z,x) w2z )|

des propriétés de GG, précédemment démontrées découlent alors les propriétés annoncées de
, par dérivation sous le signe somme et développement asymptotique.
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4.2.3 Le probleme réduit
On a donc montré que la solution ¢ de (4.18), et par conséquent de (4.2), est
justiciable de la représentation intégrale suivante:
dp
= I _— Gl/ N 454
% I‘[SD, on’ ] ( )
avec
0 0 0
Tl 5 Gl (0) = [ o) 5o Gulind) = S0 Gulen)| e a9
Il en résulte en particulier que, le long de toute frontiere > entourant I', on a
0 0 0
@ele) = @Tely. - 5556 = [ o) po-Gllas) = L G| s (450
avec
r _ [ 9X A —_ A
Q'x = |+ +Ax et G (x,z) = Q.G (x, 2). (4.57)
on =
Nous sommes donc conduit au probleme suivant posé dans le domaine borné €' C )
limité par ', SL' C SL et X:
Trouver ¢’ défini sur Q' et s € C®  tels que
Agp =0 dans (7,
/
07 _ vy = 0 sur SL/,
o 0
a—i—kylp\/g (s"+N) ——% sur T,
(—V9M+K)S’+pvl/2¢§/so’Ndv = pvw\/?/soszv
r r
0 oy’
Q') - [|¢e) g6t - G 62| b sur s,

(4.58)

Lemme 4.21 Si D est un ouvert borné, de frontiére XU Lp, et si Re A > 0, les valeurs
propres i du probléme suivant sont en quantité dénombrable et convergent vers l'infini,
leur partie imaginaire est de méme signe que celle de \:

Au =0 dans D,

ou

g—n—,uu:()sur Lp (4.59)
U

a—n—l-/\u:OsurE.

DEMONSTRATION.
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> Le probléme (4.59) a pour formulation variationnelle

Trouver u € HY(D), tel que Yv € HY(D),
b(uvv) = (,U, + 1) (U, U)L2(£D) )
ol

b(u,v):/ Vu-Vv—i—)\/uvd'y—F/ uvdy.
D b Lp
> La forme sesquilinéaire b est coercive ; en effet
Be(b(ww) = [ IVl +Re) [ dy+ [l
D X

Lp
1 2
> [ v+ </ ud’y)
D ‘ D‘ Lp

> C 3y -

dry

d’apres l'inégalité de Poincaré-Friedrichs (Proposition B.14). La Proposition B.18 permet
alors de conclure.

> Pour (u,u) respectivement valeur et vecteur propres, on aura

/ IVal? + A / uf? dy = / l? dy
D > Lp

et, par conséquent
~ 2 ~ 2
() [ Juf* dy =m0 [l by
b)) Lp

O

Nous noterons V(3,\) I'ensemble, dénombrable, des valeurs propres du probleme
intérieur associé a (4.58):

A =0dans D=QnN(OUQ),

Z—qfl—u =0sur Lp=LUSL (4.60)
QM) =0 sur X.

Proposition 4.22 Supposons que Jmv > 0, alors
(i) la restriction a §2 de la solution de (4.2) est solution de (4.58)

(ii) pour que la seule solution de (4.58) soit la restriction de celle de (4.2) a €, il faut
et il suffit que v ¢ V(X, \); le probleme (4.58) est alors bien posé.

DEMONSTRATION. La démonstration est identique & celle de la Proposition 2.13.
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Sous forme variationnelle, le probleme (4.58) a pour expression
(I+S'(v))X' = F'(¢r,v) dans H'(Q') x C°, (4.61)
avec
SOX Y s == [ 6T =v [ STy
+1/1/2\/§{/F(3'-N) U dry —I—/Fcp' (N -7) dv}

—l—l{(Ks’ ) —vg (Ms' - 1)}

p
— — B
[Ty - [T [ ¢ 5 -G ddn,
) p) r on,
(4.62)
et
opr — _
(F/(SOI’V)’Y/) Lahxes _/ﬂ¢,d7 _V1/2\/§/(p1 (Nt/) d7
HY(Q')xC r 877/ a r (463)
- [ [ F0) G 2) e
X r on

4.3 Les fréquences de diffusion

Il s’agit la encore d’étendre ’étude qui précede au cas des v de partie imaginaire
négative ou nulle ; comme dans le cas de 'acoustique nous utiliserons le Théoreme
de Steinberg, nous sommes par conséquent conduits a prolonger analytiquement G,,.
Nous en profiterons pour démontrer que si vy € R, alors

G = lim Goypie, (4.64)

e—0t+

vérifie la condition de rayonnement.

4.3.1 Prolongement analytique de la solution élémentaire

Les formules (4.29) dans le cas bidimensionnel, et (4.37) en tridimensionnel, montrent
clairement la dépendance analytique de H, vis-a-vis de v, pour Rerv > 0, du moins.
Nous consacrerons donc la fin de ce paragraphe a I’étude de la condition de rayonne-
ment.

Proposition 4.23 La fonction de Green G,, vérifie la condition de rayonnement
(3.65).

DEMONSTRATION.

Le cas bidimensionnel
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> Danslecasou v =15 € R, on a
i0

_ e
H} (z,2) = —ie"? — o L(V?))(G,Z)
_ e
Huo(xwz) = ot Ll(’o)(97Z)>
avec ,
Z = (x3 + 23) +i|z1 — 21| et
L(n)(e Z) _ /+OO tnetewz ‘dt
vo ’ 0 t€7’9 _ V07
soit
1 ,
Hy(z,2) = —ie"? — —Re (ewL(y%)(Q, Z)) . (4.65)
v
> On aura donc
0Gy,(z,2) . OE(z, z) 0Hyy(z,2) .
D A S R G, , ? _ E , it A Set A, H, ,2),
EIEN oGy, (z, 2) 1] ivE(z,z) + e ivgHy,(x, z)
soit
110Gy, (z,2) . 2 OE(x, z) 2 |0H, (x,z) . 2
= |— - G ) < ’ - K ) , ’ - H )
2} P ipGy, (, 2) S inE(x,z)| + 2] ivoHy,(x, z)
> On aura d’une part
1|0E(z,z) . 2 0E(z, 2) 9 9
S| EEE e < E
) 8’21‘ o (I’,Z) = 8’2 ‘ + |V0| | (.T,Z)‘ )
avec . A
323
E(z,z =—Log|(l———"=) et
(ne) =gt o7 - z||2>
0E(z,z) 2|z — 2| X323 _
Oz T e =z |2 — 2

ces deux fonctions sont de carré intégrable par rapport a z3 et tendent vers 0 en décroissant
quand |z1| — oo; il en résulte que

2

| llim —ivgE(z,2)| dzs =0.
z1]—00 J _ oo

0 ‘8E(m,z)
8’21‘

> De plus,
8%’02{ ?) = e — %?Re (il/geQiaL,%)(H, Z)>
ivgHy,y(z,2) = vpe’®? — %’il/g Re (eieL,(j?)) (@, Z)) ,
ot 1 |0H,,(z, 2) 2 V3 ; 2
| S it <% {(m (2206, 2)))

+ (zﬁe (e”Lgﬂ)(e, Z)))Z}
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et comme

‘eteiez‘ _ et(cos9(13+23)7sin0|x1fz1|) < etCOS@(I3+23)

le théoreme de Lebesgue permet de conclure que

+oo 2
| ’L,%”(H,Z)‘ dzy =0,

|z1]|—00

et par conséquent

0 OH. 2
lim ’VO(JU’Z) —ivgHyy(x,2)| dzg =0.
=00 /oo | Oz
Le cas tridimensionnel
> On aura tout d’abord
. /2 1 ] w/2
Hy(z,2) =—2 ey — — Re (&w / Lgp(e,Z(T))dT), (4.66)
™ Jo T 0
avec
Z(1) = (x3+ 23) + ircosT.
> De méme qu’en bidimensionnel
1 4.7332:3
E(z,z) =-—— et
Ar o’ — 2| lz — 2| ([lo — 2] + [|o" — z]])
2 2
0E(z,z)  r w3z (7' =27+ llz =2l 2" = 2l + [l — 2]
or Tz =2 e = 2P (e = 2l 4 e =2

ces deux fonctions étant de carré intégrable par rapport a z3 et tendant vers 0 en décroissant
plus vite que 1/r quand r — oo; il en résulte que

OF 2
lim 9E(,z) _ ivyE(z,z)| dzg =0.
r—oo [ or

> Remarquons alors que

w/2 T
/ cos(scosT)dr = 5 Jo(s),
0

et par conséquent

/2 /2 /2
/ 0Z(T) gr = prol@atas) / cos(vor cosT) dr —|—z’/ sin(vor cos ) dr
0 0 0

= ge”O(“*Z?’) (Jo(vor) + iSo(vor)) ,

ou

w/2
So(s) = — / sin(scos7) dr
0
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est la fonction de Struve d’ordre 0. Il en résulte que

0H,,(x, z)

iv? . 1 . i0 /2
5 = —70 (Jo(vor) + iSy(vor)) — e (“’063 /0 cosT L3 (0, Z(7)) dr

2 1 ) w/2
ivgHy,(2,2) = V?O(Jo(uor)—l—iSo(z/or)) - ﬁwozm (8@9 /0 L0, Z(r))dr

Si on effectue le méme raisonnement qu’en bidimensionnel, on obtient
)

2

: 0H,,(z,z) .
lim ) o H, (,2)| d
r—oo v PIEN 0Hy, (2, 2) 3
2 0
=0t [ g o) + iSo(r) + 85 00r) — S50

> Etudions donc ce dernier terme: on a

2
J{):—JletS{):——Sl
™

+

et
9\ /2
= (> cos( s—— )4 O(s73/%)
s
9\ /2
= () cos s—f)—kO( —3/2)
s
9\ /2
B <w> cosls = )+ o 06T
_2
T

1/2
7r23> cos( 3—%)—#0( —3/2),

et par conséquent

Jo(vor) +iSo(vor) + iJy(vor) — Sh(vor) = Jo(vor) + S1(vor) — % + i (So(vor) — Ji(vor) — Sh(vor))
_ 21 i O( 73/2).

7TV07’

La conclusion en découle.

4.3.2 Autres expressions de la fonction de Green

Les formules (4.65) et (4.66) peuvent prendre diverses autres formes mieux adaptées
a leur évaluation numérique.
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Cas bidimensionnel

Posons 7 = € et notons C la demi-droite d’angle 6 issue de I'origine du plan

complexe, on aura
1 d
H, (z,2) = —ie"? — — Re (/ er? T ) . (4.67)
c

s T — 1

> On peut alors déformer le contour C de telle sorte qu’il se compose de deux portions
de 'axe réel séparées par un demi-cercle de rayon ¢ centré en 1 parcouru dans le sens
rétrograde: Ve > 0,

1 dt
H,,(z,2) = —ie"? — —Re (/ etz—>
m 10,00 —¢[Uvo+e,+oo[ t—1

o
(i o)

: voZ 1 e tZ dt
Hy(z,2) = —iRe ("7) — Re ;Pf er—.
0

t—l/()

soit

On pourra donc écrire

et@s+23) cost |z —

t—Vo

g (a68)

1 +o0
Huo(ﬁ, Z) = —ieyo(:r3+23) COS g |$1 — Zl| — —Pf/
T 0

> On peut également opérer un changement de variables dans la formule (4.67), ce
qui nous conduit, avec z = —Z(t — 1p), &

dr e ?
/eTZ— = ? dz
C T =W wZ—-CZ

= GVOZEl (l/oZ)

ou la fonction E;(Z) n’est autre que I'exponentielle intégrale (voir [ABRAMOWITZ-1972])
; il en résulte que

1
H, (2,2) = —ie"? — — Re ("7 E1(19Z)) (4.69)

Cas tridimensionnel

Remarquons tout d’abord que

+o00 ef p(x3+23) +°° p(xs+z3) oo
/ pJo(pr) —— = y/ —dp +/ Jo(pr) er@s+=)dp,
0 P — 0 -V 0
+OO xg—i—zg) 1
= U d
/0 0 P T (1 )2
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car

+oo 1 ™ +o0 ]
/ JO (pr) ep(a:g-i—zg)dp _ / dr / ep(zr cos T+(a:3+zg))dp
0 TJo _Jo

7wy ircosT + (3 + 23)

(r2 + (3 + 23)2)V/%
Par conséquent

N eP(@3t23) 1

H S )
VO("L‘ Z) 0 ( —y p 27TH.T

p +oo epZ y J +o00 6pZ 1
27r2 /0 T/ p— 1% p*/ T/ o _27r||:r’—z||’
/2
= ; ﬁ/ eV Z(7) g+ __9% / dT/ (T
2 ||z — 2| 7w J, E—wpy

1 3 .
= o 2o (o) + iSor)
Vo /2 )
—F Re /0 eloelT El(V()Z<T)) dr ;
(4.70)
finalement on obtient
o 1 1 1 B WO o (wa+2s) .
Gy (z,2) = g (||x —Z + = Z||> 5 © (Jo(vor) +iSo(vor))
" /2 . (4.71)
—F Re /0 e El(VOZ( )) dr | .

4.3.3 Le Prolongement analytique de la résolvante

Les résultats qui suivent sont I’exacte contrepartie de ceux précédemment démontrés
dans le cadre de I’acoustique ; nous nous contenterons donc d’en esquisser les démonstrations.

Proposition 4.24 L’opérateur S'(v), défini selon les formules (4.61) et (4.62), est
compact sur H'()); de plus la fonction

v 5 §'(v) : C\R™ — L(HY(Q) x C, HY(Y) x C°)

est holomorphe.
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DEMONSTRATION. Elle est analogue a celle de la Proposition 2.14: on a en effet

! !/ # /
R R Y prwprd (L 1219

1 2 s 19 pagszry + 15 g 191 2y + 18 llcs 1] 2y

+ HSIHOS I ‘(CG + H‘:‘J,HH(E) Hd}/HLQ(Z) + H‘:‘J,Hm(r) H@Z’,Hm(z))
<C (H(’D/HLQ(Q’) + HQD/HLQ(SL/) + H‘p/HH(F) + H(’D/HLQ(E) + H‘S,H@)
<C (H90l||H2/3(Q/) + HS,H@) ;

la compacité de S’(v) en résulte puisque 2’ est borné et C% de dimension finie.

] 2o

Définition 4.25 Nous noterons encore R'(v) la résolvante du probleme réduit, soit
R(v) = (I +5'(v)) ",

Corollaire 4.26 La fonction R'(v) se prolonge a C\R~ en une fonction méromorphe :
ses poles sont les valeurs de v € C\ R~ pour lesquelles I + S’(v) n’est pas inversible,
soit encore —1 est valeur propre de 'opérateur compact S’(v).

DEMONSTRATION. La Proposition 4.22 nous prouve que I+5’(v) est inversible pour Jmv > 0
et v € V(X,\), or S’(v) est compact et dépend holomorphiquement de v d’aprés la Proposi-
tion 4.24 ; la conclusion découle alors du Théoréme de Steinberg C.1.

|

Définition 4.27 L’ensemble des poles du prolongement analytique de R'(v), sera noté
P

Lemme 4.28 Les valeurs propres de partie imaginaire positive de (4.60) sont des poles
de R'(v), soit
V(E, NNy | Imr >0} C P

DEMONSTRATION. La proposition 4.22, (ii) nous montre que la solution de (4.58) n’est pas
unique pour v € V(3X,\)N{v| IJmv > 0}; il en résulte qu'un tel v est un pole de R'(v).
m|

Lemme 4.29 Les poles de '\ V (X, \) sont de partie imaginaire négative ou nulle.

DEMONSTRATION. Supposons donc qu'un pdle v de P\ V(X, \) soit de partie imaginaire
positive, ce qui implique que le probleme (4.58) homogene admette une solution non nulle,
soit (¢, ).

Selon la Proposition 4.22 et puisque v ¢ V(X, ), ¢’ se prolonge a € tout entier en ¢ telle
que (¢, s’) soit solution de (4.2). Comme (4.2) est bien posé selon le Théoreme 4.7, il en résulte
que cette solution, et par conséquent (¢',s’) est nulle ; ceci constitue une contradiction.

m|
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Montrons maintenant que malgré la dépendance relativement a > et A de la construc-
tion que nous venons de réaliser, elle fournit malgré tout le prolongement analytique

de la solution R(-)F(¢r, ) de (4.2).

4.3.4 Le prolongement analytique de la solution

Définition 4.30 Rappelons que B, note I’ensemble des poles de v — R'(v) F'(f,v).
f

Lemme 4.31 Les péles de v — R'(v) F'(f,v) sont des péles de v — R'(v) de partie
imaginaire négative ou nulle, soit

PP N{r|Imr<0}.

DEMONSTRATION. Elle est analogue a celle du Lemme 2.22

Lemme 4.32 Les poles de v — R'(v) F'(f,v) sont indépendants de A, ce sont des
poles de v +— R'(v) de partie imaginaire négative, ce qui s’exprime également sous la
forme

PP N{r|Imr<0}.

DEMONSTRATION. La démonstration est similaire & celle du Lemme 2.22.

Remarque 4.33 En fait, pour certaines classes de formes de carénes, on peut montrer
qu’un vy réel positif ne peut étre pole de

v R W) F'(f,v).

I s’agit de résultats non triviaux dis a John [JOHN-1950], Mazj’a ainsi que Simon et
Ursell [SIMON-1984] ; récemment, il a été découvert une classe de formes de carénes
bidimensionnelles (de type catamaran) pour lesquelles il existe bien des poles réels de
R'(v) (cf Mac Iver [Mc IVER-1996]).

Proposition 4.34 Si v, est un péle de v — R’(v) qui ne soit pas valeur propre du
probléme (4.60), alors 3f € HE () telle que v, soit un pole de v — R'(v)F'(f,v),
soit

PovE N = | qsf

feL2(r
DEMONSTRATION.

> Montrons que si v, € V (3, \) est un pole de R'(v), alors F'(f,v,) ne peut appartenir &
Pimage de I + S'(v,) pour tout f € HZ_(€'). Supposons que

Ve H2 (), F'(f,v,) € R(I+ S"(1)) = (N(I + 8™ ()t
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D’apres la formule (4.62), nous avons
SOX Yoy == [ T -7 [ Gy
o SL/
+u*1/2\/§{/ (V) Ty + [ (8-7) dy}
r r
1 — _
+2 {1 7) —72g (M5 7))

AT [0 [P0z G b

Supposons maintenant que X’ € N(I+S™ (1)), alors Vf € HZ (), (F'(f,vx), X,)HI(QI) =0,
soit

(4.72)

— [ P [ @
of
- [F@) [ Gh) G dryn.
b
ou encore, puisque Gl),‘* (x,y) = G,),‘* (y,x),

g;f;( )[@ (:r)—/zw’(y) G (z,y) dvy] v

g [ £(V-3) dy
Il en résulte que

¢'(x) = /»: '(y) G}, (,y) dy et (4.73)
0= (N-s) sur I'.

> Mais, par ailleurs, ((I + S™(v.)) X/, YI)Hl(Q')xCG = 0, et par conséquent, en vertu de la
formule (4.72), ¢’ est solution du probléme suivant:

Ay’ =0 dans ¢,

6 /

653 — Ty = 0 sur SL/,
/

%1’; —|—X<,0’ = 0 sur X.

oo 0 S

v _ - T = T

o ([ewTitmay) sur. —os

(—7gM +K) s’ + pwm\/ﬁ/r ¢'N dy =0.

Notons O l'intérieur de la caréne ; la fonction

9(56)2/290'@) 2. (x,y) dy,

se prolonge & D = O U Y tout entier et coincide avec ¢’ dans ¥, puisqu’elles sont toutes
deux solutions de Ay = 0 dans ', avec les mémes conditions aux limites de Neumann et de
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Dirichlet sur I'. Par conséquent, si £ note la portion du bord de D située a la surface libre,
la fonction 6 vérifie

Af =0 dans D,
%—ZHZOSUI“E
5

— 4+ X0 =0sur X.
on

La nullité de 0, et donc de ¢, en découle puisque v, € V(X,\) et V(3, ) = V(3, \), ce qui
prouve que N (I+5™(v,)) = {0} et constitue une contradiction avec 'hypotheése. Nous avons
donc démontré l'existence de f € HZ () telle que F'(f,v.) & R(I +5'(v:)); par conséquent
v, est un pole de R'(v)F'(f,v).

Proposition 4.35 La fonction v — R(V)F(f,v): {v|Jmv >0} — HL () x C° se
prolonge a C \ R~ en une fonction méromorphe dont les péles coincident avec ceux de
vi— R'(v)F'(f,v), ce qui peut se traduire par I'expression suivante:

Br =P
ou P note I'ensemble des poles de R(-)F(f,v).

DEMONSTRATION.

> Fixons A et X, et posons X], = R'(v)F'(f,v), avec X, = (¢),, s,); par ¢, nous désignerons
la fonction égale & ¢!, dans Q' et donnée par

/

pu(w) = / [@L(y) ;Gy(l‘ —y) = 222 () Gy a — y) | dny dans 2\ 9. (4.74)
r Ny on

Pour Jmv > 0 et v € V(X, \), la Proposition (4.22) montre que (¢,, s,,) n’est rien d’autre que

R(v)F(f,v); la formule (4.74) associée a I'holomorphie de la fonction G, montre que v — ¢,

est holomorphe pour v € C\ (R~ UP’). 1l en résulte que (¢, s!,) définit le prolongement

analytique de R(v)F(f,v).

> Si R'(v)F'(f,v) est holomorphe au voisinage de ©, alors la formule (4.74) montre que
i, est également holomorphe, il en résulte que tout pole du prolongement analytique de
R(v)F(f,v) est également un pole de R'(v)F'(f,v).

> Réciproquement, si le prolongement analytique (¢,, s,) de R(v)F(f,v) est holomorphe
au voisinage de ; alors comme (¢, o/, 5,) = R'(V)F'(f,v), Vv ¢ P’, en vertu du principe du
prolongement analytique, R'(v)F’'(f,v) est holomorphe au voisinage de 0. Il en résulte que
chaque pdle du prolongement analytique de R’ (v)F’(f,v) est un pole de celui de R(v)F(f,v).

O
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De méme qu’en acoustique, les poles de R'(v) sont les valeurs de v qui font de -1 une
valeur propre de S’(v); ce sont donc les solutions du probleme non-linéaire de valeurs
propres suivant:

. _ — 1 _
1/(/ o' P dry +Q(Ms’-t’)) :/ Vo' -V + = (Ks - T)
s P 4 P
wrya{ [ m @+ [ 07 0
r r
_ _ 9,
o [T [T [ @) 5y dydy.
b b r Ty
(4.75)
Théoreme 4.36 Si Jm A > 0, alors
P n{v|Imrv>0}=V(3N\)

et
P n{v|Imv<0}= U B

feL?(T)

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer qu’en vertu de I’hypothese, d’apres le Lemme 4.21,
on a

V(S,A) C {v| Imy >0},

La conclusion découle alors des Lemmes 4.28 et 4.31 et des Propositions 4.34 et 4.35.
m]

Les poles de R/(v) de partie imaginaire négative forment I’ensemble des singularités de
v — R(v)F(f,v) susceptibles de se manifester pour une donnée f ou une autre ; ce
sont les fréquences de résonance.

4.3.5 Le principe d’absorption limite

Proposition 4.37 Sivy € Rt n’est pas un pole de R'(v), alors la fonction R (1) F(f, o)
vérifie la condition de rayonnement sortante.

DEMONSTRATION. On a vu que By C P’ N{v| IJmv <0} et par conséquent
R(V)F(f,v) — R(v0) F(f.110) = (Puy $v,) dans Hige(€2) x C°

compte tenu de la Proposition 4.23, la formule (4.74) permet alors de montrer que ¢, vérifie
la condition de rayonnement.
O
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Appendix A

Théorie spectrale des opérateurs
compacts

A.1 Introduction aux espaces de Hilbert

Définition A.1 Un espace vectoriel H muni d’un produit hermitien (u |v) est appelé
espace de Hilbert s’il est complet (i.e. toute suite de Cauchy converge) pour la norme
|u||;; dérivant de ce produit scalaire.

Par la suite, quand le contexte le rend possible, nous omettrons d’indiquer I’espace dans
lequel sont calculés la norme et le produit scalaire. Rappelons tout d’abord quelques
résultats classiques:

Théoréme A.2 (de projection) Si F' est un sous-ensemble convexe fermé de H,
alors pour tout z € H, il existe un unique Pz € F quiréalised(z, F') = inf cp{|ly — ||}
L’élément Pz est appelé projection de z sur F.

DEMONSTRATION.

> Posons d = d(z, F') et notons x,, une suite minimisante dans F, c’est-a-dire vérifiant
|z, — z|| — d. On aura (z,, + &,,)/2 € F, et par conséquent ||z, 4+ x,, — 2z||* > 4d?; d’apres
I’égalité du parallélogramme:

o+ 912 + llz = 1 = 2 (lal® + 1) (A1)

on aura
lon + @m = 2207 + llzn = 2l = 2 (ln = 21 + lom — 21%)

il en résulte que z, est de Cauchy, et par conséquent converge vers un élément de F|, soit Pz,
avec d = ||Pz — z||.

> Si y note un autre élément de F' réalisant le minimum de ||y — z||, le raisonnement
précédent montre que la suite z,y, x,y, ... converge ; 'unicité en découle.

101
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Corollaire A.3 SiV est un sous-espace fermé strict de 'espace de Hilbert H, alors il
existe y unitaire dans H tel que d(y,V') = 1.

DEMONSTRATION. Si on note z un vecteur de H n’appartenant pas & V et P la projection
sur V, il suffit de poser
z— Pz

Y=
Iz =Pzl

Définition A.4 L’opérateur linéaire T' : Hy, — H, est dit borné si la quantité sui-
vante, appelée alors norme de T, est finie:

o ||T=T||H2
IT[| = sup ———= (A.2)
seth |12 4,
Lemme A.5
(i) On a également
IT]| = sup [Tz, (A.3)

e g7, =1

(ii) Un opérateur linéaire est continu si et seulement si il est borné.
DEMONSTRATION.

> On a tout d’abord clairement ||T'|| > sup), =1 [|Tz||; réciproquement si z € H, on pose
y=a/la] et on aura ly]| = 1 et [T/ ] = |Ty]l. I en résulte aue 7] < supyy it [Tyl

> Si T est continu en 0, alors Ve > 0, 3n, ||z]| < n = ||Tz| < &; on en déduit que
|Ty|| < e/n, Vy vérifiant ||y|| = 1.

> Réciproquement, si T' est borné, alors ||[T(x — y)|| < ||T|| |x — ]|, et par conséquent T
est continue en y avec n =¢/ || T .

Définition A.6 Soit T' un opérateur linéaire borné: Hy — H,, on appelle
o noyaude T :N(T)={x € H| Tz =0}

o imagedeT :R(T)={ye H|3x € H, y=Tx}

Remarque A.7 Le sous-espace N (T) est fermé en tant que image réciproque de {0}
par un opérateur continu.
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Définition A.8 Si E est un sous-ensemble de H, on appelle orthogonal de E et on
note E+ Iensemble des éléments de H orthogonaux a tout élément de E.

Corollaire A.9 (complémentaire orthogonal) Si M est un sous-espace fermé de
H, alors H = M @ M*, c’est-a-dire M et M~ sont des sous-espaces fermés dont
I'intersection est réduite a {0} et qui ont pour somme H.

DEMONSTRATION.

> Si F est un sous-ensemble de H, alors par linéarité du produit scalaire, E1 est un sous-
espace de H. De plus il est fermé en tant que intersection des N, = {y € H|(z|y) = 0}, qui
sont eux-mémes fermés puisque noyaux des applications continues (z |-) .

> Size MnNM?* alors (z]z) =0, et par conséquent = = 0. Enfin si z € H, alors d’aprés
le Théoreme A.2, on pourra écrire z = z1 + 20 avec 21 =Pz € M et 20 =z—2z1. Siy € M et
A € C, alors, puisque ||z2|| = d(z, M),

2] < 12 = 21+ Ayl = 22+ Ayl* = llz2l” + AP lyl® +2%e (A (y]22))
et en choisissant A = — (22 |y) / ||ly||*, on obtient

2
[(y]22)]
2
[yl

9

ce qui implique (y|22) = 0, soit 2o € M.

Définition A.10 On appelle dual de H et on note H', I’ensemble des formes linéaires
continues sur H. Il est canoniquement muni de la norme suivante qui fait de lui un
espace complet:

<A7 I>H’,H

(A4)

[All g = sup
zeH

Corollaire A.11 (Théoréme de représentation de Riesz) La formule suivante:

(N,z) = (zy), (A.5)
définit une isométrie antilinéaire y — A : H — H'.
DEMONSTRATION.

> La formule A.5, ol y est donné, définit en vertu de I'inégalité de Schwarz un élément de
H' tel que ||Al|ly < ||yl - Comme de plus

lyl* = (yly) = (A,) < ALl llyll,

il en résulte que ||A] = ||yl .
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> Montrons réciproquement que tout élément de H' est de la forme (A.5). Si A = 0, on
prend y = 0; sinon on note M le noyau de A, c’est un sous-espace fermé strict de H, et par
conséquent d’apres le Corollaire A.9, il existe z # 0 appartenant & M~+. Comme

(Ayx)z— (Ayz)x € M, Vo € H,
il en résulte que (A, z) (2 |2)—(A, 2) (2 |z) = 0, et par conséquent (A.5) avec y = z(A, 2}/ ||z||* .

O

Proposition A.12 (Riesz) Si H est un espace de Hilbert et si sa boule unité fermée
By est compacte, alors H est de dimension finie.

DEMONSTRATION.

> La boule By étant compacte, elle peut étre recouverte par un ensemble fini de boules
ouvertes de rayon 1/2, dont les centres seront notés x;, i = 1, k. Notons F' ’espace vectoriel,
de dimension finie, engendré par les x;; nous montrerons que H = F.

> Raisonnons par I'absurde et supposons le contraire, alors 3x € H\ F. Comme F est fermé,
car de dimension finie, 3¢ > 0, tel que B(z,e)NF =, et quitte a augmenter ¢, B(z,2e)NF # .
Notons y un élément de B(x,2c) N F et z = (x — y)/ ||z — y||; pour tout ¢ on peut écrire
2=y+zo—yl =y+aiz—yl+(—xi) o -yl ot comme y+a, | —y [l€ F on aura
||z — zi]| ||z — y|| > €. Si nous choisissons alors ¢, comme c’est possible par construction des
x;, tel que ||z — z;|| < 1/2, on en déduit que ||z — y|| > 2¢, ce qui constitue une contradiction.

O
Désormais T' notera un opérateur linéaire borné sur H.

Définition A.13 On note Sy = A\ — T, ou A € C, et I note l'identité et on appelle
o Spectre de T : o(T) = {\ € C | S\ n'est pas un automorphisme de H } .

o Spectre discret de T' : V(T') = {A € C | N(S\) # {0} }, les éléments du spectre
discret sont appelés valeurs propres, ceux de N(S)), vecteurs propres associés a
A

Proposition A.14 Des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes forment
un systeme libre.

DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence, et admettons que les x;, ¢ = 1,n — 1 associés

aux valeurs propres \; forment un systéme libre. Si on admet alors que x,, = Z;’;l i T, ON
_ n—1 IR

aura Txy, = Y 7] Aipiz;, d’ott

n—1 n—1
Ao > pati = > Niptidi,
i=1 i=1

soit Z?:_ll()\i — M) piz; = 0, ce qui implique p; =0, i = 1,n — 1, et par conséquent z, =0 ;
il s’agit la d’une contradiction. On a donc montré que les z;, i = 1, n forment un systeme
libre.

O
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Définition A.15 On dit que l'opérateur T : H — H, est compact si T(By) est
relativement compacte, c’est encore dire si de toute suite bornée de H on peut extraire
une sous-suite dont I'image par I’ converge.

Remarque A.16 Notons que la somme de deux opérateurs compacts, le produit d’un
opérateur compact par un scalaire non nul, le produit de deux opérateurs bornés dont
I'un est compact, sont compacts.

Lemme A.17 SiT est compact et \ # 0, alors il existe C' > 0 tel que
d(z,N(Sy)) < C||Sxz|, Vz € H.

DEMONSTRATION.

> Commengons par remarquer qu'a condition de remplacer T par T'/ A, il suffit de démontrer
le Lemme pour A = 1. On se contentera alors de noter S pour Sj.

> Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe une suite x,, vérifiant d(z,, N'(S)) >
n, avec || Sz, || = 1. Posons alors
Tn, — P(xy)
d(wn, N(5))’

ol P est 'opérateur de projection sur N(S) ; on aura ||z,|| = 1, et S(P)(z,) = 0, et par
conséquent

Zn —

N
d(z, N (S))

A
S |-

1Sznll =

> Comme z, est bornée, par compacité de T, il existe une sous suite extraite z, telle que
Tz, converge, soit vers z. On aura z,; = (T + S)z,/, par conséquent z,s converge également
vers z, dont il résulte que Sz = 0.

> On a donc montré que z € N'(S), mais comme z,; — z, et d(z,/, N(S)) = ||zv|| = 1, on
aboutit & une contradiction.

Théoreme A.18 SiT est compact et \ # 0, alors
(i) N(S\) est de dimension finie.

(ii) R(S)) est fermée.

DEMONSTRATION.

> On remarque la aussi qu’il suffit de considérer le cas ou A = 1.
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> Il est tout d’abord clair que T(N(S) N By) = N(S) N By, par conséquent N'(S) N By
est relativement compact dans H, et comme N (S) est fermé, on en déduit que la boule unité
de N(S) est compacte. En vertu du Lemme A.12, on en déduit que N(S) est de dimension
finie.

> Soit maintenant x, € H, supposons que la suite Sz, converge, soit vers y, nous allons
construire x € H tel que y = Sz, il en résultera que Sz € R(S). Posons z,, = z,—P(x,), ou P
est comme précédemment 'opérateur de projection sur A (S). On aura ||z, || = d(z,, N(S)),
soit en vertu du Lemme A.17, ||z,|| < C'||Sz,|| ; comme la suite Sx,, converge, on en déduit
que ||z, || est bornée.

> La compacité de T nous permet alors d’affirmer I’existence de la suite z, extraite de z,
telle que T'z,y converge. Mais z,y = (T 4+ S)z, = Tz, + Sx,y; il en résulte que z, possede
une limite, soit z, et que z = Tx + y, ou encore y = Sx.

Théoreme A.19 SiT est compact, les seuls éléments non nuls de son spectre sont ses
valeurs propres non nulles.

DEMONSTRATION.

> Il est tout d’abord clair que toute valeur propre de T' appartient a son spectre. Il nous
suffira donc de démontrer que si A # 0 n’est pas valeur propre, alors A & o(T'), c’est encore
dire que si Sy est injectif, alors il est surjectif et d’inverse continu.

> Posons donc F,, = R(S))", la suite F), est décroissante au sens large, on va montrer
qu’elle est stationnaire au dela d’un certain rang. Au Théoreme A.18 on a montré que chaque
E,, est fermé dans F,,_; pour la topologie induite ; si on admet que F,+1 & Fy,Vn, alors,
en vertu du Lemme A.3, il existe x,, € F), tel que ||z,|| = 1 et d(zy, F,4+1) = 1. Choisissons
m < n, alors x, — x,, € Fp, et S\(z,, — ,) € Fpt1. On aura alors

Ty —Txpm = (A — S))(Tn — Tm) = —ANTm — 2m),

1
Zm = Ty + XSA(J:n — T,)

appartient a Fy,41. On en déduit que || Tz, — Txy,| > |A|, ce qui est incompatible avec la
compacité de T.

> Montrons maintenant que Sy est surjective : soit y € H, pour un certain N on aura
(S\)Vy € Fy = Fy.1, clest-a-dire quil existe z € H tel que (Sy)Ny = (S)\)V*tz, soit
((S)\)Nx - (SA)Nfly) € N(S)). Comme on a supposé que A n’est pas valeur propre, on en
déduit que (Sy)Na = (Sy)NV "1y, soit par récurrence Syx = y ; la surjectivité de Sy en résulte.

> Reste & montrer la continuité de (Sy)~!, c’est bien siir une conséquence du théoréme
des homomorphismes de Banach, mais aussi plus simplement du Lemme A.17: soit y € H,
posons x = (Sy) "y, on aura

]| = d(z,0) = d(z,N(S))) < C||Srz],
soit, [|(Sx) || < Cllyll-
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Corollaire A.20 (Alternative de Fredholm) Si l'opérateur T' est compact, et si
A # 0, alors une et une seule des deux propositions suivantes est vérifiée :

(i) I’équation (A —T)x = 0 admet une solution non nulle

(ii) I'équation (A — Tz = y admet une solution et une seule Yy, et elle en dépend
contintiment.

Théoreme A.21 Si H est de dimension infinie et T' est compact sur H, alors
() o(7) C B, |T)

(ii) 0 € o(T)

(iii) o(T)\ {0} est soit

o vide

¢ formé d’un nombre fini de points

¢ formé d’un ensemble dénombrable de points s’accumulant en 0.

Remarque A.22 0 peut étre valeur propre, mais pas nécessairement, méme si la suite
des valeurs propres a 0 pour point d’accumulation.

DEMONSTRATION.

> Supposons que |A| > ||T|| et choisissons f € H ; résoudre 'équation Sy = f est équivalent
A résoudre Sz = z, avec Sz = (Tx+ f)/A. L7 apphcatlon S est contractante, puisque

7|
‘)\‘ Hxl - xQH

1
— HT.%'l — TJ}QH <

R

on en déduit qu’elle admet un point fixe unique, et par conséquent que A n’est pas valeur
propre de T. Comme X # 0, il en résulte que A & o (7).

o -5 -

> Supposons que 0 ¢ o(T), alors T est inversible. Mais en vertu de la compacite de
T, T(Bpg) est relativement compacte, et également fermée, en tant que image réciproque de
By par T~ continue. Il en résulte que T(Bpy) est compacte, et par conséquent By, par
continuité de T~! ; c’est impossible d’apres le Lemme A.12.

> Soit maintenant A,, une suite d’éléments tous différents de o(T') \ {\}, convergeant vers
A; on va montrer que nécessairement A = 0, c’est dire que 0 est le seul point d’accumulation
possible. Les A, sont des valeurs propres de T, d’apres le Théoreme A.19 ; notons donc z,
un vecteur propre associé a A, et M, le sous-espace engendré par la famille {z1, z2,... ,z,}.
Les M,, sont de dimension finie et par conséquent fermés, ils forment une suite strictement
croissante en vertu de la Proposition A.14 ; le Lemme A.3 nous montre par conséquent qu’on
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peut construire une suite de vecteurs unitaires y,, dans M,, qui vérifie d(y,, M,—1) = 1. Pour
n > m on aura

Tyn/)\n - Tym/)‘m = (AnYn — S)\nyn)/)‘n — (Am¥Ym — SAmym)/)‘m
=Yn — (ym + S)\nyn/An - S)\mym/)\m)
= yn - Zna

ou z, € M,,_1 puisque M,, est croissante et que M,,_1 = Sy (M,,). Donc ||Tyn/ A — TYm/Am|| =
puisq q n Y Y

1; ce qui est incompatible avec le fait pour la suite y, /A, d’étre bornée, en vertu de la com-
pacité de T'. Il en résulte que A = 0.

> Notons enfin que o(T)\] — L, L[ est compact, puisque o(T") est borné ; en vertu du

théoreme de Bolzano-Weierstrass, il ne pourra donc contenir qu'un nombre fini de points. On
en déduit que ’ensemble o(T") est dénombrable.

A.3 L’opérateur adjoint
Définition A.23 Soit T un opérateur borné, la formule
(Tzly) = (= |Ty) Yo,y € H
définit un opérateur linéaire T : H — H, appelé adjoint de T.
Remarque A.24 L'opérateur T* ainsi défini est continu et vérifie | T*|| = ||T]| .

Proposition A.25 (Théoréme de Schauder) SiT est compact, T™* 'est également.
DEMONSTRATION.

> Notons A un borné de H, par continuité de T™, TT™ est compact ; c’est dire que de
toute suite x, dans A, on peut extraire x,, telle que TT*x,, converge.

> Considérons alors la suite T*x,,, elle vérifie
| T* (@ — xn’)||2 = (T — T [TT* (T — ) )
<z — 2 || 1 TT (20 — 20r) ||
< CTT (2 — )l

puisque A est borné. Or TT™*x,,, converge, c’est donc une suite de Cauchy, et T*x,,, également
; on en déduit qu’elle converge et par conséquent la compacité de T*.
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Lemme A.26 La fermeture de I'image de T est 'orthogonal du noyau de son adjoint :

R(T) = N(T™)*
DEMONSTRATION.

> Notons tout d’abord que N (T*)* est fermé ; en effet
NI = () {2l (z]e) =0},
xeN(T*)
et chacun des {z| (z|x) = 0} est fermé par continuité du produit scalaire.

> Pour montrer que R(T) C N(T*)*, il suffira donc de montrer que R(T) C N(T*)*.
Soit donc y € R(T), on aura y = Tz, et si f € N(T*),

Wlf)=Tz[f) = (=|T"f) = 0.

C’est dire que y € N (T*)*.
> Réciproquement, soit y & R(T), nous devons montrer que y & N(7%)*. Notons y; la
projection orthogonale de y sur R(T), et yo = y — y1 ; on aura

0=(y2|Tz) = (T"y2|x)), Vx € H,
on en déduit que yo € N (T*). Mais

2 2
(w2 ly) = (2 ly1) + llv2ll” = w2,

qui n’est pas nul, car y € R(T). On en déduit que y ¢ N(T*)*.

Théoreme A.27 SiT est compact H — H, alors
(i) o(T*) =a(T), ot 6(T) note le conjugué de o(T).
(ii) Si on suppose que A € o(T) — {0}, pour que I'équation Sz = y (respectivement

Stz = y) admette des solutions, il faut et il suffit que y € N(S5)* (respectivement
y € N(SH)%).

Remarque A.28 Ce théoréme apporte une précision au cas (i) de l'alternative de
Fredholm.
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DEMONSTRATION.

> Notons tout d’abord que Sy = M — T*, en effet

(M =T)zly) = (z|M =T)y) = (Azly) — (T"zy).

> Admettons que A € V(T*), nous noterons y un vecteur propre de T* associé a \; y
n’étant pas nul et appartenant & N'(S¥) n’appartient pas & son orthogonal, et par conséquent,

en vertu du Lemme A.26, y € R (S)). On en déduit que A € o(7T), on a donc montré que

V(T*) C o(T). A l'aide des Théoremes A.19 et A.21, on en déduit que a(T™*) C o(T), et
comme (T*)* =T, que 6(T*) = o(T).

> Soit A € o(T) — {0}, compte tenu du Théoreme A.18, le Lemme A.26 nous montre que

pour que y € R(S,) il faut et il suffit que y € (./\/'(Sj‘\))L : la seconde partie du théoréme s’en
déduit.

A.4 Opérateurs auto-adjoints
Définition A.29 On dit que T' est auto-adjoint si T* =T.

Lemme A.30 SiT est auto-adjoint, on a

DEMONSTRATION.
> Posons o = sup, =1 |(Tx |z)|, on aura o < ||T7|.
> Réciproquement, posons u = (|| Tz /|12]))/?, et u = Tz/u. Nous aurons
IT=21* = (Tz |pu) = (T(pz) [u) = (Tulpz),

soit

1727 = S (T(nz + ) |nz +u) = (T(nz = u) |uz — u))

NG NG

< g0 (= + wll® + gz — ul?)

ou encore ) a ) )
2
1720 < 5 (21120 + )

<allz| IT=]-

On a donc montré que ||Tz|| < a||z||, Vz € H, soit ||T]| < c.
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Lemme A.31 Si A est un opérateur borné: H — H, qui vérifie
3K >0, ol < K Al , Vo e H, (A.6)

alors I'image R(A) de H par A est un sous-espace fermé de H.

DEMONSTRATION. On démontrera que R(A) est égal & son adhérence ; soit donc v, une
suite de H telle que Awv, converge, soit vers w. Nous devons montrer que w € R(A); la
suite Av,, est de Cauchy, et également la suite v, en vertu de 'inégalité inverse (A.6), on en

déduit qu’elle converge, soit vers u. Par continuité de A on aura w = Au, ce qui prouve que
w € R(A).

O
Proposition A.32 Si T est auto-adjoint, on a o(T') C R.
DEMONSTRATION.
> Soit A € C\ R, nous pouvons écrire
]| 1Szl = [(Saz |)] = ‘Allﬂfll2 - (Tfﬂlﬂf)‘ > [ImA| [,
puisque (Tx |z) = (x|Tx) est réel. On en déduit que
[Sxz|| = |Tm Al {|]], (A.7)

et par conséquent que Sy est injectif.

> Remplacant A\ par A on en déduit également que Sy est injectif. Mais A # 0, et par
conséquent

R(S)) =R(S)) = N(S5)" =N (S5)",

en vertu des Lemmes A.31 et A.26 et de la continuité de S). Il en résulte que Sy est surjectif,
et par conséquent bijectif, I'inverse étant continu d’apres 'inégalité (A.7). C’est dire que A
n’appartient pas au spectre.

Proposition A.33 Si T est auto-adjoint, les sous-espaces propres N (Sy) associés a
des valeurs propres différentes sont orthogonaux.

DEMONSTRATION. Si z; € N (Sy,) ¢ = 1,2, ot les \; sont des valeurs propres différentes de
T, alors, puisque Ao est réel, en vertu de la Proposition A.32,

A2 (21 ]wg) = (@1 [Twz) = (T2 |w2) = A1 (21 |22)

et par conséquent, (x |ze) = 0.
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Lemme A.34 SiT est auto-adjoint, pour que \ € o(T)), il faut et il suffit qu’il existe
une constante C' > 0, telle que

|Saz|| > C||z||, Yz € H.
DEMONSTRATION.
> Il est clair tout d’abord que l'inégalité est vérifiée des que A\ & o(T).

> Supposons réciproquement que l'inégalité soit vérifiée. On a vu & la Proposition A.32
que si A € R alors A € o(T) ; supposons donc que A € R. On aura

Cllall < ISxll = || S5z = [1S3=ll

par conséquent, de méme qu’a la démonstration de la Proposition A.32, S est inversible ;
la conclusion en découle.

Lemme A.35 Si T est auto-adjoint, alors pour que A € o(T) il faut et il suffit qu’il
existe z,, € H, telle que ||z,|| =1 et (S\x,) — 0.

DEMONSTRATION.

> Supposons que A € o(T), et que (S\z,) — 0, avec ||z, | = 1, alors @, = S} ' Syz, — 0,
par continuité de Sy ', ce qui est incompatible avec I'hypothese ||z, = 1.

> Réciproquement, si A € o(T'), le Lemme A.34 nous prouve l'existence d’une suite y,
vérifiant |[Sxyn|| < |ynll /7 ; le Lemme est alors démontré en prenant z, = yn/ ||yn|l -

Proposition A.36 SiT est auto-adjoint, et si on note

M = sup (Tz|x) et m = \Iiﬂfl (Tz|z),
[lzf|=1 =

alors M et m € R et
(i) o(T) C [m, M], et
(ii)) met M € o(T).

DEMONSTRATION.

> Supposons que A > M, et démontrons que A ¢ o(T), cette méme démonstration en
remplagant T" par —7 permet alors de prouver la premiere partie de la Proposition. Comme
a la Proposition A.32, nous aurons

]| [1Sxall > [(Sxz |2)| = |Alzl|* — (T |z)| = (A = M) ||z,

et le Lemme A.34 permet de conclure.
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> Montrons maintenant que M € o(T'), démonstration qui montrera également que m €
o(T), en remplacant T par —7T. Notons x,, une suite majorante pour (Tz |z ), c’est-a-dire
vérifiant
[znll =1
o0p, — 0 avecd, = Tx,|zy)— M.
Afin d’utiliser le Lemme A.35, calculons ||(MI — T)z,||* ; pour v € R, nous aurons

I(MI = T)anl* = ||(M + )2y — (T + )2
= I(T +AD)an]* + (M +7)? [|za* = 2(M +7) Re {(T +y)zy |20)} -

Il est clair que ((T' +~I)zy |xn) = M + v + 6y ; il en résulte que
lim [[(MI = T)z,|* = lim (T +~1)an|* — (M + 7).
n—oo n—oo

> On aura par ailleurs, d’apres le Lemme A.30

(T + A an|| < |IT +A1]| = \|Sl||1p1 (T |z) + 7| = max {|M + ], [m +~}.
zll=

Comme |m| < ||T||, on aura M + v > m +~ > 0, dés que 7y est choisi tel que v > ||T|, et
par conséquent
Tim [[(MI = T)an||* < (M +7)? = (M +7)* = 0.

On en déduit que M € o(T') en vertu du Lemme A.35.

Corollaire A.37 Si T est auto-adjoint, et si o(T) = {0}, alors T' = 0.

DEMONSTRATION. Si o(T') = {0}, d’apres la Proposition A.36, on aura m = M = 0, et
comme, d’apres le Lemme A.30, ||T'|| = max{|M|,|m|}, on en déduit que ||T|| = 0, soit
T =0.

O

Définition A.38 On dit que H est somme directe Hilbertienne de ses sous-espaces
E;, 1 =1, 00, si et seulement si
(i) les E; sont fermés, deux a deux orthogonaux et

(ii) I'ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments des E; est dense dans H.

1EN*

On notera

Théoreme A.39 SiT est auto-adjoint compact : H — H, alors H est somme directe
Hilbertienne des sous-espaces propres attachés a chacune de ses valeurs propres :

B nisy

AEV(T)
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DEMONSTRATION.

> Les N(S)) sont bien entendu fermés, quant a ’orthogonalité, elle résulte de la Proposi-
tion A.33.

> Notons maintenant F' Pespace engendré par les sommes finies d’éléments des N'(S)) ol
A € V(T). Nous poserons G = F', et nous devrons montrer que G = H.

> Montrons tout d’abord que G et G sont stables par T. Soit « € F, on aura z = Y icr Tiy
ot I est fini, et par conséquent Tz = Y, ; \jz;, ot A; € V(T'). On en déduit que Tz € F,
et par continuité de T, que T(G) C G. Prenons alors z € G+, et y € G, on aura Ty € G, et
donc (z |Ty) = 0, soit (Tz |y) = 0 ; on en déduit que Tz € G+, soit T(G*) C G*.

> Nous pouvons donc définir la restriction 7" de T & G- ; nous montrerons que 7" = 0, soit
G+ C N(T). Soit donc p € o(T"), i # 0, c’est une valeur propre de 17" d’aprés le Théoreme
A.19, et par conséquent, il existe 2’ # 0, 2’ € G, tel que T2’ = pa’. On en déduit que
p € a(T), et que 2’ € N(S,) C G, et par conséquent 2’ € GNGL; il en résulte que 2’ = 0, ce
qui constitue une contradiction. On en déduit que o(7”) = {0}, et par conséquent que 77 = 0,
d’apres le Corollaire A.37.

> Si 0 n’est pas valeur propre de T, alors N (T') = {0}, et par conséquent G+ = {0}, soit

G = H. Si 0 est valeur propre de T alors N (1) = N(Sp), et par conséquent N (T') C G, ce
qui implique encore G+ = {0}, et G = H.

Proposition A.40 Si

H=@F.,

neEN*

et si on note x,, la projection sur F, de x € H, alors
(i) >°o°, z, converge vers x, et
. 2 2

(i) [ll® = 202 lleall™

DEMONSTRATION.

> Montrons tout d’abord que la série S°° | ||z, [|* converge, et posons o), = ZZ:1 | zn]?,

on aura
k k
oL = (az an> < ||z an
n=1 n=1

car les x, sont orthogonaux deux a deux. On en déduit que o < H$H2 et que la série
Yomey ||33n||2 converge.

< [l o,
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2
> On aura HZ%ZP l‘nH =t |2, il en résulte que la série 3°°° |z, est de Cauchy,

et par conséquent qu’elle converge. Si nous notons alors P(x) sa somme, nous aurons
o
2 2 2
IP@)I* <> llanl* < ],
n=1

dont découle la continuité de P. Mais comme P(x) = x dés que z € E,, il en résulte que P
n’est autre que 'identité sur ’espace des combinaisons linéaires finies des éléments des E,,
et par continuité sur son adhérence H tout entiere.

> La formule finale s’obtient par passage a la limite & partir de I'identité Zﬁzl |zn|? =

2
k
[

Remarque A.41 Le Théoréme A.39 et la Proposition A.40 nous montrent donc qu’on
peut construire une base Hilbertienne (orthonormale) {e, | n € N*} de H, formée de
vecteurs propres de I'opérateur auto-adjoint compact T. Pour tout élément x € H, on

aura
2 2
=) (tlen)enet ol* = |(xlen)]

neN* neN*
De plus les e,, diagonalisent T" selon I'expression

Tz = Z An (T |en) en,

neN*

ot les \,, sont les valeurs propres respectivement associées aux e,.

Corollaire A.42 SiT est auto-adjoint compact, c¢’est la limite d une suite d’opérateurs
auto-adjoints compacts de rangs finis.

DEMONSTRATION.

> Comme T est compact, nous pouvons ordonner ses valeurs propres A\; en une suite
dont les modules décroissent. Nous notons zj, la projection de = sur N (S),), et T,(z) =

D k1 AT

> L’opérateur T), est clairement auto-adjoint, et on a dim(R(7},)) = > p_, dim(N(Sy,)) <
o0, dont découle la compacité de T),. De plus, d’apres la Proposition A.40, onaz = 2, x,
et par continuité de T, T'(z) = > 72| Mg = limy, o0 Ty (). On aura méme

2

o [oe)
IT() = Tu(@)1? = || D Maw| = D il [l
k=n+1 k=n+1
et donc
o
1T () = To(@)|? < Paral® D Nl < s 2],
k=n+1

toujours d’apres la Proposition A.40. On en déduit que |7 — T, || < [An+1], qui tend vers 0.
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A.4.1 Quotients de Rayleigh

Dans ce paragraphe nous supposerons que 7' est non seulement auto-adjoint com-
pact, mais encore positif, c’est-a~-dire que (T'z|zr)) > 0, Vx € H; une caractérisation
tres commode des valeurs propres est alors accessible. Notons que ces valeurs propres
sont des réels vérifiant (T |zx) = M ||21]|>, et sont par conséquent positives.

Définition A.43 On appelle quotient de Rayleigh la quantité suivante:

(A.8)

Proposition A.44 Supposons que les valeurs propres A\, de T sont rangées dans
I'ordre décroissant et sont associées aux vecteurs propres ey, notons W, le sous-espace
engendré par les e;, © = 1,k et Wy I’ensemble des sous-espaces de dimension k de V.
Alors les éléments propres (A, ey) de T' admettent les caractérisations suivantes:

A = Rep) (A.9)

A = Iin R(x) (A.10)

A = max R(x) (A.11)
acEW,j‘_l

Ar = max minR(x) (A.12)
WeW, xeW

A = min max R(x) (A.13)

WeWg_1 zeWwt
DEMONSTRATION.

> On a de fagon évidente R(ey) = Ay.

> Siz e W, alors ¢ = Zle a;e;, d’ou il résulte

k
> Ailail
i=1
k
D lail®
i=1

R(z) = > M.

La formule (A.10) découle alors de (A.9).
> Siz e WIC{I, on peut écrire x = 7, a;x;, on en déduit, comme précédemment que
S o
R(z) ==2F < M.

2 lail”

>k
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> On déduit tout d’abord de (A.10) que

max min R(x) > Ag;
WeWy zeW

mais réciproquement si on choisit W € Wy, on ne peut avoir W C W;_; et par conséquent,
Jr #0, € WN W . De (A.11) on déduit alors que Ay > R(z), d’ott il résulte que \j, >
mingew R(w), VW € Wy, soit

Ak > max min R(w),
WwWeW, weW

et par conséquent la formule (A.12).

> On opere de méme, et on choisit W € Wj,_; et z # 0, € W NWj; on aura en vertu de
(A.10) A\ < R(z); il en résulte que

A < min max R(w),
WeW,_1 weW+

I'inégalité inverse découle alors de (A.11).
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Appendix B

Formulations faibles

L’étude d’une équation aux dérivées partielles elliptique telle

{Au: f dans O,

u = 0 sur 00, (B.1)

ou O désigne un ouvert de R" et 9O sa frontiere, peut étre effectuée de diverses fagons:
méthode de Perron [GILBARG-1977], théorie du potentiel [KELLOG-1967] ou méthode
variationnelle ; c’est cette derniere voie que nous avons choisie, pour sa simplicité et
son domaine étendu d’application. Trois ingrédients seront nécessaires: le théoreme B.2
qui nous assure du caractere bien posé de certains problemes variationnels abstraits,
la formule de Green qui assure le passage d’'une équation concrete du type (B.1) a un
probleme abstrait tel (B.3), enfin les espaces de Sobolev qui forment le cadre fonctionnel
de cette analyse.

B.1 Le théoréeme de Lax-Milgram

Définition B.1 La forme sesquilinéaire a définie sur I'espace de Hilbert V est dite
elliptique si il existe un nombre o > 0, tel que

a(,0)] 2 a|o]?, Vo e V. (B.2)

Théoréme B.2 (Lax-Milgram) Soient V' un espace de Hilbert, a et { respectivement
une forme sesquilinéaire elliptique et une forme antilinéaire continues sur V, alors

(i) II existe une solution et une seule u dans V' de I'équation

a(u,v) = (l,v), Yo e V. (B.3)

(ii) L’application

V/LVIEHU,
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est un isomorphisme, et plus précisément vérifie
1
lully < — 1€y (B.4)
ol « est la constante d’ellipticité de a.

DEMONSTRATION.

> Résoudre (B.3) revient & démontrer I'existence et 1'unicité de u tel que a(u,-) = ¢ dans
V', c’est-a-dire que S est bijective. Démontrer (B.4) revient & montrer que S est continue,
soit encore d’apres le théoreme des homomorphismes de Banach que c¢’est un isomorphisme.
Nous étudierons 'application inverse:

!
V—V :uw— a(u,-)
que nous montrerons étre un isomorphisme.

> Soit u € V, en vertu du théoreme de représentation de Riesz, il existe A, unique dans
V, tel que (A4, |-) = a(u, -), 'application

Vi—V (A, ]) — Ay
étant une isométrie. Il nous suffira donc de montrer que ’application
VA Viue A,
est elleeméme un isomorphisme.

> Cette application est continue, en vertu de I'inégalité

(Ay |v)
v
ou
Jall = sup_ 12

woev [ull oll°

L’ellipticité de a implique de plus a ||[v]* < |[(Ay |[v)] < [|Ao]| [|v]| , soit
1
loll < [ Aull Vo € V. (B.5)
On a ainsi montré que A est injective, et le Lemme A.31 montre que son image est fermée.

> Un raisonnement par ’absurde permet ensuite de montrer que A est surjective. Sup-
posons que R(A) ¢ V, alors il existe ug € V' \ R(A), non nul. R(A) étant fermé, on peut y
projeter ug, soit vy cette projection et wy = ug — vp; wp est non nul et orthogonal & R(A), il
en résulte que
a(wg, wy) = (Aw, lwo) =0,
ce qui conduit & une contradiction, par ellipticité de a. L’application A est donc bijective,
d’inverse continu, d’apres (B.5).

> La formule (B.4) enfin n’est qu'une autre fagon d’écrire (B.5):

1
lully < — [l Aully = llalu, )y = el
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B.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev constituent une échelle de régularité bien adaptée aux
formulations variationnelles. Leur étude constitue cependant un vaste domaine non
dépourvu de difficultés techniques ; en particulier la régularité du bord peut jouer
un role déterminant pour la plupart des résultats: régularité, densité ou compacité.
Nous nous contenterons de signaler sans démonstration quelques propriétés des espaces
construits & partir de L2, et nous choisirons les ouverts assez réguliers pour éviter les
subtilités principales. Les références les plus classiques a cet égard sont [ADAM-1975],
[INECAS-1967] et [L1ONS-1968]. On notera O un ouvert de R”™ dont le bord est Lipschit-
zien.

Définition B.3
(i) Espaces d’indice entier: on pose
HY(0) ={v e L*0)] 0*v € L*(0), Vo, |a| <}, (B.6)

ou ¢ est un entier positif. Cet espace est muni de la norme du graphe, soit

HUHJ%I@(O) = Z ||8av\|i2(0) (B.7)

o] <t

(ii) Espaces d’indice fractionnaire: on note
H*(R") = {v e L*(R")| (1+ ]| € [*)%0(5) € LARM) }, (B.8)

ou s est un réel positif et v note la transformée de Fourier de v. Cet espace est muni
de la norme naturelle:

5/ n 2
ol = IolZaggny + 11+ HEIEY 20| gy (B.9)

Dans le cas d’un ouvert, on pose
H*(0) = {ve L*(0)| 3o € H(R") avec ijp =0 } . (B.10)

On munit cet espace de la norme quotient:

loleo) = _int . 119]

'D‘O:v

Remarque B.4

(i) Les espaces définis ci-dessus sont en fait des espaces de Hilbert, pour le produit
scalaire naturel dérivant de celui de L?.
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(ii) Dans ces définitions tant les dérivées que la transformation de Fourier doivent étre
comprises au sens des distributions ; ce n’est que dans le cas d’une régularité suffisante
qu’elles peuvent I’étre au sens des fonctions, les deux acceptions se correspondant alors
bien entendu.

Bien d’autres espaces de cette nature peuvent étre définis, et nous aurons 1’occasion
d’en rencontrer ultérieurement, contentons-nous pour l'instant d’introduire

HY(O;A) ={ve H(O)| Ave L*(0)},
il sera muni de la norme du graphe:

2 2 2
HU”Hl(o;A) = HU“Hl(O) + ||AU||L2((’))

B.2.1 Régularité et compacité

Les espaces que nous venons de définir peuvent paraitre quelque peu abstraits, le
théoreme de régularité suivant permet de s’en faire une image plus précise:

Théoréme B.5 (Théoréme d’inclusion de Sobolev) Si O est un ouvert de R" a
bord Lipschitzien, alors I'inclusion suivante est valable (algébriquement et topologique-
ment):

H*(0) C CF(D), Vs > k + g (B.12)

ott C¥ est l'espace des traces sur O des fonctions k fois dérivables sur R" muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact des dérivées jusqu’a I'ordre k.

Théoréme B.6 (Rellich) Si O est un ouvert de R™ a bord Lipschitzien, borné, alors
l'injection suivante est compacte:

H*(O) C H'(O) Vs > t. (B.13)
Remarque B.7 Notons par exemple qu’en dimension un, le Théoreme d’inclusion de
Sobolev affirme que les fonctions de H*(O) sont continues pour s > 1/2, dérivables
pour s > 3/2,...

B.2.2 Théorémes de densité et de trace

Les fonctions composant les espaces de Sobolev n’étant pas nécessairement régulieres,
il est fréquemment utile de les approcher par des fonctions plus régulieres. La démonstration
de la formule de Green par exemple se réalise en deux temps: on commence par la
démontrer pour des fonctions indéfiniment dérivables, puis on montre par densité et
continuité qu’elle reste valable pour les fonctions de H'.
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Théoréme B.8 (Théoréme de densité) Si O est un ouvert a frontiére Lipschit-

zienne, alors D(O) est dense dans H*(O), Vs > 0, ou D(O) est I'ensemble des traces
sur O des fonctions indéfiniment dérivables a support compact sur R™.

Définition B.9 On note D(O) I'ensemble des fonctions a support compact dans I'ouvert
O, et on pose
Hy(0) =D(0)" 7, (B.14)

(adhérence de D(O) dans H*(Q)), cet espace étant muni de la topologie induite par
H*(0).
Proposition B.10 Pour s <1/2 on a H(O) = H*(O).

Les problemes aux limites nous conduisent naturellement a étudier les espaces formés
des traces des fonctions composant les espaces de Sobolev précédemment définis.

Théoréeme B.11 (Théoréme de trace) Pour s > 1/2, et si O est assez régulier
(plus précisément de classe C*, k > max(0, s — 1)), c’est-a-dire k-Lipschitzienne ainsi

que sa dérivée premiére) alors l'application 7o définie sur D(O), qui a une fonction
réguliére définie sur O fait correspondre sa trace sur 0O se prolonge de fagon unique
en une application continue surjective

Yo : H3(O) — H*2(50). (B.15)

On a de plus
N(y0) = Hy(0) N H*(0).

Corollaire B.12 Pour s > 3/2, et O assez réguliére, I'application v, qui a une fonction

de D(O) fait correspondre la trace de sa dérivée normale sur 0O se prolonge de fagon
unique en une application continue surjective

vy 2 H¥(O) — H*3/2(00), (B.16)
si on note v = (y0,71), on a

N(v) = H;(0) N H*(0)

B.2.3 Dualité

On définit également des espaces de Sobolev d’indice négatif par dualité.

Définition B.13 Pour s > 0, on pose

H~(0) = (H(0))'. (B.17)
c’est un espace de distributions que I'on munit de la norme du dual fort:
(fiv)
Hf”Hfs(o) = Ssup : (B.18)

U€H8(O) ”U| Hs (O)
v#0
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B.3 La formule de Green

C’est la généralisation a plusieurs dimensions de la formule bien connue d’intégration

par parties:
b b
/ u'v :—/ wv' + [w]’
a a

Sous sa forme la plus simple, elle s’écrit:

8uv ——/uﬁv —|—/ uv n; dry
@&Ei o axz 80 ! ’

ol n; est la ieme composante de la normale n, extérieure a O. Bien entendu, il faut
indiquer sous quelles conditions de régularité de la frontiere 0O, et des fonctions u et
v s’applique la formule de Green ; en fait il suffit que les diverses intégrales existent,
ainsi que les traces de u et v. Plus précisément il suffit d’imposer

u, v e H(0), O ec".

B.3.1 Opérateurs du premier ordre

La formule qui précede est susceptible de prendre diverses formes, notons parmi les
plus fréquemment employées:

/OE-Vw :—/OdivEQ/) —I—/BO(E,n)@Mh. (B.19)
et
/OH-rot\IJ —/OrotH-\TJ —i—/aO(H,n/\\TJ) d. (B.20)

B.3.2 Opérateurs du second ordre

Si, dans (B.19), on remplace E par grad ¢, on obtient

/(;V@'vw :—/OAcpw —i—/aog—::wd’y. (B.21)

Si, par contre, on remplace ¢ par div H, on aboutit a

/(E,Vdivﬁ) :—/ div E div H +/ (E,n) div H dv, (B.22)
O (@ 00

et de méme, en remplacant dans (B.20), H par rot @,

/rot@-rot\ll :/ (rotrot @, W) +/ (rot ®,n A W) dy. (B.23)
o o 00
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B.4 Le probleme de Dirichlet

Traitons tout d’abord le probleme de Dirichlet homogeéne:

—Au+u = f dans O,
{ u = 0 sur 00. (B.24)

B.4.1 Formulation variationnelle

Nous allons utiliser une fonction auxiliaire v (dite fonction-test) et la formule de
Green (B.21) pour abaisser 1'ordre de dérivation de u. Si nous choisissons v € H'(O)
et si nous supposons que u € H*(O), nous aurons:

/—Auv :/VU-VU — @T)d%
1) o a0 On

fo :/VU~V17 +/u27 —/ @@d’y;
1) o 1) o0 On

il reste que la condition de Dirichlet homogene n’a pas été prise en compte, elle doit
donc subsister comme une contrainte supplémentaire imposée a u. On aboutit ainsi au
probleme, dit variationnel, suivant:

{ Trouver u nulle sur 00, telle que Vv nulle sur 00,

/OVU-VU—F/Ouv:/Ofv.

Cette formulation manque de précision, on doit en particulier choisir I’espace ou doit
étre cherchée u pour envisager la démonstration d'un théoreme d’existence et d'unicité,
de sorte que les conditions relatives aux traces aient un sens. Compte tenu de la for-
mulation que nous venons d’obtenir et du théoreme de trace B.11 nous choisirons de
chercher u € H}(O), et d’y faire varier v. On aboutit ainsi au probleme

{ Trouver u € H}(O), telle que Yv € H}(O),

/Vu-Vv+/uv:/fv,
o o o

et, par conséquent,

(B.25)
ot f € L*(0).

B.4.2 Existence et unicité

Notre théoreme de base sera le théoreme de Lax-Milgram B.2 dans lequel nous
poserons V = H}(O),

a(u,v):/OVu-Vv +/Ouvet€(v):/ofv.

La continuité de a et ¢ est évidente, ainsi que lellipticité de a. Le théoreme de Lax-
Milgram nous assure alors que le probleme (B.25) est bien posé, ¢’est-a-dire que sa solu-
tion existe, est unique et dépend continiiment de la donnée, puisque ||£||y, < [[fl 20 -
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B.4.3 Retour au probleme fort

La question qui subsiste est celle du lien entre les problemes (B.24) et (B.25). Il est
tout a fait clair que si u est solution de (B.24) elle 'est de (B.25) ; réciproquement si
u est solution du probleme variationnel (B.25), alors pour v € D(O) on a

(—Au+u—f, 77>D/(O),D(O) =0,
soit
~Autu = f dans D(O), (B.26)

D’autre part u € Hj(O) peut, en vertu du théoréme B.11, s’interpréter comme signi-
fiant upo = 0, au sens précis suivant:

Yo(u) = 0. (B.27)

On a donc montré que u est solution du probleme fort (B.24), en un sens quelque peu
généralisé.

B.4.4 Le probleme non-homogene

Nous n’avons traité que du cas d’une trace nulle, supposons qu’il n’en n’est plus
ainsi:

—Au+u=f dans O
{ u=g sur 00. (B.28)
Siu € H'(O), alors en vertu du théoréme de trace (B.11), ujpo € H'/?(9O); réciproquement,
si on suppose que g € H'?(90), d’aprés ce méme théoreme de trace, il existe U €
HY(0), telle que Upo = g, U est appelé relévement de g dans H'(O). Comme u est
solution de (B.28) il en résulte que v’ = u — U est solution de

—Au'+u =f+ AU - U dans O
{u’ =0 sur 00, (B.29)
soit encore, sous forme variationnelle
Trouver v’ € H(O), telle que Yv € H}(O),
a(u',v) =0 (v), avec l'(v) = / fo — / VU - Vv —/ Uv , (B.30)
o o o

probleme tout a fait semblable a (B.25).



B.4 Le probleme de Dirichlet

127

B.4.5 L’inégalité de Poincaré-Friedrichs

Le probleme suivant est plus difficile, mais mérite d’étre étudié car il est fréquent
en mécanique des fluides ou en électrostatique:

{ —Au = f dans O,

u =0 sur 00. (B.31)

La difficulté est relative & la démonstration de Dellipticité sur H}(O) de la forme
bilinéaire

a(u,v) = /OVU -Vu, (B.32)

dont découleront 'existence et 1'unicité de la solution u de (B.31). Nous utiliserons le
théoreme suivant:

Théoréme B.14 (Poincaré-Friedrichs) Si O est un ouvert borné connexe et I' une
partie de son bord, de mesure non nulle, alors

IK >0, ||v||§{1(0) < K{/OHVUH2 + ‘/dev

DEMONSTRATION. On effectue un raisonnement par I’absurde

2} ,Yv € HY(O). (B.33)

> Admettons que I'inégalité annoncée soit fausse, on en déduit ’existence d’une suite dans
H(O) vérifiant

lvnllgroy = 1, et (B.34)

[vn] < —, avec (B.35)

A Taide du Théoreme de compacité de Rellich B.6, et d’apres (B.34), on peut extraire de v,
une sous-suite, encore notée v, qui converge, soit vers v dans L?(O).

> En vertu de (B.35), la suite Vo, est de Cauchy dans L?(0); il en est de méme de v,
d’apres l'item qui précede, et par conséquent v, est de Cauchy dans H'(O), elle y converge
donc vers v.

> D’apres (B.35), la fonction v vérifie Vv = 0, c’est donc une constante, mais également
fpvd’y = 0, par continuité de la trace H'(Q) — L?(T"). On en déduit que v = 0, ce qui
constitue une contradiction avec (B.33).



128

Formulations faibles

Remarque B.15 Dans le théoréme qui précede, le terme fde'y peut étre remplacé
par de nombreux autres, par exemple [ AV ot A est un ouvert de mesure non nulle
inclus dans O. L’essentiel est la continuité de ce terme vis-a-vis de la topologie de
H'(O) et le fait que [v] reste une norme.

Démontrons maintenant ellipticité de la forme bilinéaire (B.32): on aura en effet pour
u € Hy(0),

olw) = [ IVall = [ |vul? +‘ [ s
(@) (@) 15]@)

B.5 Le probleme de Neumann

21
2
- [ullr0)

On peut étudier selon la méme méthode le probleme de Neumann

{—Au—{—u:fdans O,

Ou = g sur 00. (B.36)
on

B.5.1 Formulation variationnelle
Si on suppose que g € L?(00), on obtient
Trouver u € H*(O) tel que Yv € H'(O)
{/Vu~Vz7 +/u17 :/fﬁ —|—/ gudy. (B.37)
0 o o 00

Le théoreme de Lax-Milgram s’applique alors, faisant de (B.37) un probleéme bien posé.

B.5.2 Retour au probleme fort

Si on choisit, dans un premier temps de considérer uniquement des fonctions test
dans D(O), comme dans le cas du probleme de Dirichlet, on montre aisément que
u vérifie (B.26). L’interprétation de la condition de Neumann est plus difficile, elle
nécessite de faire appel a Uespace H'(O;A).

Lemme B.16

(i) L’application u € D(O) Ou/On|po se prolonge en une application continue:
HY(O; A) — H™Y2(00).

(ii) Ce prolongement est défini par la formule:

<%,v> = / Auv +/ Vu-Vo Yo € H(O). (B.38)
on H=1/2(30),H/2(00) o o
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DEMONSTRATION.

> Choisissons tout d’abord u € H?(0), w € H/?(90) et notons v un relevement de w
dans H'(O) qui vérifie
| v l[a1o)< 2 | wllgir2@o) -

D’apres la formule de Green,

Auv = /Vu Vo —i—/ —vd’y, (B.39)
9]

O@n
/Auv /Vu Vo

< Iz Iollzzo + IVl 1V
< 4 Jullgonny Iz -

par conséquent,

IN

/\

On a donc démontré la continuité de ’application :
8U 1/2
w— | —wdy; H/*(00) — R;
T on

C’est dire que du/dn peut étre considéré comme un élément de H~1/2(T).

> Mais, de plus, on a

O 54 ‘

’ Ou —sup 0" 1 on” "

mllg-1200)  wro [wlirzeo)
[0l 10

<
< Il o) ol iego)
< Cllullgroay

on en déduit que I'application: u — du/On se prolonge en une application continue H!(O; A)
dans H~/2(90).

> La formule explicitant le prolongement découle alors de (B.39), par continuité.

Proposition B.17 Si u est solution du probléme variationnel (B.37), ou f € L*(O)
et g € L*(0), alors au sens du prolongement précédent, on a du/dnpe = g.

DEMONSTRATION. On a déja remarqué que u vérifie Au = u — f, et par conséquent u €
H'(O;A). On pourra donc écrire

/Vu-VT) +/u1‘) —/(—Au+u)17 +/ gv dry,
o o o 00

soit
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/VU-VT) —l—/AuTJ :/ gu dry,
(@ @ 00

et par conséquent, d’apres (B.38), du/dn = g dans H~'/2(00).

i
B.5.3 Le probleme de Neumann pur
Si on tente de traiter le probleme
—Au = f dans O,
Ou _ g sur 00, (B40)
on

une difficulté supplémentaire se présente: le probleme ne peut admettre une unique
solution, en effet si u en est solution, alors u+ C' I’est encore quelle que soit la constante
C. De plus une condition de compatibilité doit étre imposée a f et g pour garantir
'existence d’une solution: d’apres la formule de Green (B.21), on a nécessairement

/Of +/809d7 =0. (B.41)

Nous sommes donc conduits a montrer que (B.40) est bien posé dans un espace de
fonctions définies a une constante additive prés ; a cet effet on pose

HY(O)/R={v|ve H(O)}, ou

b= {we HY(O)| w— v = Cte} (B.42)
L’espace H'(O)/R est un espace de Hilbert pour la norme quotient:
||7>‘|H1((9)/R = ggj HwHHl(O) (B.43)

Si nous supposons que (B.41) est vérifié par les données f et g, alors on peut donner
de (B.40) la formulation variationnelle suivante:

. 1 g 1
{ Trouver « € H'(O)/R tel que Vo € H'(O)/R, (B.44)

a(t,v) = £(0), avec

a(t, ) /Vu Vo Yu € 4, Yv € ¥

/fv +/ gudy, Yv € v,
o0

ces définitions étant indépendantes des représentants u et v choisis. Ce probleme est
bien posé en vertu du Théoreme de Lax-Milgram B.2, car a est elliptique sur H'(O) /R :
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on a en effet, d’apres I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (B.33)

alivi) = [ IVl

.12
2% [0l 10y /m

B.6 Problemes variationnels spectraux
L’objet de ce paragraphe est 1’étude de problemes du type

{—Au—uu = f dans O,

u = 0 sur 00, (B.45)

ol p est positif, ce qui empéche la forme bilinéaire associée d’étre elliptique. Dans tout
ce paragraphe nous supposerons ’ouvert O borné. Nous verrons que 'utilisation de la
théorie spectrale précédemment développée conduit a des résultats de qualité compa-
rable a celui fourni par le théoreme de Lax-Milgram. La formulation variationnelle de
(B.45) est la suivante:

Trouver u € H}(O), tel que Vv € HL(O),
(B.46)

/VU~V17 —u/u@ :/f@dfy.
o o o

B.6.1 Formulation générale

Il est facile de voir que le probleme qui précede entre dans le cadre suivant:

{ Trouver u € V, tel que Yv G\V, (B.47)

a(u,v) — p(ulv)y = q(v), ou

o V et H sont deux espaces de Hilbert tels que
VCH

(dans le cas du probleme (B.46) on a V = H}(O) et H = L*(O), I'injection étant
compacte en vertu du théoreme de Rellich B.6)

¢ a et ¢ sont respectivement une forme sesquilinéaire continue elliptique sur V, et
une forme antilinéaire continue sur V.
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Cadre fonctionnel

Commencgons par préciser quelque peu 1’étude du probléeme variationnel

Trouver u € V, tel que Vv € V,
{a(u,v):(f|v)H, ou f € H. (B.48)
Notons M P'application
H2 V' festount() = (f | )m, (B.49)

le théoreme de Lax-Milgram B.2 nous montre que la solution u de (B.48) est de la
forme u = S(¢) ou S est continue V' — V. Nous poserons alors

G=SoM:H —YV, (B.50)
et nous pourrons écrire
a(Gf,v) = (f |v)m, Vv eV. (B.51)

Notons également 7 l'injection canonique V' — H, supposée compacte ; nous pose-
rons

Gy=GoJ:V —V, (B.52)
et
Gu=JoG:H— H, (B.53)

ces deux applications étant compactes. Le diagramme suivant résume ces définitions:

Gu
H — H
JgT ¢\ 147
Vv — V
Gv

Problémes aux valeurs propres
Nous sommes maintenant en mesure d’étudier le probleme homogene (B.47), soit

en fait le probleme variationnel de valeurs propres:

{Trouver peCetu#0ecV, tel queVveV (B.54)

alu,v) = pu o).

Compte tenu de (B.51) et (B.52), le probleme (B.54) peut s’exprimer sous la forme
u = Gy (pu), soit

1
Gyu = ;u, ueV. (B.55)
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Proposition B.18
(1) Les valeurs propres pu,, de (B.54) sont en quantité dénombrable, ne peuvent s’accumuler
qu’a l'infini et sont situées a 'extérieur d’un disque de rayon strictement positif.

(ii) Les sous-espaces propres associés aux valeurs finies de i, sont de dimension finie.

(iii) SiV est dense dans H, alors 0 n’est pas valeur propre de Gy, c’est-a-dire 1 = 00
n’est pas valeur propre de (B.54).
DEMONSTRATION.

> Il s’agit essentiellement d’appliquer les Théoremes A.18 et A.21, avec T = Gy et A = 1/p.

> Comme S est un isomorphisme, 0 est n’est pas valeur propre de Gy si et seulement si
N oJ est injective ; c’est a dire si I’équation (Ju|v)y; =0, Yv € V n’a que la solution nulle,

ou encore (VH)L = {0}.

Proposition B.19 Le probleme de valeurs propres (B.54) peut s’exprimer sous la
forme équivalente

i, i€ H, (B.56)

ou i = Ju, (p, u) étant solution de (B.55).
DEMONSTRATION.

> Si (u,u) est solution de (B.55) alors, en multipliant & gauche (B.55) par J on voit que
(1, ) est solution de (B.56), @ n’étant pas nul puisque J est injectif.

> Réciproquement si (i, ) est solution de (B.56) alors @ = J(uGu), ce qui en fait un
élément de V. Multipliant (B.56) par G, on constate que (p,Gu) vérifie (B.55). Il en
résulte que (B.56) est équivalent a (B.55).

Alternative de Fredholm

Revenons a la résolution du probleme (B.47), il peut étre mis sous la forme u =
Gy (pu) + Sgq, soit

1 1
(—I - gv) u=—-S8q, ueV. (B.57)
H H
Proposition B.20 Le probleme (B.47) admet une solution et une seule dépendant

continiment de q, si et seulement si j1 n’est pas valeur propre de (B.54)

DEMONSTRATION. Il ne s’agit 1 que d’une application du Corollaire A.20 & la formulation
(B.57).
m|
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B.6.2 Formes hermitiennes

Dans le cas ou a est hermitienne, c’est-a-dire si a(u,v) = a(v,u), afin de profiter
pleinement du caractere auto-adjoint des opérateurs sous-jacents nous serons amenés
a renforcer 'hypothese d’ellipticité en supposant a positive, c¢’est-a-dire:

a(u,u) > ollull}, Vv e V. (B.58)

Remarque B.21 Une notion plus forte que celle d’ellipticité est souvent utile, celle
de coercitivité: on dit que a est coercitive s’il existe €] — m, 71| et a € R, tels que

Re {e’a(u,u)} > a a7

Cette condition implique évidemment I’ellipticité et signifie que, de plus, a(u,w) prend
ses valeurs dans un cone du plan complexe dont I’'angle est inférieur a w. La condition
(B.56) peut étre considérée comme une forme de I’hypothése de coercitivité pour une
forme hermitienne.

Proposition B.22 Sia est une forme hermitienne coercitive, les opérateurs Gy et Gy
sont auto-adjoints, respectivement pour les produits scalaires a(-,-) et (- |- ) -

DEMONSTRATION.

> Notons d’abord que a étant continue, hermitienne et coercitive, elle constitue un produit
scalaire sur V, définissant une norme équivalente a la norme initiale.

> On aura, Yu,v € V,

a(Gyu,v) = (JulJv)y = (Tv|Tu) g = a(Gvo,u).

> De méme, Vu,v € H,

(Grit[8)y = (81Gr@) y = a5, Gi) = a(Gat, Gv) = (a|Grd)

Bases hilbertiennes
Nous noterons désormais (p, ex) les éléments propres du probleme (B.54).
Proposition B.23
(i) Les u sont des nombres réels strictement positifs.

(ii) Les ey peuvent étre choisis de sorte qu’ils forment une base orthonormale de V/

pour le produit scalaire a(-,-), les y, = ,u,i/ ®ei, formant alors une base orthonormale de
H.
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(iii) SiV est dense dans H, alors les u, forment une suite tendant vers I'infini.
DEMONSTRATION.

> Le caractere réel des ui est une conséquence de la Proposition A.32 appliquée a la
formulation (B.55). De plus on a « ||ek\|%, < aleg, ex) = pk HekH?{, d’out le caractere positif
des pi.

> D’apres le Théoreme A.39 appliqué a 'opérateur Gy, V est somme directe hilbertienne
de ses sous-espaces propres ; les vecteurs propres en composant les bases pouvant alors étre
choisis orthogonaux et normés, c’est-a-dire vérifiant a(eg,er) = 1. Mais on sait également
que H est somme hilbertienne de ces mémes sous-espaces propres ; comme a(€g,€y,) =
i (ex |em ) g » les ey, forment une base de H composée de vecteurs mutuellement orthogonaux,
et comme a(eg, ex) =k (ex lex )y = Uk |Yx )y » les yx, forment une base orthonormale de H.

> Nous avons vu a la Proposition B.18 que si V est dense dans H, alors 0 n’est pas valeur
propre de Gy ; V de dimension infinie est donc somme hilbertienne de sous-espaces propres
tous de dimension finie, ils sont donc en nombre infini. D’autre part on sait que le seul point
d’accumulation des 1/py est 0, il en résulte que py tend vers l'infini.

Proposition B.24 Les vecteurs propres de (B.54) permettent d’obtenir les caractérisations

suivantes:
H=<f=> agy|llfly = loxl* <+o0 (B.59)
E>1 E>1
V=Xuv= Zakyk a(v,v) = Z’uk ’CYk|2 < 400 (B60)
E>1 E>1
Vi=Sqg=> arl)y| ldl = m' o’ < +oo (B.61)
E>1 E>1
DEMONSTRATION.

> Le théoreme de représentation A.39 nous montre que tout élément f de H est de la
forme

=Y aryr, (B.62)

k>1

\ s . s . . k \
ol la série converge normalement dans H. Réciproquement, si on pose f = > ;" oy, ol

les oy, vérifient ), -, la|? < +oo, alors la suite fi vérifie || fum — fill3 = D ikl |ai|?; il en

résulte que fi est de Cauchy et par conséquent converge dans H.
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> Le méme raisonnement s’applique dans V, muni du produit scalaire a(-, ) et prouve que

V= U—Zﬁkek a(v,v) Z\ﬁkl < 400

k>1 k>1

1/2

La caractérisation annoncée découle alors simplement de la relation yy = u,"“ex.
> Siq e V' alors (q,v) = a(Sq,v), Yv € V, et comme Sq € V, d’apres (B.60) on aura
2
Sq = Za;cyk avec Z“k |ag|” < +o0;
E>1 E>1

il en résulte que

a(Sq,v) Zaka Yk, V) = Zakﬂk (WK [0) g »

k>1 k>1

et par conséquent

_ 2
q= Zak (yk |v) ,avec ap = ajpx et .Z,ukl |l = Z,uk {aﬂ < 400.
k>1 k>1 k>1

> Réciproquement si g =) oy o (Yx |-) , avec Yy ,u,;l |ozk|2 < 400, alors

ZkZl o (Yk |v)

lalv = Slelp a(v,0) )
2 ok>1 Pk
= sup _—
k1 klBr|* <Ho0 Zkzl i | B |
-1 1/2 5
_ sup D k>1 My Py Mk/ Bk

S k> Mkl Brl* <+o0 Ekzl Kk |ﬁk|

= ZMEI ’ak’2 < 400,
k>1

ce qui montre que g € V.

Remarque B.25 Un prolongement naturel de ces résultats est la définition d’espaces
intermédiaires entre H et V, appelés espaces d’interpolation. Pour 6 € [0, 1], on pose

[H, V] = {U = Z@kyk Zui e * < +OO}-
E>1 E>1

On montre aisément que la norme naturelle en fait bien des espaces de Hilbert ; il est
clair que [H,V]o = H, [H,V]y =V et que [H,V]y, C[H,V]y C [H,V]y, pour 6y > 6 >
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6. On peut également montrer [LIONS-1968] que cette construction est intrinséque, au
sens ol les espaces d’interpolation ne dépendent pas de la forme hermitienne coercitive
a ayant servi a leur détermination. Dans le cas ou H = L*(Q) et V. = H™(Q), il s’agit
la d’une fagon de définir les espaces de Hilbert d’indice non entier, on montre en effet
que

[L(Q), H™()], = H™ ().

Quotients de Rayleigh

Si nous appliquons a la formulation (B.55) les résultats relatifs aux quotients de
Rayleigh (voir la formule (A.8)), nous sommes amenés & poser

4 alGvu0)
Ry (o) = )
soit encore
_ 1 avec Q(v) = a(v, v)
Rl =gy e QWS (563

Proposition B.26 Supposons que les valeurs propres p, de (B.54) sont rangées dans
I'ordre croissant et sont associées aux vecteurs propres vy, notons W le sous-espace de
V' engendré par les y;, i = 1,k et Wy, ’ensemble des sous-espaces de dimension k de V.
Alors les éléments propres (g, ex) de (B.54) admettent les caractérisations suivantes:

e = Qlex) (B.64)

pr = max Q(v) (B.65)

pre = min Q(v) (B.66)
vel/\/,i1

e = g, v o) (267

pr = max min Q(v) (B.68)

WeWy_1 veWw L

DEMONSTRATION. Il s’agit simplement d’appliquer les résultats de la proposition A.44 en
notant que les valeurs propres A\ de Gy sont les inverses de celles ux de (B.54), et que de
meéme Ry est inverse de Q.

m]

Alternative de Fredholm

Dans le cas particulier des formes hermitiennes positives, on peut préciser le résultat
de la Proposition B.20 relative a I’alternative de Fredholm, c’est-a-dire a la résolution
du probleme (B.47).
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Proposition B.27

(i) Si pu n’est pas valeur propre de (B.54), alors (B.47) est bien posé et sa solution
peut se mettre sous la forme suivante:

u=3" awe) (B.69)
o1 Mk 1

ou la série converge dans V.

(ii) Si p est I'une des valeurs propres de (B.54), soit u = p;, alors (B.47) admet une
solution si et seulement si

q(y) =0, Yy € S, (B.70)

ou S; est le sous-espace propre associé a ;. Dans ces conditions, les solutions de (B.47)
sont de la forme

w=y+ Z q(ys) Ui, (B.71)
vy M — [

ou y est un élément quelconque de S;.

DEMONSTRATION. Si w € V, on a vu & la Proposition B.24 que v = >, agyr avec

> k1 Mk lag)? < +oc. Le fait pour u d’étre solution de (B.47) implique alors (u; — p)a; =
q(yi), Vi > 1.

> Sip# i, Vi > 1, alors on en déduit la valeur de oy Vi, et par conséquent ’expression
(B.69).

> Si par contre p est I'une des valeurs propres de (B.54) alors d’apres le Théoreme A.27, le
probleme (B.57) équivalent a (B.47), admet des solutions si et seulement si a(Sq,y) =0 Vy €
S;, soit q(y) =0 Yy € S;.

> De plus il est clair que la formule

:Z q(yi) n

k#iﬂk—/ﬁ

fait de w une solution de (B.47), et que les autres en different d’une solution du probleme
homogene, soit exactement d’un élément de S;.
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Remarque B.28 Ce résultat constitue une généralisation du Théoréme de Lax-Milgram,
au sens ou la forme sesquilinéaire a(u,v) — p(u|v), est positive elliptique s’il existe

a > 0 tel que
2
< inf a(v,;)) — aHUH;/ , (B.72)
veV ol 0]l

alors qu’en fait nous avons montré que (B.47) est bien posé deés que p & V(Gy). Ce
résultat est beaucoup plus précis car les valeurs autorisées de p ne sont pas confinées
a un disque comme pourrait le laisser penser le Théoreme de Lax-Milgram. Mais de
plus, en vertu de (B.66), le probléme (B.47) est bien posé dés que

a(v,v)

p < pip = min (B.73)

veV ol

ce qui constitue une amélioration de la formule (B.72).

B.6.3 Le probleme de Dirichlet

Il ne nous reste plus qu’a traduire les résultats obtenus dans le cas d’un probleme
pratique tel (B.45) ; ils s’appliquent sans aucune modification si on choisit de poser

V =H;(0), H=L*0),
a(u,v):/Vu-Vﬁ, et

B.6.4 Le probleme de Neumann

Le cas du probleme de Neumann est plus instructif, soit en effet a étudier

—Au — pu = f dans O,
Ou =0 sur 00, (B.74)
on
posant ;= 7 — 1, on en donnera la formulation variationnelle suivante:
Trouver u € H'(O), tel que Yv € H'(O),
{/vu-w +/uv —T/uv:/fv. (B.75)
o o

@ @
On prendra donc, d’une fagon qui a priori peut sembler un peu artificielle, mais qui a
le mérite de rendre a positive elliptique

V=HY0), H=I*0), r=pu+1

a(u,v):/Vu-Vv +/uv, et
(@) (@]

o) = | o

o
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Il est clair que = 0 (ou 7 = 1) est valeur propre de (B.75), avec pour sous-espace
propre les fonctions constantes sur O. D’apres (B.70), la condition pour que (B.74) ait
une solution lorsque p = 0 est la suivante:

/szo,

ce qui corrobore la condition (B.41).



Appendix C

Le Théoreme de Steinberg

Le résultat suivant, di a Steinberg [STEINBERG-1968], montre quelles sont les pro-
priétés de l'inverse d’une famille analytique d’opérateurs de Fredholm (perturbation
compacte de I'identité). Il généralise en fait une propriété bien connue pour une fonction
analytique f dans un ouvert du plan complexe: si cette fonction n’est pas identiquement
nulle, son inverse est méromorphe, ses poles étant les zéros de f.

Théoréme C.1 (Steinberg) SiT(z) est une famille d’opérateurs compacts sur I’espace
de Hilbert H, dépendant analytiquement de z € D, ou D est un ouvert connexe de C,
alors on a l’alternative suivante:

(i) ou bien I — T'(z) n’est inversible pour aucune valeur de z € D

(i) ou bien (I —T(z))~! est méromorphe dans D, ses poles étant les valeurs de z € D
pour lesquelles 1 est valeur propre de T(z).

DEMONSTRATION.

> Supposons tout d’abord I — T'(zy) inversible pour un certain zy € D, nous montrerons
qu’en fait I — T'(z) est inversible dans un voisinage de zg : ¢’est dire que I'ensemble

B={zeD|1e€o(T(2))},
est un fermé de D (autrement dit P est lintersection d'un fermé de C avec D). Plus
généralement, on montrera que si A\g — 1'(zp) est inversible, alors A — T'(z) 'est également

dans un voisinage de (Mg, 29). Posons Sy(z) = A — T'(2); S\(z) dépend contintiment de (A, 2)
au voisinage de (Ao, zp), et par conséquent

153(2) = Saa o)l < 5 [S3k6eo)||

des que |\ — A\g| + |z — 20| est assez petit. Il en résulte que

Y

N

H(SAO(Zo) - Sx(2)) SA_OI(ZO)H <

141
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que par conséquent

I —(Sx(20) = Sa(2)) S5, (20)

est inversible, et que son inverse s’exprime sous la forme du développement en série de Neu-

mann: 1

(5320551 0) = (1= (Snolz0) — S3(2)) S5, (20))
=3 ((Srz0) = 53(2) 3.} (=0) )

n>0
Sx(z) est donc inversible avec

S = Sike0) (= (Salz0) — 53(2) Sid(z0))

= 530 S (S 20) — $4(2)) S5 (20))

n>0

n

De plus S;l(z) est analytique par rapport au couple (A, z) dans un voisinage de (A, zp).
Il suffit en effet de remarquer que puisque 7'(z) dépend analytiquement de z, la série de
Neumann ci-dessus peut se récrire comme une double série entiére suivant les puissances de

(z — 20) et (A — Ao).

> Supposons maintenant que pour un certain zg € D, opérateur I — T'(z9) n’est pas
inversible, autrement dit 1 est valeur propre de T'(zy). Cet opérateur étant compact, on peut
choisir un cercle C centré en 1 qui ne contienne que cette valeur propre de T'(2p), toutes les
autres étant situées a l'extérieur de C. Il s’ensuit que S)(zp) est inversible pour tout A € C.
D’apres ce qui précede, C étant compact, on peut trouver un voisinage de zy dans lequel
S;l(z) est analytique en (, z) pour tout A € C. Dans ce voisinage de zy, on peut alors définir

P(z) = /C S (2) dA

qui est le projecteur spectral associé a o(7'(z)) NInt(C). Notons que la propriété d’analyticité
de S} '(2) nous montre que P(2) est analytique en zy. Posons

M(z) = R(P(z)) et M(z) = R(I — P(z)).

En particulier M (z) est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 de T'(zp) (il est de
dimension finie puisque 7'(2g) est compact). M (z) et M(z) sont stables par T'(z) et vérifient
H = M(z) ® M€(2); on est donc fondé & poser

T(Z) - T(Z)|M(z)7 Tc(z> = T(z>|Mc(z)7

et on aura

ainsi que

2

o

&
I

o(T(2)) N Int(C) et o(T°(2)) = o(T(2)) N Ext(C).
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> Définissons alors
U(z) = P(20)P(2) + (I — P(20))(I — P(2)),

nous aurons

I =U@) = l=P(20)(P(2) = P(20)) + (P(2) — P(20)) P(2)

< (IPG)| + PG IPE) = Peo)ll

Il résulte de l'analyticité de P(z) en zo que ||I — U(z)|| — 0 quand z — zp, et par conséquent
que U(z) est inversible dans un voisinage de zp; plus précisément, on aura

U z) =Y (I -U@)",

n>0

qui est encore analytique en zg. Par ailleurs, il est clair que
U(2)P(2) = P(20)P(2) = P(20)U (2) et U(z)(I=P(2)) = (I=P(20))(I=P(2)) = (I=P(20))U 2);

il en résulte que U(z)M (z) C M(zp) et U(2)M(z) C M(zp); comme H = M (z) & M¢(z) et
que U(z) est un isomorphisme de H, on aura en fait

U(z)M(z) = M(z0) et U(z)M*(z) = M*(z0),
U(z) étant un isomorphisme de M (z) sur M(zp) et de M¢(z) sur M°(zp).
> Opérons alors un changement de repere et posons
B(z) =U(z)(I = T(2) U™ (2),
ainsi que
B(z) = U(2)(I = T(:))U™(2) et B(2) = U(2)(I = T(2))U " (2);
B(2) = B(2)|0(z0)> B (2) = B(2)[are(z0)
o(I = T(2)) = 0(B(2)), o(I —T(2)) = o(B(2)) et o(I —T°(2)) = o(B*(2))

(en particulier, o(B(z0)) = {0}). Notons que la famille des opérateurs B(z) opére sur le
sous-espace fixe de dimension finie M (zp) et dépend holomorphiquement de z.

> Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que ’ensemble 3 est soit confondu
avec D, soit constitué de points isolés. Considérons en effet I’ensemble A C D formé des
points limites de P : c’est dire que dans tout voisinage d’un point zy de A, il existe un point
de P différent de zy. Nous avons vu que ‘B est un fermé de D, ce qui montre que A C .
En fait A est également fermé car s'il existait un point de D \ A dont tous les voisinages
rencontrent A, comme A C ‘3, ce serait en fait un point de A. Démontrons par ailleurs que
A est un ouvert. Si zg € A, c’est la limite d’une suite non stationnaire z; € B, i = 1, 00. On
aura 0 € o(I — T(z)) et par conséquent 0 € o(I — T(z)) = o(B(z)); il en résulte que le
déterminant A(z) de B(z) s’annule aux points z;, et comme A(z) est analytique, en vertu du
principe des zéros isolés il s’annule dans un voisinage de zy. On a donc démontré que 1 est
valeur propre de T'(z) dans un voisinage de zp : 'ensemble A est un ouvert. Par conséquent,
A est soit vide soit confondu avec D : les points de P sont isolés des qu'il existe z € D tel
que I —T'(z) soit inversible.
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> Montrons maintenant que si P # D, les points de 3 sont des poles de (I — T(z))_l.~ Soit
donc zp € P; au voisinage de 2o, 1 & o(T" (z)) = o(T'(z)) N Ext(C), et par conséquent B°(z)
est inversible ; il en résulte que (B¢(2))~! y est analytique, soit

SO CACEEh
n>0

Par ailleurs, B(z) est inversible pour z # 2y, proche de zy (puisque zg est isolé). Comme B(z)
opeére sur le sous-espace de dimension finie M (zp), on peut utiliser les formules de Cramer
pour le calcul des déterminants qui nous fournissent les coefficients de la matrice de B~!(2)
sous forme de fractions rationnelles relativement aux coefficients de B(z) :

B(z) = (det B(z)) D(2).

ou D(z) est analytique en zg. Il s’ensuit que

On aura alors

(I-T(2)"" =U"'(2)B"(2)U(z) N
= UM (2)B7H(2) P(20)U (2) + U (2)(B*) 7' (2)(I — P(20))U (2)
=U'(2) Y Culz—20)"P(20)U(2) + U }(2) Y _ Ci(z — 20)"(I — P(20))U(2)
n>—N n>0
Z Bn Z—ZO y
n>—N

puisque U(z) et U~!(2) sont analytiques au voisinage de zg.

Corollaire C.2 Dans la situation (ii) du Théoréeme C.1, la solution u = u(z) de
I’'équation
(I =T(z))u= f € H donné

est une fonction méromorphe dans D. Un pole zy de (I — T(z))™! est aussi un pole de
u(z) si f & R(I — T(z0)).

DEMONSTRATION. Le caractére méromorphe de u(z) découle évidemment du Théoréeme C.1.
Pour la seconde assertion, montrons I'implication contraposée en supposant que pour un pole
zo de (I —T(z2))~! et un certain f € H, la solution u(z) ne présente pas de pole en z : elle
y est donc analytique. En particulier,

(I = T(20)) u(20) = f,

soit, en appliquant le projecteur spectral P(zy) introduit plus haut, P(zg)f = 0. Or avec les
notations précédentes, M°(zp) = R(I — T'(29)) = R(I — P(20)), et par conséquent, dire que
P(z0)f = 0 revient a dire que f € R(I — T(2p)), d’ou la conclusion.

O
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