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Chapitre 1

Séries entieres

Dans ce chapitre et dans le suivant, on traitera, sauf mention contraire, indifféremment de séries a
valeurs réelles ou complexes. Le début de ce chapitre est consacré a rappeler les résultats élémentaires
relatifs a la convergence des séries numériques. Le second paragraphe traite des séries entieres ou du
moins des résultats élémentaires a cet égard, en fonction de l'utilisation ultérieure que nous en aurons
pour I'étude des fonctions holomorphes.

1.1 Séries numériques

Commencgons par quelques rappels tout a fait élémentaires.

DEFINITION 1.1 On dit que la série ), s, est convergente si et seulement si la suite de ses sommes par-

. N s . s . s .
tielles Sy = ano s, converge. Plus précisément, si |Sy —S| — 0 quand N — o0, on écrit

anzS.

neN
THEOREME 1.2 (Critére de Cauchy) Pour que la série Y, . S, Soit convergente, il faut et il suffit que

q
Ve, AN tel que Vg >p > N, an <e. (1.1)
n=p

DEMONSTRATION. En effet, comme R et C sont complets, la suite des sommes partielles converge si et seulement
si C’est une suite de Cauchy, soit si (1.1) est vérifié.
Q.E.D.

Il en résulte en particulier que le terme général d’une série convergente tend vers 0, mais bien entendu
ce n’est pas une condition suffisante de convergence.

La série ), .y 2" est appelée série géométrique, elle converge pour |z| < 1 et on a alors

22”2(1—2)_1 ; (1.2)

neN
eneffet (1—2)Sy =(1—2) >, yz"=1—2"*L
Selon la nature des termes d’une série, il est plus ou moins difficile d’en étudier la convergence ; bien

entendu toutes les propriétés qui peuvent étre associées aux termes d’une série s’entendent comme étant
valables ‘a partir d’un certain rang’.



1. Séries entieres

1.1.1 Séries a termes positifs (dans R!)

Le cas des séries réelles a termes positifs est le plus simple, son importance tient en particulier au fait
que s’y ramene I'étude de certaines séries (dites semi-convergentes) a coefficients de signes quelconques
ou méme complexes.

PROPOSITION 1.3 Pour qu’une série a termes positifs converge, il suffit (et il faut!) que la suite de ses sommes
partielles soit majorée.

DEMONSTRATION. Si S, est majorée alors d’aprés le lemme 1.4 ci-dessous, elle admet une borne supérieure, soit
s = sup, S,. Soit alors ¢ > 0, par définition de la borne supérieure Jp tel que S, > s — ¢, et comme la suite est
croissante, Yq > p, s = S; =s —¢, ce qui prouve que s est la limite de S,,.

Q.E.D.

Le résultat qui précéde repose sur le lemme fondamental suivant, qui renvoie en fait a la construction
méme de R en tant que complété de Q.

LEMME 1.4 (Propriété de la borne supérieure) Les ensembles majorés de R admettent une borne supéri-
eure.

DEMONSTRATION.

> Notons déja que si E C R, les majorants de E sont les mémes que ceux de E. Supposons en effet que x soit un
majorant de E et que a € E vérifie x < a, alors 0 < a—x < a—y, Yy € E, ce qui contredit le fait que a appartienne
a 'adhérence de E. Comme la borne supérieure, si elle existe, est le plus petit des majorants, il en résulte que E
posséde une borne supérieure si et seulement si E en posséde une et par conséquent qu’il suffit de démontrer le
lemme pour des ensembles fermés.

> Supposons donc E fermé, notons b un majorant de E, choisissons arbitrairement a € E et pour a < x € E,
posons E, = [x,b]NE. Les E, sont fermés non vides, et comme ils sont emboités, une intersection finie d’entre
eux n’est pas vide non plus. Comme I'ensemble [a, b] N E est fermé et borné, il est compact, et par conséquent
M. <vex Ex est pas vide. Soit s appartenant a cette intersection, c’est un majorant de E appartenant a E et donc
une (la) borne supérieure de E.

Q.E.D.

COROLLAIRE 1.5 (Principe de comparaison) Si Y. S, et D,y tn sont deux séries & termes positifs et
si AN tel que t,, > s, Yn >N, alors

() Silasérie ), .y t, est convergente, la série Y.
(ii) Sila série Z

et 4
nen Sn Uest également.

s, est divergente, la série . _ t, Uest également.

neN neN

DEMONSTRATION. Supposons que .
partielles S,, de la série >
tement.

1en fn converge et soit T sa somme, c’est un majorant de la suite des sommes

1en Sn» qui converge donc en vertu de la proposition 1.3. Litem (ii) s’en déduit immédia-

Q.E.D.

Le principe de comparaison permet de remplacer les termes d’une série par leur partie principale pour en
étudier la convergence ; supposons en effet que t,,/g(n) — ¢ # 0 quand n — oo, alors pour n suffisam-
ment grand, on aura cg(n)/2 < t, < 2cg(n). En pratique g appartient a un ensemble ¢ de fonctions de
jauge, positives au voisinage de +00 et tendant vers 0 ou +00, 'ensemble ¢ étant stable par multipli-
cation et élévation a une puissance réelle. On prendra couramment pour _¢ I'ensemble des fonctions de
la forme g(x) = x“ (Logx)f’ .

Un critere essentiel relatif a la convergence des séries a termes positifs décroissants repose sur la
comparaison avec une intégrale :
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PROPOSITION 1.6 (Comparaison a une intégrale) Soit g une fonction positive décroissante au dela de
;. . . ' s +00
Q a ; pour que la série Y., . g(n) converge, il faut et il suffit que lintégrale f . &(x)dx converge.
DEMONSTRATION. Soit n, un entier supérieur a a, pour np < n < x < n+1, on pose f(x) = g(n+ 1) et on aura
glx+1) < f(x) < g(x). Par conséquent

+00 +00 +00 n+1 +00 n+1 +o00o
PIRIOEDIFCERED f feodx< Y f g(x)dx =J g(x)dx
k=n0+1 n=ng, n=ngJn n=ngyJn ny
et
+00 +o00o +00o +00 n+1 +00
f g(t)dt = f g(x+1dx < J Fe)dx=>" f F)dx =" g(n+1),
no+1 ng ng n=ngJn n=ng,

d’ott le résultat.
Q.E.D.

COROLLAIRE 1.7 La série de Riemann s, =n" ' converge si et seulement si 1 < y.

La proposition suivante est surtout utile pour I'étude des séries entiéres, sur laquelle nous aurons I'occa-
sion de revenir de facon plus détaillée :

PROPOSITION 1.8 (Comparaison a une série géométrique) Soit Y, s, une série a termes positifs, deux
conditions suffisantes de convergence sont les suivantes :

(i) Regle de d’Alembert ©
IN et a € 10,1[ tels que Yn >N, L < q. (1.3)
sn
(i) Régle de Cauchy
AN et a € 10, 1[ tels que ¥Yn >N, (s,)"/" < a. (1.4)

DEMONSTRATION.

> Dans le cas de la régle de d’Alembert, pour n > N, par récurrence on auras, < a™ sy ; or la série géométrique
k , - , \ .. .
ke @ converge, et par conséquent la série Y. _.s,, d’apres le principe de comparaison 1.5.

> De méme pour la régle de Cauchy, sin> N, on as, < a", d’ou le résultat.

Q.E.D.

COROLLAIRE 1.9 Soit ZneN S, Une série a termes positifs

(i) sis,41/5, converge, soit vers a < 1, alors la série converge.

(ii) sisp41/s, converge, soit vers a > 1, ou si s,,1/s, — 1 par valeurs supérieures alors la série diverge.
ceey 1/n . , .

(iii) si (s,)"'" converge, soit vers a < 1, alors la série converge.

@iv) si (sn)l/ " converge, soit vers a > 1 ou si (sn)l/ " — 1 par valeurs supérieures, alors la série diverge.

Notons que si la limite a est égale a 1, il n’est pas possible avec cette seule hypothése de conclure a la
convergence (ou a la divergence).

DEMONSTRATION. Il nous suffira de noter que si s, /s, ou (sn)l/ " reste supérieur a 1 a partir d’un certain rang,
alors s,, ne tend pas vers 0, et par conséquent, d’aprées le théoréme 1.2, la série ne converge pas.

Q.E.D.
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On peut méme étre un peu plus précis :

LEMME 1.10 (Régle de Raabe-Duhamel) Une série D, S,  termes positifs telle que

S
il _1_240(nf), a>0,B>1,
Sy n

converge si et seulement si a > 1.

DEMONSTRATION. On pose t, = n%s,, on aura

t +1\*
Intl (”_) Sl _ (1 +2 +O(n_2)) (1— et +o(n—/5)) =1+4+0(n™"),
t, n Sn n n

ol y = min(2, ). En vertu du corollaire 1.7 il en résulte que Log(t,.1/t,) = O(n") est le terme général d’'une
série convergente si et seulement si y < 1, c’est-a-dire si 3 < 1. et par conséquent que la suite Log t,, converge, soit
vers T. On aura donc t,, — e*, d’ou a partir d’'un certain rang s,, < 2n~%e", et toujours d’apres 1.7, la convergence
de la série Y. _. s,. La réciproque est immédiate puisque si a > 1, s, ne tend pas vers 0.

Q.E.D.
1.1.2 Séries absolument convergentes
DEFINITION 1.11 On dit que la série ), S, est absolument convergente si Y. _ Is,| converge.
C’est la proposition suivante qui fait tout I'intérét des séries absolument convergentes.
PROPOSITION 1.12 Si ZneN s, est absolument convergente, alors elle est convergente.
v DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que ‘Zfl:ps < fl:p s,| et d’appliquer le théoréme 1.2
Q.E.D.

PROPOSITION 1.13 On ne modifie pas la somme d’une série absolument convergente en effectuant des per-
mutations ou des regroupements arbitraires sur ses termes.

DEMONSTRATION. Supposons que . _.s, soit absolument convergente, de somme S.

N

. e . . / /o
> Une permutation est une bijection o de N ; on posera s’ = s, ;) €t Sy, = >, _ s,

neN

04

FIGURE 1.1 — Permutations

I est clair tout d’abord, en vertu de la proposition 1.3, que Y. _. s/ est absolument convergente, puisque Yk

P neN“n
Zn:O |5;1| < Dnen I8al -
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> Par ailleurs pour ¢ donné, 3p tel que an =S, < Zk>p Isi] < e/3.
neN

Notons alors ¢ = max, <), {0‘1 (Z)} ;onaura o1 [0,p] € [0,q] dot1 o ([0,q9]°)  [0,p]°. Il en résulte que

D=8y =1 20| = bl = 2o < 2kl < e/3,

neN n>q n>q n>q k>p

. _|§a p
> Mais de plus ’S(’Z —Sp) = ‘anos; _Ze:osfy—l(z)’ < ‘pr Sk

an—Zs; < an—Sp +)Sé—5p‘+ S(;—Zs; =g,

neN neN neN neN

= pr si] < /3, soit finalement

et ceci Ve, d’ol 1a conclusion.

> Un regroupement est défini par une application ¢ strictement croissante de N dans lui-méme. On posera

¢(0) p(k+1)
sp = Zsk ets; | = Z S5
k=0 = (k)}+1
Sila série > S, est absolument convergente, alors Y, s, est également car
@(k+1) o(k+1)
2ll=201 25 ss2) 25 Il 2 ksl
k<n k<n [{=p(k)+1 k<nl=¢(k)+1 meN
A s
10
°
°
7
6
5 b
4 g
4
2
1 S//
0 1 4 Y Y
0 1 2 3

FIGURE 1.2 — Regroupements

> On aura S,y = S, et par conséquent si les deux séries précédentes convergent

an—Zs;{ < an—Sw(k) + S,’(’—Zs;' = Z S|+ Zs;' .

neN neN neN neN n>p(k) n>k
. . 4 I~
Soit alors £ > 0, comme ¢ est croissante, Jk tel que |Zn>¢(k)sn <g/2et |Zn>k sn| <e/2,dou
Iy P
neN neN

. . _ 1"
soit en fait ZneN Sy = ZneN Sy

Q.E.D.
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PROPOSITION 1.14 Si ).y s; et ZJEN t; sont deux séries absolument convergentes, alors

S (36 )= S = 3 s

ieN jeN neN i+j=n
la série ), . W, étant absolument convergente.

DEMONSTRATION. 1l est clair tout d’abord que la série ), _ w, converge absolument puisque

2 lwal =201 D0 sty sZZIsillrjh(leil) 2lul ).

neN neN |i+j=n neNi+j=n ieN JEN
De plus
2N
E w,— E S; E t] = E E Sitj_ E E Sitj < E |Wn|,
n<N i<N j<N n<N i+j=n i<N j<N n=N+1

qui tend vers O en vertu du théoreme 1.2.
Q.E.D.

1.1.3 Séries semi-convergentes

Les séries convergentes qui ne sont pas absolument convergentes sont couramment qualifiées de semi-
convergentes. Leur étude est beaucoup plus difficile et en particulier, leur somme dépend de I'ordre et des
regroupements effectués entre les termes. Un exemple élémentaire est la série . _ (—1)" qui diverge,

alors que
>(Dm+ (™) =o.

meN

neN

On montre méme qu’étant donnée une série semi-convergente, tout nombre peut étre obtenu comme
'S limite d’'une série construite a partir des termes qui la composent !

Laregle suivante, bien que trés simple, se révéle souvent utile pour I'étude des séries semi-convergentes :

LEMME 1.15 (régle d’Abel) Si les sommes partielles S,, de la série .
par M, et si la suite ¢, tend vers 0 en décroissant, alors la série ).

nen Sn Sont majorées en module, soit

nen EnSn converge.

DEMONSTRATION. Avec T, =>. _ &,s, on aura

p<n “p°p
T, = €9Sg + E €p (Sp —Sp_l) = £uSo + E €pSp — Z €4+154
1<p<n 1<p<n 0<gq<n-1
=¢€,5,+ E €S, — E €q4+15¢ = €Sy + Z (ep - ep+1)8p.
0<p<n—1 0<g<n—1 0<p<n—1

La suite S, étant bornée, on a ¢,S,, — 0, et comme de plus

Z {sp—spHHSASM Z {sp—spﬂ}:M Z (sp—sp+1):M(£0—£n),

0<p<n—1 0<p<n—1 0<p<n-1

la série ZPGN (sp — sp+1) S, est absolument convergente, et donc convergente. Il en résulte que la suite T, converge,
d’oti le résultat.

Q.E.D.
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1.2 Séries entiéres

Apreés ces quelques rappels, nous entrons maintenant dans le vif du sujet, les séries entieres étant a
la base de la définition des fonctions analytiques.

DEFINITION 1.16 On appelle série entiere une série de fonctions
D fa@), ot folz) = a,z".
neN
On note s(z) = Y. oy @n2".
En appliquant le principe de comparaison 1.5 on obtient le lemme suivant
LEMME 1.17 Soient r( et 1 € R* ;

() silasérie Y, la,| g converge, alors il en est de méme de >, o |a,| r™ pour r € [0,1,],

(ii) sila série D, oy la,| T diverge, alors il en est de méme de ), o la,| ™ pour r € [y, 00[.

Rappelons les différents modes usuels de convergence d’une série de fonctions

D fal2)

neN

au sein de €° (S:l), ensemble des fonctions continues et bornées sur Q C C, muni de la norme de la
convergence uniforme ||f || = sup,eq | (2)].

(i) La convergence ponctuelle : Yz € Q, D, <~ fn(2) posséde une limite quand N — oo.
(i) La convergence absolue : Yz € Q, D, _y |f(2)| posséde une limite quand N — oo;

(iii) La convergence uniforme : 3f définie sur Q, telle que

an—f — 0 quand N — oo.

n<N

(iv) La convergence normale : ), _ |l f,ll posséde une limite quand N — oo.

Notons également le diagramme suivant relatif a ces diverses formes de convergence

uniforme

normale ponctuelle

absolue
En effet, si la série des ||f,|| converge, la suite de ses sommes partielles est de Cauchy, et par consé-
n n , . .
quent, Ve > 0,3N, telque Ym>n>N, HZP:’“ pr < Zp:m ”fp” < ¢. C’est dire que la suite des sommes

partielles de la série des f, est de Cauchy dans €° (Q) , OT cet espace est complet, d’ou la convergence
uniforme de la série des f,.

DEFINITION 1.18 On appelle rayon de convergence de la série entiére Y. _ a,2z" le nombre réel positif p

(éventuellement infini) défini par

p =sup {r €[0,00[ Z la,|r" converge} . (1.5)

neN
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Le résultat fondamental relatif aux séries entiéres est le suivant :

THEOREME 1.19 (Lemme d’Abel) Soit > _ a,2z" une série entiére de rayon de convergence p > 0 alors
(i) Sip, €[0,p[, la série est normalement convergente sur {z € C||z| < p;}. ©
(i) Si|z| < p, la série est absolument convergente au point z.

(iii) Si |z| > p, la série est divergente au point z.

DEMONSTRATION.
> Pour |z| < p;, on a |a,z"| < |a,|p], d'oli la convergence normale de la série sur le disque de rayon p;.
> La convergence absolue de la série pour |z| < p en résulte en choisissant p; tel que |z| < p; < p.

> Choisissons |z;| > p, alors 3p; tel que p < p; < |z|. Sila série D} . a,2! converge, alors son terme général
tend vers 0 en vertu du théoréme 1.2, et en particulier IM > O tel que |a,,| |z" =

1‘_

n

n
MIPL
21

la,| P} =

>

P1
21

terme général d’une série géométrique de raison strictement inférieure a 1, et par conséquent convergente. Du prin-
cipe de comparaison 1.5, il résulte que Y. _|a,| p7] converge, ce qui constitue une contradiction avec la définition
méme de p.

Q.E.D.

On ne peut trop insister sur la portée de ce résultat :

(i) Siune série entiére converge en un point z, alors elle converge dans tout disque de rayon inférieur
alz|.

(ii) Hormis sur le bord du disque de convergence une série entiere ne peut étre convergente sans étre
absolument convergente.

[ . 51 . (. PN [ n
Précisons également qu’il n’y a aucun résultat général relatif a la convergence de la série ZneN a,z
lorsque |z| =

Considérons, par exemple, la série Zn21 g™ /n, elle a pour rayon de convergence 1 et diverge pour
z = 1. Cependant pour |z| = 1, z = e!? # 1, on montre que la série converge par application de la régle
d’Abel 1.15. En effet, pour 6 # 0 (mod 27)

Z oiP0 — Z () = 196619_11

n>p=>1 nzp=1
. eln0/2 oinb/2 __ o—ind/2 _ pi(n+1)6/2 sin(n6/2)
el0/2  i0/2 _ p—i0/2 sin(6/2)

Z eip@ < 1
~ [sin(6/2)]

n=p=>1

et la convergence de la série avec ¢, = 1/n.
DEFINITION 1.20 On appelle disque de convergence de la série Y, a,z" le disque ouvert
D={zllz| <p},

ol p est le rayon de convergence de la série. Dans le cas ol z est réel, ce disque est en fait un segment!
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Comme la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est elle-méme continue, il résulte du lemme
d’Abel 1.19, qu’une série entiére est continue sur son disque de convergence. C’est 1a une constatation in-
téressante, mais qui sera bientot supplantée par le théoreme 1.27 qui assure que la somme d’une série
entiere est indéfiniment dérivable sur son disque de convergence.

La définition 1.5 du rayon de convergence ne permet pas d’en faire aisément le calcul, nous allons
en donner ci-dessous une expression plus concréte. Rappelons que, pour a, € R*,

limsupa, = nlinolo supa, = 1rnlfsup ap, (1.6)
n—o00 p=n p=n

ou la limite existe, puisque la suite t, = sup,>, @, est décroissante et minorée.

PROPOSITION 1.21 Si p est le rayon de convergence de la série Y, .y a,2", on a
1 1 1/n
— =limsup|a,|’". 1.7
p n—oo
DEMONSTRATION.
> Si z est tel que limsuplanll/” 2] < 1, alors AN et £ < 1 tels que sup,>y |ap|1/p lz| < £, dou ap|1/p lz] < £,

Yp > N. D’aprés la régle de Cauchy (1.4), il en résulte que la série D, _la,||z|" converge; c’est dire que p >

1/limsup|a,|*/".

- . 1
> Réciproquement si limsup |a,|"/" |z| > 1, alors 3N et { > 1 tels que SUP,>, {ap| P |z| > £ ¥n > N.Il en
résulte que sup,, ap| |z|P > €P, ce qui exclut la possibilité pour |a,||z|" de tendre vers 0, et donc pour la série

> en lanl|z]" de converger.

Q.E.D.

Une premiere propriété surprenante des séries entiéres est la suivante :

PROPOSITION 1.22 (Principe des zéros isolés I) Sis(z) =Y. _\a,z" nest pas identiquement nulle et si
son rayon de convergence p n’est pas nul, il existe ry > 0 tel que s(z) # 0 pour 0 < |z| < .

DEMONSTRATION. Notons k le plus petit entier tel que a; 7 0 et

g(@)=2"%s(2) = Z a,z"k = Z (anz_k)z”,

n>k n>k

dont le rayon de convergence n’est autre que p en vertu de la formule (1.7). La fonction g est donc continue pour
|z| < p ; elle ne s’annule pas en 0, et donc pas non plus dans un voisinage de 0.

Q.E.D.

On voit donc que lorsqu’une série entiere possede un zéro a l'origine, ce zéro est isolé. Il en résulte en
particulier qu'une série entiere telle que O soit point d’accumulation de ses racines est identiquement
nulle, ainsi que I'unicité du développement en série entiere.C’est 1a un résultat tout-a-fait significatif
qui met en lumiére une propriété trés particuliére des séries entieres. Considérons en effet la fonction
x¥sin(1/x), bien que k — 2 fois dérivable & l'origine, elle ne peut étre développée en série entiére au
voisinage de l'origine puisque ses racines sont les x, = 1/ (nm).

@

®
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1.2.1 Opérations algébriques sur les séries entieres

PROPOSITION 1.23 (Somme) Soient . _\a,z"et ),
respectifs p, et p,, alors

n [ .\
nen Dnz" deux séries enticres de rayons de convergence

(i) le rayon de convergence p de Y, (a,+ b,)z" est supérieur ou égal a min(p,, py) et pour |z| <

min(p;,pz), 0na
Zanz" + Z b,2" = Z (a,+b,)z".

neN neN neN
(i) si p1 # pa, ona p =min(py, ).

DEMONSTRATION.

> Il est clair que si |z| < min(p;,p,) les séries >, _a,z" et >, _ b,z" convergent et que par conséquent
> e (@n + b,) 2", dotil résulte que |z| > min(py, ps).
> Supposons que p; < p < p,, alors pour p; < |z| < p, >, . bz" et > (a,+b,)z" convergent, d’ou il

résulte que > . a,z" converge, ce qui constitue une contradiction.

Q.E.D.

PROPOSITION 1.24 (Produit) Soient Y, _a,z" et Y, .\ b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence

respectifs p; et po, et W, = ZiH:n a;bj, alors le rayon de convergence p de ZneN w,z" est supérieur ou

égal a min (pq, po) et pour |z| < min(pq, py),0n a

Zanz” anz” IZWnZn.

neN neN neN

DEMONSTRATION. C’est une conséquence de la proposition 1.14.
Q.E.D.

1.2.2 Dérivation
LEMME 1.25 Les séries entiéres . . @,2" et D -, na,z" ' ont méme rayon de convergence

DEMONSTRATION. Notons p et p’ les rayons de convergence respectifs de Y, . a,z" et an1 na,z" .

> Pour n > r, on a tout d’abord |a,|r" < nla,|r"!, ce qui prouve que p > p’.

> Réciproquement supposons p > 0, on pourra trouver r et p; tels que 0 < r < p; < p, et on aura
n—1
n(r
-1 _
lay " =lalpf - (L)
P1 \P1
Comme la série > _la,| p7 converge, son terme général est borné, et par conséquent IM tel que
M r A\t
nla,|r" 1S—n(—) .
P1 \P1

Mais il s’agit 1a du terme général d’une série convergente, puisqu’en vertu de la régle de d’Alembert (1.3), la série
D1 n(r/ p1)""! converge. Il en résulte que p’ > p, et finalement le résultat.

Q.E.D.
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REMARQUE 1.26 En réitérant Uapplication du lemme 1.25 on constate que le rayon de convergence de la
série .o (nf—!k)!anz”_k est indépendant de k > 0.

La conséquence suivante, a priori tout-a-fait surprenante, est particuliérement importante et constitue
I'une des pierres angulaires de la théorie des fonctions analytiques :

THEOREME 1.27 Si S(z) = D, . ,2" posséde un rayon de convergence p strictement positif, alors
Q O Tk = an1 na,z" ! posséde le méme rayon de convergence,

(ii) S(z) est dérivable dans son disque de convergence et
iS(z) =T(2). (1.8)
dz

DEMONSTRATION.
> Choisissons z et r tels que |z| <r < p,ethtel que 0 < |h| < r—|z].

FIGURE 1.3 — Somme de la série dérivée

Alors |z+h| <|z|+|h|<r<pet

SE+h=S@ _ . Y ((z+h)n_zn _nznfl)

h — h
soit en posant b =z +h,
S(z+h)—S(z) (b”—z” _1)
N T(3) = —nz" |.
n (2) né 1 a, - ng

> Fixons maintenant b, et considérons la fonction f (b,z) = b™ — 2", nous aurons
n—1
f(b,2)=(b—2)> b,
k=0

d’oti, d’'une part
2 f(b,2)=—nz""",
0z

et d’autre part

b—z

0 n—1 n—1
af (b,2) = —kZ:zkb"_k_l +(b—2) Z kzgk-1pn—k=1
=0 k=1
pt—gn n—1
= — +(b— k k—1 bn—k—l’
b—z (b—2) ; %
soit par conséquent
n—1
b"—z"
Z — gl = (b _Z)Zkzk—l pr—k=1 (1.9)
k=1
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> Si nous remplacons maintenant b par z + h, il en résulte que

n—1
SEEN=SE) _rGy=hYa, y ket e+ Ay,

n=2 k=1

Mais de plus

n—1
< rn—Z k= n(n_]')rn—2

k=1 2

n—1
Z kzk1 (z + h)”_k_1
k=1

d’ott
'S(z +h)—S(z) —T(@)

|h| n—2
- <7 2 n=Dla,r"?,

n>2

ou la série anzn(n— 1) |a,|r" 2 converge, selon la remarque 1.26. Il en résulte que S(z) est dérivable, avec
S'(z) = T(2).

Q.E.D.

De ce résultat découle immédiatement le fait qu'une série entiére S(z) = Y, _ a,2" est indéfiniment déri-
vable terme a terme dans son disque de convergence et que dans ce disque

v LR o SR R
5@ éan(n_k)!z . (1.10)

1.2.3 Primitive

a,z" dans le disque de centre O et de rayon r, alors la série

a
Flx)= Z n—:lszrl

neN

PROPOSITION 1.28 Si f(x) =D,

neN

converge dans ce disque et sa somme est une primitive de f.

DEMONSTRATION.
Posons ¢, =a,/(n+1),n>1, on aura |c,| < |a,|, dot la convergence de la série

G(x)= Z 2"

neN

a
Z I_gntl =g E 2"
n+1

neN neN

et par conséquent de

11 suffit alors d’appliquer le théoréme 1.27 pour conclure.
Q.E.D.

Considérons les séries G(x) = >, x®" et H(x) = Donen (1) x?" x € R. D’apres (1.2) on aura
G(x) = (1 —xz)_l et H(x) = (1 + xz)_l , les rayons de convergence étant tous deux égaux a 1. Que le
rayon de convergence de G soit égal a 1 n’est pas surprenant, en tout état de cause il ne peut étre supérieur,
la fonction G étant singuliére en x = &1. Dans le cas de H, par contre une telle obstruction n’existe pas
et il est troublant de constater que le rayon de convergence n’est pas plus élevé. C’est la qu’apparait la
supériorité des fonctions d'une variable complexe par rapport a celles d’une variable réelle ; dans le cas
de H en effet, il est loisible de remplacer x € R par z € C, et on constate aisément que la fonction H
posséde bien une singularité sur le bord du disque de rayon 1, soit en fait en z = =i.



1.2. Séries entieres 19

Il ne faudrait cependant pas en déduire qu’il existe nécessairement un point du bord du disque de
convergence ol la somme d’une série entiére n’est pas bornée. Considérons en effet J(z) = Y. e Vign,

_Jm\1/n — N - .
on aura (e ‘/ﬁ) = ¢~V ot il résulte que p(J) = 1, et que la série représentant J converge nor-
malement sur le disque de rayon 1. En particulier J est bornée sur son disque de convergence; il en est
d’ailleurs de méme de toutes ses dérivées ainsi qu'on le démontre aisément.

Nous aurons I'occasion de démontrer ultérieurement que si une fonction de variable complexe est dé-
rivable dans un ouvert 2, alors elle posséde un développement en série entiere dans tout disque contenu
dans Q. Rien de tel n’est vrai pour les fonctions de variable réelle.

1.2.4 Développements en série entiére

PROPOSITION 1.29
n 1 (n)
S(z) = E a,z" = a, = —S"(0). (111
n!

neN

DEMONSTRATION. On aura en effet

|
s¥@) =D g, ———z"F,
—

n>k (

d’ot1 le résultat.
Q.E.D.

11 est alors clair que si une fonction admet une représentation sous forme de série entiére dans un disque,
ses coefficients sont entiérement déterminés et que la série est par conséquent unique. On peut se poser
la question inverse : une fonction f(z), indéfiniment dérivable au voisinage de 0, est-elle égale a sa série
de Taylor au voisinage de 0 ? Nous verrons ultérieurement que la réponse est oui dans le cas ol z est
complexe, mais des conditions supplémentaires sont nécessaires dans le cas d’une variable réelle. Si ces
conditions ne sont pas vérifiées, le rayon de convergence de la série Y % F£(0) peut étre nul, et
sinon sa somme peut étre différente de f(x) dans tout voisinage de 0, il suffit pour s’en convaincre de
considérer la fonction définie par

f(x)= e 1% pour x > 0
f(x)=0pour x <0,
pour laquelle on a f ™(0) = 0, et qui ne peut laisser indifférents les adeptes de la théorie des distributions.

Cette simple constation n’est pas si ancienne, et on a longtemps imaginé qu’un tel phénomeéne ne pouvait
pas se produire ; c’est de cette prise de conscience qu’est née la théorie des fonctions analytiques.

PROPOSITION 1.30 Soit f, indéfiniment dérivable dans un voisinage de 0, et qui vérifie la propriété suivante :
dr,M,t > 0 tels que Yn >0

1
— sup |f(z)| < Mt", (1.12)

n! [x|<r

alors f est développable en série entiére selon sa série de Taylor :

fl®)= Z i—rrf(”)(O), pour |z| < min(r, %)

neN "’
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DEMONSTRATION. Nous nous conterons de démontrer ce résultat dans le cas de la variable réelle, en effet dans
le cas de la variable complexe, la condition (1.12) est automatiquement vérifiée par les fonctions différentiables.
Considérons le développement de Taylor de f au voisinage de 0, on aura

FE)=FO)+ > ’T‘l—:lf<“)(0)+ JIi[—]\;f(N)(Gx), ot 6 €10,1[.

n<N "
Avec a < min(r,1/t),

sup <a"MtN =M (at)V,

[x|<a

N
X
N,f (0x)

d’ott limy _, o

’,i,—b:f(N)(Gx)‘ =0, pour |x| < a.
Q.E.D.

1.2.5 Substitution

La définition des fonctions analytiques repose sur le résultat de substitution suivant, qui semble assez
naturel, mais dont la démonstration n’est pas tout-a-fait immédiate :

PROPOSITION 1.31 Soit s(z) = D, . a,2" une série entiére de rayon de convergence p, |zq| < p et t(h) =
29+ h, alors

s(t(h) = che,

geN

ol ¢4 est la somme de la série absolument convergente suivante :

qg+m
Cq:Z( m )aq+m26n’q20

meN

et le rayon de convergence de la série quN cqh? est supérieur ou égal a p — |z .

Dans la formule précédente on a noté
m .
( )lemZOsmtcO:Zangl.
0 meN

DEMONSTRATION.

> Soit donc || < p —|z,|, par hypothése la série Y., |a,| (|zo] + |R])™ converge, d’'ott Ye > 0, 3N tel que
Dimon+1 1aml (120l + [R)™ < &. Mais par ailleurs

m m
m - m _
E an, (zo+h)" =ag+ E apn, E ( )hqz(',n T=qy+ E an | 20+ E ( )hqz(',n 1,
meN meN* q=0 q meN* q=1 q

ot la série >, a,%;' converge puisque |zo| < p, il en est donc de méme de

Z a, Zm: (T;)hngl_q = Z ay, (2o +h)™ — Z a3y,

m=>1 q=1 meN meN

meN

et par conséquent

Z a,, (zo+h)" = Z Az + Z a,, i (’;)hngl_q.

meN meN m>1 q=1
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> On peut poursuivre le processus, car la série Y., ( )a z0 ! converge également en vertu du lemme 1.25,

Jol
h Zam(zo+h)m=Za 20+Z( )amhz +Z Z( )hqz(r)"_q,

meN meN m>1 m>2

et par récurrence, YN

Dtz +h)" = ayz +th2(q)a 2+ > a, Z ( )hq m—q_

meN m=>0 m>q m>=N+1  g=N+1

On aura alors

Za (zo+H)" — thZ(q)asz

< Sl Y () mie iz

meN m=>q m>N+1 q=N+1
< >0 lagl Uzl + B)" <ce,
m>N+1

d’oti il résulte que

Zam(zo+h)m=2hq2(q)a zg .

meN qeN m=q

Q.E.D.

On trouvera dans 'appendice B une démonstration de la proposition plus générale suivante :

PROPOSITION 1.32 Soit s(z) = ZmeN a,,2™ une série entiére de rayon de convergence p (s) et t(h) =
D ey bah™ une série entiére de rayon de convergence p (t). On pose T(h) = Y, _y|b,|h" et on suppose
qu’il existe r tel que 0 < r < p(t) et T(|h]) < p(s), Y |h| < r ; alors pour |h| < r on a |t(h)| < p(s), et

s(t(h)) =ay + Z cph

pEN

oll ¢, est la somme de la série absolument convergente

=>a, >, byb,.

meN* ny+:-+n,=p

p

La proposition 1.31 en découle en fait : avec z, = by, by = 1 et b, =0, n > 2. On obtient ¢, sous la forme

=Y a, >, byb,

meN* ny+--+n,=p

+1 +0
:aq+aq+1b0(q 1 )""""‘aq_‘_g(bo)f (q )+"'

¢
= Z( )am(bo)m_q, =1

m=>q

et

C0:a0+a1b0+"'+ag(b0)e+

—ap+ 2 (7 Jan ()™

m>1
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PROPOSITION 1.33 (Inverse) Si le rayon de convergence de S(z) = D, .y a,2" est strictement positif et
si ay # 0, il existe une et une seule série entiére T de rayon de convergence strictement positif telle que
SE)T() =1, ¥z < min(p(S), p(T)).

DEMONSTRATION. Pour |z| < p(S), posons R(z) = ay, — S(z), on a S(z) = ay(1—R(z)/a,) et comme R(z) — 0

quand z — 0, pour |z| assez petit
L1 R(z))"
SN == E —— .
(5(=)) " ( a

0 neN

Comme R(z) = anl a,z", et que la série Y. . z" a pour rayon de convergence 1, il découle de la proposition 1.32
que > (R(z)/ay)" constitue une série entiére de la variable z, de rayon de convergence strictement positif.
Q.E.D.



Chapitre 2

Fonctions analytiques

Ainsi que dans le chapitre précédent les résultats qui suivent sont valables, sauf mention contraire,
aussi bien pour les fonctions de variable réelle que complexe. Le dernier paragraphe, dans lequel sont
définis 'exponentielle et le logarithme mérite une attention particuliere car celles-ci revétent une impor-
tance toute particuliere tout au long du dévelppement de la théorie.

DEFINITION 2.1 On dit que la fonction f (z) définie dans un voisinage de 2, est
(i) développable en série entiére au voisinage de z si il existe une série entiére
s(z)= Z cpz"
neN
de rayon de convergence strictement positif p, telle que

fEo+h) = cGh?, YIh| < p. (2.1)

qeN
(ii) analytique dans I'ouvert £, si elle est développable en série entiére au voisinage de tout point de 2.

11 est donc clair qu'une fonction analytique dans Q y est indéfiniment dérivable, et que ses dérivées
successives sont analytiques. Une fonction analytique dans C tout entier est dite fonction entiére.

Notons que si deux fonctions f; et f, sont respectivement analytiques sur les ouverts Q; et Q, et
coincident sur leur intersection, alors la fonction f égale a f; sur Q, et a f, sur Q, est analytique sur
Q=Q; UQ,; elle est en effet développable en série entiére au voisinage de tout point de Q.

Il ne faut pas se méprendre sur le statut du théoréme suivant : ce n’est pas une évidence, et sa
démonstration repose sur un théoréme non trivial de substitution dans les séries entiéres.

THEOREME 2.2 Une fonction définie par une série entiére est analytique dans son disque de convergence.

DEMONSTRATION. Soit f(2) = Y. .y a,2" de rayon de convergence p, et z, tel que |z,| < p. Choisissons r tel que
0<r<p—|zl.Pour |h| <r, onal|z|+|h| <p, dou il résulte que

Z a,(zo+h)" = ihq i (rg)angl_q = icqhq,
q=0 q=0

meN m=q

en vertu de la proposition 1.31.
Q.E.D.
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THEOREME 2.3 Pour qu’une fonction f (z), indéfiniment dérivable dans Uouvert £, y soit analytique, il faut
et il suffit qu’en tout point x, € €, il existe 1y, My, to > O tels que

sup | f(x)| < Myn!eg. (2.2)

[x—xg|<rg

DEMONSTRATION. Nous nous limiterons a démontrer ce théoréme dans le cas de la variable réelle, en effet ainsi
que nous le verrons par la suite, la condition (2.2) est automatiquement vérifiée par les fonctions dérivables de la
variable complexe, qui sont donc analytiques

> On sait déja que la condition est suffisante, en vertu de la proposition 1.30.

> Montrons quelle est nécessaire. De méme quau théoréme 2.2 ci-dessus, si f(x) = >, _a,x™, |x,| < p,

0<r<p—|xl et|h| <r, alors

meN

D gl Uxol + [R)™ = > [h[1 > (m) | xol™ 2 D | IRI%.
meN q=0 m=q q q=0

Il en résulte d’apres la proposition 1.29, que

0o
_ _ m m—gq M _ "
_|Cq|_Z(q)|am||Xo| SE’ aVCCM—Z|am|(|XO|+r) ;

m=q meN

‘%f@ (o)

Posons alors ry = r/2, pour |x — xg| < ry, on aura ro < p — |x| car
p — x| > 1+ |xo| —[x] et [[xo| = |x[| < [x —xo| <o

d’out
p—lx|>r—ry=r,.

11 en résulte que

1 M’

—f@ ()| < =5, avee M’ = D |a,| (1x] + )™,

q! o "

: 0 meN
soit en fait, comme |x|+ 1y < |xo| + 71,

1 M
‘—'f(q) (x)| < =, Vx tel que |x — x| <. (2.3)
q! o

Q.E.D.

Dans le cas de la variable réelle, la condition (2.2) peut étre adoucie sous la forme suivante :

sup |F 00| < My (n))? ¢, 6> 1,

[x|<r

on définit ainsi la classe de Gevrey d’ordre 6, ce qui fournit une échelle d’espaces intermédiaires entre les
fonctions analytiques et les fonctions indéfiniment dérivables.

2.1 Principe des zéros isolés

THEOREME 2.4 Soit f analytique dans Uouvert connexe Q2 (voir la définition D.1), si zq € Q, les conditions
suivantes sont équivalentes

@ f™(z)=0,Yn>0

(ii) f est identiquement nulle dans un voisinage de 2,
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(ili) f est identiquement nulle dans Q.

DEMONSTRATION. Il est clair tout d’abord que (iii) = (i)

> Si (i) est vérifié, selon la proposition 1.29, pour |h| suffisamment petit, on aura

hfl
flag+h) =) —F™(z)=0,
n!
neN
soit (ii)
> Supposons maintenant (ii) vérifié et notons D I'ensemble des points de 2 au voisinage desquels f s’annule.

11 n’est pas vide en vertu de (ii), il est ouvert car si z € D, f s’annule sur un voisinage ouvert U de 2z, et comme U
est voisinage de chacun de ses points, U C D. Mais de plus D est fermé pour la topologie induite sur Q, car si z € D,
il existe une suite z, d’éléments de D qui converge vers z, cela implique que tout voisinage de z contient un zéro
de f ; et par conséquent que z € D en vertu du principe des zéros isolés 1.22. 1l en résulte que D = (, puisque Q2
est connexe.

Q.E.D.

COROLLAIRE 2.5 Si deux fonctions analytiques dans Uouvert connexe £ coincident au voisinage d’'un point
de 2, alors elles sont identiques dans 2.

COROLLAIRE 2.6 (Principe du prolongement analytique) Soient Q; et 2, deux ouverts d’intersection non
vide et d’'union §2 connexe, et f; analytique dans Q. Si f, et f, sont analytiques dans S, et coincident avec
f1 sur Q; NQy, alors f, = f, dans Q,.

DEMONSTRATION. Les fonctions g et g’ égales a f; dans Q, et respectivement a f, et f, dans Q, sont analytiques
dans £, elles coincident sur 2, et et donc sur Q tout entier d’apres le Corollaire 2.5.

Q.E.D.

On dit que f, est le prolongement analytique de f; a Q,. Il faut bien noter que le corollaire n’assure
pas I'existence du prolongement analytique, il se contente d’affirmer que s’il existe, il est unique. é

Nous avons déja remarqué qu’une série entiere peut fort bien étre bornée ainsi que ses dérivées sur PS
son disque de convergence.

08

0.6
0.8
04

04

-04

-04

7 termes I

— — Jtermes """ 4 termes 20 Lcrmcql I— — 4 termes * * * * 5 termes

Au bord du disque En dehors du disque
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En fait on peut méme la choisir de telle sorte qu’elle ne puisse étre prolongée analytiquement a aucun
ouvert contenant son disque de convergence, ainsi qu'un théoréme de Hadamard permet de le montrer

. n n 7 R ] — n 1/2n .
pour la série > e V252 , dont le rayon de convergence est égal a lim,,_, . (e ‘/2_) = 1. La Figure

qui précéde met en évidence la convergence de la série sur le cercle de rayon 1, et sa divergence sur un
cercle de rayon légérement supérieur.

THEOREME 2.7 Si f et g sont analytiques dans U'ouvert connexe 2 et coincident en une suite de points
Q distincts possédant un point d’accumulation a € 2, alors elles coincident dans § tout entier.

DEMONSTRATION. La fonction f — g est développable en série entiere au voisinage de a ; en vertu du principe des
zéros isolés 1.22 elle est donc nulle dans un voisinage de a, et en vertu du corollaire 2.5 dans  tout entier.

Q.E.D.

PROPOSITION 2.8 (Principe des zéros isolés IT) Soit f analytique et non identiquement nulle dans Uou-
Q vert connexe Q, et Z(f ) Uensemble de ses racines, alors

(i) Ya € Z(f) il existe un unique entier m appelé ordre du zéro de f au point a, tel que

f)=(E—a)"g(2),
ol g est analytique et g(a) # O.

(i) Z(f) est au plus dénombrable et n’a pas de point d’accumulation dans Q.

DEMONSTRATION.

> Siae Z(f), f est développable en série entiére au voisinage de a, soit

f@= cz—a)
n>1
dans le disque B,(a). En vertu du théoréme 2.7, les c,, ne sont pas tous nuls. On notera m le plus petit indice (= 1)
tel que c,, # 0, et on aura f(z) = (z —a)™ g(z) ol la série entiere g(z) = D, _yCpym (2 —a)" est convergente dans
B,.(a). Notons que g(0) = c,, # 0, et que cette factorisation est unique, car si
(z—a)"h(z)=f(z) = (z—a)" g(2),

avec par exemple m > n, on aura h(z) = (z —a)™ " g(z), d’ott h(a) = 0.

> En vertu du principe des zéros isolés 1.22, Z(f ) ne peut avoir de point d’accumulation dans €2, il ne possede
donc qu'un nombre fini de points dans chaque compact; c’est donc un ensemble au plus dénombrable, puisque
dans un espace métrique localement compact séparable, un ouvert est union dénombrable de compacts.

Q.E.D.

L'hypothése de connexité est essentielle, car une fonction analytique peut étre identiquement nulle dans
une composante connexe de Q sans étre nulle dans 2 ; dans cette composante connexe particuliere les
zéros sont d’ordre infini et ne sont pas isolés.

2.2 Exemples de fonctions analytiques dans C

La fonction 1/z est analytique dans C\ {0}, en effet, si z, # 0, on a

1 1 1 1 h\"
— = == (D) — 2.
Zo+h Zol+h/ZO 20%( ) (zo) ’ ( 4)

série dont le rayon de convergence n’est autre que 2] .



2.2. Exemples de fonctions analytiques dans C 27
2.2.1 La fonction exponentielle
Par définition, on pose
n
=y, (2.5)
neN n

série dont le rayon de convergence est infini (regle de d’Alembert) ; la fonction exponentielle est donc

une fonction entiere.

PROPOSITION 2.9 La fonction exponentielle est un caracteére, c’est-d-dire un homomorphisme complexe :

ezl ezz — ez1+z2.

DEMONSTRATION. Selon la proposition 1.14

zn
e (C B EEt b

neN meN PEN k<p

Il en résulte en particulier que 1/e* = e™*. Notons que selon le théoréme 1.27 on aura
Z(n—l)' = Z m' -

2.2.2 Trigonométrie

On pose également

cosz=Z( 1) " et smz—z (=1)" g2t

= (2n)' = 2n+1)!
On vérifie que
iCOSZ:Z =" Z ™! g2mtl i
dz =~ (2n—1)' = (2m+1)|
d _ (_l)n 2n
= sing = Z @] 4 cosz,
neN

(— 1) ; =",
= Z ' Z (2n)' Z\; ant 1)!22 1 = cosz +ising,

et

e
cosg = — et sing = o d’ol1 cos(—z) = cosz et sin(—g) = —sing.

i
Notons également que

: N 2 ; N2
¥4 —12 1z —1z
) e +e e —e _
coszz+smzz:(—2 ) —(—2 ) =elfe P =¢0 =1,

et que si 8 € R, cos O et sin 6 sont réels, d’ou

|ei9| =V cos260 +sin?0 = 1.

(2.6)

Q.E.D.

2.7)

(2.8)

2.9

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Nous renvoyons a 'annexe A pour la démonstration des formules de trigonométrie classiques, dont la

validité s’étend donc au cas d’arguments complexes.
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2.2.3 Une définition de ’argument

Complétons ces rappels par I'étude des variations des fonctions sin y et cosy, ot y € R.

Comme cos0 = 1, par continuité, y, € R tel que cosy > 0, pour y € [0, y,], et par conséquent,
en vertu de (2.9), siny est strictement croissant dans cet intervalle. Comme de plus sin0 = 0, on aura
également siny > 0, pour y € ]0, y,].

Soit alors y; > y,, si on suppose que cosy > 0, pour y € [yq,Yy;], alors siny > a = siny, pour
Y €[¥0,y1], et comme

J1
COSy; —COS Yo = —j sinydy,
Yo
on aura cos y; —cos Yo < —a(y; — o), d’'oli cos yo > a(y; —¥,), et par conséquent
COS Yo
Y1 < + Yo,

puisque cos y; > 0. Il en résulte que cos y s’annule en un point au moins de I'intervalle [ y,, ¥ + (cos y,) /a].
DEFINITION 2.10 (de ) On note m =2 x inf{y > O|cosy =0}

On aura donc
T , . LT
cos—=0dou sin— =1,
2 2

puisque cos?y +sin?y = 1 et que siny est positif sur [0,77/2]. On peut résumer ce qui précéde en
disant que cos y est strictement décroissant et sin y strictement croissant sur [0, 7t/2], d’oui la proposition
suivante, ot T note le cercle de rayon 1 dans le plan complexe et T* son intersection avec le quart de
planx >0,y >0:

PROPOSITION 2.11 Lapplication y € [0, /2] — e = cosy +isiny € T, est une bijection et méme un
homéomorphisme car elle est continue sur un intervalle compact.

Comme
sin(/2+ y)=cosy et cos(n/2+y)=—siny ;

il en est de méme sur les intervalles [11/2, ], [7,37/2], et [37/2,27]. On montre alors aisément que
Papplication y € R — e = cosy +isiny est une bijection [0,2n[ — T, et qu'elle se prolonge 4 R en
une fonction continue et de période 27 ; c’est donc également une bijection R/27Z — T. Il en résulte
que €* est périodique de période 2iT.

DEFINITION 2.12 On appelle argument, et on note arg(z) : T — R/2nZ Uapplication réciproque de y —
e'Y. On étend cette définition a un complexe quelconque non nul en posant argz = arg(z/ |z|)

Comme R/2nZ est compact pour la topologie induite et y — e continue R/21Z — T, I'argument
est une application continue. Par contre, comme [0, 27t[ n’est pas compact, on ne peut pas démontrer la
continuité de la fonction réciproque de y — e" : [0,27[ — T, et pour cause! On écrira

z = |z| Z_ |z| e! 218G/ l2l) = |5| gl arez, (2.13)
|z]

Notons bien que 'argument ainsi défini, considéré en tant que fonction C — R est une fonction mul-
tiforme : Pargument d’'un nombre complexe est défini dans R/27Z, c’est-a-dire & un multiple pres de 27
dans R. Bien qu’aucune de ces diverses déterminations de I'argument n’ait prééminence sur les autres,
on distingue souvent parmi celles-ci une détermination dite principale, celle qui vaut O en 2 = 1, on la
note Argz.
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FIGURE 2.1 — L’argument

Le Logarithme

On cherche z = x + iy solution de I'équation
ef=w, (2.19)
soit encore, d’apres (2.6) et (2.13) e* el = |w|elBY ce qui équivaut d’une part a
eX = |w|, soit x = Log|w|,

et d’autre part
e’ ='W soit d’aprés la proposition 2.11, y = argw,

puisque |eiy \ =1 d’apres (A.3). Il en résulte que les solutions de (2.14) sont données par
z2=x+iy =Log|w|+iargw. (2.15)

1l existe donc plusieurs solutions a 'équation (2.14), elles différent les unes des autres d'un multiple entier
de 2im.

Il est clair d’aprés (2.15) que e* # 0, Vg, et la question est donc maintenant de savoir si, étant
donné un ouvert 2, que nous supposerons connexe, il est possible de définir une fonction f continue

Q c C\ {0} — C telle que
e/ =y,

Une telle fonction s’appellera une détermination continue du logarithme dans 'ouvert . Supposons tout
d’abord qu’il en existe une, et préoccupons nous de la comparer a d’éventuelles autres, soit g(w) 'une

d’entre elle. On aura
of W—gw) — 1,

et par conséquent f(w)— g(w) = iarg0, cest dire que h(w) = (f (w)— g(w))/2i7 est une fonction
continue ne prenant que des valeurs entieres. Pour k € Z, il est facile de démontrer que {w € Q |h(w) =k }
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est a la fois ouvert et fermé, et donc par connexité que h est constante, soit que nécessairement, 3k € Z
tel que

fw)—g(w) =2ikm.

Notons qu'une telle détermination n’existe pas dans C\ {0} . Supposons en effet que u en soit une, selon
(2.15), on aura
u(w) =Log|w|+iargw,

et si O est la fonction réciproque de y — €'Y :[0,27[ — T, continue sur le domaine connexe T\ {1}, le
raisonnement ci-dessus nous prouve que u(w)— 6(w) est constant, or nous avons montré que 6 n’est pas
continue, ce qui constitue une contradiction.

La fonction f (w) est appelée logarithme complexe, et nous verrons ultérieurement que le logarithme
(et donc 'argument) admet des déterminations continues dans tout ouvert simplement connexe (voir la
définition 5.20) ne contenant pas l'origine. Ces déterminations différent de 2ikm, et I'une d’entre elles
a pour valeur 0 en w = 1, c’est celle correspondant a la détermination de 'argument s’annulant en ce
point. Nous I'appellerons détermination principale du logarithme, et nous noterons cette détermination

Logw = Log|w| +iArgw. (2.16)

Nous aurons
el08% = 7 et Loge® =z. (2.17)

Logz

Notons que de la relation z = e découle par dérivation,

d d
1=e"%* —Logz =2z— Logz,
dz & dz &

soit
d 1
—Logz = —. (2.18)
dz Z
11 en résulte d’apres la proposition 1.29 que, nécessairement
1 d" - /1y
Log(zg+2) = Z —g" Logz, = Logz, + z + Z (-1t z”u (—) (2.19)
n!  dzn 20 n! 2
neN n>2
-1 n—1 n
=Logz, +Z % (i) .
n>1 n 20

Le rayon de convergence de cette série étant égal a |z|. On aura en particulier, pour la détermination

principale du logarithme
-1,
" .

Log(1+2)= Z (2.20)

n>1

La question consistant a déterminer le plus grand domaine du plan complexe ou la série ci-dessus
posséde un prolongement analytique est une question délicate dont la résolution nécessite des outils plus
élaborés et qui restera a I'arriere plan de nos préoccupations tout au long du cours.



Chapitre 3

Séries de Fourier

Contrairement aux séries entiéres dont les coefficients ne dépendent que du comportement local de
la fonction considérée au voisinage du centre du disque de convergence, le calcul des coefficients de la
série de Fourier d'une fonction périodique utilise 'ensemble des valeurs de la fonction.

Il s’agit d’étudier la convergence de séries de la forme

Zakek, ou e, (0)= ko (3.1)
keZ

dites séries trigonométriques et de déterminer dans quel cas une fonction donnée sur le segment (—m, 1),
2m-périodique, ou si 'on préfére donnée sur le cercle unité T, est la somme d’une telle série. Deux
questions se posent essentiellement : pour une topologie donnée, connaissant une fonction u déterminer
les a; tels que la série (3.1) converge vers u d’'une part, et d’autre part, déterminer s’il existe une limite,
et laquelle, pour (3.1) lorsque les a; ont connus.

L'une des difficultés provient du fait qu’en fonction des données différents points de vue peuvent étre
développés, relatifs au mode de convergence ou au fait que I'on cherche le développement d’'une fonction
périodique donnée ou bien que 'on dispose d’une suite de coefficients et que 'on cherche si et vers quelle
fonction la série trigonométrique qui en découle converge.

3.1 Convergence en moyenne quadratique

On définira le produit scalaire dans L? (—7, 7r) de la facon suivante :

(ulv)Lz(_ﬁ,n)=%f u(0)v(e)de

Notons tout d’abord que
T
1 i(n—
(enlen )LZ(—TE,TE) - Z_J el m0d6 = 8 mn> (3.2)
n —T7
c’est-a-dire que les caractéres e, forment un systéme orthonormé dans L2 (—, 7).
PROPOSITION 3.1 Le sous-espace E engendré par les e,, est dense dans %ﬂg (—m, ), ensemble des fonc-

tions continues sur R et 2m-périodiques, muni de la topologie de la convergence uniforme, ainsi que dans
L?(—m,m).

31
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L'ensemble %2 (—m, ) est formé des fonctions f continues sur [—7, 1] qui vérifient f (—n) = f (7) et
sont donc susceptibles d'un prolongement continu a R tout entier. On peut également les considérer
comme des fonctions continues sur T = R/27Z. A cet effet, si f € ngg (—m, ), et si 6 note 'élément
de R/27Z, classe de x € R, on pose f(@) = f (y) avec y = x + 2k ou k est choisi de telle sorte que
y € ]—m, ]. 1l est alors clair que la convergence uniforme dans %2 (—m, ) est équivalente a celle dans
¢° (R/27Z) muni de la topologie quotient.
DEMONSTRATION.

> Le sous-espace E est stable par addition, multiplication, passage au conjugué et contient la fonction constante.
De plus il sépare les points dans €¢°(R/27Z), en effet si 8’,0” € R/2nZ, 6’ # 0", alors ei(0—0") # 1, soit
et # e'?”. Comme R/27Z est compact, d’apres le théoreme de Stone-Weierstraf3, il en résulte que E est dense
dans 6° (R/2nZ) ou encore dans 63 (—m, 7).

> Par ailleurs Cf; (—m, m) qui contient 'ensemble des fonctions continues a support compact dans (—, 1), est
dense dans L?(—m, ). Comme Cg (—m, ) s’injecte continfiment dans L2 (—m, ), il en résulte que E est dense
dans L2 (—m, 7).

Q.E.D.

SiueL!(—m,m), on note

1 (" »
Cn(u):(u|en)L2(_n’ﬂ:) = %J u(@)e lned@,

—TT

C’est le n-iéme coefficient de Fourier de u, tandis que )., (ulex ) ey est la série de Fourier de u. On inter-
prétera cette formule de la facon suivante :

D wlede = lim > (ule)e.

kez |k|<n

Notons v la fonction égale a u sur (—7, ) et a 0 & I'extérieur de ce segment, on aura

1
V21

Comme par hypothése u € L! (—m, i), il en est de méme de v, et par conséquent selon le théoréme de
Riemann-Lebesgue, c, (u) — 0 lorsque |n| — oo.

cr (u) = v(k).

THEOREME 3.2 Siu € L?(—m, 1), sa série de Fourier converge dans L2 (—m, 1) et

u:Z(uIek)ek. (3.3)
keZ
DEMONSTRATION.
Notons E, le sous-espace engendré par les e;, k = —n,n et m, la projection orthogonale sur E,. Si u €

L?(—m,m), on a mu = Zz}n (uley) ey car (ﬂ:nu—u ‘ej) =0, Vj, —n < j < n. Soit alors ¢ > 0, par densité,
v €E, tel que [lu—vll;2_n ) < € sin est choisi tel que v € E,,, pour n’ > n on aura

[lu— 7"-'n/u||L2(_n’n) < ||u—7'!:nu||L2(_mn) < ”u_V”LZ(—n,n) <e,

car E, C E,,, ce qui prouve que la série de Fourier de u converge vers u.
Q.E.D.
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On dit que les e,, forment une base hilbertienne de L? (—m, 7).

Notons que la convergence dans L2 n’implique que la convergence presque partout d’une sous-suite,
mais qu'un résultat relativement récent et difficile de Carleson indique qu’en fait la suite des 7,,u converge
presque partout. Par ailleurs on connait des exemples de fonctions de L' (—m, 7r) dont la série de Fourier
ne converge en aucun point.

PrROPOSITION 3.3 (Riesz-Fischer) (i) Sila suite (ay) ey appartient a 02, alors il existe une fonction u €
L?(—m, ) telle que a, = ¢ (1), Vk € Z. On aura

u= Zakek.

kez

(i) Lapplication a = (a)rez, — U = D.rcy Akek €St une isométrie : €2 — L2, c’est ce que 'on appelle encore
la formule de Plancherel.

DEMONSTRATION.

> Posons u, = D}, Axex, i n > m, on aura

2

2 2
Ity =ty = DL are = > lad

m<|k|<n 12(~7,7) m<|k|<n

Comme la suite a,, d’éléments de £2 définie par a,, (k) = a; pour |k| < n et a, (k) = 0 pour |k| > n est convergente,
elle est de Cauchy, ainsi par conséquent que la suite des u,,. Il en résulte que u,, converge, soit vers u € L2 (—m, 7).
On aura alors
¢ (W)= (uleg) = lim (uyle) = lim > a6 =aj
n—o0 n—oo (kI=n

et selon le théoréme 3.2, u =Y, _, aey.

. . . 2 2 \
> Ainsi que nous venons de le voir, en vertu de l'orthogonalité des ey, ||u,l| Penm) = Zlk\ <nlail”, doti, par

2

2
L2(—m,m) ”a”[z .

continuité, si a € £2, ||ul|

Q.E.D.

Notons que les e, sont les fonctions propres de 'opérateur auto-adjoint d2/d6? dans H; (—m,m),
sous-ensemble des fonctions 27-périodiques de H! (—, ), et qu’en conséquence ils forment une base
hilbertienne de H; (—m, ) et de L2 (—m, ), sous réserve d’une normalisation adéquate.

Notons également que si u est a valeurs réelles, alors c_,, = ¢, et que par conséquent

chek (0)= Zak cosk6 + by sinkf

kezZ keN

ol ag = ¢y, bg = icy et pour k > 1, a = ¢ +c_ = 2Recy et by =i(cx —c_x) = —2TImcy. Side plus u
est symétrique alors ¢, = c_j d’'ou by, =0, et si u est antisymétrique a; = 0.
3.2 Convergence uniforme

THEOREME 3.4 Si u € L' (—m, ) et si la suite des c; (u) € €1, alors u € Cg (—m, ), et cest la limite
uniforme de sa série de Fourier.
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DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que ¢! C €2, et que par conséquent, en vertu de la proposition 3.3, la série
> ez Cx (W) e converge vers u dans L? (—m, 7). Par ailleurs, on aura

Ity —tillcormy < D lex@lleellconm= D, loc(w)l

m<|k|<n m<|k|<n

d’oli la convergence uniforme de la série de Fourier, soit vers w € Cg (—m, ). Il en résulte que ZkeZ ¢ (W) ex
converge vers w dans L2 (—m, ), et par conséquent que w = u.

Q.E.D.

COROLLAIRE 3.5 Siu e Cg (—m, ) est de classe C' par morceaux, alors sa série de Fourier converge unifor-
mément vers u.

DEMONSTRATION. En effet sur chaque intervalle [0, 6,,,]ol u est de classe C!,

O Op41
f ' (0)e *kd0 =ikf u(Q)e—ikGde+[u(9)e—ik0]zj+1‘
)

l 9[
Avec 0, = —m et 0, ., = T, il en résulte que
L 011 L 011 L 0
o (W)= ZJ u (0)e ™ 0do =ik >y u(0)e ™ do + > [u(0)e™ ], =ik (u).
=076 =06, £=0
Comme u’ est bornée, elle est de carré intégrable, d’ott
1/2 1/2
_ 1 , 1 12
> lewl= 2 la@l<| X 5 S e ] <oo.
k€Z,k#0 keZ,k#0 keZ,k#0 keZ,k#0

On peut donc appliquer le résultat précédent.
Q.E.D.

Plus généralement on notera C}' (—, 1) I'ensemble des fonctions périodiques m fois dérivables. En
réitérant le procédé précédent, on montre que siu € C;"_l (—m, ) est de classe C™ par morceaux, alors

¢ (u™) = ikey (WD), pour 1 < n < m, d’ot la convergence uniforme de Y, _, ¢ (u*™V) e} vers u®~V.

THEOREME 3.6 Siu € L' (—m, ) et si la suite des kc; (u) appartient a £, la série de Fourier de u peut étre
dérivée terme a terme :

d

15 2 Wec(8) = D ke (w)e ().
keZ keZ

DEMONSTRATION.

> Comme la suite kc, (u) € £}, il en est de méme de celle des c, (1), et par conséquent d’aprés le théoréme 3.4
la suite u, ='Z|k|Sn ¢ (W) e converge uniformément vers u € C (—, ). De méme la suite u/, = Z\k|5n ke (u) e
converge uniformément, soit vers g.

> Il en résulte que V0,

0 0
f w (t)dt — f g (t)dt, uniformément.
0 0

et par conséquent que
0

u(9)=nlingoun(9)=u(0)+f g(t)de.

0
On en déduit que u est dérivable, de dérivée g = >}, , ikey (W) €.
Q.E.D.
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3.3 Convergence ponctuelle

C’est une question plus difficile car la continuité de u ne suffit pas a assurer la convergence ponctuelle
de sa série de Fourier. Il existe plusieurs voies pour aborder cette question : on peut soit modifier la série
de Fourier de facon a ce que cette convergence soit assurée, on utilisera a cet effet le procédé de Césaro,
soit imposer a u des conditions de régularité supplémentaires.

DEFINITION 3.7 Si u et v sont intégrables sur (—1; 1) et 27-périodiques, on pose

u*v(Q)ZiJ‘ u(6—t)v(t)dt,

—T

C’est le produit de convolution de u et v.

La fonction u x v est alors 27-périodique et

uxv(0)= %J u(t)v(0—1)dr.

—T

En effet, en vertu de la périodicité

T n+6
J u(@—t)v(t)dtzf u(t)v(@—1)dr

- —n+6

—n+0 T
:—J u(T)v(G—T)dT+J u(t)v(@—r)dr

—T —T

n+6
+J u(t)v(@—1)dr

or

n+6 —n+0
J u(T)v(G—T)dT:f u(t+2n)v(0—7t+2m)dT

™ —T

d’ou

J u(@—t)v(t)dtzJ u(t)v(@—1)dr.

—TT —T

LEMME 3.8 Ona
u*ep = ¢ (u)eg.

DEMONSTRATION. En effet
1 (7 (O
Ck(u)ek(e)z(u|ek)ek(9)=ﬂj u(t) ek qr

1 (" ,
=—f u(0—t)ertdt =uxe, (0).
2 )_ .

Q.E.D.
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On aura donc Zzz_n cr(We, = ZZ:_H ux* e (t), ce qui conduit a la définition du noyau de Dirichlet

n

D, ()= D (D),

k=—n

et a la formule .

Z ¢ (Wexr =D, xu.

k=—n
Il est alors tentant d’essayer de démontrer que D,, — & lorsque n — o0 ; il se trouve que ce n’est pas le
cas et qu'on doit faire appel a une étape supplémentaire de régularisation a cet effet. On notera

e
Cy ()= D Da(),
n=0
c’est le noyau de Fejér.

3.3.1 Le théoreme de Fejér

DEFINITION 3.9 On dit que la suite de fonctions ,, est une approximation de lUunité si
M 2=z [ en(de=1
o T z
(i) f_ﬂ l@, (t)|dt est borné
(iii) Vo >0, fﬂ>|t|>5 |, (6)|dt — 0 lorsque n — 0.

LEMME 3.10 On a

@)
n_ p—int _ pi(n+1)t (eit/Z)Z”Jr1 _ (e—it/Z)zm+1
D, (t)= Z ekt = . = . .
1—eit eit/2 — p—it/2
k=—n
(ii)
1 (sin(N+1)¢/2)?
Cv()==|—F—F77
N sint/2
DEMONSTRATION. En effet
g ( )
n m+n it \(m+n+1 . .
Z ikt — p—imt Z (eit)k — omimt 1 _( ) _ gmimt _ oi(n+1)t
k=—m k=0 1—et 1—et
et avec q = e''/2,
Zn: ke _ e it/2 (ei(n+1)t _e—imt) _ pl(+1/2)t _ —i(m+1/2)t _ g+t _ g=(@m+1)
= e—it/2 (eit _ 1) eit/2 — o—it/2 q—qil

> On aura alors
N—-1 N N
N (q _ q_l) Cy(8) = Z q(2n+1) _q—(2n+1) =q Z (qz)k —q! Z (q—z)k
n=0 k=0 k=0
1_(q2)N+1 » 1_(q_2)N+1 ~ 1_(q2)N+1 1_(q_2)N+1
1-¢¢ 1 Ti1-q2 T qi-q  q-q°
(qz)NH —94 (q—z)NH (qN+1 _ q—(N+1))2

q—q! q—qt
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soit

1
IV (q—q- 1)2 sint/2

PROPOSITION 3.11 Le noyau de Fejér est une approximation de luniteé.

DEMONSTRATION.
> On a tout d’abord

f D,(t)dt = ZJ ektdt =2m

k=—n

d’ott
JCN(t)dt— ZJ D,(t)dt =2m

> On a également, pour 7w > |[t| > & > 0 |sint/2| > sind /2, d’ou

Cy(0) < I%(Smlt/z)z = ]%(sinl‘d/Z)z

qui tend uniformément vers 0 quand N — ©0. Il en résulte que

J Cy (t)dt — 0 lorsque N — oo.
n>|t|>86

Enfin Cy (t) est positif et par conséquent une approximation de I'unité.

(¢¥+! — g W+D)? l(sint(N+1)/2)2
N

Q.E.D.

Q.E.D.

THEOREME 3.12 (de Fejér) La moyenne des sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction u conti-

nue 2m-périodique tend uniformément vers u sur R.

DEMONSTRATION.

> Rappelons tout d’abord qu’une fonction f continue sur un compact est uniformément continue, en effet
dans le cas contraire, 3¢ > 0 tel que Vn, 3x,,y, vérifiant [x, —y,| < 1/n et |f (x,)—f (y,)| > €. Par compacité
on peut alors extraire de x, et y, deux sous-suites convergentes, nécessairement vers la méme limite, ce qui est

contradictoire avec I'inégalité |f (x,)—f (¥, )| > €.

> Comme u est uniformément continue sur [—7n, ], Ve > 0, 36 > O, tel que Vx € [—n, ],
|lu(x —t)—u(x)| < ¢ ; pour N assez grand on aura par ailleurs fﬂ>|t|>5 |Cy (t)|dt < ¢, il en résulte que

‘J u(x—t)Cy(t)dt —u(x)

< (M +2||u||<gg(—n,n))£’

ol M note un majorant de f_nn |Cy (t)|dt.
> Nous avons donc démontré que la suite des fonctions

N— n
x—>J._ u(x—t)CN(t)dt——ZJ u(x—t)D, (t)dt—%;;;ck(u)ek(x)

tend uniformément vers u sur [—, 1] et donc sur R.

It] < 6 =

< f [u(x —t) —u(x)l |CN(t)|dt+J [u(x—t)—u(x)|[Cy (£)dt
[t]<é m>|t|>6

Q.E.D.
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REMARQUE 3.13 En particulier, toute fonction continue 2m-périodique est limite uniforme d’une suite de
polyndmes trigonométriques.

3.3.2 Le théoréme de Dirichlet

Si on renonce a la régularisation par le procédé de Césaro, on doit exiger une régularité supplémen-
taire de la part de u. Le théoréme de Dirichlet prend alors diverses formes.

LEMME 3.14 Pour t € (—m, ), ona

{1—e“|22m.
T

DEMONSTRATION. En effet

: t
|1—e”|2 =|1—cost|*+sin?t = 2(1 —cost) = 4sin? 7

d’ou
|t]

it —oein L 3]
|1 el =2sin=|>2—,
2 T

en raison de la convexité de la fonction sin entre 0 et 7t/2.
Q.E.D.

THEOREME 3.15 (de Dirichlet) Soit u intégrable sur (—m; ), 2m-périodique. Soient uy, € R et Ty €
]—mn; m], si la fonction T — (u(ty—7)—ug) /7 est intégrable sur (—m; 1), alors la série de Fourier de
u converge vers ug en Ty.

DEMONSTRATION.
> Soit n positif, on a
1 K n
z_f S edr =1,
T ) ng—n
et par conséquent, en notant 1 la fonction constante égale a 1, 1 % Z:z_n ekt =1 ; d’apres le lemme 3.8 on aura

donc
n n

Z (e —ugl =(u—uyl)* Z etkt,

k=—n k=—n

> A Taide du lemme 3.10 on en déduit que

n 1 T e—im' _ei(n+1)T
> aWer(te)—up=— | (w(to—7)—t)) ———dt
21 | 1—e"
k=—n T
T
— i u(TO_T)_uO (e—inr_ei(n+1)r)d,r
2n | 1—eit '
T
On pose alors
To—T)—
y(ry= LB "t

1—el”
fonction intégrable en vertu du lemme 3.14, et on obtient

n

> awe(z)—tp = 5 f v (0) (¢ = ) Ao = ¢ (v) = ¢_(nan) (V)

k=—n
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> Lelemme de Riemann-Lebesgue nous assure que ¢, (v) — 0 quand |¢{| — oo, et donc que ZZZ_H e (Weg (To)—
u, tend vers O quand n tend vers 00, soit

[ee]

Z e (Wer(t9) —up=0.

k=—00

Q.E.D.

REMARQUE 3.16 Notons qu’il ne suffit pas que la fonction u soit continue en T, pour que Uhypothése du
théoréeme 3.15 soit satisfaite.

COROLLAIRE 3.17 Si u est intégrable sur (—m; 1), 2n-périodique et dérivable en T,
o Q
D e (to) =u(zy).

k=—o00

DEMONSTRATION. Siu est dérivable en 7, alors (u(ty,—t)—u(7,))/t est bornée dans un voisinage de t = 0, d’ou
le résultat en vertu du théoréme 3.15 puisque u est intégrable.
Q.E.D.

COROLLAIRE 3.18 Si u est intégrable sur (—; 1), 2m-périodique, posséde des limites a gauche et a droite

u, et uar , ainsi que des dérivées a gauche et a droite en T, alors Q
o0
Z o (Wex (7o) = (uo_ + ug) /2.
k=—00

DEMONSTRATION. Posons F (t) = (u(ty—t)+u(ty+t))/2et Fy= (uo_ + ug) /2. La fonction

u(to—t)—uy N u(to+t)—ug
2 2
_ u(to—t)—ug N u(to+t)—uy
2 2
tend vers O lorsque t tend vers 0, elle est donc bornée au voisinage de t = 0 et par conséquent intégrable. De plus

elle posséde une dérivée a gauche et a droite, d’ot1 il résute que G (t) /t est intégrable. Selon le théoréme 3.15, on
aura donc

G(t)=F(t)—F,=

oo
Z Cr (F) _FO =0.
k=—o00
Or
1 " : 1 Tu(ty—t) _ 1 Tu(te+t) _
(F)==—| F@)e™dt=— U= ikege L | T H D) ey,
2 J_ . 2 | 2 2 J_ . 2
s m
L[ uE) kg L[ B ik g
2 )_ . 2 2r ). 2
1 _; T u(s) 1 . Tu(s) e~ k%oc_ (1) + e g, (u)
— _e—lkro elksds + _elkro e—lksds — —k k ,
27 2 27 . 2 2
d’ott . - -
u, +u .
_——=F= Z o (F) = Z o (w) e
2 =—00 k=—00

Q.E.D.
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3.4 Deux exemples

(i) Considérons tout d’abord la fonction v (6) = 6sin(6/6,), ou 6, vérifie tg(n/6,) = —n/6,. Ses
dérivées s’annulent en 6 = %1, elle se prolonge donc par périodicité a 'extérieur du segment [—m, 7] en
une fonction dérivable. Ses coefficients de Fourier sont les suivants :

T 9 1 T
27C, = J 0 sin Q—e_i”GdO =5 J 0 (ei(l/eo_”)g — e_i(1/90+”)9) do
—r 0 LY

1 1 : n 1 . 7
— i(1/69—n)0 i(1/6o—n)6
=—| ———]|e +————|0Be

2i ((1/00_;1)2 [ ]_“ 1(1/90—n)[ ]_“)

1 1 —i(1/6p+n)6 ™ 1 —i(1/6p+n)6 ™ )
_— — e 0 . Ge 0
21 ((1/90+n)2[ I i(1/90+n)[ I

. 1 1
_s1n1'c(1/90_n)((1/90_n)2 " (1/90+n)2)

1 1
— 1/6y + -
meosz(1/6 ”)(1/90—n 1/90+n)

La Figure 3.1 permet de constater la convergence rapide et uniforme de la série de Fourier, en conformité

3]

%

% 2 %

|— — 2 termes """ 3 termes 50 Lcmlcsl

FIGURE 3.1 — Convergence uniforme

avec le corollaire 3.5.

(i) Si maintenant on considére la fonction ¢ égale a 6 sur [—m, [ et prolongée par périodicité. Ses
coefficients de Fourier sont les suivants :

1 s
Co=— QdQZO
271 .
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et pour |n| > 1,

b1 . 1 b1 . 1 .
2mc, :f fe"9dp = —f e_l”QdQ—_—[Ge_me]n
n

o in J_. in -n
1 —inf 7™ 1 —inf ™
= ;[e ]_H—E[O‘f I,
—20 27
= —ZSIHTITC—.—COSTITE
n in
soit o
(="
n= . -
in
et par conséquent
-1)" . -1)" .
plx)=— Z (,—)el”x = —ZZ usmnx.
[n|>1 mn =1 N

Il n’est plus ici question de convergence uniforme car la limite de la suite des sommes partielles, qui
sont continues, n’est elle-méme pas continue. Cette non uniformité se traduit par des oscillations de plus
en plus rapides (voir la figure 3.2) des sommes partielles auxquelles on fait référence sous le nom de
"Phénomeéne de Gibbs". On peut montrer que le support de ces oscillations se réduit au fur a mesure de
la convergence de la série mais qu’il n’en est pas de méme de 'amplitude de ces oscillations, qui est en
proportion de la discontinuité.

i

K
I -

|— — 3 termes """ " 8 termes 100 Lcrmcsl

FIGURE 3.2 — Phénomeéne de Gibbs

3.5 Les distributions périodiques

On pourra se reporter a 'appendice E pour les rappels relatifs a la transformation de Fourier des
distributions.

Soit T une distribution sur R, on dit qu’elle est périodique de période a si T,T = T, ou I'on rappelle
(E.8) que la translatée d’une distribution est définie par transposition :

{(TaT, ) =(T,7¢p), avec T (x) = ¢ (x +a).
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Nous avons vu précédemment que selon la topologie choisie, une fonction pouvait étre, ou non, dévelop-
pable en série de Fourier, mais si on accepte de limiter ses ambitions et de se contenter de la topologie
de &/, alors toutes le distributions périodiques peuvent étre développées en série de Fourier.

Il sera ultérieurement nécessaire de disposer d'une fonction de 2 dont la somme des translatées
soit identiquement égale & 1. Considérons a cet effet une fonction ¢ quelconque de 2, et posons ¥ =
D kez Tak¥), ot la somme est localement finie, puisque 1 est & support compact. La fonction ¥ est pério-
dique de période a, en effet

TV ZZTa(kH)%b ZZTWI’ =V.

keZ leZ

Posons alors p = /¥, elle vérifie

kez kez Tak¥ kez v

THEOREME 3.19 Les distributions périodiques sont tempérées.

DEMONSTRATION. Soit T périodique de période a, on aura

TZ(ZTakp)TZZTak(pT)

kez keZ

et par conséquent

(T9) =D (ta(PT), 0} = > (pT, 7_p).

kezZ kezZ

La distribution pT est & support compact, c’est un élément de &, elle est donc continue pour la topologie de &,
c’est dire qu’il existe une constante C et un entier p tels que Vo € 9,

KpT,)|<C sup sup [3%(x)I,
0<|a|<p x&€SupppT

et en particulier, si ¢ est fixée, Yk € Z,

KoT, T_aq) <C sup  sup [0%7T_gp ()]
0<|a|<p x€Supp p

Comme les fonctions ¢ et p sont fixées a support compact, il existe K tel que

sup  sup [0%T_g e (x)|=0,Vk>K.
0<|a|<p x€Supp p

Par ailleurs, on a également

sup  sup [0%T_gp(X) < sup sup|d*T_gp (x)|= sup sup|0€yp (X)),

0<|a|<p x€Supp p O<lalsp x 0<|a|<p x

et par conséquent
KT, p)| <K sup sup|d“p (x)I,
0<|al<p x

ce qui prouve que T est une distribution tempérée.
Q.E.D.
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3.5.1 La formule de Poisson

Dans ce qui suit, la convergence des séries s’entend au sens de &/, soit en fait T, — T si (T, p) —
(T,¢), Vo e .

PROPOSITION 3.20 On a

Var
925(1]( == 725(27.[/(1)](. (34)

keZ keZ

DEMONSTRATION.

> On peut tout d’abord noter que la série Y, _, 6, converge au sens de &/, et par continuité de la transfor-
mation de Fourier, que la série des transformées de Fourier des §,; converge également dans &”.

> Posons S =Y, _, 64, on a tout d’abord S = 7,5, d'ott §§ = ’F:Sg = e_i“ggg, et par conséquent
(1—e78)S; =0. (3.5)

11 en résulte que SuppS C {5 |e_i“5 =1 } =(2n/a)Z.
> Choisissons maintenant v € 2, identique a 1 au voisinage de 0 et nulle en dehors de [—a/4,a/4], on aura

(5.0)=> {(ru)5, ),

kez

soit

§= Z(Takw)g-

kezZ

En vertu de (3.5) (a§ —27k) rak1p§§ = 0, soit encore

_ piad
(a& —2mk) !

af —2nk V5 =0

or, au voisinage de £ = (27t/a) k

1—e 8 =1 — ¢ U@82km) — i (g& —an)—Z(—i)” (a& —2km)" /n!

n>2

d’ott
1— e—ia§

m =i+O(§—(2n/a)k),

ce qui prouve que (a& —2mk) rakqpﬁ{ = 0, et par conséquent que Tak?,bgg = k6 (2r/a)k- On en déduit que

S= Z (Taklp)g = Z Ck5(2rc/a)k'

kez keZ

> Pour déterminer les coefficients c;, on peut tout d’abord noter que S, = e 2™/3g _d'ott

S=T_(n/)S = Z kO (an/a)k—1) = ZC€+15(271/a)€ = Z kO (an/ark 5
keZ LeZ keZ
il en résulte que tous les ¢, sont égaux, soit a c. On aura donc

S = CZ 5(27.[/(1)](.

kez
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> Pour calculer la constante ¢, on prend ¢ € &. On aura d’une part

<§: Tfy(»0> = CZ<5(2n/a)k’Tfy('p> = CZ ' ((Zﬂ/a)kJFJ’),

kezZ kezZ

et d’autre part

<§,r_y<p>=<s,r_y«p>=<Zéak,efyxa(x)>=Z< wo €V (X)) =D G (ak)

kezZ kez keZ

d’ou

2m/a 2m/a 2m/a
f p(x)dx = CZJ ¢ (2r/a)k+y)dy =" @(ak)f e rdy = 93(0)f dy
0 0 0

kez keZ
B .\ 2m/a
—(Zﬂ/a)tp(O)—m R«P(X)dx

et finalement ¢ = v/27/a.

Q.E.D.
3.5.2 Série de Fourier
Soit maintenant plus généralement T, 2r—périodique et ¢ € &, on a tout d’abord
(T,o)=(1.0) = <(Z Tmp) T, ¢> =D U(T2uP) T. @) = D (T2t (pT), B)
lez LeZ leZ
_Z pT, T—ZTCZ(P <PTZ —2n€(P>
LeZ LEZ
mais par ailleurs
Dt BE) =D F(E+2m0) = Y T F(2m) = ¥ ¥y (x) (27L)
l€Z (e LEZ LeZ
- Z <52TE€) e—ifx(p (X)> = <Z 527‘:(: e_igx(pa (X)> = <Z 527’[[5 e—i&x(p (X)>
lez ez lez
1
= _Zak, —I€Xso(x)> =— > (br.e () = Z ek (k).
< T kez 2n kez keZ

Il en résulte que

(T,w>=<p(§)T§,Ze—ifkw(k)> FZw(k) p (§) Tg,e %)

keZ keZ

=> 9 ®)pT (k)

kezZ

car

s 1 —ix
pT(x)=E<p(5)Tg,e ),
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puisque pT est a support compact. On écrira donc

T=> pT (k)5

keZ
d’ott
=— Z pT (k)ek, (3.6)
2n kez
C’est le développement en série de Fourier de la distribution 27-périodique T. Ses coefficients sont les
L o7 v

ils ne dépendent pas du choix de p € 2 qui vérifie

Z TonkP = 1.

keZ

3.5.3 Le cas d’une fonction continue

Soit f une fonction continue 27-périodique, on aura

a(f)=

pr (k) = —< () f (x), e—lkX> % JRP (x) f (x) e kX dx

n—27l
J p(x)f (x)e” lkxdx——Zf TontP (V) Tonef () e K270y

eez —n—27d =
1 (" .
J Tamep () f (e dy = — (Z TontP (y))f (e dy
ZeZ —-n —T \(€Z
soit -
1 .
a(f)= z—f fekdy. (3.8)

T —T

On retrouve bien 13 les traditionnels coefficients de Fourier.
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Chapitre 4

L'intégrale de Cauchy

Nous ne traiterons plus désormais que de fonctions de variable complexe, ce qui nous permettra
un changement de point de vue et l'introduction d’'un nouvel outil : 'intégrale de Cauchy. C’est de la
confrontation de ces deux approches (séries entieres et intégrale de Cauchy) que découle la puissance
de la théorie des fonctions holomorphes.

4.1 Larelation de Cauchy-Riemann

Rappelons tout d’abord que

DEFINITION 4.1 Soient f et g des fonctions C — C ; on dit qu’elles sont tangentes en a si, pour r suffisam-
ment petit,

sup |f(z)—g(z)[=o(r).

|z—al<r
Le fait pour deux fonctions d’étre tangentes en un point constitue une relation d’équivalence.

DEFINITION 4.2 La fonction f est dérivable en 2, si il existe une application linéaire continue Df, € £(C,C)
telle que f(2)— f(20) et Df,, (z —2) soient tangentes en z.

Cette définition est bien entendu valable dans un cadre beaucoup plus large tel celui des applications
entre espaces de Banach.

Notons que deux applications linéaires tangentes en un point sont identiques et que la dérivée est par
conséquent unique. On écrira

f(2)—f(20) = (z—20) f'(20) +0(z—20). (4.1)
Si f est une fonction dérivable : R> — C, on a

of of
Fe, )= Flxa, 70) = (= 0) S0, 30) + (= 30) %(xo,yo) o (lx—xol +1y = yol).-

Soient maintenant une fonction f : C — C, et ¢ 'application R? — C définie par
c(x,y)=x+1iy. (4.2)

Nous poserons B B
f=foc,soit f(x,y)=f(x+1iy). 4.3)

47
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PROPOSITION 4.3 (Relation de Cauchy-Riemann) Pour que f soit dérivable en a = a +if3, il faut et il

suffit que f le soit en (a, 3) et que la relation suivante soit vérifiée Q
Fap+i@p=o @9 o
on aura alors _
F@ =L ap)- i @.p), 45

On explicite couramment la relation (4.4) sous la forme suivante

89{ef aJmf

(a,f)= (a, 8) (4.6)

ajmfa 89%ef
X

(a, ),

ce qui conduit a parler des relations de Cauchy-Riemann, mais ne présente aucun avantage par rapport
a la formule (4.4).

DEMONSTRATION.

> Supposons tout d’abord que f soit dérivable, on aura

of L .
ax(a,ﬁ),a(a,ﬁ)) = f'(a)- (1,1,

- (3f
Df(a,/j) = Dfa o DC(a’ﬁ), soit (—

ou encore

f( B)=F'(a) et —f(a B)=if'(@).

> Réciproquement supposons f dérivable et la relation de Cauchy-Riemann vérifiée, et posons

5= Liap),
X
Nous aurons

f(Z)—f(a)—(z—a)g(Z)=f(x,y)—f(a,ﬂ)—((x—a)+i(y—ﬁ))Z—{C(a,/ﬁ)

=f(x,y)—f(a,ﬁ)—((x—a) Lapr+-poL (a,ﬁ))
x oy
—o(x—al+ly—BN=o(—a).

Q.E.D.

DEFINITION 4.4 On dit que f est holomorphe dans Uouvert Q C C si elle est de classe 6! vis-a-vis de la
variable complexe z.

Py Notons qu’en fait, ainsi que nous aurons 'occasion de le démontrer ultérieurement, hypothése de conti-
nuité de la dérivée est inutile, car les fonctions dérivables sont holomorphes, et méme indéfiniment dé-
rivables. Il est donc loisible de supprimer I'hypothése de continuité de la dérivée dans la définition des
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fonctions holomorphes, mais il se trouve que le choix du texte permet quelques simplifications dans
I'exposé des propriétés essentielles des fonctions holomorphes.

Posons

ce qui conduit a écrire

of _1(af af\ _of _1(af .of
32_2(8x 8y)e 2z~ 2\ax '3y @7 Q
Dans ce contexte la relation de Cauchy-Riemann prend la forme suivante :
of
2 =0 .8
3z , (4.8)

et on aura
af _of of _of
)==— + == (4.9)
f dx 0z 3% Oz
Les précautions que nous avons respectées en introduisant les notations f et f sont souvent considérées

comme inutiles et il est courant de rencontrer des formules telles que

3f af of of f
f()_ 3' t% (ax ay)

qui doivent étre manipulées avec prudence.

C’est la relation (4.4) qui permet de saisir a quel point Uhypothese de dérivabilité de f est plus contrai- P
gnante que celle de dérivabilité pour f .

4.2 Intégrales de chemin

DEFINITION 4.5 Un chemin est une application continue y d’un intervalle fermé borné [a,b] (a < b) de R
dans C. Lorigine est le point y(a) et Uextrémité le point y(b). Si y(a) = y(b) on dit que le chemin est un
lacet.

On supposera désormais que y est de classe 6! par morceaux, c’est-a-dire qu’il existe une subdivision
(finie!) a =ay < a; <--- <a, = b de [a, b] telle que la restriction de y a [a;,a;,;] soit de classe €*. Il
importe de distinguer le chemin, qui est une application [a, b] — C, de son image y ([a, b]), deux chemins
différents étant susceptibles de partager la méme image. En fait, nous n’y sacrifierons pas toujours dans
le texte, mais le lecteur est vivement invité a garder en mémoire cette distinction.

DEFINITION 4.6 (Intégrale de Cauchy) On appelle intégrale (de Cauchy) de f sur le chemin y, et on note

f f(2)dz = J foy(t) y(t)dt = foy(t) y'(t)dt. (4.10)
Y i=0,n—1 Y [a;,ai41] [a,b]
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chemin

FIGURE 4.1 — Chemins et lacets

4.2.1 Changement de paramétrage

Supposons que ¢ soit une bijection de classe €' par morceaux, croissante : [c,d] C R — [a,b] C R,
alors 6 = y o ¢ est un chemin, de classe €' par morceaux, dont 'image est la méme que celle de y, et
on aura

-
ff(Z)dz=J for(t) Y’(t)dt=f forow(s)y op(s) |¢'(s)|ds
Y [a,b]

¢~ '[a,b]

-
= foyop(s)y' ow(s) ¢'(s)ds
[c.d]

= [ fo0(s)0'(s)ds =f f(z)dz,
0

[c.d]
J f(z)dz = f f(z)dz.
Y rop

C’est dire que y et 8 sont deux chemins équivalents, qu'on ne distinguera pas par la suite. En particulier
on pourra toujours supposer que l'intervalle de variation du parametre est [0,1] (ou [0,27] quand le
chemin est un cercle!)

soit

Choisissons maintenant pour ¢ une bijection décroissante : [c,d] — [a, b], on aura

[c.d]

ff(Z)dz= for()Y'(t)dt=| foyowp(s)y owls) |¢'(s)|ds
Y [a,b]

=— fo0(s) 9’(s)d3=—J f(z)dz.
0

[c.d]

Lintégrale de Cauchy ne dépend donc du paramétrage que par Uintermédiaire du sens de parcours du chemin
considére, elle est changée en son opposée quand le sens de parcours est inversé.
Notons également que, si v est un lacet, alors pour ¢ € [a, b], le chemin 6 défini par

0(s)=7v(s), c<s<b
O(s)=v(s—b+a), b<s<b+c—a

est équivalent a y, ce qui signifie qu’en fait 'origine a = b est sans importance.
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4.2.2 Changement de variable

Soit 1 holomorphe au voisinage de v ; on pose

h=fo1,
alors
f h(z)y'(z)dz = f hoy(t)y oy(t) y'(t)dt
Y [a,b]
= foyoy(t) (Yoy) (r)dt
[a,b]
= f(&)ds,
Poy
soit
f foy(z)y'(z)dz = f(")dz, (4.11)
Y poy

formule qui présente une subtile différence (laquelle ?) avec la formule classique du changement de variable.

®

Changement de paramétrage Changement de variable

Contrairement a I'intégrale de Lebesgue, l'intégrale de Cauchy n’est pas une forme linéaire positive, son
signe dépend du sens de parcours du chemin et le changement de variable fait intervenir la dérivée de
1) et non pas son module; c’est qu’ici la notion adéquate n’est pas celle d’intégrale d’une fonction mais
celle d’intégrale d’une forme différentielle sur une variété.

On notera que malgré une certaine ressemblance superficielle, les formules (4.10) et (4.11) sont de
natures différentes : lors d’un changement de paramétrage, la fonction ¢ : R — R est supposée continue
et dérivable par morceaux, tandis que dans un changement de variable 1) : C — C est holomorphe.

Sib>a,etc=/[a,b], on note couramment
a b
—f for(®)y'(1)dt =J for(®)y'(t)dt =Jf or(t)y’(t)dr.:ff(z)dz.
b a c Y

4.2.3 Formes différentielles

Une forme différentielle de degré O sur un ouvert  C C est tout simplement une fonctiong : — C;
une forme différentielle w de degré 1 sur Q est une application 2 — £ (C;C), c’est encore dire que
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w (2) est une application linéaire de C dans lui-méme, ou encore que (w (2), ) = w (z) {. La différentielle
extérieure d’'une forme différentielle g de degré 0 est la forme différentielle dg de degré 1 donnée par

(dg(2),8) =g (z)¢.

Si y est un chemin, on note (y*w (t),7) = <w(y(t)),<y’(t),1>>, ce qui définit également y*w
comme une forme différentielle de degré 1 : R — £ (R; C). Par définition,

b
fcoZJ r*w.
Y a

L'application identité 1 : z — z est linéaire, sa différentielle extérieure est donc I'application constante
égale a 1 elle méme, on la note dz. Avec cette notation , on écrira { = (dz,{) et dg (z) = g’ (z) dz ainsi

que r*w () = w (y (1)) ' (t)dt.
(i) Siw(z)=f(2)dz, onauray*w(t)=f(y(t))y' (t)dt et

b
ff(z)dz=J flr @)y (©)dt.
Y a

(ii) Siw = dg, (onditalors que la forme différentielle w est exacte), alors y*w (t) = g’ (y (£)) ' (t)dt =
(goy(t))dt,dou fy w=goy(b)—goy(a) ; ondit que w possede une primitive. Contrairement au cas
des fonctions continues de la variable réelle, qui possedent une primitive, toutes les formes différentielles
ne possedent pas de primitive.

(iii) Une forme différentielle est dite fermée si elle posséde localement une primitive. Le fait pour une
forme différentielle d’étre fermée n’entraine pas nécessairement qu’elle soit exacte, cela dépend de la
géométrie du domaine Q2 considéré.

4.2.4 Composition des chemins

On peut également recoller deux chemins : si y est défini sur [a, b] et 8 sur [c,d] et si y(b) = 6(c),
on peut poser par exemple

AMt)=y(t),a<t<b
AMt)=0(t+c—b), b<t<b+d-—c,

ff(Z)dZ=ff(Z)dZ+f f(z)dz;
A % 6

Si 0(t) = y(b+a—t), alors les chemins y et 6 ont la méme image mais sont parcourus en sens
inverses et on a

et on aura

onnote A=vV6.

r b
f f(z)dz = f(z)dz+f fod(t)0'(t)dt
YVQ J’)/ a

r b
=J f(z)dz—f foy(b+a—t)y'(b+a—t)dt
Y a

- b
:J f(z)dz—f foy(s)y'(s)ds=0.

Y
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On constate que le lacet y V 0 est équivalent a 0, et que Uhypothése de croissance dans le changement de
parameétrage est essentielle a U'invariance de Uintégrale de chemin.

On peut généraliser cette formule au cas ol les chemins ne se raccordent pas et poser

n

Z f(z)dz =f f(z)dz avec A = \n/yi,
A i=1

i=1v7i

On appelle A une chaine et, dans le cas ot les y; sont des lacets, un cycle .

4.3 La théorie locale
Soient a € C, et r > 0, on utilisera essentiellement dans ce paragraphe le chemin circulaire
ri(t)=a+ re?i™ te[0,1], (4.12)
ce qui en fait reposer les résultats (déja substantiels) sur des calculs explicites extrémement simples.

4.3.1 La formule de Cauchy locale

Il s’agit 1a d’'un résultat intermédiaire nécessaire a la mise en place de la théorie, mais qui sera ulté-
rieurement supplanté par un résultat considérablement plus général.

LEMME 4.7 Soit f continue dans la couronne
2=={ze€C|r<l|z—a|l <R}

et holomorphe, sauf éventuellement en un point, soit 2y, alors si r < p <R,

J f(z)dz
p

(i) side plus r =0, f étant définie et continue en a, alors

J f(z)dz =0.
T

Nous verrons ultérieurement que les hypothéses faites sur f rendent impossible 'existence d’un tel point
2g-

(i) Lintégrale

est indépendante de p,

DEMONSTRATION.

> Posons

ﬂ(p)=J f(z)dz;
1

selon la formule du changement de variable (4.11), avec w =z —a et h(w) = f (2), on aura

1

v“(P) = f h(W)dW = 217Tpf h(peZiﬂt)eZimdt‘
"o

0
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f(z)dz=0

./if(z)dzcte /

°
Va

FIGURE 4.2 - Invariance vis-a-vis du rayon

Ou encore avec g(w) = wh(w),
1

F(p) = Zinf g (pe*™)dt.
0

2it) est continue, et pour p # |wy| vérifie

Posons w, =z, —a ; la fonction p — g (pe

% g (pezint) — eZintg/ (W) — eZint (h(W) + Wh/(W)) )

Elle est donc continiment dérivable pour p # |w,|, et par conséquent

1 1
. . 1 0 ;
j/(p)ZZI’I’E e2mtg/(p621nt)dt:_ —g(pez””)dtzo.
0 pJo 9t
Il en résulte que .# est séparément constante sur [r, |zo|] et [|2,],R], et comme elle est continue, qu’elle est en fait
globalement constante sur [r,R].

> Sideplusr=0,0ona
1

£(p)=lim £(p) = 2iTL’J g(0)dt=0.
p—0 0

Q.E.D.

LEMME 4.8 Siz,€ Cetr # |z9g—al, alors
© 1 dz | Osir<l|zy—ada| 13
2im z—zy | 1sir>|z—al (4.13)

e

La structure de cette formule n’est pas sans rappeler celle des formules de représentation intégrale de

® la théorie du potentiel ; nous aurons l'occasion de constater par la suite que cette ressemblance n’est
pas fortuite. Notons bien que la fonction (z —z,) "' nest pas susceptible du lemme 4.7 car elle n’est pas
continue en 2.

DEMONSTRATION. Avec w =gz —a et wy = 2, —d, On aura

f dz _f dw
ya %0 o W—Wo
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> Pour |w| =71 < |wgl,

]
w—w, wow/wo—l wo &5

Comme le rayon de convergence de cette série est égal a |{;|, elle est uniformément convergente sur Y(r): et par

conséquent
n
w
f dw E J (—) dw,
Y9 neN nen J y0 Wo

1
d 1 )
J LA E J ( ) dw=—2in E ( ) J R T
yo W—Wo wo £t J 0 \Wo 0

neN

d’ou

> De méme, si |[w| =1 > |wg],

ek DY ()

neN
d’ou
WO wq dt
[ I3y am=ang () [ A
)/0 neN neN

soit en fait

1
d
f i =2i7'cf dt =2im.
Ygz_ZO 0

Q.E.D.

THEOREME 4.9 (Formule de Cauchy locale) Si f est holomorphe dans le disque |z —a| < R, et si 2, ap-
partient a ce disque avec |zg—a| < r <R, alors

1 [ f@),

2in ye 27 %0

f(z0) = (4.14)

Il s’agit bien la d’'une formule de représentation intégrale : la valeur de f en tout point du disque ouvert
de rayon r peut étre explicitement obtenue a partir de sa trace sur le bord de ce disque.
DEMONSTRATION. On pose

v(z)=

TOZIC) oy et pte0) = £ Ca)

— 2

Comme f est holomorphe, la fonction ¢ est continue dans le disque, et elle y est holomorphe, sauf peut-étre en

2o. D’apres le lemme 4.7 on aura
f(Z)—f(zo)dzzf o(5)ds =0,
')/(1

Z—2Z
it 0 ;

mais le lemme 4.8 nous montre que

f(z)

2 —g

d = 2i7f (2y),
re

d’ot le résultat.
Q.E.D.
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FIGURE 4.3 — Formule de Cauchy

4.3.2 Développement en série

THEOREME 4.10 Si f est holomorphe dans le disque |z — a| <R, alors

f(z)zz:an(z—a)n,oizan—L &dé’,V|z—a|<r<R, (4.15)

T 9; n+1
neN 2im ’)"rl (C - a)
et le rayon de convergence de la série est supérieur ou égal a R.

DEMONSTRATION. Soient z et r tels que |z —a| < r <R ; en vertu du théoreme 4.9, on a

fe=— | £

2i7 ya {—z

mais, siw={_—a,

Ciz - w—(i—a) - %%(zv_va)n’

d’ou

fo)= 3 E=D FO 4

: 1
eN 2iT ye (é’ _ a)n+

et le résultat.
Q.E.D.

La conséquence suivante est tout-a-fait remarquable, et n’a pas son équivalent pour les fonctions de
variable réelle :

COROLLAIRE 4.11 Une fonction holomorphe est analytique.

Il y a donc coincidence entre fonctions holomorphes et fonctions analytiques d’une variable complexe. En
Q particulier les fonctions holomorphes sont indéfiniment dérivables et sont sujettes au principe du prolon-
gement analytique.

PROPOSITION 4.12 (Inégalités de Cauchy) Soit f holomorphe dans un ouvert contenant le disque |z — a| <
Q r, alors

|
F®@)] < 7 sup f (=) (4.16)
z2€Y?
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Il s’agit 1a en fait d'une version renforcée de I'inégalité (2.2) dont nous avons di faire 'hypothese pour
démontrer qu'une fonction de variable réelle indéfiniment dérivable est analytique, alors qu’elle est au-
tomatiquement vérifiée dans le cas d’'une fonction holomorphe.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 1.29, on aura en effet f ™(a) = n!a,, or selon (4.15)

L[ Q)
n 2”_[ o (C a)n+1dg
d’ou
0] < = J 501 < 37 S FO1 25 = sup (), (4.17)
2n o 1€ —al Leye ™ geye

et par conséquent

F9(@)] = ntla,l < 2 sup £(D).
I ey

Q.E.D.

THEOREME 4.13 (Théoréme de Liouville) Une fonction entiére f vérifiant
lfEI<C+I20)7,

ol p est un entier positif ou nul, est un polynéme de degré p au plus. En particulier une fonction entiére
bornée est constante.

DEMONSTRATION. D’apres la formule (4.17), comme f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence
infini, on aura Vn, r
C(1+r)y

>

la,| < "
dotta, =0, Vn> p, soit f(z) =D "_, a,z".

Q.E.D.

Il n’existe bien s{ir aucun résultat de ce type pour les fonctions de variable réelle.

COROLLAIRE 4.14 (Théoréeme de d’Alembert) Un polynéme non constant posséde au moins une racine
complexe.

DEMONSTRATION. Considérons un polynéme P(z) de degré n, et la fonction f (z) = 1/P(2). Si P(z) ne s’annule pas
sur C, elle est continliment dérivable et donc entiére, et de plus bornée. En effet si on suppose que a, # 0

n n

P(z) = Z a zk =2" Z zilfk ,

k=0 k=0

ce qui prouve que |P(z)| — oo quand |z| — o0, et donc que f (z) est bornée en dehors d’un disque compact ; comme
d’autre part f(z) est continue, elle est bornée sur ce disque. Il en résulte que f(z) et donc P(z) est constant.

Q.E.D.

@
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COROLLAIRE 4.15 Si les racines a;, i = 1,m du polynéme P(z) ont pour multiplicité k;, alors il existe une
constante c telle que

m

P(z)=c l_[(z —ai)kf

i=1
ol k=2, . ki, et k est le degré de P.

DEMONSTRATION. En effet, un développement de Taylor nous fournit
P(z) = P(a;) + (z — a;) Q(2),

ol Q(z) est un polynome de degré k — 1, soit si a; est une racine, P(z) = (z —a;) Q(2). En réitérant 'opération, ce
qui est toujours possible jusqu’a ce que Q(z) soit constant, et compte tenu du corollaire précédent, on obtient la
formule annoncée.

Q.E.D.

4.3.3 Développement en série de Laurent

Nous venons de voir qu'une fonction entiere dont le comportement a I'infini se compare a une puis-
sance n’est rien de plus qu'un polynome, il est donc particuliérement naturel de s’intéresser a des fonctions
qui ne sont pas holomorphes dans tout le plan, et en particulier a des fonctions qui ne sont holomorphes
qu'a I'extérieur d’un disque ou plus généralement dans une couronne.

THEOREME 4.16 Si f (z) est holomorphe dans la couronne 2= {z € C|r < |z —a| <R}, dlors, Yz € Z, on

Qa

f@=> c(z—a), (4.18)
nez
ol
n L &dg Vo tel que r < p <R, (4.19)

=5 n+1
2i7T e ({—a)
et la série converge normalement dans toute couronne E' = {z € C \r’ <lz—a|<R'}our<r <R <R.

11 s’agit donc d’une simple généralisation de la formule (4.15) qui fournit les coefficients du développe-
ment en série entiere d'une fonction holomorphe dans un disque.

FIGURE 4.4 — Développement de Laurent

DEMONSTRATION. Par changement de variable on se ramene au cas ot a = 0 en posant w =z —a et h(w) = f ().
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> Comme O — h(pe'?), est continiment dérivable et périodique sur [0,27], en vertu du corollaire 3.5, elle
peut étre développée en série de Fourier uniformément convergente ; on aura alors

271
h(pe'®) = Za (p)e" ot a (p)——f h(pe'®)e "9d0.
0

nez

Si on pose g(p, ) = h(pe'?), on obtient

o 0 2 Ovrr i id
3600 =1 (pe) et 50, 0) =N (pe”) = Z0(p,0),
20 op
d’ot, en intégrant par parties,
Zﬂ:
@ (p)=—5— J R f 2(p,0)e a0 — 2 [5(p, 0)e ]

h i —m@de__
2np (pe™)e o (P

Il en résulte que a,, est de la forme
a, (p) = c,p",

soit

h(pe'®) = Z " p™ ou encore h(w) = chw".

nez nez

> La série ), _ c,w" est normalement convergente sur [0,R’] dés que R’ <R, en effet

1 21
e, = la, (p)I = Y f h(pe'®)e "%do
TiJo

27
1 . .
< Z—J {h(pe‘0)|d9 <M(p)= sup |h(pele)|.
T Jo 0<[0,27]

d’ou

e - (5] e E(5) -2

neN neN neN

> De méme la série ), _,c,w" est normalement convergente sur [r’, +00] dés que r’ > r car

>l () Z|c,n|r (%)HSM(r);(:) — M(r) r/r/ =M(r)r,r_

n<0

> En conclusion, on aura

f(z)=h(w)= E ca(z—a)",
nez
avec

27
anan(P)P_n=$f f(a+pei9)(pei9)_nd9=—? J —(gf(ag))nﬂdg pourr <p <R.
0 a (6 —

2i7
Q.E.D.

Un développement en série de Laurent Y. _, c, (z—a)" se présente donc sous la forme de la somme
de deux séries entiéres, 'une d’entre elles ZHGN ¢, (z—a)" convergeant dans le disque de rayon R, et
Pautre D, _,c_n(z—a)™™, relative & la variable 1/ (z — a), convergeant & 'extérieur du disque de rayon
r.
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Chapitre 5

La théorie de Cauchy globale

Au chapitre précédent, la formule de Cauchy (4.14) a été obtenue comme le résultat d’'un calcul
explicite relatif a une intégrale sur un cercle. En fait on peut montrer que ce résultat s’étend a une grande
variété de chemins, au prix de I'abandon du caractére explicite des calculs.

5.1 Lindice d’un point par rapport a un lacet

La formule (4.13) nous a montré que

1 dz {Osir<|zo—a|

2im Y?z—zo_ 1sir>|zy—al

De facon plus générale

DEFINITION 5.1 Pour a ¢ y, la quantité

2iT z—a

n(y;a)=— 1 f ! dz (5.1)
Y

est un entier relatif appelé indice du point a par rapport au lacet y.

DEMONSTRATION. Selon le changement de variable w = 2 —a et avec 6 (s) = v (s) —a, on aura n(y;a) =n(5;0).
Choisissons le paramétrage du lacet & de telle sorte que §(0) = 6(1) et posons

5'(s)
(t)=f ds
§ , 36)

on aura donc

g()= L (?-6(( ))ds =2itn(5;0) et g'(t) = /((j)),
d’ou
- (e_g(f)5(t)) ) —g(f)5(t) + e85’ (t)=

( )
11 en résulte que
5(0) = e¢©5(0) = eM5(1) = e2M5(0),

—g(1
e g( ) s

et par conséquent 2itn(5;0) = g(1) = 2imk, ou k est un entier relatif.
Q.E.D.

61
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N n
Dans le cas ou A =/ i—1 Yi est un cycle, on posera

n

n(A;a)= > n(y;a).

i=1

5.1.1 Calcul pratique de l’indice

En anglais, de facon tout-a-fait judicieuse I'indice s’appelle winding number (nombre d’enroulement).
Dans 'appendice C on montre qu'une méthode pratique de calcul de I'indice du point a par rapport au
lacet y est la suivante :

On trace une droite A passant par a, on repére les intersections m; de A avec y, a chacune desquelles on
Q associe le nombre +1 si, vu de a, y est parcourue dans le sens direct au voisinage de m;, et le nombre —1 si
y est parcourue dans le sens rétrograde. Lindice est alors la demi-somme de tous ces nombres.

PROPOSITION 5.2 Soit ¥ un lacet
(1) n(y;a) est constant sur chaque composante connexe de C\ {r}.

(i) Si D est la composante connexe non bornée de C\ {y}, alors Ya € D, on a n(y;a) = 0.

DEMONSTRATION.

> Soient D I'une des composante connexe de C\ {y} et a € D. Notons f (x) = n(y; x) et posons

H={xeD|f(x)=f(a)};

I'ensemble H est fermé, puisque f est continue, mais si y € H, toujours par continuité, Ir tel que |f (y)— f(x)| <
1/2, Yx € B,(y). En fait comme f ne prend que des valeurs entiéres, on aura f(x) = f(y), Yx € B,(r), ce qui
prouve que B,(y) C H, et par conséquent que H est ouvert. Par connexité de D il en résulte que H = D, c’est-a-dire
que f est constante sur chaque composante connexe de C \ {y}, et en particulier sur celle qui contient I'extérieur
d’un quelconque disque contenant .

> Comme 7y est continue, son image est bornée, elle est donc contenue dans un disque, soit A. Si a appartient
au complémentaire de A, la composante connexe D de a n’est pas bornée et contient I'extérieur de A. C’est la
seule composante connexe non bornée de C\ {y}, car d’'une part toute autre composante non bornée rencontrerait
I'extérieur de A et d’autre part deux composantes connexes distinctes sont nécessairement disjointes.

> Soit z € 2, on peut choisir b suffisamment grand pour que 7 |z — b| > fy |d| = fol |y’ (s)| ds et par conséquent

[n(y; b)| < 1/2, il en résulte que n(y; b) = 0, et comme l'indice est constant sur chaque composante connexe,
n(y;a)=0VYaeD.

Q.E.D.

FIGURE 5.1 - trois composantes connexes
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5.2 La formule de Cauchy globale

DEFINITION 5.3

(i) Soient v, et v, deux lacets dans Uouvert Q, on dit que y, et Y5 sont homologues dans I'ouvert  si
n(y;;w) = n(yy; w) pour tout point w extérieur a Q.

(ii) On dit qu’'un lacet y est homologue a 0, s’il est homologue a un chemin constant, c’est-a-dire dont
limage est réduite a un point; c’est encore dire que n(y;w) =0, Yw ¢ Q.

On constate aisément que la relation d’homologie constitue une relation d’équivalence. Nonobstant la
référence a Cauchy, la démonstration du théoreme qui suit sous sa forme générale est récente.

THEOREME 5.4 (Formule de Cauchy : Dixon) Soit Q un ouvert et f une fonction analytique sur Q ; si y
est un lacet homologue a 0 dans 2, alors on a

1 [ f@

2i -
in ), z

adz =n(y;a) f(a), Vae Q\{y}. (5.2)

Chemin non homologue a 0 Chemin homologue a 0.

Q est la zone grisée Q est le complémentaire de la zone grisée

DEMONSTRATION.
> Posons

czFEwet pw,w) = f'(w) ;

_fE)—f(w)
(,D(Z, W) -
z—WwW

la fonction ¢ est continue et holomorphe en z en dehors de la diagonale, mais de plus

ole,w)—p(mw) = LT )
FOGE= W)+ F/) = wf [24 0 =w)
z—Ww
£(w)

== (z—w)+o(z—w),

ce qui prouve que z — ¢(z,w) est dérivable, et que
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Par ailleurs, pour z # w,

29,y F@E=W (@ Fw)
9z (z—w)2
_ F'W)E—w)+ W) E—w)—f W) E—w)— W) (z—w)* /2+ 0 (z —w)?

(z—w)?
f"(w) 40 (z—w) ,
2 (z—w)?

puisque f est indéfiniment dérivable d’apres le corollaire 4.11. Il en résulte que z — ¢(z,w) est continliment
dérivable, c’est-a-dire holomorphe.

> On pose alors
H={weC\{y}In(y;w)=0},
C’est une union de composantes connexes de C\ {y} d’apres la proposition 5.2, et donc un ouvert de C, d’apres le

FIGURE 5.2 — Lensemble H

corollaire D.12, puisque C\ {y} est un ouvert de C ; de plus C = H U, puisque n(y;w) =0 dans Q. Posons

de, z€H,

glz)= J. plz,w)dw, z€Qet g(z) =
Y T

définition dont la cohérence mérite d’étre vérifiée pour z € Q2 N H. C’est bien le cas car si z € Q,

f cp(z,w)dwzf de:f(z)f dw [ f(w) dw
z=w Z—w Z2—w
Y Y v »
=—f(z)f d—w+f GO
y W2 , W3

= 2imn(y;2)f (2) + J 1) g,
v w—2z

soit
J p(z,w)dw = J mdw pourz € QNH.
w—g
Y Y

> La fonction g est analytique dans 2 et dans H, et c’est par conséquent une fonction entiére ; elle tend vers O
au voisinage de l'infini car ce dernier est inclus dans H, elle est donc nulle d’apres le théoréme de Liouville 4.13.

C’est dire que
o=g(a)=f f—(“)_f(z)dzv:f(a)f Az —J L&) 4 vaea\ iy,
v a—2z y a—z y

a—z

soit
f(z)

z—a
Y

dz = 2intn(y;a)f (a), Vae Q\{r}.
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Q.E.D.
En appliquant le théoréme précédent a la fonction g(z) = (z — a) f(z), on obtient le

COROLLAIRE 5.5 (Théoreme de Cauchy) Soit Q2 un ouvert et f une fonction analytique sur . Si y est un
lacet homologue a 0 dans €,
J f(z)dz=0.
Y

Notons qu'une démonstration tout-a-fait analogue montre que les théorémes précédents s’appliquent éga-
lement a des cycles composés d'un nombre fini de lacets. Une autre expression du théoréme de Cauchy est
la suivante : lintégrale d’une fonction holomorphe le long d’'un lacet ne dépend que de la classe d’homologie
de ce lacet.

Remarquons par ailleurs que la formule de Cauchy (5.2) nous permet également d’accéder aux déri-
vées de f par dérivation sous le signe somme :

(2)

n(y; a)f(n)(a) = %J (zdez. (5.3)
Y

Voici maintenant un résultat remarquable, réciproque du théoreme de Cauchy 5.5, particulierement
utile lorsqu’il s’agit de démontrer qu'une fonction est holomorphe.

PROPOSITION 5.6 (Théoréeme de Morera) Si 2 est un ouvert, et f une fonction continue sur Q, alors f est
holomorphe dans Q dés que
f(z)dz=0 (5.4)
oT
pour tout triangle T contenu dans 2.

Notons bien que f peut étre holomorphe dans Q2 sans que (5.4) soit vérifiée, cela dépend en fait des

propriétés géométriques de €2, ainsi que nous le verrons plus précisément au paragraphe 5.5.
DEMONSTRATION. Soit a € €, il existe un disque B de centre a contenu dans 2. Notons [a, b] le chemin rectiligne
joignant a a b. Pour z € B, posons

F(z) = fw)dw.
[a,z]
Si z, € B, le triangle de sommets a, z et 2, est inclus dans B et par hypothése, on aura

f fw)dw =0, d’ot F(2) =J fw)dw.
[a,z]V[z,20]V[z0,a] [a,20]V[20,2]
Il en résulte que le quotient différentiel de F en z, a pour expression

F(z)—F(z) _ 1
z— ZO Z _ZO [ZO,Z]

fw)dw,

d’ott
F(z) —F(z) — F(ag) = 1

Z_ZO Z_ZO

1
1 1
f dw = f (z—2p)dt =1.
2=20 J[5 4] z2—2 J,

J (f (W) — £ (20)) dw,
[20.,2]

puisque
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Par conséquent

FOIZFE) _ p) < sup 1F ) —£(zo)l,
z—2, we(z,2]
d’ou
FOFG) ¢ quand s -2
Z—2

Nous avons donc montré que F était dérivable, avec pour dérivée f, par hypothése continue. Il en résulte que F
est holomorphe et par conséquent indéfiniment dérivable; il en est donc bien stir de méme de sa dérivée f.

Q.E.D.

LEMME 5.7 (Cantor) Si les A,, n € N forment une suite de fermés non vides emboités dans un espace
métrique complet et si diam A, — 0, alors (), A, Se compose d’un point unique.

DEMONSTRATION. Considérons une suite x, € A,, elle est de Cauchy et converge par conséquent, soit vers x, et
il est clair que x € [,y An. Supposons qu'il existe un autre point y € [,y An ; Ve on aura d(x,y) < ¢, d'ot
y=x.

neN neN

Q.E.D.

N

FIGURE 5.3 — Triangles emboités

PROPOSITION 5.8 (Théoreme de Goursat) Si Q est un ouvert, et si f est dérivable dans €, alors f est
holomorphe dans <.

DEMONSTRATION. Nous démontrerons que f’ est continue au voisinage de tout point de Q & l'aide du théoréme de
Morera 5.6.

> Soit donc A un triangle dans le disque D C Q et 6 son bord. A l'aide des points milieux sur chaque c6té de
A, on peut le subdiviser en quatre triangles égaux A;, i = 1,4, de bords 0, ; si on décide de parcourir chaque 6;

dans le méme sens que 6, on a
4
f f@)dz = ZJ f(@)dz,
1 i=1J6;

ainsi que |5;| = |5| /2 et diam A; = diam A/2. Soit alors 51 I'un des §; tel que

f f(z)dz
5;

f(z)dz

s

f(z)dz

5

J f(z)dsz
5

= ,i=1,4,

on aura

<4
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En réitérant le processus (voir la figure 5.3), on construit une suite de triangles A™ de bords 5™ vérifiant

A(l) DA(z) Do DA(“) Do
diam A™ = 27" diam A, |5(”) =27"|5|

f f(2)dz
5

Selon le lemme 5.7, il en résulte que [ )

<4"

f(z)dz

&)

eN A est réduite 4 un point unique, soit z.

> Soit alors € > 0, comme f est dérivable en z; il existe 7 tel que pour 0 < |z —z,| < 1, on ait
|F )= £ (z0) — (2 —20) f '(20)| < & |z 2l

Pour n suffisamment grand, on aura diam A™ < 1), et comme 2z, € A™, il en résulte que A™ ¢ B,(20). On aura
flz)dz = J (f ()= £ (20) = (2 = 20) f (%)) dz
&5(m 5
car d’apres le corollaire 5.5, comme 5™ est homologue 4 0 dans €,

0 =J dz =J zdz.
s s

> Il en résulte que

f(2)dz

5

5(”)| < e47"|6|diam A,

< ef |z —2,||dz| < & diam A™
50

f f(z)dz
T

d’ott f 5 f(2)dz = 0. D’aprés la proposition 5.6, il en résulte que f est holomorphe.

et par conséquent

< ¢|T|diam A,

Q.E.D.

On constate donc qu’en fait il est tout-d-fait possible de définir une fonction holomorphe comme étant P
dérivable, sans hypothése de continuité de la dérivée; c’est d’ailleurs un choix fréquent dans la littérature.
Lavantage de la présentation que nous avons choisie réside dans le fait qu’elle permet de disjoindre la
démonstration du théoréme de Cauchy de celle du théoréme de Goursat, dont l'utilité est d’ailleurs plus
théorique que pratique.

REMARQUE 5.9 On doit noter que lors de la preuve de la Proposition 5.8 les deux résultats qui sont intervenus
dans la démonstration sont d’une part le théoréme de Cauchy 5.5 appliqué a la fonction constante et a la
fonction f (z) = g, qui sont a Uévidence analytiques, ainsi que le théoréme de Morera qui ne nécessite que la
continuité de f, et qu’il n’a donc pas été utilisé de résultat faisant intervenir la continuité de la dérivée de f.

5.3 Le principe de symétrie

Notons Pt et P~ les demi-plans respectifs des complexes dont la partie imaginaire est positive ou
négative.
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PROPOSITION 5.10 Soit U un ouvert de P*, dont le bord contient une partie ouverte 3 de Uaxe réel. Soit f
une fonction holomorphe dans U, continue sur Uadhérence de U, et telle que f(f3) soit réel.Soit enfin U le
symétrique de U par rapport a Uaxe réel, alors la fonction g définie selon

g@)=f(),z€U
prolonge la fonction f en une fonction holomorphe définie sur UU S U U.

DEMONSTRATION. Montrons que g(z) est holomorphe dans U. On aura en effet
2% dg\_(of _of
ox’dy ) \ox’ dy)’

0% .98 _9f of _of of
St =i =i =

dx Jdy Jx Jdy Ix Oy
en vertu des relations de Cauchy-Riemann (4.4). Comme de plus g(z) = f (z), pour z € 3, le lemme 5.11 ci-dessous
permet de conclure.

et par conséquent

0

Q.E.D.

)

FIGURE 5.4 — Le principe de symétrie

LEMME 5.11 Si Q est un ouvert de C, et si la fonction f est continue et séparément holomorphe dans QNP+
Q et QN P7, alors f est holomorphe dans Q.

DEMONSTRATION. Soit donc un point g, de € situé sur I'axe réel, nous montrerons que f est holomorphe au
voisinage de z,. Considérons un disque B(z,) de centre g, inclus dans (2, selon le théoréeme de Morera 5.6, il
suffit de montrer que l'intégrale de f le long du bord de tout triangle inclus dans B(z,) est nulle. Les seuls triangles
intéressants sont ceux qui ne sont pas inclus dans P* ou P~. Soit donc A un triangle, A" = P*NA et A~ =P NA,

on aura
J f(2)dz = J f(2)dz+ f f(2)dz,
an an+ an-

car les contributions respectives du bord 3 se compensent. Comme f est séparément holomorphe dans B(z,) N P*
et B(z,) NP7, en vertu du théoréme de Cauchy on aura fy f(2)dz = 0 pour tout lacet inclus dans 'un de ces deux

ensembles. En vertu de la continuité de f, il en résulte que

f f(z)dz = J f(z)dz=0,
IA+ oA~

et la conclusion.
Q.E.D.
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FIGURE 5.5 — Symétrie par rapport a une droite

Ce résultat se généralise aisément au cas d'une symétrie par rapport a un cercle

LEMME 5.12 Notons Ji(a) linversion de péle a et de puissance R, j la symétrie j(z) = 2, C la transformation
de Cayley (voir Uannexe G), et Sg(a) la similitude définie par Sg(a)(z) = Rz + a. On aura

Sr(@)oCojoC o (Sg(a)) ™" =Jr(a)

DEMONSTRATION. On rappelle que

R*(z—a) R?
— it —
|z —al? (z—a)

Jra)(z) =a+

et . .
z—1 z+
Cz)=—cetC ' (z)=—i .
(=) z+1 () lz—l
On a tout d’abord
CojoC ' =7y(0),
en effet
iE+1)/E-D—i_2 1
iG+1)/GE-1D+i 22 2z

D’autre part
2

R
(z2—-a)

Sg(a) 0 J;(0) 0 (Sg(a)) ™! = +a=Jy(a).

Q.E.D.

THEOREME 5.13 Soient By = B, (a;) et B, = B, (a;) deux disques de bords respectifs C; et Cy, U un ouvert
de By, dont le bord contient un arc a du cercle Cy, f une application holomorphe de U, continue sur U, telle
que f (o) soit contenu dans C,. Alors la fonction

§(z) =Jp,(az)o f oJ, (a1)(2), z €J, (a;)(U)
prolonge la fonction f a U = Jp,(a1)(U) en une fonction holomorphe sur U U a U U.

DEMONSTRATION. On posera h; =S, (a;)oC eth, =S, (ay)oC et

cpzhglothl.
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De la proposition G.9 on déduit que ¢ est une application holomorphe de V = h;l(U ) c P* dans P, qui prend des
valeurs réelles aux points de 3 = h;l(a), et est par conséquent susceptible de la proposition 5.10 : elle se prolonge
4V selon
y=jowoj
en une application holomorphe. Il ne reste plus pour conclure qu’a poser
g:hzoyoh;l :hzojo(pojoh;1
=hzojoh;1 ofoh, OjOhI1
= Jpz(aZ) of OJpl(a1)>

d’apres le lemme 5.12.
Q.E.D.

FIGURE 5.6 — Symétrie par rapport a un cercle

Il s’agit donc d’un résultat essentiellement similaire a celui de la proposition 5.10 ol la symétrie par
rapport a 'axe réel a été remplacée par l'inversion.

5.4 Le bord orienté d’un compact

Pour certains cycles simples mais fréquemment rencontrés la détermination de l'indice est particu-
lierement facile et la démonstration du théoréeme de Cauchy peut s’effectuer a partir de la formule de
Green.

LEMME 5.14 Si y est un chemin continiiment différentiable, et si sa dérivée Y’ ne s’annule pas, alors Uappli-
cation t — y(t) est injective au voisinage de chaque valeur du parameétre t, et son image partage localement
le plan en deux régions.

DEMONSTRATION. Fixons t et supposons non nulle application linéaire y'(t) : R — C. On aura alors
Y/(t) . h = Zoh, 01\1 Zq # 0.

Notons & un nombre complexe non colinéaire a z, et définissons ¢ : Ja,b[ x R — C par la formule ¢(t,u) =
y(t) + ué ; en particulier on aura ¢(t,0) = y(t). La dérivée de ¢ est un isomorphisme car tout nombre complexe
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s’exprime d’une fagon et d’'une seule comme combinaison linéaire a coefficients réels de z, et &, et le théoréme
d’inversion locale nous montre alors qu’il existe des voisinages ouverts, V et W respectifs de (t,0) et y(t) tels que
¢ soit un difféomorphisme V — W. On peut réduire V a une boule centrée en (t,0) et choisir (par exemple) & de
telle fagon que le jacobien de ¢ soit positif, c’est-a-dire que ¢ conserve l'orientation, ou encore Jm(z,) > 0. Si V*
et V™ sont les intersections respectives de V avec ]a, b[ x R et ]a, b[ x R™, alors leurs images respectives W™ et
W~ par ¢ sont des ouverts connexes disjoints tels que W = WY UW~ U (y N W). Cest bien dire que localement y
sépare le plan en deux régions.

Q.E.D.

DEFINITION 5.15 Soit K un compact dont le bord est formé d’'une union finie de lacets v;, i = 1,n continii-
ment différentiables par morceaux. On dit que le cycle A = \/?:1 y; est le bord orienté du compact K (Figure
5.7) si

(i) les y; n’admettent pas de points doubles et ne se recoupent pas entre eux.
2 / s
(ii) les y; ne s‘annulent pas

(iii) la tangente a v, orientée dans le sens de parcours s’obtient par rotation de 1 /2 a partir de la normale
extérieure.

FIGURE 5.7 — Le bord orienté d’'un compact

Il s’agit en fait d’hypothéses raisonnablement contraignantes relatives a la géométrie de K qui per-
mettent d’utiliser la formule de Green. Nous allons voir au passage que dans ce contexte, le théoréme et
la formule de Cauchy en découlent aisément.

PROPOSITION 5.16 Soient y le bord orienté du compact K, et f holomorphe dans Uouvert 2 D K, alors

J f()dz=0
Y

1 [ f&)

2iTT z—a
Y

et

dz = f(a), Va€I°<,

DEMONSTRATION. On suppose que y = \/:l 1Yoouy; :la;,b;]—>C, b;>aq,.
> Posons c(x,y) =x+iy,y=co¥, K c( ) f = f oc; d’aprés la formule de Green, si V; est la normale

7. N T ~ ’ iy ’ e
extérieure a K, de composantes (vj)x et ( j)_y’ comme I'élément de longueur le long de ¥; n’est autre que d&; =

"’.(t)” dt,

J( o, y)+l—f(x y)) dxdy = Zf For @ (), 0+i(3), ) |71 a.
K
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Par conséquent, selon la relation de Cauchy-Riemann (4.4), comme la tangente a f; s'obtient par rotation de 7t/2
a partir de »; on aura

n b;
0=>" f for ) ((5), 0-i(%),®)
j=144;

7i(0)

?;(t)” dt.

Notons alors que £; = ¥(t)/

, d’ou

?;(t)” dt

n b
0=—iZJ For0 (i(7), ©+(2),®)
j=14q;

n b; n
=—iZJ forj(t)y}(t)dt=—iz f(z)dz,
j=14q

j=1J7;
soit

f f(z)dz=0. (5.5)
Y

> Avec f(z) =1/(z—Db), il en résulte en particulier que n(A; b) = 0 dés que b est extérieur a K.

o
> Soit a € K, et r suffisamment petit pour que le disque D de rayon r et de centre a soit inclus dans K. Notons
A% le cercle de rayon r et de centre a parcouru dans le sens rétrograde (Figure boriente cauchy) soit
- y p g g _ y

2%(t)=a+re ",
On pose K’ =K \ D, ce qui fait de y Vv A le bord orienté de K’ ; selon (5.5) on aura

1 1
o L [(f@y, 1 [ f@
2i1 ,2—a 2im ),,2—a

dz,

soit
1 (@)
2i1T 2—a

1
dz = J f(a+re 2 m)dt,
0

et ceci Vr ; il en résulte que

1 ([ f@

dz = f(a).

2im | z—a
Y

Q.E.D.

FIGURE 5.8 — La formule de Cauchy

Par comparaison avec la formule (5.2) on en déduit le
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COROLLAIRE 5.17 Soit A le bord orienté d’'un compact K, on a

n(A;w)=1, VWGI%CtTl()L;W)ZO, YweK =C\K. (5.6)

5.4.1 Développement en série de Laurent

Revenons un instant sur la démonstration de la formule (4.18). On notera T, le cercle de rayon R
et de centre a parcouru dans le sens direct et y,, le cercle de rayon r également parcouru dans le sens
direct. D’apres la proposition 5.16, on a, pour r < |z| <R,

f(C) f(C) dz
Faéj 2im Yaéj—z

1 1
=ff de_ff E(COIP
2T r, W20 2T o W20

ouw={_—a, g(w)=f({)etzy=2—a. Comme

——Z _ZO/W == 32 ol < wi

f()——

neN neN
1
w—g - :_z_zl w/z :_z_z( )
0 0 neN 0 OneN
20 20
=——Z( )= > () ol i
0 n<o 20 p=—1

il en résulte que

1 g(w) (29 \" 1 g(W) +1
f(z):ﬂZfFT(i) dW*ﬂZJ dw

—a)"
MZN Ff(() o 5 2 f f(C) )HH d¢
soit 1
f(2)=ﬂn§c§(z—a),
ou
Jf(@’) PR n>0etc, —f f({) C)n+1,n<0. (5.7)

Il s’agit 1a encore du développement de f en série de Laurent, dont l’expressmn des coefficients semble
moins générale que (4.19); ce n’est en fait qu'une apparence en vertu du lemme 4.7. Nous allons voir é
ci-dessous que cette propriété d’invariance vis-a-vis du chemin n’est pas limitée aux cercles concentriques.

5.5 Le théoreme de Cauchy homotopique

Selon le contexte, le théoréeme de Cauchy prend des formes diverses, 'une des plus utiles nous indique
quelles sont les conditions pour que I'intégrale d'une fonction analytique le long d'un chemin ne dépende o
que des extrémités de ce chemin. C’est en particulier dans ce cadre que I'on peut étudier la question du
prolongement analytique.
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DEFINITION 5.18

(i) On dit que le chemin y; :[0,1] — Q est homotope d v, :[0,1] — Q s’il existe une application
continue ¢ : [0,1]* — Q telle que

©(0,t) =7yo(t) et 9(1,t) =y,(t),
¢(u,0) =70(0) =71(0) et p(u,1) = 7,(1) = v1(1).

(ii) On dit que le lacet lacets y; : [0,1] — £ est homotope a y, : [0,1] — Q s'il existe une application
continue ¢ :[0,1]% — Q telle que

(10(0’ t) = YO(t): (p(lz t) = Yl(t) et (p(ua 0) = (P(ll, 1)

(iii) En particulier on dit que le lacet y, est homotope a un point (ou a 0) s’il est homotope a un lacet
constant.

o(u,t) = (a(l —u) + bu) 2t

FIGURE 5.9 — Homotopie

PROPOSITION 5.19 La relation d’homotopie est une relation d’équivalence

DEMONSTRATION.
> Tout d’abord y est homotope a lui méme par l'application ¢ (u, t) = y(t).
> De plus si y; est homotope a y, par ¢(u, t), alors y, est homotope a v, par ¢’'(u,t) = ¢(1—u,t).
> Enfin, si y, est homotope a y; par ¢ et y; a y, par ¥, alors y, est homotope a y, par 6 ot

0 (u,t) = ©(2u, t) pour 0 <u<1/2
LUZ p@u—1,t)pour1/2<u<1

Q.E.D.

On parlera donc de lacets homotopes entre eux. On note vy =~ v;.

DEFINITION 5.20 On dit qu’un ouvert Q est simplement connexe s’il est connexe et si tout lacet dans Q est
Q homotope a un point.

> Ainsi que le vocabulaire peut le laisser penser, il existe une étroite relation entre connexité et simple
connexité. On démontre en effet a 'aide du théoréme de Runge 10.16, qu'un ouvert connexe est simplement
connexe si et seulement si son complémentaire sur la sphére de Riemann (voir le chapitre 10) est connexe.
Cette constatation ouvre la voie a la notion de n-connexité : on dit qu'un ouvert connexe est n-connexe
si son complémentaire comporte n composantes connexes.
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> Il existe également une relation entre ’homotopie et ’homologie, on démontre en effet au chapitre
12 qu’un ouvert connexe est simplement connexe si et seulement si les lacets y sont tous homologues a
0.

THEOREME 5.21 Si y et y; sont deux lacets homotopes dans € et si f y est holomorphe, alors

Q@

f f(z)dz :f f(z)dz. (5.8)

Yo 71

11 en résulte en particulier que deux lacets homotopes sont homologues, il suffit a cet effet de choisir
f(@)=1/(z—a), ou a € Q° ; le contraire est faux en général. ®

DEMONSTRATION.

> La démonstration est particulierement simple lorsque ’homotopie ¢ est deux fois continiment dérivable.
Posons

1
g(w) = f o, SE w 0dr,
0

on aura 1
E
g(0)=J. f°<p(0,t)a—f(0,t)dt=f f(z)dz et g(1)=f f(z)dz,
0 Yo Y1
ainsi que
! 3¢ d 32
g = fo [f’w(u,t)a—ia—f(u,t)ﬁocp(u,t)au;pt(u,t)}dt
1
_| @ L2 PR IV Al
—fo (f cp(ut) )dt [ so(uta]
d’ou

J.f(z)dz=f f(2)dsz.
Yo T1

> Dans le cas général, I'idée consiste a réaliser une succession de chemins polygonaux intermédiaires entre v,
et y;. Notons que ¢ est uniformément continue, que K = ¢ ([O, 1]2) est compact, et maillons [0,1]* selon une
grille carrée de pas 1/n, en choisissant n suffisamment grand pour que

|-, )| <2/n= | )—e@, t)| <r=d(&,Q).
C[Ji+17 [k k+1
Jj’k_[n’ n ]X[n’ n ]

ik
Zix=9¢| =)
n’n

On aura diam J;; = v2/n < 2/n, et par conséquent diam ¢(J;;) < r d'ott P;; = ¢(J;x) C B.(Z;;) C Q. Soit
[Z] ko Zi w15 Zjjer1s Zjjo 2, k] le polygone dont les sommets sont les images de ceux de J;, il est tout entier
contenu dans B,(Z; ;). Comme le complémentaire de B, (Z; ;) est connexe, selon la proposition 5 2, T'indice de 9 P;

par rapport a tout pomt de ce complémentaire est nul. et on aura

On note

les mailles de la grille et

flz)dz=0

OPj

pour toute fonction f analytique dans Q (voir la figure 5.10).
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> Considérons maintenant le chemin Q ;= [Z i0:Zi1 3 Zjn-1,Zin =2 j,OJ , C’est un lacet, et on aura

f f(Z)dz—f f(Z)dZ—J f(z)dz,
k=0,n—1 J 9P Q; Qi1

f(z)dz = f(2)dz

QO Qn

soit

> Posons maintenant O'k(t) =y,o(t) pour k/n <t < (k+1)/n, le chemin o} a pour extrémités Z, et Z, ;. et
le cycle o V [ZO k41> Z0 « | étant inclus dans le disque B,.(Z, ;) est homologue a 0. Il en résulte que

> f fx)dz= | f(z)dz
[ZOk Zok+1] Qo

k=0,n—1

f f(z)dz= f(z)dz=
k= On 1J 0k

On aura de méme

f flz)dz = f(2)dz
Yn Qn

et par conséquent

f flz)dz = flz)dz = f(z)dzzf f(z)dz.
Yo Qo T1

Qn
Q.E.D.

FIGURE 5.10 — Invariance par homotopie

Comme un lacet constant est homologue a 0, le corollaire suivant s’en déduit :

COROLLAIRE 5.22

Q (i) Siy estun lacet homotope a un point dans 2 et si f est holomorphe dans €, alors

Jf(z)dz=0
Y

(ii) Si Q est simplement connexe, alors tout lacet dans  est homologue a O et par conséquent pour toute
fonction f holomorphe dans 2, on a
J f(z)dz=0
Y
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Le théoréme relatif aux chemins se déduit de celui relatif aux lacets :

COROLLAIRE 5.23 Si yq et y; sont deux chemins homotopes dans Uouvert Q2 et si f est holomorphe dans 2,

Q alors
f f(z)dz =J f(2)ds. (5.9)
Yo Y1

DEMONSTRATION. Nous aurons

0(0,t) =7o(t), w(1,t)=7.(t)
¢(u,0) =71,(0) =1,(0) et p(u,1) = yo(1) = y,(1).

Définissons le lacet y de la facon suivante :

y(t)=17,(3t), 0<t<1/3
r(t)=7vo(1)=71(1), 1/3<t<2/3
r(t)=7:(8(1—1)), 2/3<t<1,

soit en fait un aller le long de y, suivi d'un arrét puis d’un retour le long de y,. On aura donc

Jf(Z)dz =J f(Z)dz—f f(z)dz.
Y Yo Y1

Posons
P(u,t) = ¢(0,3t(1—u)), 0<t<1/3
Y, t)=e@Bt—1,1—u), 1/3<t<2/3
Y, t)=¢(1,3(1—t)(1—u)), 2/3<t <1,
on aura

Y(0,t) =y (t) et Y(1,t) =y,(0) = y1(0),

d’oti il résulte que y est homotope a un point, et par conséquent

Jf(z)dzzo.
Y

Q.E.D.

5.6 Primitives

La situation est la encore différente du cas des fonctions d’une variable réelle, en effet dans ce cas, si
f est intégrable, et si on pose

F(x)=cC +f f(t)dte,

alors F/ = f presque partout. Nous allons voir que dans le cas d’une variable complexe, 'existence d’une
primitive dans 'ouvert Q2 dépend dans une large mesure des propriétés topologiques de €. é

Rappelons que

DEFINITION 5.24 On dit que f admet une primitive dans Uouvert 2, s’il existe une fonction dérivable F
définie dans Q telle que F’ = f.
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FIGURE 5.11 - Invariance par homotopie de chemins

PROPOSITION 5.25 Si f admet une primitive F dans Q, alors f est holomorphe dans .

DEMONSTRATION. En effet, la fonction F étant dérivable est holomorphe en vertu du théoreme de Goursat 5.8, ©
elle est donc indéfiniment dérivable d’apres le corollaire 4.11, ainsi bien entendu que sa dérivée f.
Q.E.D.

PROPOSITION 5.26
Q () Sif admet une primitive dans , alors fyf(z)dz = 0 pour tout lacet y dans 2.

(ii) Si f est continue sur louvert connexe €, et si f ; f(2)dz = 0 pour tout lacet y dans 2, alors f admet
une primitive dans Q.

DEMONSTRATION.
> Si f admet une primitive, et si y est un lacet on a

b b
f f(x)dz = f Floy(t)y'(t)dt = f (Foy) (t)dt=[Foy];=0.
Y a a
> Réciproquement, choisissons z, € Q, et notons A un chemin d’origine 2, et d’extrémité z. Posons alors

F(z)= f f(w)dw.
A

Cette définition est indépendante du chemin, car si u est un tel autre chemin, y = A V (—u) est un lacet, et par

conséquent, d’apres 'hypothese,
J. f(w)dw—J. fw)dw = f fw)dw=0
A u Y

Soit alors A, un disque de rayon r centré en z inclus dans 2 et |h| assez petit pour que z+h € A. Dans ce disque, en
vertu de la proposition 1.28, comme f est analytique en vertu du théoréme de Morera, elle admet une primitive soit
G(2). Pour tout chemin v (h), d’origine z et d’extrémité z+h dans A, on aura donc f«»(h) fwW)dw=G(z+h)—G(z),

et par conséquent

F(z+h)—F(z)=J

AV(h)

f(w)dw—f fw)dw = fw)dw=G(z+h)—G(2)
A ()

d’ott

F(z+h)—F(2) — lim G(z+h)—G(2)

- lim TET T8 — ) = (@)

F'(z) = lim
h—0
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Q.E.D.

FIGURE 5.12 — Primitive

COROLLAIRE 5.27 Si f est holomorphe dans Uouvert Q) simplement connexe, alors f admet une primitive
dans Q.

DEMONSTRATION. En effet d’apres le corollaire 5.22, on aura fY f(2)dz = 0 pour tout lacet, et d’apres la proposition
précédente 5.26, f admet une primitive dans .
Q.E.D.

Si on applique en particulier ce corollaire a la fonction 1/z, on voit que le Logarithme admet une
détermination holomorphe dans tout ouvert simplement connexe ne contenant pas l'origine.Notons bien que
f peut étre holomorphe sans admettre de primitive. C’est par exemple le cas de f(z) = 1/(z —a) dans

le disque pointé B,.(a) = B,.(a) \ {a} (qui n’est pas simplement connexe!) puisque

dz
fz_ = n(y;a).
; a

On touche 1a du doigt la différence entre primitive locale et primitive globale puisque 1/(z —a) n’est
autre que la dérivée de Log(z — a), fonction dont nous avons démontré par ailleurs qu’elle n’admet pas
de détermination continue dans le disque pointé. Bien entendu, une fonction peut admettre une primitive
dans ©, méme si ce dernier n’est pas simplement connexe, c’est en particulier le cas de

z—a), k#-1,

dont une primitive n’est autre que

_ \k+1
k+1(z )

On voit donc que la validité du théoréme de Cauchy est soumise a des conditions diverses et indépendantes :

o Relative a la fonction f : lUexistence d’une primitive
o Relative au lacet y : qu'il soit homologue a zéro
o Relative a 'ouvert Q : qu’il soit simplement connexe

Ces conditions ne sont ni équivalentes entre elles ni indépendantes et ne rendent pas compte de
toutes les situations. Cependant on montre au chapitre 12 que les conditions suivantes sont équivalentes
dans un ouvert connexe :
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(i) Q est simplement connexe
(ii) Toute fonction analytique dans Q y admet une primitive

(iii) Tout chemin dans 2 est homologue a 0.

Dans le chapitre suivant nous aborderons le cas non simplement connexe dans le cadre de la formule
des résidus.



Chapitre 6

Le principe du maximum

La formule de Cauchy locale (4.14) témoigne d’'une considérable solidarité entre les valeurs d’une
fonction holomorphe en divers points, dont le principe du maximum sous les diverses formes décrites
ci-dessous constitue 'une des conséquences.

DEFINITION 6.1 (Propriété de moyenne) Soit f continue dans Uouvert Q. On dit que f posséde la pro-
priété de moyenne dans 2 si pour tout disque fermé B,.(a) inclus dans Q, on a

1 2m
f(a)= —f fla+re®)do.
21 0

LEMME 6.2 (Principe du maximum I) Si f posséde la propriété de moyenne dans Uouvert S et si |f | pos-
séde un maximum relatif en a € , soit |f (a)| = |f (2)| dés que |z — a| est assez petit, alors f est constante
dans un voisinage de a.

DEMONSTRATION. Le résultat est évident si f(a) = 0, supposons donc que ce n’est pas le cas et posons g(z) =
f(2)/f (a). Selon la propriété de moyenne,

1 21 1 21
1= %L gla+re?)do = %L Re (g(a+ reie)) do,

d’ott ,
O=f (1—9%e(g(a+rei9)))d9.
0

Comme de plus pour |z —al assez petit |f(a)| = |f(z)] dot1 1 > |g(z)| = Re(g(z)), onal>Re (g(a + reie)) dés
que r est assez petit. Il en résulte que e (g(a + reie)) =1 ; de méme Jm (g(a + reie)) =0, dot g(z) =1 au
voisinage de a, soit f(z) = f(a).

Q.E.D.

THEOREME 6.3 (Principe du maximum II)
(i) Une fonction holomorphe posséde la propriété de moyenne

(i) Soit 2 C C un ouvert connexe et f une fonction holomorphe dans Q. Si |f| posséde un maximum
relatif en a € Q, alors f est constante.

DEMONSTRATION.

81
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> Soit B,(a) un disque centré en a de rayon r inclus dans 2, d’apres la formule (4.14), on aura

f@=— | 184
2iT ” z2—a

1 27
z=—f fla+re®)do.
27 J,

> Selon le lemme 6.2, f est constante au voisinage de a, et en vertu du principe du prolongement analytique
(corollaire 2.5), il en résulte que f est constante dans .

Q.E.D.

REMARQUE 6.4 On peut donner de 6.3 (ii) une démonstration plus élégante : en effet si f n’est pas constante,
selon le théoréme 8.5 f(Q) est ouvert, d’'ou il existe une boule de centre f(a) contenue dans f (2), et par
conséquent un point { (au moins!) tel que |f ({)| > |f (a)|. De méme on peut trouver { tel que |Re f ({)| >
|%Re f (a)|, ce qui prouve qu’'une fonction analytique dont le module ou la valeur absolue de la partie réelle
(ou imaginaire!) est maximal en un point est constante.

FIGURE 6.1 - Le principe du maximum

6.1 En domaine borné

COROLLAIRE 6.5 Si Q est un ouvert relativement compact de C, si f est holomorphe dans 2 et continue sur
Q Q, alors elle atteint son maximum sur 8.

DEMONSTRATION.

> Comme Q est compact, f y atteint son maximum soit en a. Supposons que a € (2 et notons C la composante
connexe de a dans 2, c’est un ouvert en vertu du corollaire D.12, et par conséquent d’apres le théoreme 6.3, f est
constante dans C ; elle atteint donc (en particulier) son maximum sur dC.

> Soit x € dC, on ne peut avoir x € (, car si tel était le cas, il existerait un voisinage connexe V de x dans ,
ce voisinage aurait une intersection non vide avec C puisque x appartient a 'adhérence de C, et ne serait pas inclus
dans C puisque x n’appartient pas a C. Uensemble C serait alors srictement inclus dans C UV, ce qui constitue une
contradiction puisque selon la proposition D.4, CUV est connexe. Par ailleurs C C £, et par conséquent dC C 99 ;
le résultat annoncé en découle.

Q.E.D.
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Le principe du maximum admet quelques raffinements permettant de se faire une image trés précise des
fonctions holomorphes bornées ou de partie réelle bornée dans un disque.

COROLLAIRE 6.6 (Lemme de Schwarz)

(i) Si f est analytique dans le disque B, de rayon r centré a lorigine et si
f(0)=0et |f(z)| <M,Vz€B,,

alors
If(2)| <M |z|/r,Vz €B,.

(ii) Si de plus
da €B,, a#0, tel que |f(a)|=M |a|/r,

alors
f(2)=Mz/r, Yz €B,.

DEMONSTRATION.

> Considérons la fonction g(z) = f(z)/z, pour z € ér = B, \ {0} ; elle est holomorphe dans la boule pointée
B, et vérifie zg(z) — 0 quand z — 0. D’apres le lemme 7.1, il en résulte qu’elle se prolonge en une fonction
holomorphe dans B,. On pourra donc poser g(0) = lim,_,, g(z) = (f (z) — £(0)) /z = £’(0).

> Si on suppose que |g(z,)| > M/r pour un certain z, € B,, on peut choisir £ > 0 tel que |z5] < r—¢ et
|g(20)| > M/(r—e¢), soit en fait 0 < ¢ < min(r —|z,|,r —M/|g(2)]). Mais par hypothese, si |z]| = r—¢, on a
lg(z)| < M/ (r—¢), et par conséquent en vertu du corollaire 6.5 du pricipe du maximum, |g(z)] < M/(r —¢)
Y |z| < r — g, ce qui constitue une contradiction. Il en résulte que |g(z)| < M/r V|z| < r, soit |f(2)] < M |z| /r
Y |z| € B,.

> Si |f(a)| = M |a| /r pour un certain a € B,, alors |g(a)| = M/r, c’est dire que g possede un maximum en g,
d’ou il résulte d’apres le principe du maximum 6.3, que g est constante, soit f(z) = Az ou |A| = M/r.

Q.E.D.

COROLLAIRE 6.7 (Carathéodory) Si f est analytique dans le disque ouvert B, de rayon r centré a Uorigine
et si JA> 0 tel que
f(O)=0et Ref(z) <AVzeB,,

alors
|f (2)| < 2Alz| / (r —|2]), Vz € B,.

DEMONSTRATION.

> Pour z tel que RRez < Aon a Rez < 2A—Rez = Re(2A—2), et comme de plus Re(24A—2) = —NRez, on a
|Re(2A—2)| = |Rez|. Par ailleurs Jm (2A—z) = —Jmgz, d’'ou |Jm (2A—2)| = |Imz| ; il en résulte que |2A—z| > |z].

> Considérons maintenant la transformation homographique

Z
u(z) = —— qui a pour fonction réciproque v({) = —=.
(z)=,—, quiap proque v() T+¢

> Pour |{| < 1, posons
e(Q)=uof(rf),

c’est une fonction holomorphe qui vérifie ¢ (0) = 0. Comme r{ € B,, on aura Re f (r{) < Ad’ol en vertu du premier
item |@({)| < 1. Selon le lemme de Schwarz 6.6 on aura donc |¢({)| < |{].
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> Avec £ =rgz, on aura

2A¢(&/r)
1+(E/r)y
d’ot, comme |1+ ¢(&/r)| = 1—[@(E/r)| et |p(E/r)| < 1E/r,

2A[E/r| _ 2AE]
1=g/rl r—I&l

fE)=vop(E/r)=

If (&l <

Q.E.D.

COROLLAIRE 6.8 (Hadamard) Soit m € N, si f est une fonction entiére telle que
Re f(z) <Alz|™, Vz,
alors f est un polynéme de degré inférieur ou égal a m.
En particulier une fonction entiére dont la partie réelle est bornée est constante.

DEMONSTRATION.

> Onaura |f(2)| < |f (0)|+|f(2) + f(0)| et pour |z] < r, Re f(2) < Alz|™ < Ar™, dott Re (f (z) + £(0)) < 2Ar™ ;
par conséquent, d’apres le corollaire 6.7, |f (2)| < |f(0)| +4Ar™|z| / (r —|2]).

> Choisissons alors r = 2|z|, on aura
If (@) < If (0)] + 2™ 2Az|™,

et le résultat d’apres le théoréme de Liouville 4.13.

Q.E.D.

6.2 En domaine non borné

Dans le cas de certains ouverts non bornés, on peut obtenir des résultats analogues au corollaire 6.5,
sous réserve de conditions adéquates sur le comportement a l'infini de la fonction considérée.

THEOREME 6.9 (Phragmén-Lindel6f I) Soient
Sy = {z =rel|r>0, |0 < 7'c/2a}, a>1/2

ainsi que f continue sur %, et holomorphe dans &,. Si f est bornée sur 3.9, et si pour |z| suffisamment
grand,
B
f@I<Cel, 0<p<a,

alors

sup |f (2)| = sup |f(2)].

2ES, 2€0.,

DEMONSTRATION. On note M = sup,cp |f(2)].

> Soiente >0,y € 1B, al,y >0, et F.(z) = e f(2), oli, pour z = pe'?, la détermination de z" est choisie de
la facon suivante : 27 = p”e"? 0 € ]-m, 7] ; on aura

|F(2) = If ()] e~ <17,
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> Size€dF,, onall|=mn/2a, dou |y6| < a|6| = 7/2 et par conséquent cosy6 > 0. Il en résulte que
IF.(2)| <If(2) <M, Vz €0,
> Siz e, et |z| est assez grand, on a
|Fo(2)] < CeeP"0s10¢p” = Cep’—epTcosyd

or
pP —ep?cosyd < pP —epcosmy /20 = p? (pﬁ_Y —£cos mf/Za) ,
qui tend vers —oo quand p — o0. Il en résulte que pour z € %, assez grand, soit |z| > R,, on a |F.(z)| < M.

> Notons alors %, l'intersection de &, et du disque ouvert de rayon R,. Si z € d%,, on a |F.(z)| < M, et par

conséquent sur %, tout entier en vertu du corollaire 6.5, puisque %, est relativement compact. Il en résulte que
|F.(2)| < M, Vz € &, ; C’est dire que

|f(Z)| — |F€(Z)| esp*cosye < Mespycosye’ Ve > 0,

et par conséquent sup,c |f(2)| <M =sup,c;4 |f(2)].

Q.E.D.

THEOREME 6.10 (Phragmén-Lindelof IT) Soit f holomorphe dans la bande
Bap =1{zla <Rez < b}
et continue sur %, p,. Si f est bornée sur 0 B, ;, et si pour |z| assez grand,

F@I<ce’, p=o,
alors
sup |f(z)|= sup |f(2)l.

Zegga!b ZEZ)(%a,b

DEMONSTRATION.

> On pose M =sup,c;4 , If(2) et F (z) = e f(z),0u € >0,n>b,n=2 (mod 4). Avec z = pe'? on a alors

IF(2)] = |f ()] eP" .
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> Quand |z| = p — 00, |0| — /2, et par conséquent n6 — 7 (mod 27), soit cosnf — —1. Il en résulte que
PP + ecosnh — —¢ et par conséquent |F,(z)| — 0. Si %, est I'intersection de B, et de la boule de rayon R,,
pour R, assez grand on aura donc sup,c g , |F¢(2)| = sup,cq, |Fe(2)].

> D’apres le corollaire 6.5 on a sup,cq, |F,(2)| = sup,caq, |F.(2)], et par conséquent sup,c g , |Fe(2)| = Sup,cs g, ,nay, [Fe(2)l =
Y : ,

e

> Soit alors z € %, ;, & une suite qui tend vers 0 et {; un point de d %, , N %, ol M,, est atteint, on a donc
Vk assez grand

|F5k(z)| < |ng(ck)| = |f(§k)| |€€k(c’<)n| <M |e€k(§k)" | ,

et par conséquent, avec {; = r.e™*,

|f(2)| — |Fek(z)| efekp”coan < Meekp"((rk/p)" cosm'kfcosne).

> Sila suite {; n’est pas bornée, quitte a en extraire une sous-suite, on peut supposer qu’elle tend vers l'infini,
d’olt comme précédemment lim,._, ., cosnt;, = —1, d’ou il résulte que (r "cosnT; — —00, et par conséquent
p k—00 k q k/ P k p q
que g.p" ((re/p)" cosnt, —cosnB) est négatif au-deld d’un.certain k, d’ou |f (2)| < M.

> Si la suite {; est bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente, soit vers { = re'?, et on aura

klim ep" ((r/p)' cosnty —cosnb) = klim " ((r/p)tcosnt —cosnB) =0
—00 —00

, dou |f(2)] < M.
> On a donc démontré que, dans tous les cas,

If()I <M= sup |f(2)l.

2€0 By )

Q.E.D.

THEOREME 6.11 (Le théoreme des trois droites d’Hadamard) Soit f holomorphe dans la bande %, , =
{z€Cla <Rez < b}, continue et bornée sur A ;. La fonction Log M (x) ot M (x) = sup,eg |f (x +iy)|
est convexe sur Uintervalle [a, b].

DEMONSTRATION.

> Remarquons tout d’abord que si M(a) (par exemple) est nul, alors le principe de symétrie de Schwartz 5.10
nous assure que f se prolonge et une fonction holomorphe sur la bande [—b + 2a, b], d’ot la nullité de f en vertu
du principe des zéros isolés 2.8.

> On peut donc supposer que M (a) et M (b) ne sont pas nuls; notons C = sup,c 4 , |f (2)|. Posons z = x +iy

et
b—z z—a
g(@)=M(a)r< M (b)+=,
on aura |
M (a)g%'( =e b= LogM(a) — e% LOSM(a)e%LOgM(a)
d’ott

x—a
b—a
>

g (=)l = M (@)= M (b)
et en particulier |g(a+iy)|=M(a) et |g(b+iy)| =M (b).

> La fonction Log |g| est une combinaison convexe de Log M (a) et Log M (b), elle prend donc ses valeurs entre
LogM (a) et LogM (b), et comme le Logarithme est une fonction croissante, il en résulte que inf,c4 , 18 (2)| =
min (M (a),M (b)). Posons h = f /g, on aura

If (a+iy)l
M (a)

_f+in)

lh(a+iy)l= M) =D

<1let |h(b+iy)l
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d'ot |h(2)lj54,, <1 ; comme de plus

C a C
inf,es,,1g () min(M (a),M (b))

(@), <

il résulte du théoreme 6.10 que |h(2)],5,, < 1.

> On a donc démontré que |f (z)| < M(a)g%z M(b)% Vz € B, p, dou M (x) < M(a)l’;%2 M(b)% ou encore
LogM (x) < Z:ﬁ LogM (a) + 3= Log M (b).

Q.E.D.

REMARQUE 6.12 Notons qu’il suffit que f soit bornée sur 0 B, j, et vérifie les hypotheses du théoreme 6.10
pour que les hypothéses du théoréme 6.11 soient vérifiées.

COROLLAIRE 6.13 (Le théoréme des trois cercles d’Hadamard) Soit f holomorphe dans la couronne 6, g =
{zeCla<|z| < B}, continue sur 6, g. La fonction LogN (r) ot N (r) = supge[o 2n] {f (rei9)| est une
fonction convexe de Logr.

DEMONSTRATION. Posons z = x +iy = re'? et considérons la fonction F (z) = f (e?), on a e* = e¥e'” soit r = ¥ et
6 =y (mod 2km) et par conséquent a < |e*| =r < 3 si et seulement si Loga < x < Log 8. Dans cette bande f est
holomorphe et bornée ; en vertu du théoréme 6.11, avec

v(x) =sup|F (z)| = sup ] |f (re®)| =N (1),
YER

6€[0,2m
on aura ‘ ‘
v(Log &) = sup }F (eL"g“e‘y){ = sup |f (ae‘9)| =N(a)
yeR 0e[0,27]
drou L L L L
N(r) < MN(C()-I— MN@)_
Logf —Loga Logf —Loga

Q.E.D.
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Chapitre 7

Singularités des fonctions analytiques

Jusqu’ici C’est essentiellement par l'intermédiaire de 'hypothese d’homologie a O des chemins que
nous avons pu prendre en compte les régions dans lesquelles les fonctions considérées n’admettaient
pas de prolongement analytique. Le chapitre qui suit est consacré a une étude détaillée des fonctions
présentant des singularités ponctuelles. On notera cependant que la notion d’indice d’un point par rapport
a un lacet correspond déja a la prise en compte d’une fonction présentant une singularité ponctuelle du
premier ordre.

7.1 Singularités isolées

Rappelons que B, (a) note le disque pointé de centre a et de rayon r, soit
B,(a) =B,(a)\{a}.
LEMME 7.1 Si f est holomorphe dans B,(a) et si

(z—a)f(z) > 0quand z — a,

alors elle se prolonge en une fonction holomorphe dans B,(a). On dit que f posséde une singularité fictive
en a.

L]
Les hypothéses du lemme sont vérifiées en particulier quand f est bornée dans B,.(a).

Q@

DEMONSTRATION. Posons h(z) = (z — a)zf(z), % # a et h(a) = 0, la fonction h est dérivable dans B, (a) et vérifie
h’(a) =0, d’ou il résulte qu’elle se développe en série entiére selon

W)= c(z—a)"=(—a)" D cuya(z—a)".

n>2 meN

Cest dire que f admet ), _ ¢y (z —a)™ pour prolongement analytique dans B, (a).
Q.E.D.

En conséquence si la singularité n’est pas fictive, c’est-a-dire si f n’est pas holomorphe dans B,(a), &
alors elle n’est pas bornée en a ; c'est la une importante différence avec le cas réel comme le montre la
fonction |x]| .

THEOREME 7.2 Soit Q un ouvert, a € Q et f holomorphe dans Q\ {a}, alors on se trouve dans U'un et un
seul des trois cas suivants : Q

89
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(i) f posséde une singularité fictive en a.
(ii) Ilexiste m>1etdes c;, k=1,...,mou c, # 0, tels que

m

f(Z)—ZC—k (7.1)

- (z— a)k

posséde une singularité fictive en a.

On dit alors que f posséde un poOle d’ordre m en a, et on note
m=n(f;a).

REMARQUE 7.3 Dire que (z —a)™ f (2) est bornée au voisinage de a, c’est précisément dire que f posséde en
a un pdle d’ordre inférieur ou égal a m (ou pas de péle du tout!)

(iii) Sir > 0 est asseg petit pour que B.(a) C Q, alors f (Br(a)) est dense dans C.

On dit alors que f posséde en a une singularité essentielle.

DEMONSTRATION.

> Supposons que (iii) ne soit pas vérifié, alors 3r, w € C et § tels que Bs(w) ne rencontre pas f (ér(a)) , soit
|f () —w| > 6 Vz € B,(a). Posons
g@)=1/(f(2)—w), 5 €B,(a), (7.2)

on aura |g(z)| < 1/6, d’ottil résulte d’apres le lemme 7.1 que g se prolonge analytiquement a B, (a) ; notons encore
g ce prolongement.

> Si g(a) # 0, alors f est bornée au voisinage de a d’apres (7.2) et par conséquent se prolonge en une fonction
holomorphe, soit (i).

> Si g(a) =0, comme g n’est pas identiquement nulle, selon la proposition 2.8 elle posséde en a un zéro isolé,
disons d’ordre m>1 :

g(z)=(=—a)"h(2),

ou la fonction holomorphe h ne s’annule ni en a, ni dans B,(a) en vertu de (7.2). La fonction u(z) = 1/h(z) est
donc holomorphe dans B,.(a) et ne s’y annule pas. On aura par conséquent

u(z)=an(z—a)”, ol by #0,

neN
d’ou

f@—w=(G—a)"u@E)=) b,E-a)"",

neN
soit (ii).

Q.E.D.
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COROLLAIRE 7.4 Soit a appartenant a Uouvert Q, f holomorphe dans Q \ {a} et

f@)= b, (z—a)"

nez

son développement en série de Laurent au voisinage de a.

(i) f admet une singularité fictive en a si et seulement si b, =0 ¥Yn < 0 : le développement de Laurent ne
comporte que des termes d’ordre n > 0.

(ii) f admet un péle d’ordre m en a si et seulement si b, =0 VYn <—m <0, et b_,, # 0 : le développement
de Laurent ne comporte qu’'un nombre fini m de termes d’ordre négatif.

(iii) f admet une singularité essentielle en a si et seulement si Yn, 3m < n, tel que b,, # 0 : le développement
de Laurent comporte un nombre infini de termes d’ordre n < 0.

11 pourrait sembler que le théoréme 7.2 (iii) nous décrive une singularité essentielle comme quelque
peu monstrueuse et donc rarissime, il n’en est rien comme en témoigne la fonction e'/?, sujette & une
singularité essentielle en 0, ainsi qu’il est facile de s’en assurer. Le théoréme de Picard nous montre qu’en
fait, au voisinage d’'une singularité essentielle, la fonction f prend une infinité de fois toutes les valeurs
complexes, sauf peut-étre une. La fonction e'/?, qui ne s’annule pas, nous prouve la nécessité de cette
restriction.

7.1.1 Fonctions méromorphes

DEFINITION 7.5

(i) La fonction f est dite méromorphe dans Uouvert 2 si elle est holomorphe dans 2\ &, ou & est un
sous-ensemble de Q sans point d’accumulation, et si f posséde un péle en chaque point de &.

(ii) Le coefficient b_; du développement en série de Laurent de f au voisinage de p € & est appelé résidu
de f en p et noté Res (f; p).

En vertu du théoréme de Bolzano-Weierstraf3, il est clair que pour toute boule B (0,n), & N B(0,n) est
un ensemble fini, et par conséquent que & est dénombrable.

Soient f et g analytiques dans 'ouvert 2. Posons h(z) = f(2)/g(z), si g n’est pas identiquement nulle,
en vertu de la proposition 2.8 (ii), h(z) est définie sauf peut-étre en un ensemble de points isolés, soit 2,
I'un de ces points. Si a; et by, sont respectivement les premiers coefficients non nuls des développements
de f et g au voisinage de z;,, on aura

F(2)=(z—20)" f1 (2) et g(2) = (z—20)" g1 (2)

ol f; et f, sont analytiques au voisinage de z; et ne s’annulent pas en z; ni, par continuité, au voisinage
de z,. Dans un tel voisinage, on aura

f1(2)
&1 (z)

h(z)=(z —zo)k_k/ h,(2) avec hy(2) =

Selon les propositions 1.24 et 1.33 h;(2) est analytique au voisinage de 2, et ne s’y annule pas. Deux cas
se présentent alors

() sik=K, (z —zo)k_k h,(z) est analytique au voisinage de z, et y coincide avec h(z) en dehors de
20, la singularité de h en z, est alors fictive.

(ii) si k < k’, la fonction h(z) est méromorphe et g, en constitue un pole de multiplicité k' — k. On aura
alors lim,_,, |h(z)| = +o0.
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7.2 Le théoreme des résidus
La formule de Cauchy est relative a I'intégrale de fonctions de la forme f(z)/(z —p), ou f est holo-
morphe, soit en fait de fonctions de la forme g(z), holomorphes en dehors de p ou elles admettent un pole
simple. Le théoréme des résidus en constitue une généralisation, valable pour les fonctions méromorphes.
Le théoreme des résidus fournit un outil de calcul tres puissant de certaines intégrales définies pour
lesquelles on ne dispose pas de primitives ; on trouvera dans 'appendice I un certain nombre d’exemples
a cet égard. C’est également un outil théorique important, aux applications diverses, en particulier a la

théorie spectrale.

LEMME 7.6 Soient y un lacet dans Uouvert 2 et

Q)= b (z—p)F,

k=1

alors

1
—J Q,(2)dz = b_in(y; p).
2im
Y
DEMONSTRATION. En effet (z — p)™* admet une primitive pour k # 1, et par conséquent selon 5.26
dz .
Q,(z)dz=Db_y [ —— =2inb_yn(y;p).
T y27P
Q.E.D.

THEOREME 7.7 (des résidus) Soient f une fonction méromorphe dans Uouvert Q, et & lUensemble de ses

Q poles, si y est un cycle homologue a 0 dans 2, qui ne rencontre pas &, alors

Q@

1

2fJf(Z)dz: E:n(y;p)Res (f;p). (7.3)

7T
Y pEZP

DEMONSTRATION.

> Commencons par remarquer que la somme du second membre de (7.3) est en fait finie ; en effet n(y;w) =
dans la composante connexe non bornée de C \ y. Si on note alors 8 = {p € & |n(y;p) # 0}, on constate que %,
étant borné et ne possédant pas de point d’accumulation, est fini.

> Notons Q,(z) la partie singuliere du développement en série de Laurent de f au voisinage de p. Posons

g(z)=f(2)— Y. Q,(),

pEA

elle possede en chaque point de 98 une singularité fictive et se prolonge donc a 2 en une fonction holomorphe. On

aura
1 1
ﬂﬁf(z)dFEJ (et 53

pe%

f Qy(z)dz =Y n(y;p)Res (f;p),

pPERB
d’apres le théoréme de Cauchy 5.5 et le lemme 7.6.

Q.E.D.
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Rappelons qu’en vertu du théoreme 5.21, les hypotheses du théoréme 7.7 sont vérifiées en particulier si
le lacet y est homotope a un point.

REMARQUE 7.8 La formule des résidus (7.3) reste en fait valable si f posséde une singularité essentielle aux
points de 98. En effet la partie singuliére Q,(z) du développement en série de Laurent de f au voisinage de p
est alors une série qui converge uniformément dans C \ {p}, ce qui permet encore d’écrire

J QG)dz= | D biz—p)Fdz=)] b_kJ (z—p) “dz=b_, f zd%’p = 2imb_yn(y;p).
Y Y Y

Y k>1 k>1

7.2.1 Calcul pratique des résidus
Cas d’un pole simple

Si p est un pole simple, au voisinage de p on a f(z) = h(z) + b_;/(z—p), ott b_; # 0 et h(z) est
holomorphe,

zlig; (z—p)f(z) =b_; =Res (f;p). (7.4
En particulier, si f(z) = u(z)/v(z), ot u et v sont holomorphes au voisinage de p, zéro simple de v, on
aura
u(z) . u(z) . v(z)—v(p) _ ulp)
Res (—;p) =lim ————— =u(p)/ lim = . (7.5)
v(z) z=p v(z)/(z—p) Z2p g—p v/(p)

Cas d’un pole multiple

Si p est un pdle d’ordre inférieur ou égal a m, on a f(z) = h(z) + 221:1 b_i/(z —p)_k ol h(z) est
holomorphe. Soit

m
g(z)=(—p)"f(&)=(—p)"h(z)+ D b (z—p)"*
k=1
On constate que b_; est le coefficient d’ordre m — 1 dans le développement de Taylor de g au voisinage
de p et par conséquent

(m i ) lim ((z—p)™ f ()" . (7.6)

(m—1) _
gV (p)= oD im

Res (f;p) = a1 =

7.2.2 Le résidu a l’infini
Selon la formule de changement de variable (4.11), on a
J goY(2)Y'(z)dz =J g(g)de,
1 poy
soit y = o7, et g() = g 0 9(2) ¥/(2),

J g(z)dz = f g(9)dg, (7.7)
Y Y

En particulier, si on choisit Y(z) = 1/z =1y~ !(z), on aura

g(z) = —leg(é) ou encore g({) = —%g (%) ,
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d’oti 'on déduit que

1 1
dz=—| —=g(=)de .
Lg(z) z LOY ng(g) 4 (7.8)

Sous réserve de déterminer un domaine Q’ oli y = 1) oy soit homologue a 0 et { 2g (C _1) méromorphe,
l'application de la formule des résidus au second membre de (7.8) constitue une méthode alternative
pour le calcul de fy g(2)dz.

Indices

L'utilisation de la méthode des résidus repose tout d’abord sur la détermination d'un domaine dans
lequel y soit homologue a 0, et donc sur un calcul d’indice. On aura

1 1 1 1 1 1
n(y;0) = ELECIZ ——ﬂjyggd( ——EJYECIC =—n(y;0), (7.9)

etpoura #0etf =1/a,

1 1 1 1 1
n(Y;a):ﬂJ;Z_adZ:—ﬂJ;gmdg

1 B
=— | ——d
szc(g—ﬁ) ‘
1 1 1 1
" 2in Ym‘“‘ﬂﬁz‘“

soit
n(y; a) =n(y; ) —n(y;0) et de méme n(y; ) = n(y; a) —n(y;0) (7.10)

11 en résulte en particulier que si y est le bord orienté d'un compact K C C ne contenant pas l'origine, il
en est de méme de v, bord de v (K) (voir la Figure 7.1). La situation est différente si K contient l'origine,
dans ces conditions en effet comme n(y;0) = 1, n(y; B) = n(y; a) — 1 et par conséquent n(y;0) = —1. Si
n(y;a) =1, n(y; B) = 0, les points de )(K), qui n’est pas compact, ont donc pour indice 0, tandis que
les points extérieurs ont pour indice —1 (voir la Figure 7.2).

Résidus
Notons maintenant que les poles de g se composent des images par 1 des pbles non nuls de g, soit

en fait des f = 1/a, ott a € 2\ {0}, ainsi qu'éventuellement de 0. Déterminons les résidus associés.

(i) Supposons que ¢ — g ({) soit développable en série de Laurent a Uextérieur d’un certain disque de
rayon R, (on dit encore que g est développable en série de Laurent au voisinage de Uinfini), soit

g&)= Zanin, ou encore au voisinage de 0, g(1/z) = Z a_,z", (7.11)
nez nez
d’ou

gO==3 0 == a2 (7.12)

&: nez nez
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FIGURE 7.1 — K ne contient pas l'origine

qui constitue le développement de Laurent de g au voisinage de 0. Si de plus le développement de g ne
contient qu'un nombre fini de coefficients a,, > 0, alors z — g (1/z) est méromorphe en O ; on dira que
g est méromorphe a linfini. On peut donc calculer le résidu de g en 0, également appelé résidu de g a
linfini : B
Res (g;O) =—a_; =Res (g; 00). (7.13)
(ii) Soit maintenant un péle non nul a de g, et le développement suivant de g au voisinage de a

b,

zZ—Q

b_
gz)=Y b(z—a)'=—+ > b, (z—a)" = +h(z).
nez z—a n#—1
La fonction h est méromorphe, elle n’admet donc pas d’autre péle que a dans un disque B, (a) suffisam-

ment petit. Comme de plus son résidu est nul en a, son intégrale sur tout lacet dans B, (a) est nulle; elle
y admet par conséquent une primitive, soit F, en vertu de la proposition 5.26. On aura

8@ = =L +F (@)

z —
et, avec @ =7,

¢'(0)
©(Q)—v(B)

g0 = g0 99 () =b1—2 L O F e =b_,

e +(Fop(Q)).

Soit alors y un lacet dans (Br(a)) , On aura

o=2if(Fow(cn’d¢=n(z,ﬁ)Res ((Fop);p),
L7t T

et par conséquent

©'(B)
©'(B)’

2O '/5) =Res (g;a)

Res (g514() = by s (2
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FIGURE 7.2 — K contient l'origine
en vertu de (7.5), puisque a est un pdle simple de ¢’()/ (¢({)— a), soit
Res (g;1(a)) =Res (g; @), (7.14)
c’est-a-dire
Res (g; 1/a) =Res (g;a). (7.15)

Ainsi qu’on a déja eu l'occasion d’y faire allusion, la notion adéquate n’est pas celle de fonction mais
de forme différentielle : ce qui se conserve, ce n’est pas le résidu de la fonction g(z), mais celui de la
forme différentielle g(z) dz ; nous aurons I'occasion d’y revenir ultérieurement.

Le théoréme des résidus

Supposons maintenant g méromorphe dans £2, contenant toutes les composantes connexes de v°,
hormis celle de 0, avec n(y; 0) # 0 (voir la Figure 7.3). Le chemin y n’est alors pas homologue a 0, ce qui
n‘autorise pas le calcul de f ; g(w)dw alaide du théoréme des résidus. Cependant pour g ¢ €, c’est-a-dire
pour z appartenant a la composante connexe de 0, on a

n(y;1/2z) = —n(y;0) +n(y;2) =0,

en vertu de la proposition 5.2 qui nous assure de 'invariance de I'indice dans chaque composante connexe
de v ; il en résulte que y est homologue a 0 dans (2). Notons que 2 contient la composante a l'infini
de y° puisque I'indice des points de cette composante est nul, toujours selon 5.2 ; si nous supposons alors
que g est méromorphe a linfini et si nous notons % I'ensemble des pdles de g dans 2, nous pourrons
écrire

| g@ydz= if gw)dw= > n(y; B)Res (g;B)+n(y;0)Res (g;0),

2im » 2im v pev(®) = - -

soit

— | gG)ds =3 (nlr; o0 — n(y; 0)) Res (g5 o) — n(y; 0) Res (g5 00). (7.16)
tn Y aERB
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FIGURE 7.3 — g n’est pas holomorphe au voisinage de 0

Un cas particulier intéressant est celui ou Q = C, c’est-a-dire ot g est méromorphe dans C tout entier,
y compris a l'infini; la formule (7.16) représente alors une alternative a (7.3), qui peut se révéler tout-
a-fait intéressante en raison du fait que n(y; a) — n(y; 0) s’annule pour tous les péles de la composante
connexe de 0 de y°.

Notons qu’on aura alors
D nly;a)Res (gia) = Y (—n(y;0)+ n(y; a))Res (g; @) —n(y; 0) Res (g; 00),
aEP aEP
ol & note I'ensemble des poéles de g, soit
n(y;0) ) Res (g; )+ n(y; 0)Res (g;00) =0,
aEP
d’ou, si 'on a pris soin de choisir y tel que n(y;0) # 0,
Z Res (g;a)+Res (g;00) =0, (7.17)
aEP

c’est encore dire que la somme de tous les résidus, y compris le résidu a Uinfini est nulle.
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Chapitre 8

Le principe de ’argument

L'utilisation de la dérivée logarithmique, d’otul 'expression 'Principe de 'argument’, combinée avec
le théoréme des résidus conduit a une formule explicitant la relation entre les poles et les zéros d’une
fonction méromorphe.

PROPOSITION 8.1 (Principe de I’argument) Soit f méromorphe dans Uouvert connexe Q et g analytique
dans Q. Nous noterons & Uensemble des pdles de f, Z celui de ses racines, et nous supposerons que le cycle
y dans 2 est homologue a O et qu’il ne passe par aucun péle ou racine de f. Alors

ﬁ JY g(%)f ) s = >l )(f:0)8(@) — Y nly; p)m(f;p)e(p), (8.1

f(z) qER pPEP
ot t(f; p) est Uordre du pdle de f en p et {(f;q) celui du zéro de f en q.

DEMONSTRATION.
> Notons tout d’abord que & et # sont disjoints car si f s’annule en g, elle est bornée et donc holomorphe au
voisinage de q.
> Considérons la dérivée logarithmique f’(z)/f (), elle est holomorphe au voisinage de tout point qui n’est ni
un zéro ni un pole de f. Si g est un zéro d’ordre {(f;q) =r de f, on aura f(z) = (z—q)" h(z), ol h est analytique
au voisinage de q et h(q) # 0 ; il en résulte que
fl@)=GE—q K@ +r(E—q) " h(),
d’ot
f'@) W@ |
f)  h(z) z2—q
Comme h’(z)/h(z) est holomorphe en q, il en résulte que
f ’(Z)) (
Res ( =Res | g(z)
f(=)
> Sip est un pole d’ordre n(f;p) =s de f, on aura de méme
f()=(=—p)"h(z),
ou h est analytique au voisinage de p et h(p) # 0, et par conséquent

f'@)=(E—p) " H(E)—sz—p)" " h(),

" iq) = limre() = (5 )e(@)

z2—(q

d’ou
f'&) _W@E) s
f(z)  hz) z—p’
“ £
Res (g(z) 5 ;p) =—n(f;p)g(p).

99
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> En appliquant le théoréme des résidus 7.7, on obtient le résultat annoncé.

Q.E.D.

8.1 Localisation des zéros

La résolution des équations dans le plan complexe est considérablement plus difficile que sur la droite
réelle ou la notion d’ordre joue un rdle essentiel. L'outil principal a cet égard est le théoréme de Rouché
qui permet de réaliser des comparaisons entre les racines de deux équations posées dans une méme
portion du plan complexe.

THEOREME 8.2 (de Rouché) Soient f et g méromorphes dans Uouvert connexe 2, sans pdle ni racine sur
le cycle v homologue a zéro. Si R f et R, notent respectivement l'ensemble des zéros de f et g, ainsi que Py et
P, lensemble de leurs pdles, et si

If (z)+ gl < |f (=) +|g(2)] sury,
alors
>0 - ) arp)n(fip)= Y n(ri)d(g:)— Y, n(rip)n(gip).  (8.2)
qER pPEPs q<ER, PEZ,
Bien entendu ’hypothése peut encore se lire
If () — g(=)| < |f (2)] +|g(2)| sury.

C’est une hypothese au premier abord peu contraignante car I'inégalité large est acquise.

DEMONSTRATION. On a

f(z) _|f&) +g(z) < [f &) +1g()| _ If (=) +1
8(z) g(2) lg (=)l g (=)]
sur v ; d’ot h(z) = f(2)/g(z) ¢ [0,+00[ ; en effet si t € [0,+00[, |t+ 1] = |[t|+1] = |t| + 1. Il en résulte

que quand z décrit y, h(z) décrit un cycle dans C \ [0, +oo[ . Choisissons alors la détermination principale du
logarithme :
Logz = Log|z| +iArgz,

en mesurant les angles entre 0 et 27 ; c’est une détermination continue dans C \ [0, +00[, d’ou par conséquent
h d
(2) dz = | — Logh(z)dz =0.
; h(z) , dz

h(z) _ f(2)e(x)=g'(2)f(2) _ f'(z) _¢'(2)
h(z) f(2)g(2) f@) g’

Mais par ailleurs

d’ott
_ 1 [ f®, 1 (g
0= 2in ). f(2) dz 2im ), g(z) =

et le résultat d’aprés la proposition 8.1.
Q.E.D.
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Dans le cas ou f et g sont analytiques dans 'ouvert connexe 2, et y le bord orienté d'un compact K

Q dans Q, alors le théoreme de Rouché 8.2 nous indique que f et g ont le méme nombre de zéros dans K
pourvu qu’on les compte avec leur multiplicité.

8.2 Inversion des fonctions analytiques

Il faut préter attention a la signification du vocable ‘inversion’ : il est ici relatif a I'inversion pour
la composition des fonctions cest-a-dire a I'existence et aux propriétés de la fonction réciproque d’une
fonction holomorphe.

8.2.1 Le probleme local

PROPOSITION 8.3 Soient g analytique dans Uouvert connexe §2 contenant Uorigine, et r assez petit pour que
B, ={z ||z| <r} CQ.Onpose M = supy,_, |g(2)l, alors ¥V |w| <r/M,

(i) Uéquation
wg(z)=z2 (8.3)
Pour w suffisamment petit, la fonction wadmet une solution et une seule : z = h(w) dans B,..

(ii) La fonction h est analytique dans le disque {w||w| < r/M }, et si F est analytique dans B,, on a

n—1
FOh(W)—F(O)+Z (j 1 (F/(Z)gn(z)))
n>1 |Z=0

En particulier; h admet le développement en série entiére suivant, dit formule d’inversion de Lagrange :

n—1
hw) =2~ (; —8"(z )) : (8.4)
|z2=0

n>1

On peut encore énoncer ce résultat de la facon suivante : pour w suffisamment petit, la fonction z —
o]
wg (z) admet un point fixe et un seul, noté h (w) dans B,.DEMONSTRATION.

> On commence par comparer les fonctions z et z —wg(z) : pour |w| <r/M etz €B,, on a
r
I(wg(z)—z) +z] = |wllg(z)l < - lg(=) <,

d’ou, pour |z| =T,
|(wg(z) —2) +z| < |lwg(z) —z| + 2],

ce qui implique d’aprés le théoréme de Rouché 8.2, que dans B, 1’équation (8.3) possede une racine et une seule,
de multiplicité 1, soit z = h(w).

> Selon le principe de 'argument 8.1

1 [ Q-wg'@)FE),
ﬂfy p——gn dz = F o h(w).

De plus

11 1 (wg(Z))
z—wg(z) 21— wg(z)/z zkeN
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série normalement convergente sur v,, puisqu’alors (wg(z)/z| = |g(z)||w| /r < M |w| /r < 1. 1l en résulte que

1 (1-—wg (Z))gk(Z)F(Z)
FOh(W):T§W ) g

c’est dire que F o h est analytique au voisinage de I'origine en tant que somme d’une série entiere.

Selon la formule (5.3)

k
Foh(w)= ZVZ.; — (1-weg'() g"(IF(2) .,

Wk k

k gk
=P+ 2 e (R = 3 5 (g 8 P,
k=1

orpour k > 1

k k
(gk(z) ()= F d = (kgk (g RIFE)+ 17 a5 (g (2)F'(2))

k k—

k'dk

(kw1)| dzk—1 (gk )¢’ (Z)F(Z))"‘ W gkl (g (2)F'(2))
d’ou
k-1
F Oh(W) = F(O) +Z (k 1)' ; = ( k—l(z)g/(z)F(z))lzzo

+ Z E dzk_l — (P @),

(—

2 1)'; — (O OFE),

=1

et finalement
-1

FOh(w)—F(O)+Z - d —

k>1

(8" =)F'(2)) .,

Q.E.D.

Notons que dans le cas d’une variable réelle ’équation (8.3) s’écrit wg(x) = x, et que si on choisit par
exemple w > 0, I'existence d’une racine découle du fait que r/w> M > g(r) et —r/w < —M < g (—r),
douwg(r)<retwg(—r)>-—r.

COROLLAIRE 8.4 (Théoréme d’inversion locale) Si f est analytique dans B,.(a) et vérifie f'(a) # 0, alors
Q il existe un voisinage V de a et un voisinage W de f (a) tels que tels que Yw € W, I’équation

f@)=w (8.5)

ait une racine et une seule z = h(w) dans V. La fonction h est alors analytique dans W et

, _ 1
M= )

DEMONSTRATION.
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> La fonction
_f@)—f(a)
u@@)=—"—"-

z2—a
admet en z = a une singularité fictive selon le lemme 7.1, et ne s’y annule pas puisque f’(a) # 0. En vertu du
principe des zéros isolés 2.8, elle est donc inversible (au sens du produit!) au voisinage de a, et son inverse g y est
analytique :

z—a 1
glz)= FO-r@ pour z # a, et g(a) = @
> Montrons maintenant que les équations (8.5) et
gz)(w—f(a))=z—a (8.6)

ont, au voisinage de a, les mémes racines.
> Supposons tout d’abord que { soit racine de (8.5). Alors

g w—f(a)=g()(f()—fla))={—a.
ce qui fait de ¢ une racine de (8.6).
> Réciproquement, si & vérifie g(§)(w—f(a)) = & —a, alors w— f(a) = (£ —a)/g(&) = f(&) — f(a), dou
w= .
>f§2m pose A=z —a,v=w—f(a)et h(A) = g(A+a) = g(z), 'équation (8.6) prend la forme
h(A)v = A (8.7)
et la conclusion découle de la proposition 8.3.
Q.E.D.

8.2.2 Le probleme global

THEOREME 8.5 (Théoreme d’inversion globale) Soit f holomorphe dans Uouvert connexe 2.
(i) Si f nest pas constante, f (£2) est ouvert dans C. On dit alors que I'application f est ouverte.

(ii) Side plus f est injective, on a f'(z) # 0 dans Q et il existe une fonction et une seule g, analytique dans
f () telle que f o g(w) =w Yw € Q, c’est dire que f est un isomorphisme Q — f (). De plus

1
/

gw)=——. (8.8)
f(gw))
DEMONSTRATION.

> Soit a € Q, la fonction f(z) — f (a) présente un zéro en a, d’ou selon la proposition 2.8, comme f n’est pas
constante, f(z) — f(a) = (= —a) g(2), ot k = 1, g(z) est holomorphe et g(a) # 0. D’apres la continuité de g,
dr > 0 tel que B,(a) C Q et

llg(@)l—lg(a)ll < [g(2) — g(a)| < [g(a)l /2, Vz € B,(a),

dou [g(z)] = |g(a)l /2.
> Notons que I’équation f(z) = w s’écrit aussi (z — a)k g(z)+ f(a) —w =0, Si nous nous restreignons a des w
tels que |w— f(a)| < r*|g(a)| /2, on a

|G—a)*g(@)+ fl@)—w—(z—a) g(2)| = If (@) —w| < r*|g(a)| /2
d’ou pour |z —a| =r,
|G—a) g) + f(@)—w—(z—a) g(z)| <|z—a) g(2)].

Selon le théoréme de Rouché 8.2, u(z) = (z — a)* g@)+f(a)—wetv(z) = |(z —a)k g(z)}k admettent donc le méme
nombre de racines dans B,(a), soit en fait k compte tenu de leur multiplicité. C’est dire qu’il existe un voisinage
W de f(a) tel que Yw € W, I’équation f(z) = w admet au moins une racine; c’est dire que W C f (Q) et par
conséquent que f (£2) est ouvert.
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> Supposons maintenant que f’(a) = 0, alors on aura k > 2, et comme f n'est pas constante, en vertu du
principe de zéros isolés 2.8, il existe r’ tel que f’(z) # 0 pour O < |z—a| < r’. Nous venons de voir que pour
w assez proche de f(a), 'équation f(z) = w posséde k racines dans B,.(a). Dés que w # f(a) ces racines sont
différentes de a et f’ ne s’y annule pas; elles sont donc de multiplicité 1 et par conséquent toutes distinctes (voir
la Figure 8.1). C’est 14 une contradiction avec ’hypothése d’injectivité et par conséquent f'(a) # 0 ; il en résulte
que f’ ne s’annule pas dans .

> Comme f est injective, Yw € f(Q), !z € Q tel que f(z) = w. Posons z = h(w), on aura f (h(w)) = w et
f’(h(w)) # 0 et il résulte alors du corollaire 8.4 que h est analytique dans f () et vérifie h'(w) = 1/f'(h(w)).

Q.E.D.

FIGURE 8.1 -Si f'(a)=0

Notons bien que pour obtenir un théoréme global nous avons di faire Uhypothése de Uinjectivité de f, dans le
cas contraire des difficultés supplémentaires se présentent, ainsi d’ailleurs que nous avons pu I'entrevoir
lors de I’étude de la fonction Logarithme. Notons également ce que ce résultat a de remarquable; de
Uhypothése d’injectivité de f on a déduit le fait que f’ ne s‘annule pas, ce qui n’est pas possible de fagon
générale pour les applications entre espaces de Banach et pas méme pour les fonctions R — R.

8.2.3 Coupures et déterminations

De nombreuses fonctions telles la racine ou le Logarithme sont définies comme les inverses de fonc-
tions plus simples, que ce soit dans le domaine réel ou complexe. Le fait que ces fonctions ne soient
définies dans le cas de la variable réelle que pour des valeurs positives de 'argument constitue la trace
d’une difficulté plus importante dans le domaine complexe, qui se traduit par 'apparition de coupures
et la nécessité de choisir entre plusieurs déterminations. Bien que d’aspect un peu technique, ce para-
graphe est particulierement important car 'apparition de coupures est bien souvent le prix a payer pour
bénéficier des avantages découlant du passage a la variable complexe.

La fonction racine

On cherche & déterminer une fonction h telle que (h(w))? = w. Il est clair que pour = C, on ne
Q se trouve pas dans les conditions d’application du théoréme précédent, puisque (—z)* = z2. On peut
malgré tout se poser la question de savoir si les conditions du théoréme 8.5 sont nécessaires. Supposons
donc que h soit continue sur C et vérifie (h(w))?® = w. Posons 6 = Arg(w) o w € T, le cercle unité;
on aura w = €%, et [h(w)? = |w| = 1, dou h(eig) = %9 ol ¢ est une fonction continue de 6.

De plus e2¥(0) = (h (eie))2 = ¢ dot p(0) = km + 6/2 et par conséquent ¢(—m) = km — /2 et
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p(n) =kmn+ m/2, dont la différence est égale a 7. Il n’est donc pas possible de trouver une détermination
continue de la racine dans C tout entier.

Notons qu'’il suffit de réduire 2 de telle sorte que z et —z ne puissent simultanément en faire partie
pour permettre 'utilisation du théoréme 8.5. En effet, si w = rel” gz = peie et w? = 22, alors p=ret
e210 = 27 soit ¢2((7=0) = 1 ou encore T — 6 = k1, soit w = *3.

De nombreux choix sont alors possibles, notons par exemple H? le demi-plan ouvert {z|9Rez >0},
et f(z) = 22, on aura f(H®) = C\ D", ou D™ = {z|%ez < 0 et Jmz =0} est la demi-droite des réels
négatifs ou nuls. On dit que D™ réalise une coupure dans le plan complexe, 'extrémité de la coupure prend
la dénomination de point de branchement. Il ne s’agit pas d’une singularité isolée de la racine complexe,
et son étude échappe donc aux résultats qui précedent.

11 reste & déterminer l'inverse h® : C\ D™ — H°, de f. On aura h° (peie) = re!” avec r = ,/p, et
T=0/2si—n < 60 < 7 ; plus généralement
o Si(4k—1)n< B <(4k+1)malorst=0/2+2mn
o Si(4k—3)n<O<(4k—1)malorst=0/2+(2m+1)n
Le long de la coupure cette fonction est discontinue et a pour saut ,/p (ei“/ 2_emin/ 2) = 2i/p. (voir la
Figure 8.2). Mais il se trouve que C \ D" est également I'image par f de H™ = {z|Rez < 0}, et qu'il est

A A
P :pew ho(z) — \/p—ew/2
2 _ 2,20 :
zZ=p‘e Q‘ P :peze
-
\
\ 20 Ho
\
v /0
|
XY
I
h -20
I
" Z=pe
72 = p2e—2i0 Z=pe ¥

FIGURE 8.2 — Détermination principale de la racine

donc possible de trouver un inverse h™ : C\ D™ — H™ de f. On aura de méme h" (peie) = re'” avec
r=,p,ett=0/24+msi—n <60 < 1 ;etde facon plus générale

o Si(4k—1)n<f<(Mk+1)malorst=0/2+(2m+1)n

o Si(4k—3)n <O <(4k—1)malorst=0/24+2mn

On a donc trouvé deux déterminations de la racine, elles vérifient h™ (w) = —h° (w) et on les distingue
généralement par les valeurs qu’elles prennent au point 1 : h%(1) = 1 et k™ (1) = —1. (voir la figure 8.3).

Plus généralement on aurait pu considérer le demi-plan ouvert H* = e!*H° dont I'image par f n’est
autre que e%*(C\ D™) = C \ D™"2%, soit le plan complexe muni d’une coupure selon la demi droite
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FIGURE 8.3 — Une seconde détermination de la racine

d’angle 7 + 2a (voir la figure 8.4) La encore, pour chaque valeur de a, on trouve deux déterminations
de la racine, soit h* (pele) = /pe'" avec

T=0/24+2mmnsi (dk—1)n+2a<0<(4k+1) 7+ 2a
T=0/2+02m+1)nsi (4k—3)n+2a< 0 < (4k—1) 1+ 2a,

et hT+a (peie) — ﬁeiT ol
T=0/2+0C2m+1)7wsi (4k—1)n+2a< 6 <(@dk+1)n+2a
T=0/24+2mnsi (4k—3)n+2a< 0 <(4k—1) 7+ 2a.

Pour —7t/2 < a < m/2, on aura h*(1) = 1 et h™**(1) = —1. Cest dire que la détermination associée a
h“ est la méme que celle associée a h°, et que celles respectivement associées & h™** et h™ coincident.

De facon générale, on montre que dans tout ensemble simplement connexe ne contenant pas l'origine,
il existe deux déterminations continues de la racine. On sent bien que cette situation n’est pas parfaite-
ment satisfaisante compte tenu de l'arbitraire sur le choix du domaine. C’est la théorie des surfaces de
Riemann qui permet de donner une forme définitive a cette question. De facon imagée on peut se repré-
senter la partie imaginaire de la racine complexe comme prenant en tout point deux valeurs opposées,
hormis sur le demi axe réel positif ou elle s’annule.

axe réel

axe réel

Partie imaginaire de la racine La coupure
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FIGURE 8.4 — Déplacement de la coupure

La coupure n’apparait plus alors que comme une facon artificielle de rendre a la fonction racine son
caractere univoque.

La fonction logarithme

Les mémes considérations peuvent étre développées pour I'inverse de ’exponentielle, dont nous avons
déja démontré qu’il n’existait pas de détermination continue dans C\ {0}. Pour que e* = ¢", il faut et il
suffit que z —w = 2ikm, ce qui fait de I'exponentielle une fonction injective dans la bande B® = —x <
Jmz < 7, dont 'image n’est autre que C \ D™, et nous autorise a inverser la fonction exponentielle
B° — C\ D"™. La détermination du logarithme qui en découle n’est autre que la détermination principale
puisqu’alors Log(1) =0

3im
[ o .
] é 2 Log1 = 2im
“— |, P R
. 0g = ein
o2um o ~— .
I s ;
H /
® 2 H %
: i }
détermination : 1n e* D ie?

principale —g, A4 a < Log 2 H i

: Logl=0

* — N,

5 u L Y

: e®

o— 2’L T / el |

< Logz=— T

v Logl = —2im

—3im

FIGURE 8.5 — Coupure du Logarithme
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/

FIGURE 8.6 — Le logarithme

Mais C \ D™ est également 'image de BX = (2k — 1) © < Jmz < (2k + 1) 7, ce qui fournit une infinité
d’autres déterminations du logarithme qui vérifient respectivement Log(1) = 2ik7 (voir la figure 8.5)

Bien entendu on n’est pas obligé de placer la coupure le long de D™, il suffit pour lui faire opérer une
rotation de faire subir une translation au systeme de bandes que nous venons de définir. De méme que
pour la racine, une représentation plus adéquate de la partie imaginaire du Logarithme complexe telle
celle de la Figure 8.6 permet de mettre en évidence le fait que la coupure constitue un artifice dont la
position est tout-a-fait arbitraire.

La fonction puissance
On posera
gt = etlosz (8.9)
ol la détermination principale du logarithme sera a 'origine de la détermination principale de la fonction
puissance (voir la figure 8.7) Les autres déterminations sont données par
e)t(Logz+2ikﬂ:) — ZAeZikAn.

On voit alors que la situation dépend du fait que A soit ou non rationnel : si A = p/q ou p et q sont
premiers entre eux, alors k/q prend q valeurs distinctes (mod 1), k € N, ce qui fait que e>**" prend g
valeurs distinctes et que la fonction puissance possede donc g déterminations distinctes. Pour p/q = 1/2,
on retrouve bien les résultats précédents relatifs a la racine.

Le cas de plusieurs points de branchement

Prenons le cas particulier de la fonction z — vz —a+/z + a, ou a est réel positif, c’est le produit des
fonctions réciproques h, de f, : z > a+z?eth_,de f, : 2 — —a+z? (voir la figure 8.8) Choisissons
H° comme domaine des fonctions h, et h_,, ce qui fixe la détermination des racines, soit pour |0| < 7,

hg(a +pel?)= /pel?? = hga(—a +pet?).

Considérons la fonction hg au voisinage du point —b
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A

Z+ sl A 24 :\Z\ 9 piqf
0+ 4m/q /
w® /
\\ ,I Zq
> 0 DT ¢
>
0+6n/q €T —
Zl/’]
I N
J \X
!
1
v
FIGURE 8.7 — Coupure de la fonction puissance
A
fa(2) = a+ 22
z o , f-a(z1)  fa(21)
A foa(z) =—a+ 2z
:" R
|
l z > foa(z2) fa(z2) .
| e )
T —— /
1 ]
L
- —
75 ffa(g) fa(ZQ)

FIGURE 8.8 — Produit de deux racines

(i) Si b est réel supérieur a a, on a

d’ou

et par conséquent

R (=b+0%i)h® (-b+0%i)=—vb+avb—a=—vVb2—a2=hC(-b+07i) h° (—b+07i).

—b=a+(b+a)e" =—a+(b—a)e*",

RO (=b+0%) =R (a+(b+a)e*™)=+ivb+a,

R, (=b+0%i)=h? (—a+(b—a)e*™)=+ivVb—a,

Ce qui fait de la fonction v/z — a+/z + a une fonction continue sur la demi-droite réelle ]|—oo,—a] ; il en
est de méme sur [a, +0o[ . En vertu du principe de symétrie 5.10, il s’agit donc d’une fonction holomorphe

en dehors du segment réel [—a, a].

(i) Si|b| <|a|, on a toujours

R (=b+0*1) =R (a+(b+a)e*'™)=+ivb+a,
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et par conséquent

R (=b+0%i)=h° (—a+a—b)=+va—b

WO (=b+0%i) R, (—b+0%i)=ivb+ava—b=iva2—b2=—h(=b+07i) h° (—b+07i).
(voir les figures 8.9 et 8.10) On peut décider de prendre H

(8.10)
~7/2 comme domaine de £, ; la coupure est alors
4G =ivb+a
y

—a

ha(2)h2 . (2)

ho ()2, (%)

—a

vh(Z) =—iv/b+a
FIGURE 8.9 — Déterminations hors coupure
R(2) =iv/b+a
h(ia(z) =V a—b
> R
- a 7
R, (Z) =va—0b
(2 =—ivbta
FIGURE 8.10 — Déterminations sur la coupure
disposée le long du demi axe des réels supérieurs a a, et il est facile de voir que ha_”/ 2(a+w) = —hg(a +w)
pour Jmw > 0 et hg"/z(a +w) = hg(a +w) pour Jmw < 0. Dans ces conditions, la fonction +/z —a+/z + a
est holomorphe en dehors de 'union des demi axes réels ]—o0,a] et [a,+o0] .



Chapitre 9

La transformation de Laplace

9.1 Transformée de Laplace des fonctions

L’étude de la transformation de Laplace est en fait celle des avantages que procure le fait d’appliquer
la transformation de Fourier 4 une famille particuliére de fonctions : celles de la forme e ™** f, oli Supp f C
[0,+00]etx — e 5*f (x) € L' (R). Bien entendu, une simple translation permet d’y ramener le cas plus
général des fonctions dont le support est limité dans la direction des abscisses négatives.

LEMME 9.1 Soient f vérifiant Supp f C [0,4+00] et £ € R, tels que e **f (x) € L' (R), alors V&; > &,
e 51 f (x) e L' (R).

DEMONSTRATION. On aura en effet |e‘51x f (x)| < |e‘5x f (x)| , d’ou le résultat en vertu du théoréme de conver-
gence dominée.
Q.E.D.

En conséquence {5 eER {e_gx f(x)elLl (R)} est soit I’axe réel tout entier, soit une demi-droite, selon le
cas ouverte ou fermée, contenant le point +00. Nous noterons & l'origine de cette demi-droite et nous
I'appellerons abscisse de convergence de la transformée de Laplace de f, ou plus simplement de f. On
notera

St(R)={f €L} (R)|Suppf c [0,+00] et IE €R, e **f (x) € L' (R) }

loc

LEMME 9.2 Soit f € S}L (R), son abscisse de convergence est la méme que celle de xf (x), et par conséquent
que celle de x™f (x), Vm € N.

DEMONSTRATION. En effet d’une part, pour x > 1, |e"5xf (x)| < \e’g"xf (x)|, d’ou il résulte que I'abscisse de
convergence de f est inférieure a celle de xf (x). Réciproquement soient § > &, abscisse de convergence de f,
et 0 < e < &—£&,. Pour x suffisamment grand, {e_ixxf (x){ < }e_(g_f)xf(x){ , avec & —¢e > &,. On en déduit que
’abscisse de convergence de x f (x) est inférieure a &,.

Q.E.D.

Rappelons que si g est intégrable, sa transformée de Fourier g est donnée par

-~

_L —inx
g(n)—mng(X)e dx.

DEFINITION 9.3 (transformée de Laplace) Soit f € S}L (R), d’abscisse de convergence £y et p = & +1in,
&> &, on pose

oo

2(f) (p) = Vame & f, = J &P f (x)dx. ©.1)

0

111
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< (f) est appelée transformée de Laplace de f, elle est définie dans une bande semi-infinie du plan com-
plexe, située a droite de ’abscisse de convergence, dite demi-plan de convergence ; la transformé de Laplace
est en fait une famille a 1 parameétre réel () de transformées de Fourier. Notons bien que la variable de
Fourier est la partie imaginaire de p.

FIGURE 9.1 — Abscisse de convergence

9.1.1 Analyticité

11 s’agit en fait de la propriété essentielle sur laquelle repose I'intérét de la transformation de Laplace.

LEMME 9.4 Soit up,(x) = (e‘hx — 1) /h+x, alors pour h assez petit |uy(x)| < C |h| x? et |u;l(x)| < C|h||x]|.

DEMONSTRATION.
Selon la formule de Taylor avec reste intégral

=1+ ) —( —hx)" Pf a=9or’ e—thx
x)" + (—hx) dg, 9.2)
k=1,p— 1 ( _1)
soit
1
uh(x)=(eh"—l)/h+x=hx2f (1-0e M dg (9.3)
0

1
u(x)=1- e = hxf e thxdqg
0

et par conséquent
lup(x)] < Clhlx? et [u;,(x)| < C Al |x]. (9.4)

Q.E.D.
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THEOREME 9.5 La transformée de Laplace est une fonction analytique dans le demi-plan de convergence.

DEMONSTRATION. On calcule le quotient différentiel

=200 +h2_$(f)(p) =J e Px e_h:l_lf(x)dx =f e P¥ (up (x) —x) f(x)dx,
0 0

[ee]

ol & =Rep > &,. Selon le lemme 9.4,

f e Py, (x) f(x)dx| <C Ihlf |e*§’cx2f(x)| dx.
0 0

D’apres le lemme 9.2, on en déduit que £ (f) est dérivable et que

o

£'(f)(p)= —J e Pxf(x)dx =—2(xf)(p). (9.5)

0

Q.E.D.

9.1.2 Propriétés élémentaires

Elles découlent essentiellement de celles de la transformation de Fourier mais peuvent se démontrer
directement a partir de la formule (9.1).
Dérivation

Sif e S}r (R), est continue sur [0, co[ et dérivable sur ]0, oo[ et si le prolongement f’ de cette
dérivée par 0 & ]—o0, 0[ appartient S} (R), alors

-‘f(f’)(p)=f

0

+00 +oo

e f (x)dx = p J P f () dx+ [P f (] =pL(F)p) 1 (0).

0

Ce résultat resre valable sous des hypotheéses plus larges :

PROPOSITION 9.6 Si f € Si (R) est continue sur [0, 00], et si sa dérivée au sens des distributions est de la
forme f' =g+ f(0)8 ot g €S. (R), alors

2 (&) (p) =p2(f)(p)—£(0). (9.6)

+00 X
e_pxg(x)dx=pf e P (f g(t)dt) dx
0 0
+00

2(g)(p) =pf e P (f ()= f(0))dx =p(£L(f)(p)—f (0)£(Y)(p))

0

DEMONSTRATION. On aura

+00

2(g)(p) =J

0

et d’apres le lemme 9.7 ci-dessous

d’ou le résultat en vertu de (9.11).
Q.E.D.
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LEMME 9.7 Si f est continue sur [0,00], et si sa dérivée au sens des distributions est de la forme f’ =
g+f(0)6otgel! (R),ona

loc

f g(t)dt=f(x)—f(0) 9.7)
0

DEMONSTRATION. Posons

h(x)=f g(t)dt,
0

et notons h’ sa dérivée h au sens des distributions. Pour ¢ € 9,

(h’,so>=—<h,so’>=—f U g(t)dr.)«p’(x)dx
0 0

=—J g(t)U w’(x)dx)dt=f g ()¢ ()dt,
0 t 0

dou b’ = g = f'— f(0)6. 1l en résulte que, sur ]0,00[, h = f + C et comme de plus h(0) = 0, que h(x) =
fx)—£(0).
Q.E.D.

Translation

SiseR",avecp=&+in

‘/%x (1F)(P) = Z (¢ E¥0,f (1)), = e 52 (1, (755 (1)), = e *Ee e 8 f (),

et de méme

1 ix ifx ,—Ex Trxrro
=2 (P ) () =7 (e (), = mpesf (.

ainsi que, pour a € R, a < & —&,

=L@ (D) =F (e (1), = 7 (P ), = =L (),
soit
L () P) =L (F)(P) et Z (e () (p) = L(F)p—q), Req<Rep—E.  (9.8)
Homothétie
Posons
Fu) = £ (), dou = =

Par conséquent, si A > 0, avec p =& +1in

1 1
2 W@ =7 (5h), =7 (),), = 57 () ( % ):

soit

2E@ =720 (L), ©9)
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9.1.3 Quelques transformées de Laplace usuelles

On utilise fréquemment la notation suivante :

f 3U(p) pour U(p) = 2(f)(p). (9.10)

On dit alors que f est l'original de U, expression qui sera pleinement justifiée par le théoreme 9.26, qui
nous en garantit I'unicité de I'inverse. En appliquant les formules précédentes, et en notant Y la fonction
de Heaviside, on obtient

1 1 n!
Y | - Yed* | Yx™ | T
Ii) (pC_OCI) pmt (9.11)
Yel®X 3 ———— Ysinowx I ——— Ycoswx O N
(p—iw) (p? + w?) (p? + w?)

Détaillons quelques-uns de ces calculs.

(i) Calcul de £(Y)
« —pX 1 —pX o 1
2(Y)= e Pdx =|—=e? =—.
0 p 0 p

(i) Calculde & (Yx™)

1 1

1 1
—2(Yx")(p)= ——2(Yx"!)(p) dot 2(Y)(p)= £ (vx"t!
L ()= 2 (V) () dot 2 (V) () = s # (V) ),
et par conséquent
n n!
2P =

Bien entendu, il existe des tables de transformées de Laplace qui bien souvent permettent d’éviter de
réaliser soi-méme ces calculs.

9.1.4 Transformée de Laplace d’un produit de convolution

PROPOSITION 9.8 Si f et g appartiennent d S}r (R), alors

Z2(fxg)p)=2()P)Z(g)(p), (9.12)
ot Eo (f *g) <max (& (f),Ep(g)).

DEMONSTRATION. Si f et g appartiennent a S}r (R), leurs supports sont convolutifs, et f x g € 2, (R). On aura

@

f L f e g x—y)dy = f Fgx—y)dy = (Fxg),

dousip=£&+in
£ (f @) (P) = V21T (75 (f x2),), = V2rnZ ((e 5 f xe*g))
=2ng (e_gxf )n g (e—ixg)

n

n

soit

2(fxg)(p)=2()P)<Z(g) ).

Q.E.D.
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9.1.5 Transformées de Laplace des fonctions a croissance lente
On s’intéresse ici au lien entre la régularité de la fonction f et le comportement a I'infini de sa trans-
formée de Laplace & (f ). Rappelons la définition de la fonction Eulérienne de seconde espece I' :
(e @)
I'(z) = J t* e tdt. (9.13)
0
PROPOSITION 9.9
(i) Si f est localement intégrable sur R et si M, n et p tels que
If () <Mt", Ve>p, (9.14)

alors
2 (f)(p) = 0quand Rep — oo.

(ii) Side plus f est continue sur [0, oo[ et si pour t <R

N
FO)=D cqt™e

n=0

< My tNTIFRea o Re o > —1, (9.15)

alors Ve > 0, YRep > ¢

N
2(f)(p) —chF(n +14a)p ™ <Ky (%ep)_N_z_mw . (9.16)

n=0

. . . .. , . N
(iii) En particulier si f %dmet au voisinage de 0 un développement asymptotique de la forme ano Cat™,
alors £ (f)(p) admet D, _,c,T'(n+1) p~"! pour développement asymptotique lorsque Sep — 0.

DEMONSTRATION.

> Soit £ > 0, on pose & = MRe p que 'on choisit de telle sorte que & > £. On aura t" < e®* dés que t/Logt > n/e.
Il en résulte que pour t suffisamment grand, disons t > R, on a |f(t)| < Me®", et par conséquent

f f(t)ePtdt
R

R
J f(t)ePtde
0

et comme |f(t)|e™*¢ < |f(t)|, en vertu du théoréme de convergence dominée,

e e(e—OR
<M =M ) (9.17)
R

— &

> Par ailleurs

R
< f F()leEdt,
0

R
J f(t)eP'dt —0
0

quand £ — oo ; il en résulte que £ (f)(p) — O.
> On écrira

o N N oo
J (f(t)—zcntma)eptdtz_g(f)(p) ZC”J P I
0

n=0 n
N

=< (f) (p) Z n+1+a J nJraedeT

=0
n=0
0

N

=2(f)(p)-, n+1+ar(n+1+a)

n=
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Compte tenu de I'estimation (9.17), négligeant les termes exponentiellement petits, il nous suffira de préciser le

comportement de
R N
J (f(t) — Z cnt"+“) e Ptde,
0

n=0

R N
j (f(t)—cht"*“) e Ptdt
0

n=0

soit

(%)
< MNJ tN+1+9‘§eaeftEdt
0

M ©0 N+1+Rea
=X (E) e 'drt
¢ Jo \&

()
MN —
,.L_N+1+EReae ‘L'd,.L.

= EN+2+9%ica

_ MyT(N+2+%Rea)
- §N+2+%ca

Q.E.D.

9.1.6 Transformées de Laplace des fonctions analytiques de type exponentiel dans un
secteur

DEFINITION 9.10 On dit que f est analytique de type exponentiel dans le secteur ouvert 3. si il existe C,r > 0

tels que
3c,r > 0, tels que |f(z)| < CePl, vz e 3, (9.18)

Pour 6 € [—m, [, on notera
Py = {p \9% (peie) > r} = {p =pe'?|pcos(6 +¢)> r}, 9.19)

il s’agit en fait du demi-plan ouvert ne contenant pas le disque B,, limité par la droite perpendiculaire a
e~% qui passe par le point re~?. On aura —m/2—60 < ¢ < 1/2—6 (mod )27

N

FIGURE 9.2 - Fonction de type exponentiel

PROPOSITION 9.11 Soit f analytique de type exponentiel dans le secteur ouvert ¥ et e!® € %
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(i) la fonction

Lo(f)(p) = f f(z)eP*dz (9.20)

Argz=0
est analytique dans le demi-plan P,,.

(i) la fonction Lg(f) est la restriction a P, d’une fonction analytique L(f) définie dans U Py.
elfex

DEMONSTRATION.
> On a tout d’abord

oo
Lo(F P +1) = L(F)p) = f Fee®)e e’ (e~ 1) de
0
or d’apres la formule (9.3) du lemme 9.4.
1
e e’ _ 1 { htel® = 2420210 f 1-20) e—(hteisdg’
0
d’ot
e .
Lo(f)(p +h) = Lo(f)(p) = —he** f Flte®)e " edt
0
oo ) 1 .
+h2e30 J F(te®)epee’ 2 f (1—g)e e’ dgde
0 0
pourvu du moins que f (teie)e_Pfeiet soit intégrable. Mais en fait, comme par hypothése ‘ f (tei9)| < Ce"* pour

t > 0, on aura
oo
scf
0

l'analyticité de Lg(f) en découle, pour r —Re (peie) <0, soit p € Py.

J f(tei®)e P’ tde ef(r‘Peis)‘tdtscf etr=e(pe”)) ¢ g
0

0

> Soient R > p > 0, ainsi que 6, 6, € 2. Dans un premier temps nous choisirons % d’amplitude strictement
inférieure a 7. On note yi le contour fermé formé des segments radiaux yg, (t) = te!% t € [p,R], et Yo,(t) =

(R+p—1t)e'®, t € [r,R], ainsi que des arcs de cercle yz(6) = Re'®, 6 € [6,,6,], et y,(0) = pe®+%79) 9
[6;,65]. On aura

0=J> f(z)e_PZdZZJ f(z)e—PZdZ_i_f f(Z)e_pzdz+J f(z)e—pzdz_i_f f(2)ePdz,
Yﬁ Y6, YR Yo, T

et
J f(2)eP*dz - 0quand p — 0
Yo

puisque f est bornée au voisinage de 0.

'J f(z)eP*dz
TR

Soit alors p = Tel? € Py NP ; pour j = 1,2, on aura Re(pe'®) > r, soit cos(6;+¢) > r/T > 0 et par
conséquent —7/2 < 6; + ¢ < /2. Comme la fonction cos est concave sur ]—m/2,7/2[, on aura cos(6 + ¢) =
min (cos (6, + ¢),cos (6, + ¢)). En conséquence In > 0, tel que Re (peie) =71cos(0+p)=r+mn,V0€[6;,6,],

d’ott
J f(2)eP*dz
TR

> Par ailleurs

6, ) 0 .
SRJ f(Re®)e PR’ | 40 < CR J e(r=epe)Rg g
0, 0,

6,
< CRJ e""™df — 0 quand R — oo.
6,
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> Pour p € Per1 N Perz, on a donc

L, (@)~ Lo ()= lim U s | f(Z)e‘PZdZ) ~0; ©9.21)
’ Yo, Yo,

c’est dire que Ly (f) et Ly, (f) coincident sur Pgl N P(;z et donc sur Pgl U P(;Z en vertu du principe du prolongement

analytique. 1l en résulte que Lg(f) est la restriction a Py d’'une fonction analytique L(f) définie dans U P,.
0€[6,,0,]

Le résultat annoncé en découle, quitte a réitérer 'opération de proche en proche si 'ouverture du secteur X est

supérieure a 7.

Q.E.D.

FIGURE 9.3 — Domaine d’analyticité

COROLLAIRE 9.12 Si f est analytique de type exponentiel dans un secteur ouvert ¥. contenant R*, sa trans-
formée de Laplace £(f)(p) = Lo(f )(p) se prolonge analytiquement a U Py.

etfen

9.1.7 Transformées de Laplace des fonctions entieres de type exponentiel

DEFINITION 9.13 On dit que f est entiére de type exponentiel si il existe C,r > 0 tels que
AC,r > 0, tels que |f (2)| < ce vz ec, (9.22)

COROLLAIRE 9.14 Si f est entiére de type exponentiel
(i) sa transformée de Laplace se prolonge analytiquement a tout Uextérieur du disque {z € C||z| <r},
(ii) elle y a pour développement de Laurent

2(F)p)= D f™©O)p . (9.23)

n=0

DEMONSTRATION.

> Le résultat de prolongement découle immédiatement du corollaire 9.12.
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> Avec ¢ = Argp, on aura en particulier, en vertu de la ” proposition 9.11 (ii)

L)) = Lol )P) = L_y(f)(p) = f

Argz=—¢

f(z)e P*dz =e ¥ f fte @)elPlege,
0

d’ou, pour |p| >,
oo

1L(F)(p)| < f |f(te-f¢)|e-lpfdtscf N T
0 0

lpl—r
Il en résulte que Z(f)(p) — 0 quand |p| — oo, c’est encore dire que g(p) = £ (f)(1/p) est bornée au voisinage

de O et par conséquent d’apres le théoréeme 7.2 qu’elle posséde en O une singularité fictive; on dit que £(f) est
holomorphe a l'infini.

(9.24)

> Notons

(n)
fa=> 10y

|
n>0 n

le développement en série entiere de f en 0. Soit alors

le reste de la série, on aura

lgn (@) < l21"" Z

n=N+1

f(”)(O)‘ 2PN

et par conséquent YA > 0, VN, 3My, tel que

lgn (@)l = f(@—i%zﬂ < My [z["*h, V2| <A (9.25)
> Selon (9.11) on aura
2L(F)p) = 2(2)(P) + Z ! (n,ff?),
et
L(g0)(p) = J " en(0e e = r gn (e ¥ )e Pt
0 0

A
=ev J gn(te ®)ePltde
o [ flpei f(”)(O)
+e v f(te*“f’)e*'P‘tdt—e*l*" (t —ie) eplege,
A

Estimons ces divers termes : d’apres (9.25),

A
SMNJ
0

SMNJ N+, |p|tdt_M E(N-H)U |)_
0

e Pltde

(te_iw)N+1

A
et f gy(te)ePltge

0

(N+1)|
| |N+2

ainsi que, d’apres (9.24)

[e] oo C
eiwf f(te ) Plide| < Cf elrlPDtge = = o(r=IpDA.
A A lpl—r
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enfin pour A suffisamment grand, on aura Yn < N, YVt > A, t" < e’ et par conséquent selon (9.24)
oo
f rePligr < 1 0-lpha
@) _
—IplA {f —Alp|
<e 1 Z Ne .

(n
_leZf )(0)f (f —up) —|p|tdt |p| | |n+1
n=0 IP

Pour |p| assez grand les termes exponentiellement décroissants sont négligeables, et on aura alors

N £(n)
203,
n=0

d’ou

/

M
=2 (gn)(p)l < IpINN”' (9.26)

> Comme Z(f)(p) — 0 quand |p| — oo, son développement en série de Laurent est de la forme

[ee]

2(p) = 2=

n+l’
n= Op

Supposons alors AN tel que b, = f((0), Yn < N et by # f ™(0), on aura

£ (0) S fM0) by —fM0) = by,
2()p)- Z Z B LD ey

n=0 n=N+1

ce qui contredit 'inégalité (9.26). Il en résulte que le développement de £ (f )(p) en série de Laurent s’écrit

O £(n)
20 =3,

n=0

Q.E.D.

REMARQUE 9.15 Notons que sous les hypothéses du corollaire, en vertu des inégalités de Cauchy (4.16)
appliquées a

2(F)(1/p) =D FM(0)p™,
n=0

dés que R > r, AM tel que Vn
|£0(0)] < MR™T. (9.27)

En effet comme S(p) = £(f)(1/p), converge dans le disque de rayon 1/r, on aura }S(”)(0)| < MR™n!, or
S(p) =3 SO /nt =37 . fM(0)p™, dott £W(0) = SF(0)/(n + 1)! et le résultat annoncé.

9.2 Transformée de Laplace des distributions

De méme que la transformation de Fourier peut étre étendue aux distributions tempérées, ce qui
permet d’'une part de 'appliquer a des fonctions qui ne sont ni intégrables ni de carré intégrable, et d’autre
part de démontrer un théoréme d’inversion assorti d’'une expression explicite de I'inverse, de méme la
transformation de Laplace peut étre étendue aux distributions, ou du moins a une classe spécifique de
celles-ci.

On note
S (R)={S € 2, (R)|3E €R, tel que e **S € &' (R) }. (9.28)
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Rappelons que 2’ (R) note I'ensemble des distributions dont le support est inclus dans R* et &' (R)
I'ensemble des distributions tempérées. Notons bien qu’il n’y a pas de hiérarchie entre &’ (R) et 5@: (R),
en effet d’'une part on accorde un comportement a I'infini plus rapidement croissant du coté des x positifs
aux distributions de 5”+’ (R), et d’autre part on exige de leur support qu’il ne s’étende pas du coté des x
négatifs.

LEMME 9.16 Soient S € 7 (R) et & €R, tels que e S e S (R), alors Y&, > £, e 51*S € &/ (R).

En conséquence et de méme qu’a la suite du lemme 9.1, {E eR |e‘5xS e’ (]R)} est soit I'axe réel tout

entier, soit une demi-droite, selon le cas ouverte ou fermée, contenant le point +00.
DEMONSTRATION. Selon la topologie de &’ (R), 3¢, C tels que Yy € & (R),

[(e75*S, 0)| < Csup SUP<€|X|j o™ ()

X€R j<{, m

d’ou
|<e_§1x5,£p>| — |<€_€XS,C(§_€1)XSO (x)>| <Csup sup |X|j

x€R j<l, m<L

(eEExg (x))(’"” .

En vertu de la formule de Leibniz

(&2 )™ = 20 (1) -y e o),

n<m

et comme SuppS C R*, il en résulte que

[(e78%s,0)| < C'sup sup x| (x)| ;
x€R j<t, n<t
Cest dire que e 51* € &' (R).
Q.E.D.

DEFINITION 9.17 (transformée de Laplace) Soit S € &/ (R), d’abscisse de convergence &g et p = & + i1,
&> &, on pose
2£(S)(p)=+v2m e4xS,. (9.29)

% (S) est la transformée de Laplace de la distribution S, c’est une famille & 1 parametre réel (§) de
transformées de Fourier, qui a priori sont des distributions, de méme que la transformée de Laplace d’'une
fonction, elle n’est définie que dans un demi-plan. La compatibilité entre la définition de la transformée
de Laplace des fonctions donnée au paragraphe précédent, et celle ci-dessus relative aux distributions est
assurée par celle entre transformée de Fourier des fonctions et des distributions.

On rappelle que pour T € &’ (R) et ¢ € & (R)

(T, o(m) = (T,, 5(x)) = <Tx, J% f go(n)e_”’xdn>.
R

Nous allons voir que I'on peut donner de la transformée de Laplace des distributions une expression
proche de celle couramment utilisée dans le cas des fonctions :

oo

2(f) (p) =J e P f(x)dx,

0
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LEMME 9.18 Soient a € 2 (R) telle que a(x) =1 pour |x| < 1 et a(x) = 0 pour |x| = 2 ; posons a;(x) =
a(x/k).SiT € &' (R) et T, = . T, alors T, € & (R) (ensemble des distributions a support compact) et
T, — T dans &’ (R).

DEMONSTRATION. Pour ¢ € & (R), on pose p; = arp € 2 (R), et en vertu de la formule de Leibniz

sup sup x| [8™(p— )l < Csup sup |x|’ [8Mp(x)l,

X€R j<{, m<{ x>k j<t, m<(
qui tend vers 0 quand k — oo, puisque ¢ € & (R). C’est dire que ¢, — ¢ dans & (R), et par conséquent
KT —Ti, o) = T, ¢ — i) = 0,

soit T, — T dans &’ (R).
Q.E.D.

THEOREME 9.19 Soit S € &/ (R),Vp=&+inou &> &> &y, ona

2(S) (p) = (e 178, ele17P)), (9.30)

DEMONSTRATION. Soit 1 € 2 (R), d’apres le lemme 9.18 il existe une suite S; de distributions a support compact
tendant vers S dans &’ (R), soit

<e—5XS, ¢n> = <e_5xS,1,bx> = kll)rgo (e_g"Sk, ¢x> .
Mais comme e "°*S, et v sont a support compact

<e_£xsk:"j;x> — <e—ExSk’<¢(,n)’ e—inx>>
= <e—<fxsk ® wn’e—inx> — <,¢n’ (e—ExSk,e—inx>>’
d’ou
(e, ) = (W, (€757, ef1¥e~5xe7In¥))
(g, (78781, &7P7)),

puisque S, est & support compact. Mais comme de plus &; < &, alors e(617P)* = e(&1=Exe~nx ¢ o (R), et (e’gl"Sk, e(gl"’)x> —
<e—€1x5’ e(&1—p)x > , d’ott

(55,4, ) = Tim (1, (7575, eE7P)).
Pour k assez grand Supp (S —S;) C [k, o[, et par conséquent

|<e—§1x (S_Sk)’e(gl_p)x>| <Csup sup |x|j |3ﬂe(€1—p)X{ ,
x>k j<t, |B|<L

d’oty, selon le théoréme de convergence dominée [ (1) {e™51* (S—S;),eé+™P*)dn — 0, et par conséquent

<e/—5x\5’wn> — kllglof Y(n) <e_51x5k,e(51_p)x>d'r) — f Y(n) <e_51xS,e(51_p)x>d'r).

On aura donc -
< (S) (p) = e—£x§ (n) — <e—€1XS’ e(El—p)x> )

Q.E.D.
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On voit déja que, pour Rep > &, la transformée de Laplace est une fonction de p, et non pas seulement
une famille & un parametre de distributions tempérées ; c’est en fait c’est une fonction holomorphe. Prenons
également conscience du progrés considérable que représente la formule (9.30) qui permet de calculer
la valeur de la fonction Z (S) en tout point p tel que Rep > &, par rapport a la définition (9.29).

On note fréquemment
2(S)(p) =(S,e7F), (9.31)

mais ce n’est en général qu'une notation, dont la signification réelle est a chercher dans la formule (9.30).
La formule (9.31) est pleinement justifiée si S € &' (R) N 2’ (R) et Rep > 0, car alors le facteur de
convergence e—G1x peut étre éliminé dans la formule (9.30).

9.2.1 Analyticité

LEMME 9.20 Si ¢ € Z(R), Supp¢ C [a,+oo[ et up(x) = (e‘hx — 1)/h + x, alors up — 0 dans & (R)
quand h — 0.

DEMONSTRATION.
Notons tout d’abord que

u(x)=1 —e " et uglp)(x) = (=1 Rhle™ Yp>1,

La preuve découle alors des inégalités (9.4) et de la formule de Leibniz.
Q.E.D.

THEOREME 9.21 La transformée de Laplace est une fonction analytique dans le demi-plan de convergence.

@

DEMONSTRATION. On calcule le quotient différentiel

—h
ff(s) (P + h}z —g(S) (P) — <e_§1x5,€(§1_p)xexT_1> — <e—§1xsye(§1—p)x (uh —X)>,

ott Rep > &, > &, D’apres le lemme 9.20, on aura e(517P*y; (x) — 0 quand h — 0, dans #(R). 1l en résulte que
£(S)(p) est dérivable avec
2'(8)(p) = —(e 58, xel&™*) = —¢(xS) (p) (9.32)

Q.E.D.

PROPOSITION 9.22 Si S € <7+/ (R), avec &, pour abscisse de convergence et si e 0*S € &’ (R), alors
e~¢XS — e=%0*S dans &’ (R) quand & — &, & > &,.

DEMONSTRATION. Posons & =&, + ¢, € > 0, alors pour ¢ € & (R),

<e*5xS, <p> — <e/—ig, <p> = <(e*€x — 1) e 5, cﬁ(x)) = —<e75°xS,u;(x) Q(x)).

——

Du lemme 9.20 il résulte que u;(x) @(x) — 0 dans &(R), et par conséquent que e~¢*S —e~%*S — 0 dans &'(R).
Q.E.D.
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COROLLAIRE 9.23 En particulier si S € ' (R)N 2’ (R), on a

@

~

1
S, = lim £ (S , la limite s’entendant au sens de &’ (R), (9.33)
)= 7= lim2()() (®)

ce qui peut constituer un excellent moyen de calculer S.

Il faut prendre garde au fait que, bien que limite d’une suite de fonctions tres réguliéres, £(S) (py) ol
Do = & + M, peut trés bien n’étre méme pas une fonction (voir par exemple la formule (9.40)). Ce qu'on
espere en fait malgré tout c’est que la fonction £ (S)(p) soit susceptible d’'un prolongement méromorphe
au-dela du demi-plan de convergence.

9.2.2 Propriétés élémentaires

Elles découlent essentiellement de celles de la transformation de Fourier des distributions.

Dérivation
On a
1 Y — —_—
_— / — p—&xcC/ — Fo—&x —&xqy
mz(S)(p) eS8/ () = Ee~5xS (n) + (e7xS) (n)
— Fo—Exg ime—xS (n) = —P_
Ee=sxS(n) +ine=5xS(n) mff(S)(p),
soit
2(8")(p) =p£(S)(p) et £'(S)(p) =—2£(xS)(p), (9.34)

selon la formule (9.32).Notons qu’il s’agit bien ici de la dérivation au sens des distributions et que par
conséquent, si S est la restriction & R* d’une fonction qui ne s’annule pas a l'origine, sa dérivée comporte
une masse de Dirac (voir la formule(9.6)).

Translation

SiseR™,

L — g (e _ o —ex _ st i Ere
T2 G ®) = (75,8) () = 5 (7 (¢75)) (m) = *FeMeEx5 (),

et de méme

1 : iBx ,—Ex S
Eﬁ(elﬁ’%)(p):ﬂ(elﬁ% *X8) (n) = Tpe=4xS (n),

ainsi que, pour a €R, a < §—&,

L ax — ax ,—&x — (a=&)x — L _
=2 @) P)=F (M) ()= F (S) () = =L () (P~

soit
ZL(t:8)(p)=e P2 (S)(p) et £ (e7*S)(p) =2(S)(p—q), Req <Rep—&,. (9.35)
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Homothétie

Posons
p2(x) = p(ax) et (Ty, ) = w( 2 @1/2)
ona

<T;>(P>=<T7L> ) |A|< (pl/l> ( :@>:<T’¢l>=ﬁ<i‘\l/l:(p>:

dou AT, =T, /- Par conséquent, si A > 0,

1 1
MO =7 (1) =7 (1)) =22 (1) (3),

soit B 1 »
2 (T,)(p) = A.,Sf(T)( A). (9.36)

9.2.3 Quelques transformées de Laplace de distributions

5m o pm PfM 3 y—Logp (9.37)
X

Détaillons ces calculs.
(i) Calculde & (5™)

@ (6(m)) =@ (Y(m+1)) — pm+1$(Y) — pm

(i) Calcul de &£ (Pf@)
Rappelons que

<Pfix) cp(x)> :f M + ¢(0)Loga, ou Suppy C ]—a,al
0

= limf de + ¢(0)Loga

:113%([ Md — (O)J )+90(O)Loga

:ll—r}(l)(J (P(X)d +¢(O)Loge)

On aura donc

((Y(x)Logx)’, cp) = —<Y(x)Logx, ga’) = —f Log x¢’(x)dx
0

= —limf Logx¢’(x)dx = liII(l) (f (p(x)dx — [Logxap(x)] )

e—0

= lim U plx )dx+Log8cp(0)+Log.€((,0(e) ¢(0)))

£—0

(1),
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et par conséquent

oo

2 (Pr722) ()= p2 (v (x)Logx) () = p (Y () Log.x, e 7) =pj e Log xdx.
0

La fonction e ?* Logz étant holomorphe en dehors de la coupure ]—00,0] sur I'axe réel négatif, et tres
décroissante quand |z| — oo, selon le lemme I.1 on peut remplacer le chemin [0, oo[ par I'(t) = t/p,
t =0, oo, (voir la figure 9.4) et on aura

* 1 (% 1 (% Lo <
J e PXLogxdx = —J e 'Log(t/p)dt = —f e 'Logtdt — ~08p e tdt
0 b 0 P 0 p 0

1
= —~(y—Logp),
p
ol v note la constante d’Euler :
o0
y= f e 'Logtdt.
0

I en résulte que
Y(x)
=2 (PfT) (p) =r—Logp.

On voit a quel point 'analyticité joue dans ce calcul un role essentiel.

9.2.4 Application au calcul de transformées de Fourier

En application du corollaire 9.23,

Pf@ (n)= \/;_n éll% (y —Log(& +in)) = 1/%_71 (Y— %ii%Log(é + in)) (9.38)
= L — [ = L — in/2sgnmn
T r—Les(im) = —=— (v —Log(Inle )

1 . 1 T
— —1 —L in/2sgnn) — ( —L e )
_m (Y og|n|—Loge ) —m y —Log|n| 12 sgnn

argp

;
/0

FIGURE 9.4 — Partie finie
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Mais également

Y( X) Y(X)
(M=Pf——=(-1n)=— (Y L0g|n|+l—sgnn)
on
of 1 Y Y
1_pp¥&) | pe Y0
X X X
d’ou -
1 L
Vp—(n)z—l‘/—sgnn. (9.39)
X 2
De méme
~ 1 1 1 1 1
Y, = — lim (9.40)

v2n€—>0€+in Vaorn 15—»07}—15
= Ll(vpl+i715) = L(71:5—1'Vp1)
Vami Ui V2m nJ)’
9.2.5 Transformée de Laplace d’un produit de convolution
PROPOSITION 9.24 Si T et S appartiennent a &, (R), alors

Z(TxS)(p)=2(T)(P) £ (S)(p), (9.41)

olt o (T *S) <max(&y (T),&0 (S)).

DEMONSTRATION.

Q@

> SiT et S appartiennent a &/, (R), leurs supports sont convolutifs, et S T € 2/, (R). De plus pour ¢ € 2 (R),
on aura

(e_g"T * e 5xs, g0> (e_ngx ® e_gySy, p(x +y)>
(e_g(“y)Tx ®S,,p(x +y)>
(Tx ®Sy,e_§(x+”cp(x +y)>
{

(T*S);,e () = (e = (T *S);, ¢(5)),

d’ou (e_ng * 6_5"5) =e (T xS),.
S
> Le lemme 9.18 nous permet alors de remplacer respectivement T et S par T et S, a supports compacts tels
que e"*° T} et e 155, convergent respectivement vers e 5*T et e *1*S dans %’ (R). On aura alors

Z(Ti xS ) (p) = <€_515 (Tic* Sk), e£15€_p5>
— <(6—51x Tk * e—€1xsk) 6(51—P)5>
s b
— <e_§1X Tk) <e_51J’Sk’ e(gl_P)(X‘U’)})
— <6_€1X Tk; e(fl_P)X <e_§1}’5k’ e(gl_P))’>>
— <e_€1x Tka e(gl_P)X> <e_51)’Sk’ e(il‘P))’) .
> II se trouve maintenant qu’en vertu du théoréme de Banach-Steinhaus, le produit de convolution est séquen-
tiellement continu 27 (R) x 2’ (R) — 2} (R), et par conséquent
(e_gls (T*S), eglse_ps> = lim (e_gls (T % S), eglse_ps> (9.42)
k—oo
= li _Ele (&1—p)x i —&1y (&1—-ply
Jim (75T, 67 Jim (7SS, eC7Y)

— (e—ilx T, e(irp)x) <e—€1y5’ e(&—p)y) =2(T) ()£ (S)(p),
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Selon le théoréeme 9.26 ci-dessous, ¥ (T) et £ (S) appartiennent a 5¢,, ainsi par conséquent que leur produit ;
c’est donc la transformée de Laplace d’une distribution de &/ (R), et comme cette derniere est unique, la formule
(9.42) nous apporte la preuve que e ~*1* (T % S) € S etque £ (T +S)(p) =<2 (T)(p) £ (S)(p).

Q.E.D.

9.3 Inversion de la transformation de Laplace

On considére I'ensemble 5, des fonctions U(p) qui pour un certain r € R sont analytiques dans
Pi ={p|Rep >r} et a croissance au plus polynémiale.

¢, = {U a croissance lente [Ir, U(p) analytique pour Rep >r}.
On admettra le lemme (non trivial) suivant :

LEMME 9.25 Si T € &’ (R), 3f continue, & croissance lente, et m € N tels que T = f ™,

Side plus T € 2° (R), on peut choisir f de telle sorte que Supp f C R". En effet comme Supp f (m)
R™, f coincide sur R~ avec une fonction dont les dérivées sont nulles a partir de 'ordre m, soit en fait un
polynéme Q de degré m—1 au plus. Posons alors g = f —Q, on aura Supp g € R* et g™ = f(m _q(m =
fm=r

THEOREME 9.26 La transformation de Laplace est une bijection &/ (R) — #,.

DEMONSTRATION.

> SiS € S/ (R), en vertu du lemme 9.25, on pourra écrire e’E”Sn = g™ ol Suppg c R* et par conséquent,
d’apres les formules (9.34) et (9.35),

2S)p)=2(e5,)p—-E)=2(g™)p—-8)=p"Z () (p—&).

Comme selon la proposition (9.9), £ (g)(q) — 0 quand Req — oo, on aura |.£ (g)(p —&)| < 1 pour Re p suffi-
samment grand, et par conséquent |.Z (S) (p)| < |p|™.

> Réciproquement, étant donné une fonction U(p) € #&, ; pour { = Rep > r fixé, cest vis-a-vis de 7 = Jmp
une distribution tempérée, qui admet donc une transformée de Fourier inverse tempérée T,. On peut étre plus

précis en remarquant que si pour m suffisamment grand on pose V(p) = U(p)/p™, on aura |[V(p)| < M/ |p|*,
fonction intégrable vis-a-vis de 7. Avec V;(t) = V(¢ +i7), on écrira donc

-1 — L e : ixT
F (Vg) (x)= mj_oo V({+it)e™* dr.

Posons alors v,(x) = e g1 (Vg) (x), on aura

{+ioco

V(q)et*dq. (9.43)
V) (q) q

+00
1 .
ve(x) = o J V(I +it)e™xdr =

> En fait la fonction v,(x) est indépendante de {, ce qui dans la suite nous permettra de la noter v. Soit en
effet ¢’ > { et v(t) le chemin rectangulaire formé des segments suivants (voir la Figure 9.5)

() = +it, t € [—A,+A]

YZ(t) = (C/ + C_ t) + iA: te [C’ C/]
ro(t) = —it, t €[—A, +A]

Yg(t) = t_iA: te [z:’ g/]’
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Im (p)
¥z (t)
A <
t
Yo (1) A 0
1 Re (p)
r ¢ ¢!
— A R
7; (t)

FIGURE 9.5 — Indépendance de {

On aura

{+iA {'+iA
Ozf V(p)ep"dpz—f V(q)eq"dq+f V(q)eqxdq+f
Y 4

V(p)ep"dp+f V(p)eP*dp,
—iA —iA T2

Y3

mais M
[V(p)eP*| < |V(p)| P < —e¥™ep,
Ipl
d’ot ,
¢ ptx
|4 PXdp| <M —dt.
f (p)eP*dp f A
Y2 4
1l en résulte que fy V(p)eP*dp — 0 quand A — o0, ainsi de méme que fr V(p)eP*dp, et par conséquent
2 3
{'+ioco
ve(x) = V(p)eP*dp = vy (x) = v(x). (9.44)
¢ iv 21 {'—ico ¢

> On a donc démontré que, pour p = & +in, U(p) = p"V(p) = p™e=5*v(x)(n). Montrons que v € 2/ (R) :
nous avons vu que

1 {'+ioco
v(x)= V(p)eP*dp,
V2T J oy ioco
d’ou
U (o0 dt e 7T el'x

e
PN ) e M Ve

Si maintenant, pour x < 0 on fait tendre ¢’ vers I'infini, on constate que v(x) = 0.
> On aura par conséquent

U(p) = p"eEv(x)(n) = %p’"z W)= %z (V™) (p), (9.45)

Cest dire que U est la transformée de Laplace de la distribution S = v(™/+/27. On peut également écrire U(E +
in) = v2me=¢*S,, ce qui prouve l'unicité de S.
Q.E.D.
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Notons que les formules (9.45) et (9.43) fournissent une expression explicite de la transformée de
Laplace inverse :

{+ioco
1, _p" U(Q) gx
U(p)——mp £ (v)(p) 2m£’(L_m e dq)(p), (9.46)

en particulier, si U({ + iT) est intégrable vis-a-vis de 7, on aura

{+ioco
U(p) = — & ( f U(q)equq) )
4

2iT ico
ce qui peut s’écrire
{+ioco

Y(x) U(q)e®™dq o U. (9.47)

2i1

{—ico

9.3.1 Calcul pratique

La formule (9.47), ne présente pas d’avantage manifeste par rapport a une transformée de Fourier, la
supériorité de la transformation de Laplace se manifestera si cette intégrale est susceptible d’étre calculée
a l'aide du théoreme des résidus.

PROPOSITION 9.27 Si U est méromorphe dans C et s’il existe une suite R, telle que M, = supq|_g_ |U(q)| —
0 quand R,, — 00, alors

Y(x) > Res (U(q)e®™;d) 3 U(p). (9.48)
deD

DEMONSTRATION.

> Posons A, = {/R2—&2, R, > [E] et a,, = Arctg(A,/&), considérons le chemin y, (dit contour de Bromwich),
(voir la Figure 9.6) union de

A () =E+it, t €e[—A,AL]
o, (t)=R,e? 6€ela,,2n—a,],
et notons A, le domaine borné qu'’il entoure. On aura d’une part
1
— | U@e™dg= ) Res(U(g)e®;d),

2im Tn deDnA,

et d’autre part fa U(q)e™dp — 0 quand n — o0 ; en effet

J U(g)e®dq

> En ce qui concerne le premier terme, comme il ne fait intervenir que les x > 0, on aura

eRnxcosede

<M,R, f
[an,m/2]U[n/2,37/2]U[31/2,2n—at, ]

/2 /2
Rnf eR,,xcosGdQ < Rnf eRnx(n/Z—G)de — l (eRnx(n/Z—an) _ 1) ,
X
a a

n n

et comme /2 —a, = Arctg(&/A,) < £/A,, on obtient

/2
Rnf eRnxc0s0 10 < l (eng 1+(E/A) _ 1) ,
a

X

n

qui reste bornée quand n — 00. Il en est de méme pour le troisiéme terme



132 9. La transformation de Laplace

> Enfin, on a
31/2 T
R f eR”XCOSGd9=R f e*Rnxsian,L_
n n H
/2 0
qui est borné d’apres le lemme de Jordan 1.2, formule (I.1).
> Il en résulte que
1 E+ioco

1
— U(q)e™dq = — li U(q)e®™d
207 ), 1o, (q)e™dg = 5— nggoﬁ (@)e™dgq

n

= lim f U(q)e®dg =) Res (U(q)e™;d)

Tn deD

Q.E.D.

A

/\. §+idy

On A

/
‘oo
;o Hn

S
rd

kY :'.
w_
N Qn
\
\ A
\
N n
o
\
‘\ .
E—iA,

FIGURE 9.6 — Contour de Bromwich

On peut traiter des cas plus généraux, en particulier présentant des coupures, dont par exemple le
calcul de l'original de p” pour v complexe. On utilise alors un contour de Hankel (voir la Figure 9.7)
comprenant un demi cercle de rayon ¢ centré sur 'origine dans le plan des parties réelles positives et des
deux bords de la coupure que nous choisissons le long de 'axe réel négatif.

Prenons —1 < Re ¥ < 0 ; dans ces conditions la formule (9.47) s’applique, et comme a la proposition
9.27, l'intégrale le long de la droite £ +it, t € [—00,+00] est égale a celle le long du contour de Hankel,
et 'intégrale le long du demi-cercle s’annule quand & — 0. On aura donc

1 r€+i00 1 &+ioco
L7 (P x) = — p'eP*dp = — e8P ePXdp
27T f—ico 2i7 fF—ico
0 0
— 1 ev(Logltl—in)etxdt_ 1 ev(Log|t|+i7'c)etxdt
2 J_ 2iTT ) _ o
0 0
— 1 [ e—ivnevLOgItIetxdt_ 1 eiwrevLog|t|etxdt
2 J_ 2T ) _ o
1 [° evm_eivm sinvr °
- : evLogItIetxdt:_ |t|vetxdt
T J_ oo 21 T oo

sinve [0 sinve (7 sin (—vm)
=— s’e ™ Nds =— v fdTr=——T(v+1)
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soit
—r—1

Y(x);(_v) ap’, (9.49)
puisque
— Ty (r+1). (9.50)
sin (—vm)

Les formules relatives aux autres ¥ non entiers s’obtiennent alors par dérivation.

Posons u = —v, la formule (9.49) s’écrit

xb1 1
a— (9.51)
r'(u) p+

Y(x)

et reste valable pour les u tels que 2Re u > 0, par dérivation de la transformée de Laplace et compte tenu
du fait que T'(u + 1) = ul'(u).

Les formules relatives aux v de partie réelle positive s’'obtiennent de facon similaire a partir de (9.49),
par dérivation de l'original et font intervenir les dérivées des x~ "}, soit en fait des parties finies et des
masses de Dirac a l'origine pour 9Re v > 1. Si on se contente d’en observer la trace sur ]0,—oo[, on
constate que pour v non entier, de partie réelle positive, la formule (9.49) reste valable.

T~ ¢+iA
™
LJ
| _~1§—iA

FIGURE 9.7 — En présence d’'une coupure

9.3.2 Développements asymptotiques

Quitte & étre moins exigeant, et a se limiter & un développement asymptotique de l'original, on peut
se contenter d’hypotheses moins restrictives relatives a U.

PROPOSITION 9.28 Si U est méromorphe dans le demi-plan {p |Rep > &}, avec un nombre fini de péles
q;, 1=1,n, ety vérifie | U(p)| <M/ |p|2 pour |p| suffisamment grand, alors U est la transformée de Laplace
d’une fonction u(x) admettant pour x — oo le développement asymtotique suivant :

u(x) = > Res (U(p)eP*;q;) +v(x), (9.52)
i=1

ott v(x) est négligeable devant eI si les pdles sont rangés dans Uordre des parties réelles décroissantes.
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DEMONSTRATION. Pour & > $Req; on aura

1 &'+ioco
u(x) = —f U(p)eP*dp.
2i1 £

'—jco
Si on choisit £, < & < Req, < &', a l'aide du contour rectangulaire y(t) formé des quatre segments
r1(t) =& +it, t € [—A, +A]
r2(t)= (&' +&—t) +iA te[& €]
yo(t) =& —it, t €[—A, +A]
ra() =t—iA te[g,£]
comme lors de la démonstration du théoréeme 9.26 (voir la Figure 9.5), on obtient

E+ioco

1

o U(p)er*dp = u(x)— Y Res (U(p)e*;q;),

§—ioo i=1

soit

n . egx +00 . .
u(x) = Res (U(P)e"™5q) + o— | U(E+in)e™dn.
i=1 —00

Q.E.D.

9.3.3 Equations de convolution

Le principe consiste a utiliser la formule (9.41) de telle sorte que I'équation f xu = g soit transformée
en une équation algébrique, soit £ (f) % (u) = £ (g). Etudions par exemple I'équation d’Abel

g(x)= f u(t) Sdt = (Y(s)s_” * Y(s)u(s)) (x), Rev<1. (9.53)
o (x—1t)
On aura .
s
2(rg) =11 - 02 (Y6 i — | 2 (T Eue)),

soit d’apres (9.49), £ (Yg)(p) =T(1—»)p" 1« (Y (s)u(s)), et par conséquent
ZYg)p) 1 1 2(Yg)(p)

T(1—») p—1 pP 11—
C12(ve)) 1 1
S pY TA-v)  TA-»p’

£ (Y(s)u(s)) =

2(g(0)5+Y[g'])

__ 1 1 , _g(0)+,‘f[Yg/] §v-1
Eern Uy e (0
_g(0)+2 [ve'] »—1\ _ SInvm , -
= Tora oy L6 ) = == (e@+2[vg]) £ (v,

puisque I'(v)['(1 — v) =t/ sin v, d’ou

Y = T (g0 (3™ + [Yg ]« (Y95 ),
et finalement . )
u(s) = 28 (g(o)sv—1 + J g (—t)? dt), s>0 (9.54)
0
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9.3.4 Equations différentielles

On cherche T solution de .

> a; TV =5, (9.55)

Jj=0
ol il s’agit de dérivées au sens des distributions. On aura alors

n

2 (YS)= (Z ).,sf (YT) dott £(YT) =

j=0

2(YS)

Z] =0 ]pJ

Cette formule peut servir a calculer la solution élémentaire : si S = 6, par décomposition en éléments
simples,

1 Ay ﬁk—l )
YT) = ———— = _ ALY MRX (9.56)
) > oa;p) ;(p o )P ; £ ( (e =
d’ou o
xXPET
T=Y A ———— 9.57
() 2 4™ 5y ©:37)

On cherche maintenant a résoudre une équation différentielle aux valeurs initiales, soit a trouver f,
j fois dérivable telle que

n

Zajf(j)(x) =s(x), x=0 (9.58)

j=0
OO =f, j=0,n—1.
Comme les formules relatives a la transformation de Laplace portent sur les dérivées au sens des distribu-

tions, on est conduit a poser T = Ty (yf(x), d'0u

j—1

7O = 3760 £-1-0(0) + £,

=0

et par conséquent

n—1 j—1
= > q (T(J')_Zg(f)f(j—l—f)(o))’

j=0 (=0
ou encore
n—1 . n j—1 ‘
aJT(J) = Za] Z 5(€)f(]_1_€)(0) +s,
j=0 j=0 {=0
soit ; )
S a2 P fFUTO0) oy
2 ()= ==Y (¥s) (9.59)

+ :
Z;'I:o Cljp] Z;I:o ajpj
I ne reste plus qu’a opérer une décomposition en élément simple de ces fractions rationnelles selon le
modele de I'équation (9.56) pour en déduire T. Le premier terme correspond a la solution de I'équation
sans second membre, et le second a une solution particuliere de '’équation avec second membre, en fait
celle correspondant a des données initiales nulles. Cette facon d’opérer est beaucoup plus efficace que celle
consistant a utiliser la méthode de variation de la constante.
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9.3.5 Equations aux dérivées partielles

On peut par exemple également de cette fagon résoudre ’équation de la chaleur

———=0, x,t>0 (9.60)

u(x,0) =0, x > 0 donnée initiale

u(0,t) =6, u(oco,t) =0 t > 0 conditions aux limites

Comme u s’annule en t = 0, du/dt ne se distingue pas de la dérivée au sens des distributions, et en
opérant une transformation de Laplace en la variable t, on aura comme précédemment,

92 (uy) (p)

pg(ux)(p): 22 P

et par conséquent % (u,.) (p) = A(p)eVP* + u(p)e~vP~. Si on se limite & chercher u, € &/ (R), on devra
avoir & (u, )€ #, d’'ou A(p) =0, la condition aux limites imposant

u(p) = £ (uo) (p) = 0.2 (¥) (p) = g

Il en résulte que
0
£ (uy) (p) = —e V¥,
p

Or selon les bonnes tables de transformées de Laplace

erfc(i) 1 ﬂ ou erfc(t) = ifoo et dt (9.61)
24/t p VT ). ’ '
d’ot1 finalement
b'e
u(x,t)=u,(t =9erfc(—),x>0. 9.62
(x, ) =u,(t) WG (9.62)



Chapitre 10

Espaces de fonctions holomorphes

Jusqu’ici, les seules notions de convergence que nous ayons utilisées de facon systématique sont celles
relatives aux séries entiéres. Le chapitre qui suit vise a définir et étudier une topologie adaptée a ’espace
des fonctions holomorphes dans un ouvert quelconque 2 du plan complexe, ce sera la un outil essentiel
pour la démonstration de nombreux théoréemes d’existence.

10.1 Topologie

LEMME 10.1 Si Q est un ouvert de C, il existe une suite de compacts K,, C €, dite exhaustive, telle que
Q= UneN Kn'

DEMONSTRATION. Considérons 'ensemble des disques fermés contenus dans €2, dont les coordonnées du centre
et le rayon sont rationnels; c’est un ensemble dénombrable que I'on peut ranger selon une suite D,. La suite des
o

K, = Jx=1. Dk, est croissante et constituée de compacts et les D, forment un recouvrement ouvert de D. Il en
résulte que tout compact K de Q est contenu dans une union finie de D, et donc dans un certain K, ; en particulier
tout point {z} de Q.

Q.E.D.

Nous munirons ¢°(2) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, c’est-a-dire celle qui
est engendrée par la famille dénombrable de semi-normes

pa(f) = sup [f(2)].
z€K,

Nous savons qu’il s’agit 14 d’'une topologie métrisable, qui fait de 6°(2) un espace complet, soit en fait
un espace de Fréchet. Notons 5#(£2) I’ensemble des fonctions holomorphes dans Q.

PROPOSITION 10.2 (Weierstrafp) (1) est un sous-espace fermé de €°(2).

C’est dire que ##(£2) muni de la famille de semi-normes p,, est également un espace de Fréchet.
DEMONSTRATION. Soit f, une suite convergente de fonctions de 52 (2), soit vers f € €°(£). En vertu du théoréme
de Cauchy 5.5, si T est un triangle inclus dans 2, on aura

f fa(2)dz=0 d’oﬁf flz)dz =0,
ar ar

et par conséquent, d’apres le théoreme de Morera 5.6, f est holomorphe dans €.
Q.E.D.

137
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PROPOSITION 10.3 La dérivation est une application continue sur 5£(£2).

DEMONSTRATION. Soit en effet D un disque compact inclus dans 2, de rayon r. On notera D, de bord y,, un disque
de méme centre et de rayon r, > r, également inclus dans Q. Si f, — f dans €°(£2), d’apres la formule (5.3), on

aura
R I AOTPRTINS B O

; dz YaeD,
2i1 YO( — ) 217‘5 (z—

/
ful@)=
d’ot il résulte que f, — f’ uniformément sur D, et par conséquent sur tout compact K.
Q.E.D.

PROPOSITION 10.4 Si Q est un ouvert de C, si la suite de fonctions holomorphes f,, converge vers f et si f
posséde un zéro d’ordre m en a € , alors

(i) Dans tout voisinage de a suffisamment petit, a partir d’un certain rang N (dépendant du voisinage)
les f,, possédent m zéros comptés avec leur multiplicité.

(ii) Sin> N etsi f, s‘annule en a, alors f, posséde un zéro d’ordre m en a.

DEMONSTRATION.

> La fonction f est holomorphe et ses éventuels zéros sont isolés en vertu de la proposition 2.8. Selon la
proposition 8.1, si y est un cercle suffisamment petit centré en a,

BN NACOI fi(2)

Usa=o f(z) nir?ozm @)

Tdz = lim > (),

qef%

ol {(f;a) est l'ordre du zéro de f en a et %, est 'ensemble des zéros de f,, dans le disque limité par y.
> Comme les zéros de f, sont également isolés, quitte a réduire le rayon de y, on aura &, = {a} et {(f;a) =
lim, o0 {(fn; @), dott {(f,;a) = {(f;a) pour n > N.
Q.E.D.

COROLLAIRE 10.5 Si Q est un ouvert connexe de C, si la suite de fonctions holomorphes f, converge vers f,
et s’il n'existe pas de rang N au-dela duquel les f,, s‘annulent dans 2, alors f ne s’y annule pas non plus.

COROLLAIRE 10.6 Si Q) est un ouvert de C et si la suite f,, de fonctions holomorphes injectives converge vers
Q f non constante dans H(S2), alors f est injective.

DEMONSTRATION. Supposons que f(a) = f(b) = A, ot a # b. La fonction f(z) — A s’annule en a et b ; en vertu
du corollaire 10.5 au dela d’un certain rang la fonction f,(z) — A s’annule au voisinage de a et au voisinage de b,
ce qui constitue une contradiction.

Q.E.D.

COROLLAIRE 10.7 Si Q2 est un ouvert, si f posséde un zéro d’'ordre men a € Q, et si 8,, — 0, 6,, # 0, alors
a partir d’un certain rang, la fonction f, = f — 0, posséde m zéros simples au voisinage de a.

DEMONSTRATION. Comme f’ s’annule en a, dans un voisinage V assez petit de a en vertu du principe des zéros
isolés, f' ne sannule qu’en a ; or f! = f’ et par conséquent les zéros de f, dans V\ {a} sont simples. Mais f, ne
s’annule pas en a ; il en résulte que les zéros de f,, sont simples dans V et au nombre de m d’aprés la proposition
10.4.

Q.E.D.
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On dit qu’un sous-ensemble S de () est borné, s’il est absorbé par tout voisinage de 0, c’est-a-
dire s’il est contenu dans I'un des homothétiques de tout voisinage de 0. Bien entendu, on sait que dans
un espace topologique séparé, les compacts sont fermés et bornés, ici la réciproque est vraie, c’est le
théoréme de Montel. Rappelons que H C ¢°(; F) est équicontinu sur £ si

VzeQ,Ve>0,3n, >0tel que (|t —z|<n,) = (If(t)—f(2)| <e, Vf €H),
ainsi que le théoréme d’Ascoli :
THEOREME 10.8 (Ascoli) Soit H C 6°(Q;C), équicontinu; si Vz € Q,
H(z)={f(z)|f €H}
est relativement compact dans C, alors H est relativement compact dans ¢°(Q; C).

THEOREME 10.9 (Montel) Dans 5#(Q) les bornés sont relativement compacts.

DEMONSTRATION. Soit donc H C #(£2) borné, alors Vn, supscy p,(f) < 00. Il en résulte en particulier que H(z)
est borné et donc relativement compact dans C. Pour appliquer le théoréme d’Ascoli il suffit donc de montrer que
H est équicontinu. Soit a € 2, notons D,, le cercle de centre a et de rayon p et choisissons r de telle sorte que D5,
soit inclus dans Q. Pour z € D,, et y = dD,,, on aura

IO

2i1 u—szg
Y

fl2)=

du,

1 11 _z—a f(u)
f(Z)—f(a)—szyf(“)(u_z u_a)d”‘ 2in fy(u—z)(u—a)du’

et par conséquent

IZ_aIM, ou M =sup|f(u).
21’ uey

f(2)— F(@)] < 'z‘“'f P 1 <
4nr Ylu—zl

Q.E.D.

10.1.1 Propagation de la convergence

En vertu du lemme d’Abel, nous savons déja que si une série entiére ), . a,%, COnverge en un
point s # 0, alors elle converge normalement dans tout disque de rayon inférieur a |s|, soit en fait selon
la topologie de €°(D;C), ou D est le disque de convergence. Le théoréme qui suit en constitue une
généralisation valable dans des cas beaucoup plus généraux, on notera sa similitude avec le théoreme
des zéros isolés.

THEOREME 10.10 (Vitali) Soit Q un ouvert connexe de C, z, € Q une suite qui converge vers z € Q, si f,
est une suite de fonctions holomorphes formant un ensemble borné dans () et si Vp, f, (zp) converge,
alors f, converge dans ().

DEMONSTRATION. La suite des f, étant bornée est relativement compacte d’apres le théoréme de Montel 10.9, elle
possede donc une sous-suite f,, convergente, soit vers g. On aura

g(zp) = nl_i)%fn’(zp):

d’ot1 I'unicité de g en vertu du principe des zéros isolés 2.8. Supposons alors que la suite f,, ne converge pas vers
g, il existe alors une distance ¢ et une sous-suite f,, telles que d(g, f,») > €, mais comme on peut extraire de f,
une sous-suite convergente, celle-ci convergera nécessairement vers g, ce qui constitue une contradiction.

Q.E.D.
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10.1.2 Séries de fonctions méromorphes

DEFINITION 10.11 On dira que la série ).,y f, ol les f, sont des fonctions méromorphes dans D C C, est
uniformément convergente dans D, s’il existe I C N fini tel que

(i) Pour n¢1, f, n’a pas de péle dans D

(ii) La série Zn¢[ fn converge uniformément dans D

THEOREME 10.12 Soient Q ouvert de C et Y, _y f, une série de fonctions méromorphes convergeant dans
€°(£2), cest-a-dire convergeant uniformément sur tout compact inclus dans 2.

(i) Sa somme f est une fonction méromorphe sur Q.

(i) La série D, oy f. converge vers f'.

DEMONSTRATION.

> Sur tout ouvert U C Q relativement compact, Y. _. f, est la somme d’une fonction méromorphe > _, f, et
d’une série de fonctions holomorphes Zn¢1 f,, convergeant dans 6°(U), c’est donc une fonction méromorphe dans
U en vertu de la proposition 10.2. Il en résulte que 'ensemble des points singuliers de f dans Q2 n’a pas de point
d’accumulation, et par conséquent que f est méromorphe dans .

> De méme ),
proposition 10.3.

nen fo est une fonction méromorphe dans 2, dont la somme n’est autre que f’, en vertu de la

Q.E.D.

Un exemple

Considérons la série de fonctions méromorphes de terme général

f@)=>(z—n)2,

nez

elle converge dans 6¢°(C), en effet d’une part f,, n’'admet qu'un nombre fini de pdles dans chaque disque
compact. D’autre part |z —n|™> < |Rez —n|™2, et par conséquent, dans chaque ouvert —y < Rez < 7,
pour |n| >y, on a |z—n|™2 < |y —n| ™2, d’ot1 la convergence normale de la série Z|n|>[5 (z—n) 2. 1l en
résulte que la série de fonctions méromorphes ), ., (z — n)—? converge dans 4°(C), sa somme f est
donc une fonction méromorphe d’apres le théoréme 10.12.

D’autre part f est périodique de période réelle 1 : f(z+1) = f(2), il nous suffira donc de 'étudier sur
labande 8 =—f < MRez < f avec B =2/3 (par exemple !). Quand Jmz — oo, f(z) — 0, uniformément
vis-a-vis de Rez . Soit en effet £ > 0, N tel que Y,y |8 —n|™> < £/2, don ‘Z|n|>N (z— n)_z’ <e/2
Vz € A. Par ailleurs

2N +1
Z (z—n)2| < Z |Tmz| ™2 = <g/2

~ 2
In|<N >N |Jmz|

pour |Jmz| suffisamment grand.

Les podles de f sont les entiers rationnels en effet f(z) =z 2 + Z|n|21 (z—n)"2, ce qui fait de 0 un
pole d’ordre 2 de f, et le seul, dans la bande —f8 < Rez < .
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Posons maintenant g(z) = m2/sin? (n1z). C’est également une fonction périodique de période 1 dont
les poles sont les entiers rationnels, elle est de plus exponentiellement décroissante vis-a-vis de Jmz. Au
voisinage de l'origine on a

2 2 2
n , 1 1 1
=T =— (10.1)
sin? (72) 7z — m3z3/6 + 0(z)° 22 \\1—m222/6 + O(2)*
1 1 n?
= = (1+7222/6+0(2)*)’ = = + — + 0(z)%,
72 22 3

et par conséquent f —g est une fonction méromorphe et bornée, c’est donc une fonction entiére d’apreés le
lemme 7.1. Selon le théoréme de Liouville 4.13, f et g different donc d’'une constante, qui se trouve étre
nulle puisqu’elles tendent toutes deux vers 0 quand |[Jmz| — ©o. Nous avons donc finalement montré
que

2
f@)= (e t=——. (10.2)
1 sin“ (7tz)
Posons alors k(z) = f(z) —1/22, il en résulte en particulier que
2 2
T 1 T
k(0)=2)» n?=lim| ————= |=—,
0) ; Z—>0(sin2 (m2) 22) 3
d’apres (10.1). On obtient finalement la formule miraculeuse due a Euler
2
== >, (10.3)

n=1

10.1.3 Produits infinis de fonctions holomorphes

THEOREME 10.13 Si Q est un ouvert de C, et si la série Y, .y |u,(2)| converge dans s£(S2), c’est-a-dire
uniformément sur tout compact de 2, alors
(i) le produit infini
f@ =] [fu) oit fy=1+u,

neN
converge dans ()
(i) la fonction f est holomorphe dans Q

(iii) Lensemble des zéros de f est l'union des ensembles respectifs des zéros des f,,, les ordres de multiplicité
s’additionnant.

(iv) La série ZHGN f.// fn converge dans 7 () et sa somme est égale a la dérivée logarithmique f'/f.

DEMONSTRATION.

> Soit K un compact de Q, par hypothése >, . |u,(z)| converge uniformément sur K, soit vers g(z), et par
conséquent |uy,;(2)| < g(z) — >, [u,(2)| tend uniformément vers 0 sur K. On en déduit qu'il existe N tel que
lu,(2)] <1/2,¥n>N, Vz €K.

> La fonction Log (1 + t) /t possédant une détermination holomorphe dans le disque de centre 1 et de rayon 1,
elle est bornée dans le disque de centre 1 et de rayon 1/2 et on posera M = sup,, </, [Log (1 + t) /t|. Il en résulte
que pour n > N, |Log f,,(2)| < M |u,(z)| et par conséquent que la série ZkzN +1 Log fi(2) converge uniformément
sur K.
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> Pour n > N, posons alors

p@ =] [A@=pv ] fk(z)=pN(z)exp( >, Logfk(z)),

k<n N+1<k<n N+1<k<n
qui converge lorsque n — oo uniformément vers f(z) = py(2)exp (ZkZN +1Log fk(z)) sur K. Selon le théoréme
10.2, la fonction f est alors holomorphe dans 2.

> Comme la suite f,, —1 converge uniformément vers O, a partir d'un certain rang soit n, f, ne s’annule pas,
d’ot la conclusion relative aux zéros de f.

> Sur tout compact K de 2, nous avons donc

ok exp( 3 Logfk(z)),

k>N+1

et par conséquent, d’apres le théoreme 10.12,

f (Z)pN(Z)Z—f(Z)pN(Z) — exp ( Z Log fk(z)) Z fk(Z)
py(2)

k>N+1 >N+
d’ou
f@) (f’(z) _p&(z)) _ @) v A
W@\ @ @) @ L )
soit
F=) ) &) fl@)
f@ @ +k§+1 oN ; &)
Q.E.D.
Exemple

Considérons le produit infini f(z) = z[ [, (1 —22/ nz), d’aprés le théoréme 10.13, il converge
uniformément sur tout compact, car il en est de méme de la série >, _, z2/n%. D’aprés le théoréme
10.13, il en résulte que f (2) est holomorphe, que ses zéros sont les entiers rationnels, qu’ils sont simples,
et que

f'(2) 22
=-- = F(2).
flz) = HZ(:) n2—
On aura
1
F@)=—+ 3 —+Z( ):_+ ( )
z nezZ,n#0 n>0 z—n Z tn 2 nezZ,n#0
1,
neZ,n#0 n (Z - Tl)
La série

Z
Z n(z—n)

nez,n#0
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convergeant normalement sur tout compact, il résulte du théoréme 10.12 que F est une fonction méro-
morphe; de plus

1 —n)— 1 1
P =gt > TS S
z nezZ,n#0 n (Z - n) z nezZ,n#0 (Z - Tl)

1 _ 2

= (z— n)? sin? (nz)’

d’apres (10.2). On aura donc F/(z) = (n1/tg mz)’, et par conséquent

fllz)  m  cosmz
f(z) tgmz  sinmz’

puisque F et 7t/ tg mz sont impaires. Il en résulte que

f'(z) _ (sinmz)’

f(z)  sinmz ’

d’ou Logf = Logsinmz + C, soit f(z) = csinmz. Mais quand z — O, sinnz/z — 7 et f(2)/z =
[ Lo (1 —zz/nz) — 1, doli ¢ = 1/m, soit

l_[(l 22/n ) f(z) sin z (10.4)

n>0 nz

Approximation par des fractions rationnelles

Nous verrons ultérieurement un théoréme général d’approximation des fonctions holomorphes par
des fractions rationnelles, qui a pour défaut de ne pas étre constructif. Dans certains cas il est possible,
selon une méthode due a Cauchy d’obtenir des décompositions explicites et par la méme des formules
tout aussi miraculeuses que (10.3) ou (10.4).

Soit donc f une fonction méromorphe dans C, n’ayant pas O comme pble. Nous noterons a,, n =
1 la suite de ses poles, rangés par ordre de module croissant, et nous aurons au voisinage de a, le
développement de Laurent suivant :

flu)= Z +Zd (u— a,)” = Ry(u) + Dy(w).

Q>q>0

Pour k > 1 donné nous noterons H,(u) la somme des termes de degré k—1 au plus dans le développement
de R,, au voisinage de I'origine. Soient maintenant p > 0 tel que p # |a,|, Y/ et z tel que |z| < p, a'aide
de la méthode des résidus on obtient le résultat suivant :

LEMME 10.14
k-1
_~ P00 = f@
f(z) —;:O 2 {n||a§|<p}(Rn(Z)_Hn(Z)) + Lp — (10.5)

ot v, note le ercle de rayon p parcouru dans le sens direct et centré a Uorigine.

DEMONSTRATION. Les pdles de I'intégrand sont respectivement u =z, u = 0 et u = a,, pour |a,| < p.
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(i) Commencons par remarquer que, selon (7.5) on a

s (ukf(u) ) o

(ii) Par ailleurs, au voisinage de l'origine

2 fw _ 20 ,
Fu—zz_F(sz)(z )’

|
>0 p=0 p:

dont le terme en u ™! est égal &
k—

(p)(o) g+ f(p)(o) f)
Z | gkl Z ! (uk —’ )

(iii) Enfin, on peut remarquer qu’au voisinage de a,, a une fonction holomorphe prés, on a

OO

uku—z  uku

g(w),

ce qui montre que leurs résidus sont égaux. Comme g est une fraction rationnelle, elle est méromorphe sur la
sphére de Riemann et nous savons que la somme de ses résidus y est nulle. Comme g possede a l'infini un zéro
d’ordre 2 au minimum, le résidu a I'infini est nul, d’otl

Res (iw; an) — Res (g(u); @) = —Res (g(u); z) — Res (g(w);0)

uku—zg
k=1 p(o) ()
— R+ > D )R (e,
p=0 p:

d’oti le résultat annoncé.

Q.E.D.

Si on suppose alors k assez grand pour qu’il existe une suite p, croissante qui tend vers l'infini telle que

g, = sup |f(u)u k|—>0
{ullul=p;}

alors, comme

k
f 2 f(u)du <eg IzlkJ du < & Izl du=2ne, |z|* Ps
Y

k _ _ _ J
wFu L u=z " p—l ), pe— el

selon la formule (10.5) on aura

S$—0Q
{nllanl<ps}

k=L o (p)
f(z):Zf ;fo)zu lim > (Ra(2)—Hy(2)). (10.6)
p=0

Considérons par exemple la fonction

1
f(z)=cotgz——,
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a laquelle nous appliquerons la formule (10.6) en remplagant les cercles y, par des carrés centrés a l'ori-
gine, de c6tés paralleéles aux axes et les recoupant respectivementen (s + 1/2) w,— (s +1/2) m,i(s + 1/2) =,
et —i(s+1/2)m, s € N. Sur 'un de ces bords, par exemple

b={u=(G+1/2)n+it|lte[—(s+1/2)m,(s+1/2)n]},

Oon aura
+1 . : : _ _
|cotgu| — ‘g o1 ol C — eZILl — eZl(s+1/2)ne 2t _ —e Zt,

soit )

—2t

e “t—1

cotgu| =|———|<1;
g <1
e2t+1

il nous suffira donc de prendre k = 1. Notons maintenant que les poles de cotgu sont les zéros de sinu,
et que ceux de f sont donc de la forme u = n7, avec n # 0, soit

cosnm
Res (f(u);nm) = =1
cosnm
et par conséquent
1
R, (2)= et H,(2) =——.
Z—nT nm

On obtient donc

1 1 1 1 1 1
cotgz = — + 4+ — =4 +
& b4 Z (z—nn nn) b4 Z:z—mr z+nm

n=—00,+00

n#0

1 22
:—+ _—
D D

n>1

Remarquons maintenant que

/
2z 22 22 . /s
m = (1 — 22 /11— 22 et cotgz = (sing)’ /sing,

et posons
22
h(z) =2 (1 — ) .
g 22
on aura ) )
2 2
h(z) 1 N (l_[na (1 - #)) _1 + (1 B #) _ cotgz = (sinz)’
h(z) =z s (1_n§_i2) z & (1_%) sing

omme h(z) et sinz ont la méme dérivée logarithmique elles sont proportionnelles, et en fait égales car
sinz/z et h(z)/z tendent vers 1 quand z — O ; on obtient donc finalement

2
. 4
sz_zl_[(l_nznz)‘

n>1

Rien de nouveau certes, mais contrairement a 'exemple précédent il ne s’agit pas d’une simple vérification
mais d'une méthode constructive permettant de découvrir beaucoup d’autres formules de méme nature.
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La fonction I

On pose

@ = [] (1+2) =2 [ e+,

n>k>0 " n>k>0

Pour n > 2, on aura

gn(z) Z:ll_jznnzloo (k+2)

=L
gn-1(2) Z((Z—1))! [T1sks0 (k+2)

B (n:z)—zn:z ( _%)Z(H%)'

fn(z) =

Pour |z| < n,

1 1 1 2
Lngn(Z)=zLog(1——)+Log(1+E)Nz(————).p E.,.Z_ )
n n n 2n2 n 2n?

d’ou,

~max(lzI, |z|2)
Log ()| —— 3,

et la convergence normale de la série Zn>|z| Log f,(2) sur tout compact dans la boule B (0, |2]). C’est dire
que g1(2) ]_[n22 fn(2) converge normalement sur tout compact, et par conséquent d’apres le théoréme
10.13 que sa limite g est une fonction holomorphe dont les zéros, de multiplicité 1, sont les entiers
négatifs. On pose

1
I'(z)=—r.
8(2)
Notons que
8@ _ o 8@ _ o S lleeeo(k+2)
g(z+1) n-ooog (z+1) nooo Wnnzbo(k*'z"'l)
= lim z(1+3) = lim —— =3,
n—oo (z+1)n1(n+z+1) noco(n+z+1)
et que
-1
L _on - (n+1)
8(1)—nll{gogn(1)—n1gfoloT—1

On pourra donc écrire

r(1)=1, r(z+1)=2r(2).
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Enfin,
1— z—1
gn(z)gn(l—z)=zn_2% l_[ (1+z) l_[ (k+1—2)
n n>k>0 n>k>0
-1
zzn—' (1+E) l_[ (k+1—2)
T k>0 K/ k=0
-1
:zn—'(n+1—z) l_[ (1+%) l_[ (k+1—2)
n n>k>0 n—1>k>0
nt Z
=z—'(n+1—z) l_[ (1+E) l_[ (k—=2)
n n>k>0 n>k>0
-1
zzn—'(n+1—z) l_[ (1+%) l_[ k l_[ (1—%)
n n=k>0 n>k>0 n>k>0
2
=zn ' (n+1—2) l_[ (l—z—z),
n>k>0 k
d’ou

. sintz  sinTmz
g(z)g(1—z) = lim g,(z)g,(1—2)=z2 = ,
n—oo TmTZ TT

d’apres (10.4), ce que l'on écrit
I'(z)'(z+1)=

: . (10.7)
sin 1tz

10.2 Approximation des fonctions holomorphes

On pourrait étre tenté d’appliquer le théoréme de Stone-Weierstraf3, qui s'énonce ainsi

THEOREME 10.15 (Stone) Si K est compact, une sous-algébre auto-adjointe unitaire de ¢°(K) qui sépare
les points, est dense dans €°(K).

Rappelons qu'une algebre .«f est un espace vectoriel muni d’une structure d’anneau compatible, qu’elle est
dite unitaire si elle contient Iélément neutre 1 de la multiplication et auto-adjointe sih € . => h € .«/.
Bien entendu, on a 4°(K) D #(K), mais la condition relative au caractére auto-adjoint de . nous retient
d’appliquer le théoréeme de Stone avec pour ./ I'ensemble des polyndmes. Nous savons cependant qu'une
fonction holomorphe dans un disque D peut y étre développée en série entiére, dont la convergence
uniforme sur tout compact est acquise, d’ou la densité de I'ensemble des polynomes dans (D). Par
contre, c’est en série de Laurent qu'une fonction holomorphe dans une couronne peut étre développée,
c’est donc la limite d’'une suite de fractions rationnelles (au nombre desquelles les polynémes) dont les
poOles sont situés au centre de la couronne.Nous allons voir ci-dessous que la densité de Uespace des polynémes
dans #(2) dépend en fait de la géométrie de €2, le théoreme général étant le suivant :

THEOREME 10.16 (de Runge : Grabiner) Soient K compact dans C, et 2 un ouvert contenant K. Si E C
C\K (voir le chapitre 11) rencontre toutes les composantes connexes de C\K, alors une fonction analytique
dans Q peut étre approchée uniformément sur K par une suite de fractions rationnelles dont les seuls péles
appartiennent a E.

Notons qu’une fraction rationnelle dont le pole est a I'infini est en fait un polynéme. DEMONSTRATION.
Notons R(K, E) I'adhérence dans 4°(K) de 'ensemble des fractions rationnelles dont les poles appartiennent & E.
En vertu du théoréme de Hahn-Banach, il nous suffira de montrer que toute mesure de Radon sur K qui s’annule
sur R(K, E), s’annule également sur 'ensemble des fonctions analytiques dans €.
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> Supposons donc que u est une mesure sur K nulle sur R(K, E), et que g est analytique au voisinage de K. Si
% est un cycle dans  \ K pour lequel tout point de K est d’indice 1 (voir le lemme 10.18 ci-dessous), pour z € K,
on aura
1 8@,
e C—2

Par conséquent, comme d’aprés le lemme 10.17 ci-dessous, h({) = fK |z— |7  d |ul| (z) est intégrable ; d’apreés le
théoréme de Fubini, avec

g(z )— ag.

f©) =J (z—0) " du(z)
K

on aura

f ¢(z)du(z) = zif g(g)dzf dpz) _ 1 f $(Of (L. (10.8)
X in ), z2—¢ 2irm J,

> Dans chaque composante connexe bornée U de 2\ K, il existe {; € E et on aura

du(z)
(n) =n! P
fy)=n JK(Z_C,U)HH

comme la mesure y s’annule sur les fractions rationnelles dont les podles appartiennent a E, f™ ({,) = 0 VYn.
Comme U est inclus dans le complémentaire de K, f est analytique sur U. Il en résulte d’apres le théoréme 2.4 que
f est nulle dans un voisinage de {;, et par conséquent que f est nulle sur U.

> Au voisinage de I'infini, le développement de I'intégrand en série de Neumann nous montre que

F©=- (:J > f ) dumr == J sdu(z), (10.9)
K K

nEN neN

11 en résulte que f ({) — 0 lorsque { — oo et que f est holomorphe au voisinage du point a I'infini. On peut alors
prendre pour ¢ le point a I'infini, d’ott fK z"du(z) = 0, ce qui prouve que f est nulle au voisinage de l'infini et par
conséquent dans sa composante connexe.

> Nous avons donc démontré que f () = 0 Y € € et donc en vertu de la formule (10.8) que fK g(z)du(z)=0
pour toute fonction g holomorphe dans .

Q.E.D.
LEMME 10.17 Si u est une mesure sur K, si A est la mesure surfacique et z € K, alors la fonction
d
h(Q)= J dlults) (10.10)
K |Z - §|

est intégrable relativement a A sur tout disque Bg(0),

DEMONSTRATION.

> On appliquera a cet effet le théoreme de Fubini. Pour p assez grand, on aura

dA(0) g (™ f"
LR(O) -l = Lp(z) |z =<l fo 0 2

f dl@ | TS <omp ull,
K Bg(0)

11 en résulte que

et 'intégrabilité de f d’aprées les théoremes de Tonelli et Fubini.

Q.E.D.
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LEMME 10.18 Si K est un compact de C inclus dans Uouvert Q, alors il existe un cycle T formé d’un nombre

fini de segments de droite, inclus dans Q2 \ K tel que, Yz € K, pour toute fonction f holomorphe dans Q,

1 ([ f©
f(z)_zmﬁg—zdg'

DEMONSTRATION.

> Posons & = d(K,C \ ©2)/2, et considérons une grille de maille &, par compacité de K, ce dernier ne coupe

qu'un nombre fini Q,, £ = 1, L des carrés qui la composent. Compte tenu du choix de 6, on aura

KcQ=Jace

(=1,L
(voir la Figure 10.1.)

FIGURE10.1-KCQcCQ

> Notons y,, n =1, N les segments formant le bord de Q, aucun des y, ne coupe K, car si tel était le cas, deux
carrés de la grille partageraient y,, ce qui contredit le fait que y,, € 9Q.
o

> Soit maintenant z € Q;, on aura

1 [ Qg1 @ 1 [ 14,
2i7 J 50, {—z 2i7re=1,L 20, {—z 2im )50 ¢ 2 ’
d’oti, pour un point z quelconque de K, et par continuité
1
— | Ba=sw

21 ) 54 {—2
Q.E.D.

COROLLAIRE 10.19 Si K est compact et C\K connexe, alors toute fonction holomorphe au voisinage de K
peut étre uniformément approchée sur K par une suite de polynémes.

C’est en particulier dans le cadre de ce corollaire que s’inscrit la remarque que nous faisions ci-dessus

relativement a la possibilité d’approcher par des polynomes une fonction analytique définie dans un
disque et par des fractions rationnelles une fonction analytique définie a ’extérieur d’un disque.

@
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Chapitre 11

La sphere de Riemann

De méme qu’on définit la droite achevée R de facon a traiter commodément des suites tendant vers
I'infini, il est souvent recommandé de faire intervenir le compactifié d’Alexandroff de C, qui prend dans
ce contexte le nom de droite projective complexe ou plus fréquemment de sphere de Riemann.

11.1 Compactification

On rajoute a C un point supplémentaire noté oo, dont la signification concrete n’a pour I'instant
pas d’importance, elle découlera en fait de la topologie dont nous munirons C = CU{oco}. Dans C les
voisinages d’un point z € C sont les ensembles contenant un disque ouvert de C centré en g, tandis que
les voisinages de oo sont les ensembles contenant le complémentaire d’'un disque fermé de C centré a
lorigine. La topologie induite par celle de C sur C est la topologie usuelle de C. Considérons maintenant
un recouvrement ouvert U;, i € I de C, 'un d’entre eux au moins, soit U, contient le point oo, et donc
I'extérieur d’'un compact K. Il suffit donc d’'un nombre fini n de CNU; pour recouvrir K, soit CNTU;,
i =1,n, et par conséquent, les U;, i = 0, n forment un recouvrement de C. Cest dire que C est compact,
c’est le compactifié d’Alexandroff de C.

Cette construction admet des réalisations plus géométriques, qui ont ’avantage de se présenter na-
turellement sous la forme de variétés analytiques.

11.2 La droite projective complexe

On note P! (C), le quotient de C2\ {(0, 0)} par la relation d’équivalence (z;,2,) - (z{, zé) =A(21,29),
ol A € C est différent de 0. On note 7 la projection canonique C2\ (0,0) — P! (C). P! (C) est une variété
analytique qui peut étre décrite par les deux cartes suivantes :

C i (21,20) = 21/2y, sizy #0

$ 1 (21,29) > 22/21, Sizy #0

o

il est facile de voir que z;/z, et z,/2z; ne dépendent pas du représentant choisi dans (z;,2,). De plus
les fonctions ¢ et { sont injectives car si z,/3y = t;/t4, alors (21,2,) = A(t1,ty), ol A = 2,/t,. Enfin
I'application de changement de carte

=G0y

151
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est holomorphe car {71(z) = (2,1), dot siz # 0, { o {"!(2) = {(2,1) = 1/z. On peut alors munir
P1(C) de la topologie finale engendrée par , qui n’est autre que celle engendrée par les cartes { et ¢,
soit en fait la moins forte qui les rende continues. On constate alors que les domaines respectifs U et U
des cartes { et { sont des ouverts de P! (C) homéomorphes & C, qui recouvrent complétement P! (C) a

I'exception de (z;,0) pour U qu'on notera (par exemple) o0, et de (0,2,) pour U. Il en résulte que UNU

est homéomorphe a C\ {0} et que P! (C) peut étre identifié 4 C = { (U)U {(zl, 0)} .

11.3 Projection stéréographique

Il existe une autre facon classique, plus imagée, de représenter la droite projective complexe, elle

repose sur la description de la spheére §? = {(51,52,53) ’Zi=1 3 512 =1 } a l'aide des deux cartes suivantes :

51+i32 .
n: (51352753) - —, 8183 < 1

I—s3

S]._iSZ .
n: (51152;53)_) 5 8153>_1
- 1+53

La fonction 7) est la projection stéréographique relative au pdle nord (0,0, 1) (voir la Figure 11.1), et n
découle par symétrie de celle relative au pole sud (0, 0,—1), de telle sorte que I'atlas qu’elles forment soit
analytique. Pour z = x + iy € C, on aura en effet

S1 2 X
n @)= s |= > y
S3 1+|Z| |Z|2—1
d’ot : . , _
1/)(2):7707)_1(2)=51_182 2 xX—1y xX—1y —izz_l

T+s3 1+ /(1+122) |52 22

Il n’est pas difficile d’expliciter ’lhoméomorphisme qui fait passer de P! (C) a S2, on aura en effet

FIGURE 11.1 - La projection stéréographique

2212
(51 +isy) = —5———
211 + |25
20, 12 21 12)2 5 5
52=1 4|Z1| |ZZ| _ (lzl| |22| ) i _ |Zl| _|ZZ|

3 - 2 2 3T T 2 2
(I21* +12212)"  (lz1* + 1221%) |21 1% + |2,
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ce qui met en correspondance le point 0o avec le p6le nord.

Ces représentations sont donc équivalentes et en général on n’éprouve pas le besoin de préciser da-
vantage de laquelle il s’agit. Désormais, nous parlerons de la sphére de Riemann, que nous noterons
P1(C), et nous noterons oo l'image réciproque de 0 par ! ou 1.

11.4 Fonctions holomorphes

On dira qu'une fonction f : P1(C) — C est holomorphe sur la sphére de Riemann si g = f o {™! et
g = f o ! sont holomorphes sur C,ou de facon équivalente f o' et f o™ . Comme g = f o (' =
go{o{™! on aura en fait g(z) = g(1/2). De facon un peu raccourcie, on dit alors qu'une fonction est
holomorphe sur la sphére de Riemann si elle est holomorphe dans C, ainsi que la fonction qui s’en déduit
par le changement de variable z = 1/z’.

De méme, une fonction f est méromorphe sur P! (C) si g et g le sont. Soit alors A 'ensemble des

podles de f, il ne peut posséder de point d’accumulation, et il est par conséquent fini, puisque P! (C) est
compact. Sous cette forme, il est bien clair que les fonctions méromorphes (respectivement holomorphes)
sur P! (C) constituent une classe particuliere des fonctions analogues dans C. Lintroduction de la carte
¢’ nous a permis de préciser quels comportements a I'infini nous autorisions pour g. Il s’agit en fait d’'une
fraction rationnelle, puisque ses pdles étant en nombre et de multiplicités finies, il existe un polynéme Q
tel que h = Qg soit bornée a distance finie, et par conséquent holomorphe, d’apres le lemme 7.1. Mais
h reste méromorphe dans P! (C), et par conséquent son développement de Laurent a linfini, soit celui
de h en 0, ne comporte qu'un nombre fini de termes d’indice négatif, il en résulte que pour un certain n,
(z’ )n h (z’ ) est bornée en 0, soit h(z)/2z" a l'infini. D’apres le théoréme de Liouville 4.13, il en résulte que
h est un polyndme, et par conséquent g une fraction rationnelle.

On peut également parler de fonctions holomorphes P! (C) — P! (C) : on dira que f est holomorphe
P}(C)—> P}(C)silog, §og, {oget{og sont holomorphes C — C. Clest dire en fait que { o g(z) et

lo g(z) sont holomorphes, ainsi que 1/ ({ o g(z)) et 1/ (C o g(z)) respectivement en dehors de {og(z) =0
et {og(z)=0.

11.5 Le théoreme des résidus

Il importe tout d’abord de rappeler que ce que l'on intégre sur une variété ce ne sont pas des fonctions
mais des formes différentielles. Soit w(x;h) une forme différentielle de degré 1 sur P! (C), c’est en chaque
point x € P!(C), une forme linéaire h — w(x;h) sur T;, espace tangent 2 P! (C) en x. Cet espace
tangent est de dimension complexe 1, chaque carte permet d’en construire une base, ici un élément,
soit respectivement d{ et d{, qui sont reliés par la relation d{ = ’d{, ott Y = { o {!. Une forme
différentielle admet donc une représentation relativement & chaque carte aux points de laquelle elle est
définie, soit

©=gol(x)d{ =gol(x)d{.

Soit alors 6 un chemin dans P! (C), posons y = 0§ et Y= ¢ 06, par définition, on aura

J‘ w= f g(z)dz = J g(z')de’ . (11.1)
) Y Z_
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Il nous faut bien entendu vérifier la seconde égalité, on aura en effet

gol(x)dl=gol(x)y'd{ =gorpol(x)ydC,

soit encore

g(z)=govy(z) ¥'(2),

f g(z)dz = f g(z)de .
Y v

d’ou, selon (7.7),

Dans le cas ot le chemin & n’est pas tout entier situé dans le domaine d’une carte, on définit f s w alaide
d’une partition de I'unité.

Dans ce cadre, il est possible de définir le résidu d’une forme différentielle méromorphe en un point
X ou elle admet un pole : si x; appartient au domaine de 'une des cartes, soit par exemple £, ce sera
le résidu de g en {(x;). Encore faut-il vérifier que cette définition ne conduit pas a une incompatibilité
dans le cas ol x appartient simultanément aux domaines des cartes { et {, c’est-a-dire

Res (g; ¢ (x)) = Res (g;g(xk)) = Res (w; X)), (11.2)
ce qui n’est en fait rien d’autre que la formule (7.14).
Notons par ailleurs que les formules (7.10) et (7.9) nous permettent d’écrire

n(y; ¢ (x)) =n(y; ¢ (x)) —n(y; 0) ou encore n(y; ¢ (x)) = n(y; £ (x)) —n(y;0),

il est donc clair que 'indice d’un point par rapport a un lacet ne constitue pas une quantité intrinséque
sur la sphére de Riemann. Cependant si on considére un domaine 2 ¢ P! (C), ne contenant ni I'origine
ni le point a l'infini, et un chemin & dans Q tel que y =1 o § soit homologue a 0 dans 1 (Q2), alors

n(y;n (x)) =n(y;n(x)) =n(5;x),

ce qui montre d’ailleurs que y est également homologue a 0 dans 7 (2) (voir la Figure 11.2 ou v et y sont
en outre tous deux le bord orienté d'un compact) Si les x; sont les pbles de w dans 2, on aura alors
1 1 <
5= | @=5= | g@dz= D nlyin(x)Res (g:m(xi)
T )5 2im » =

n

g(z)dz’ = n(y;n (x))Res (g5 (x0)),
.

T 2in

Y k=1
soit
1 n
— w=Zn(5;xk)Res (w;xg). (11.3)
2im | =

Considérons maintenant le cas ot1 w est méromorphe dans 'ouvert Q ¢ P! (C) et § est le bord d’un
compact K C Q. Si Q ne contient pas le point a I'infini, nous orienterons & de telle sorte que y soit le bord
orienté du compact 711 (K), on aura alors

n(y;n(x))=1,Vx e K et n(y;n(y))=0,Vy €K,
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QNN

\

NS

FIGURE 11.2 — Q ne contient ni 'origine ni le point a I'infini

(voir la Figure 11.3) et
n
—f szRes (w;xi), xx €K. (11.49)
5

k=1

Comme n(y;0) =1, il en résulte que

n(y;n(x))=0,Vx e K et n(y;n(y))=-1Vy €K,

De méme si Q contient le point a I'infini et pas 'origine, nous orienterons 6 de telle sorte que y soit le
bord orienté de 1 (K). On aura alors n(y;n(y,)) =1, ot les y,, £ = 1, p sont les poles de w situés dans
K, d’ou N o

1 p
f w =ZRes (w;y0), e €K. (11.5)
5

2i1 =
(Voir la Figure 11.4)

Dans le cas ot1 w est méromorphe sur P! (C) tout entier, si K contient 'origine et pas le point a I'infini,
o\ C

alors (K ) contient le point a l'infini et pas l'origine. Si 6 est orienté (par exemple) de telle sorte que y

soit le bord orienté du compact 0 (K), alors

n(y;n(x))=1,Vx €K et n(y;n(y))=0,Yy €K".

Comme n(y;0) =1, il en résulte que

n(y;n(x))=0,Vx e Ket n(y;n(y)=-1Vy €K,
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2

=T

FIGURE 11.3 — K contient l'origine et pas le point a l'infini

d’ou

1 n p
J w= > Res (co;xk)Z—ZRES (w;¥¢),
5 k=1

2im =

ol les x;, k = 1,n sont les poles de w situés dans Io(', et les y,, £ = 1,p ceux situés dans K¢, (voir la
Figure 11.5) Il en résulte en particulier que la somme des résidus de w sur la sphere de Riemann est
nulle, ce qui n’est rien d’autre que la formule (7.17). Plus généralement, une fonction f est méromorphe
QcP(C)— P (C)si F=h"'of ok est méromorphe C — C, o1 h et k sont deux cartes de domaines
respectifs U et f(U).
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S

_ v ' \ 1‘"‘-“_'.".

FIGURE 11.4 - K contient le point a I'infini et pas l'origine

FIGURE 11.5 — Forme différentielle méromorphe sur P* (C)
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Chapitre 12

Transformations conformes

Etant donnés deux ouverts © et © de P! (C), on va chercher a savoir sil existe un isomorphisme
f de Q sur ©, c’est-a-dire une application holomorphe, inversible et d’inverse holomorphe : 2 — ©. Si
c’est le cas, on dira que 2 est conformément équivalent a ©. Commencons par étudier les applications
holomorphes.

12.1 Applications holomorphes

Soit f holomorphe telle que f'(z;) = ¢ # 0. Posons t, = f(zg), si y; et y, sont deux chemins
différentiables tels que y;(0) = 2, et y,(0) =2, et si 6; = f oy;, alors

Fora) _ | T2 T2
(f ° Yl)/ CY/1 Y1
C’est encore dire que I'angle formé par les vecteurs &; et 5, en t, est le méme que celui formé par y] et y5,

ce qui est a 'origine de 'expression transformation conforme de U dans V pour qualifier les isomorphismes
de U sur V.

/
2

Log—= =10
85,1 g

Réciproquement, si T est une application R—linéaire C — C qui conserve les angles, alors elle est de
la forme T(z) = cz. Posons en effet T(1) = re'® et S(z) = r e %%, la transformation S o T conservera
également les angles, et de plus S o T(1) = 1; il en résulte que S o T(i) = ai, ou a est réel, et comme
par linéarité So T(1 +1) =1+ ai, on aura également (1 + ai) = (1 +1i) ou 3 est réel. Il en résulte que
B=a=1,douT =51, soit T(z) = re¥.

Supposons maintenant que f’(z,) = 0, f n’étant pas identiquement nulle au voisinage de z,. Locale-
ment f est développable en série entiére selon

(M (4
@)= ay(z—20)", avec g, = L0
neN n
d’'oti a; =0, et il existe p tel que a; =0, k < p, a, # 0. On pourra alors écrire

F@) = f(z0) = (—2) ) a,(z—%)" ", olp=2.

n=p

Posons ¢ =z —zo, f (2) — f (z) = h(¢), et () = h(¢)/ (¢Pay) = 1+ Dunpy1 bal"™ P, 0 by = a,/a,. On
peut trouver c tel que a, = c?, et par conséquent

h(Z) =cPlPg(?),

159
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ou g(0) =1 et g est holomorphe au voisinage de 0. Au voisinage de { = 0, en vertu du corollaire 5.27,
1/g(¢) admet une primitive : Log g(&), et on pourra donc écrire h(Z) = (v({))?, ot v({) = ¢ {e!/PLogs(0)
est holomorphe. On aura de plus v(0) =0 et

/
V/(C) =c el/PLOgg(C) +c Cel/pLogg(g)g (C)’
g(d)

d’ot1 v/(0) = c. Il en résulte que h = wo v, ol w(z) = 2P, et v conserve les angles.

Considérons maintenant la transformation w, avec 6; =woy;, en t =0 on aura

5/ / / p—1 /' \P
Log 22 = Log *°12) =L08Y—/2(Q) =Log(y—,2) :
51 (woryq) Y1\ 71

puisque
ty, + o(t?) o

m = ] (0) +0O(t),

Y1

ce qui montre que les angles sont multipliés par p dans la transformation w et par conséquent dans la
transformation h, ou de facon équivalente par f.

12.2 Groupes d’automorphismes

DEFINITION 12.1
(i) Ondit qu'un groupe G d’automorphismes X — X est transitif, si V (x,y) € X?,3g € G tel que y = g(x)

(ii) On appelle sous-groupe d’isotropie de xy € X, dans G, le sous-groupe des éléments de G qui conservent
Xg, soit {f € G [f(x0) = xo}

PROPOSITION 12.2 Soit I'(X), le groupe des automorphismes de X et G un sous-groupe transitif de I'(X). Si
dz, € X tel que le sous-groupe d’isotropie de z, dans T'(X) soit contenu dans G, alors G = I'(X).

DEMONSTRATION. Soit en effet s € I'(X), comme G est transitif, il existe t € G tel que t(zq) = s(2o), d'ott t " Los(z,) =
%o, ce qui prouve que t~! os fait partie du groupe d’isotropie de z,, et par conséquent de G. Il en résulte que
s=tot loseq.

Q.E.D.

12.2.1 Automorphismes de C

THEOREME 12.3 Le groupe I'(C) des automorphismes de C est de la forme suivante :

I'(C)={f(z)=az+b|la#0}.

DEMONSTRATION.

> II est tout d’abord clair que les automorphismes de C forment un groupe.

> Soit f un isomorphisme de C dans lui-méme, c’est une fonction holomorphe, et par conséquent la fonction
g2(z) = f(1/2) nadmet d’éventuelle singularité qu’en 0. Il s’agit donc d’une singularité isolée, qui ne peut étre qu'un
point singulier essentiel ou un pole, en vertu du théoreme 7.2.

> Supposons qu'il s’agisse d'un point singulier essentiel, alors selon le théoreme 7.2 I'image par g du disque

ouvert {z||z| < 1} est dense dans C et rencontre par conséquent 'ouvert image par f de ce méme disque ouvert.
C’est dire qu’il existe 2z tel que f(z) = g(z) = f(1/2), ce qui est incompatible avec I'injectivité de f.
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> Nous avons donc montré que 0 est un pole de g, et par conséquent, selon le corollaire 7.4 que le dévelop-
pement de Laurent de g au voisinage de 0 ne comporte qu'un nombre fini de termes d’indice négatif, soit en fait
que le développement en série entiére de f ne comporte qu'un nombre fini de termes; c’est dire que f est un
polynoéme. Selon le corollaire 4.15 du théoréme de d’Alembert, on aura f(z) =c 1_[:11 (z— ai)k" , ol k= Zi:l,m k;
est le degré du polyndme et a; ses racines, de multiplicités respectives k;. Comme f est supposée injective, elle
ne peut avoir qu'une racine a, de multiplicité k, soit f(z) = ¢ (z — a)*, mais alors 'équation f(z) = c posséde k
racines : B, = a+ e*™/k_ Pour que f soit injective, il est donc nécessaire (et suffisant) que f soit de degré 1, soit

f(@)=az+b, a#0.

Q.E.D.

12.2.2 Automorphismes de P! (C)
On démontre a 'annexe G, proposition G.2 que les transformations de Mobius

az+b
=——— ad-> 0
w(z) wrd ° c#0,

ou du moins leurs prolongements 7 a la sphére de Riemann (voir le chapitre 11), définis par

LoTol (z) =w(z), z#—% sic#0
et prolongés selon
w(00) = owogog o g(00) =T owo(0)=¢ 7 () sic#0
T(OO)Zg_l ogoc_l owog(O)zg_l(O): o0 sic=0

ainsi que

Tol™} (—%)z{_low(—g):C_loé_,'oc_low(—g):(_l(o): oo sic #0.

sont des bijections de P! (C).

Montrons maintenant que les prolongements des transformations de Mébius sont des automorphismes
de P'(C). Dans les cartes { et {, on aura

EOTOC_l(z)z ,z#—gsia#o

1
w(z)
gorog_l(z)zw(i

),Z#O,z;&—gsid#o, et@'OTog_l(O):%sic#O
éjorog’_l(z):l/w(l),Z#O,z#—gsib;&o, et@'orog_l(o):Esia;éO
= = Z b = = a

(voir la Figure 12.1) Au voisinage de z = —d/c,

d d
forol @) =1/wz)= 22 etforog i(-S)=0
= az+b = c
ainsi que
1 1 1 cz+d < c?

z+d/cw(z):z+d/caz+b “az+b  ad—bc
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1/z ! S 1/w(z)

FIGURE 12.1 — Prolongement de la transformation de Moebius

ce qui prouve que ¢ o T o {~! est holomorphe. De méme, au voisinage de 0, si ¢ # 0

a/z+b
c/z+d

Lotol (2)=w(l/2)=

d’ou
1 la/z+b a/z+b b
Zw(l/z) = = = =z
zW( /) zc/z+d c+dz PR

ce qui montre que { o 7o ! est holomorphe. Ces fonctions sont donc des automorphismes de C en vertu
du théoréme d’inversion globale 8.5, d’oti il résulte que T est un automorphisme de P! (C).

o Désormais et sauf nécessité absolue, nous confondrons w et son prolongement 7 a la sphére de Rie-
mann.

THEOREME 12.4 Le groupe T'(P!(C)) des automorphismes de P (C) est de la forme suivante :

az+b
cz+d

F(Pl((C))I{W(Z)I ‘ad—bc#O}zH

DEMONSTRATION. Notons G le sous-groupe de H des transformations vérifiant ¢ = 0, d # 0. Comme ad—bc # 0 on
aura a # 0, et par conséquent selon 12.3, G est le groupe des automorphismes de C, c’est-a-dire le sous-groupe des
automorphismes de P! (C) laissant invariant le point & I'infini; c’est dire que G C H est le sous-groupe d’isotropie
de I'infini. De plus il est facile de vérifier que H est transitif dans P! (C), d’ot1 la conclusion d’aprés la proposition
12.2.

Q.E.D.

12.2.3 Automorphismes du demi-plan supérieur

On note P le demi-plan supérieur et D le disque unité.

PROPOSITION 12.5
(i) Le sous-groupe T des homographies a coefficients réels vérifiant ad — bc > 0 est transitif dans P

(ii) Le sous-groupe d’isotropie de i dans T'(P) est inclus dans T.

DEMONSTRATION.
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> Tout d’abord si 2 = a+if3, B > 0, alors on peut trouver w, € T tel que w,(i) = z, soit d’apres (G.1), en
choisissant de prendre ad — bc =1,

. a 1 1 a 1 —i+d/c a —i+d/c
a+if=———=- =———= =—— ,
c c2i+d/c ¢ c21+d2/c2 ¢ c2+d?
d’ott
a d/c
= - — et =
¢ c2+4d2 & c24d2’
C’est-a-dire
1
a=-(a—dp).
c

On prendra par exemple c = /2, d =0,a=caet b=—1/c.
> Dans un second temps, on construit un élément v de T tel que v(z;) = 2, ol 21,2, € P en composant w,, et

(w.) -

> Selon la proposition G.9, la transformation de Cayley C est une bijection P — D, et par conséquent elle
réalise une bijection I'(P) — I'(D) selon la formule

§oC=Com, 12.1)

ou 1 € T'(P) et 6§ € T'(D). Comme de plus elle transforme i en 0, elle transforme le groupe d’isotropie de 0 dans
['(D) en celui de i dans I'(P). En vertu du lemme 12.6 ci-dessous et de la formule (G.2), c’est dire que

n_i1+ei‘9(z—i)(z+i)_1_ieie(z—i)+(z+i)_i(1+eie)2+i(1—eie)
o 1—ef(z—)(z+i)"  (E+D—ef(z—i) (1—ei®)z+i(1+eif)
.i(l—eie)(1+ei9)7l+z i(l—eie)(1+ei9)7l+z
=1 = —_
z2(1—eif)(1+e0) ' +i iz(1—ei®)(1+eif) ' —1
z+i(e7®—e®)/(2(1 +cos6))
C—1+iz(e0 —eif)/(2(1 +cos0))
z—sinf/(1+cosf)  z—tg0h/2
—1—2zsin6/(14+cos@) ztgh/2+1’

qui appartient a T.

Q.E.D.

LEMME 12.6 Le sous-groupe d’isotropie de 0 dans T'(D) est formé des rotations z — e'%z.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme de Schwarz 6.6, si f est un automorphisme de D laissant O fixe, on aura
If(z)]<1et f(0)=0,dou|f(z) < |z|, et de méme pour f!(z). Il en résulte que |f (z)| = |z|, et toujours d’apres
le lemme de Schwarz que f(z) = e¥z.

Q.E.D.

En vertu de la proposition 12.2, il résulte de la proposition 12.5 que
THEOREME 12.7 Le groupe T'(P) des automorphismes du demi-plan supérieur P est de la forme suivante :

az+b
cz+d

F(P):TZ{f(z)z ad—bc>0@ta,b,c,dréels}
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12.2.4 Automorphismes du disque unité D.

Gréice a la transformation de Cayley, de la formule (12.1) on peut déduire I'(D) de T'(P) :si 6 € I'(D),
on a
5 —i+(b+aiz+1)(1—2)")/(d+ciz+1D(A—-2)")
it (btai+1)(1—2))/(d+ciE+1)(1—2))
(b+aiz+1)(1—2)")—i(d+ci(z+1)(1—2)")

(b+aiz+1)(1—2))+i(d+ci(z+1)(1—2)")
d’ot1
_(aiz+1)+b(1—2))—i(ci(z+1)+d(1—2))
T (ai(z+1)+b(1—2)+i(ci(z+1)+d(1—2))
_ai(z+1)+b(1—2)+c(z+1)—id(1—2)
T ai(z+1)+b(1—2)—c(z+1)+id(1—2)
_2((a+d)i+(c—b))+((a—d)i+(c+b))
~z((a—d)i—(c+ b))+ ((a+d)i—(c—b))

c’est-a-dire

_((a+d)i+(c—b)) z+((a—d)i+(c+b))/((a+d)i+(c—D))
" ((a+d)i—(c—b)1+z((a—d)i—(c+b))/((a+d)i—(c—b))

i0 Z+ZO
=€
1+3y2’

ol on rappelle que a, b, c, et d sont réels et ot on a posé

igz((a+d)i+(c—b)) ot 2 =((a—d)i+(c-+—b))
(a+d)i—(c=b)) ° ((a+d)i+(c—=b))

d’ou
(a—d)?+(c+b)* (a+d)*+(c+b)*—4ad
(a+d)?*+(c—b)? (a+d)?+(c+b)*>—4ch’

2
|2o|” =
et par conséquent |zo|? < 1, car —ad < —bc.

THEOREME 12.8 Le groupe I'(D) des automorphismes du disque unité D est de la forme suivante :

z2+ 2

F(D):{f(z):eie ||20|<1et9réel}

1+242

12.3 Représentation d’un ouvert simplement connexe

THEOREME 12.9 Soit U un ouvert simplement connexe non vide de P(C), F son complémentaire dans
Q PY(©), D le disque unité ouvert.

(i) PY(C), C et D ne sont pas conformément équivalents
(ii) Si F contient un point et un seul, alors U est conformément équivalent a C

(iii) Si F contient au moins deux points, alors U est conformément équivalent au disque unité D.
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A une équivalence conforme prés, il n’y a donc que trois ouverts P!(C), C et D, ceux dont nous venons
justement de déterminer le groupe des automorphismes.
DEMONSTRATION.

> 1l est clair tout d’abord que P'(C) n’est conformément équivalent ni a C ni a D, qui ne sont compacts ni 'un
ni 'autre. De plus si f est holomorphe C —D, alors elle est bornée, et par conséquent constante d’apres le théoréme
de Liouville 4.13, et elle n’est donc pas surjective.

> Supposons maintenant que F est réduit a un point nous poserons

al(w)+p

fol) = Z =T tug)

avec 8 #—al (uy), si F ={ug}, ug # oo.

et

fo(u)=0t+i avec f #0, si F = {oo}
¢(w)

En vertu du théoréme 12.4, ce sont des automorphismes de P!(C) et par conséquent des isomorphismes de P1(C)\
{up} sur C.

> Dans le cas oll deux points u, et u; appartiennent a F, 'un au moins, soit u, est différent de oo, et comme
fo(uq) € C, que u; soit ou non infini, 'application f, applique U sur C\ {f, (u;)}, et par conséquent U dans C.
Notons € l'image de U par f,, elle est simplement connexe puisque f;, est continue sur U. Le théoréme 12.14
ci-dessous nous prouve alors que @ est conformément équivalent a D, il en est donc de méme de U, puisque f, est
un isomorphisme de U sur .

Q.E.D.

Il ne faut pas cependant s’imaginer que dans le cas (iii) il soit facile de déterminer une telle transforma-
tion conforme, ce n’est possible explicitement que dans certains cas tres particuliers, mais éventuellement
importants. On trouvera un exemple en ce sens en annexe H.

PROPOSITION 12.10 Pour tout ouvert simplement connexe 2 C C, distinct de C, il existe un ouvert 0 C C,
relativement compact et un isomorphisme Q — 0.

DEMONSTRATION.

> En vertu du corollaire 5.27, si a ¢ £, la fonction 1/(z—a), admet une primitive sur Q, c’est dire que
Log (z — a) admet une détermination holomorphe dans £, soit g(z). La fonction g est injective, car si g(z) = g(z’),
alors e8®) = ¢8() soit g —a =2'—a.

> Soit z, € £, la fonction g étant holomorphe, c’est au voisinage de z, une application ouverte d’apres le
théoréme 8.5, et par conséquent g(2) contient un disque B, = {z ||z — g(2,)| < r } . Considérons le disque translaté
B.+2im,il ne contient aucun poi/nt de g(Q), car dans le cas contraire, on aurait g(z) = g(z’)+2im, et par conséquent
e8() = 82 soit £8() = £8(*) d'ol1 z = 2, ce qui constitue une contradiction.

> Il en résulte que Yz € Q, |g(2) — (g(z) + 2im)| = r > 0, et par conséquent que la fonction

1

") = D —(eGy) +2i0)

est holomorphe injective et bornée dans Q2. D’apres le théoreme 8.5, c’est donc un isomorphisme Q — h(Q2) = 0,
ol h(£2) est inclus dans le disque de rayon 1/r.

Q.E.D.
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REMARQUE 12.11 Dans l'énoncé de cette proposition, 'hypothése de simple connexité de Q) peut étre rem-
placée par celle selon laquelle toutes les fonctions analytiques dans Q y admettent une primitive, ott méme
simplement que Log (z — a) admet une détermination holomorphe dans Q.

LEMME 12.12 Soit @ C D, disque unité, un ouvert simplement connexe de C, contenant lorigine,
o ={g € #(0)|g injective, g(0) =0, |g(z)|<1, Vz€ 0},

et f € .¢/. Les propriétés suivantes sont équivalentes

@ f(o)=D
(ii)
1£'(0)| > |g’(0)|,Vg € . (12.2)
DEMONSTRATION.

> Soit g € ., d’aprés le théoréme 8.5, c’est un isomorphisme & — g(&). Soit également f un isomorphisme
de @ sur le disque unité D, tel que f(0) = 0, posons alors h = g o f!, c’est un isomorphisme de D sur g(&)
tel que h(0) = 0 et |h(z)| < 1. D’aprés le lemme de Schwartz 6.6, on a |h(z)| < |z| et par conséquent |h’(0)| =
lim, o [1(z)| |z]™ < 1 d'ott |g’(0)] = |f'(0)| [h'(0)] < |f(0)].

> Réciproquement, raisonnons par I'absurde et supposons que (ii) soit vérifié mais que (i) ne le soit pas, c’est-
a-dire qu'il existe a € D \ f (). La fonction f est un isomorphisme ¢ — f (@) C D, et comme |a| < 1, d’apres le
théoréme 12.8, la fonction u(z) = (f(z) —a) /(1 —af (z)) est également un isomorphisme ¢ — u(@) c D \ {0}.
Comme u est continue, u(&) est simplement connexe et comme il ne contient pas l'origine, en vertu du corollaire
5.27 le Logarithme y admet une détermination continue et la fonction

f@)—a
l1-af(z)’

est holomorphe dans @ ; de plus elle est injective, et comme |u(z)| < 1, on aura Re F(z) < 0.

F(z) =Log

> Posons alors
_ F(z)—F(0)

8(z) —;
F(z)+F(0)
on aura fRe (F (2) +m) < 0, et par conséquent g est holomorphe, de plus g(0) = 0 et g est injective, en effet si
g(z) = g(2), alors L L
(F(z)—F(0)) (F(z') + F(0)) = (F(z) — F(0)) (F(2) + F(0)),
dott F(2)F(0) — F(0)F(z') = F(z')F(0) — F(0)F (z), soit (F(z) — F(z')) (F(0) + F(0)) = 0.
> Enfin, on a |g(z)| < 1, en effet, si F(z) =a+if et F(0) =y +1i5,

|F(z)—FO)* =|a+ip—y—is[*=|a—y[*+ |8 -5
|12
)F(z)+F(0)( —latif+y—is=la+yl>+|p—5

or la—y| < l|al+ |yl = |a+y]|, puisque a et y sont de méme signe, 'égalité étant exclue puisque a et 3 ne sont
2
pas nuls. II en résulte que ’F(z) —F(O)) > |F(z) —F(0)|?, soit |g(2)| < 1.

> On a donc prouvé que g € .«/. Montrons enfin que |g’(0)| > |f’(0)|, ce qui constituera une contradiction. On
aura

f'@)(A—-af@)+af'(=)(f(z)—a) 1 —af(z)
(1-af(=)) f(z)—a

/ Y 2
SOl FO) _ a1
a a

F'(z)=

F'(0)=
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et
o F'(z)(F(2) + F(0)) — F'(z) (F(z) — F(0))
g&\z)= I
(F2)+F©)
/ 2
g=—O _pld=t 1
F(0)+ F(0) a Log—a+Log—a
pla?=1 1 1—|af
A a 2L08|Cl|_f(0)2aLog|?1|
d’ou
18”0l _ 1—|al?
If’(0)] 2 |a|Logﬁ ’
car si )
1—t¢t 1
u(t) = " —2Log?
alors 2 4 ) )
/ __t_ 4 _ %_iz__ 2_ — — (+—_1)2
u'(t) = S tT= 1+t 5 tz(t 2t +1) tz(t 1)*<o0

ce qui prouve que u est décroissante, or u(1) =0, dou u(t) >0 pour 0 < t < 1.
Q.E.D.

REMARQUE 12.13 De méme qu’a la remarque 12.11 on peut remplacer Uhypotheése selon laquelle O est
simplement connexe par celle selon laquelle toute fonction analytique sur @ y admet une primitive. Il est
simplement nécessaire d’en déduire que si u est un isomorphisme de O sur son image, alors toute fonction
analytique sur u(©)y admet également une primitive. Posons v = u" ', et considérons la fonction ¢ analytique
sur u(@). La fonction 1 = f o u est analytique sur 0, ainsi que h = yu’ ; la fonction h admet donc une
primitive, soit H. Considérons maintenant la fonction H o v, elle vérifie

(Hov) =(H ov)v =(yu')ovv =1povu ovy =pov (uov) =F,
c’est donc une primitive de f.
THEOREME 12.14 Tout ouvert simplement connexe 0, distinct de C, est isomorphe au disque unité D.

DEMONSTRATION.

> Selon la proposition 12.10, nous savons déja que £ est isomorphe a un ouvert relativement compact &.
D’apres le lemme 12.12, quitte a opérer si nécessaire une translation, il nous suffira de prouver qu’il existe f € ./
telle que |f'(0)| > |g’(0)| Vg € .«f. Considérons 'ensemble

B={fed|f0)=1}
> Il n’est pas vide car comme & C D, la fonction { : z — z appartient a 2.
> Il est borné dans #(0) car YK C O, sup,¢ |f(2)| <1, Vf e .o/ D B
> Il est fermé dans 5 (&) car tout d’abord, si f,, — f alors f(0) = lim f,,(0) = 0. De plus, d’apreés la proposition
10.3, on aura f, — f', d’ott |f(0)| = lim }fn’(O)| > 1. En vertu du corollaire 10.6, la fonction f est également
injective, en effet les f, sont injectives et f n’est pas constante puisque f’(0) # 0. Enfin comme |f,(z)| < 1 sur &,

on aura |f (z)| < 1, mais en vertu du principe du maximum 6.3, on ne peut avoir |f (z)| = 1 pour un point g de &,
puisque f n’est pas constante, et on aura donc |f(z)| < 1.

> Du théoréme de Montel 10.9, il résulte alors que 98 est compact, et comme lapplication g — |g’(0)|
B C #(0) — R est continue, elle atteint sa borne supérieure, ce qui termine la démonstration du théoreme.

Q.E.D.
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REMARQUE 12.15 Ce que nous pouvons déduire des remarques 12.11 et 12.13, c’est que le théoréme s’ap-
plique si Uhypotheése de simple connexité de O est remplacée par celle selon laquelle toute fonction analytique
sur @ admet une primitive; c’est bien siir une conséquence de la simple connexité en vertu du corollaire 5.27,
mais c’est en réalité équivalent, ainsi que nous allons le voir au paragraphe 12.4.

12.3.1 Prolongement au bord

Un aspect essentiel a été jusqu’ici négligé : si f est une transformation conforme du disque unité D
sur 'ouvert , est-il possible de la prolonger en une application continue D — Q ? C’est la une question
difficile dont la réponse dépend crucialement de la géométrie de 9.

THEOREME 12.16 (Carathéodory) Pour que les transformations conformes du disque unité D sur Uouvert
Q Q borné se prolongent en des homéomorphismes D — Q, il faut et il suffit que 9 soit localement connexe,
C’est-a-dire que Uintersection de 9 avec tout disque de rayon suffisamment petit, soit connexe.

12.4 Retour sur la simple connexité

PROPOSITION 12.17 Soit @ ouvert simplement connexe, alors P! (C)\ @ est connexe.

DEMONSTRATION. Supposons que P! (C)\ @ ne soit pas connexe, c’est un fermé de P! (C) et par conséquent 'union
de deux fermés disjoints non vides A et B de P! (C). L'un d’entre eux, soit par exemple A, contient le point a l'infini
de P (C), B est alors fermé et borné et donc compact dans C. Comme ¢ UB = P! (C)\A, 0 UB est un ouvert de C
contenant B. Selon le lemme 10.18, il existe un nombre fini M de polygones Q,, tels que B C Um:l,M Q,COUB
et

1 1 1
ﬂ Z Tl(an,Z)—ﬂ Z Jang_de—:lVZEﬁ.

m=1,M m=1,M
1l en résulte que pour un m au moins n(9Q,,;2) # 0, ce qui implique que @ n’est pas simplement connexe. On a

donc montré que si @ est simplement connexe, alors P! (C)\ & est connexe.
Q.E.D.

PROPOSITION 12.18 Si P! (C)\ @ est connexe, alors toute fonction analytique dans K admet une primitive.

DEMONSTRATION. Selon le corollaire 10.19 une fonction analytique f dans P! (C)\ @ est limite uniforme d’une
suite p,, de polynémes. Soit alors un lacet y dans K, comme p,, est analytique dans C, selon le théoréme de Cauchy
54 fY P, (£)dZ =0 VY € C et par conséquent fyf (£)dZ =0V € 0.1l en résulte d’apres la proposition 5.26 que
f admet une primitive dans 0.

Q.E.D.

PROPOSITION 12.19 Si toute fonction analytique dans €@ admet une primitive, alors 0 est homéomorphe
au disque unité D.

DEMONSTRATION. Dans le cas olt @ = C, la fonction z (1 + |z|)™* constitue un tel homéomorphisme, et dans le cas
ol @ # C, selon la remarque 12.15, & est isomorphe a D.

Q.E.D.
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PROPOSITION 12.20 Si € est homéomorphe au disque unité, alors il est simplement connexe.

DEMONSTRATION. Soit y un lacet dans &, et u un homéomorphisme : & — D, considérons le lacet 0 = uovy
dans D, il est homotope a un point soit A car D est simplement connexe. Il existe donc une application continue
A ;[0,17* = D telle que A(s,0) = o (s) et A(s,1) = A pour s € [0,1] ainsi que A(0,t) = A(1,t) Vt € [0,1].
Posons alors ¥ = u' o A, on aura ©(5,0) = u oo (s) = y(s) et X(s,1) = u~*(A) pour s € [0,1] ainsi que
2(0,)=utoA(0,t)=utoA(1,t)=%(1,t) Yt €[0,1]. Il en résulte que y est homotope a u™* (1).

Q.E.D.

Nous avons donc démontré le

THEOREME 12.21 (i) Si @ est connexe et si toute fonction analytique dans €@ admet une primitive, alors
O est simplement connexe.

(ii) Si @ est connexe alors il est simplement connexe si et seulement si P* (C) \ @ est connexe.
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Chapitre 13

Les fonctions harmoniques

DEFINITION 13.1 On dit que la fonction u : R?> — R est harmonique dans Q si Au = 0 dans Q.

PROPOSITION 13.2 La partie réelle et la partie imaginaire d’'une fonction holomorphe sont harmoniques.

DEMONSTRATION. Soit f = P + iQ, holomorphe dans , on aura 8 f /3% = 0, et par conséquent d’aprés (4.7)

) . - 2% f
AP+iAQ=Af =4 f_=0,
020%

d’ott il résulte que AP = AQ =0.
Q.E.D.

THEOREME 13.3 Si une fonction ii est harmonique dans un ouvert simplement connexe 2, alors c’est la partie
réelle d’une fonction holomorphe.
DEMONSTRATION. Considérons la fonction dii/dz, elle vérifie
o adu 1
Z 22— “Au=o,
2z0z 4
et par conséquent, dit/dz est holomorphe dans Q ; d’apres le corollaire 5.27, elle y admet donc une primitive, soit
f, holomorphe. On aura f =P +iQ et

1(8 .3) ou —@+i@
dz " Ox dx

11 en résulte que

et par conséquent, qu’a une constante additive réelle pres &i = 2Re f.
Q.E.D.

Dans le cas d’'un ouvert non simplement connexe, la situation est plus complexe.
LEMME 13.4 Si la fonction u est harmonique dans Uouvert 2, elle vérifie la propriété de moyenne.
DEMONSTRATION. Soient a € Q, et r > 0 tels que B,(a) C Q. D’apres le théoreme 13.3, il existe f holomorphe

dans B,(a), dont u soit la partie réelle; en vertu du lemme 6.2, f vérifie la propriété de moyenne dans B, (a), et
par conséquent sa partie réelle u. Il en résulte que u vérifie la propriété de moyenne dans 2.

Q.E.D.

171
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13.1 Fonctions harmoniques dans un disque

Soit u harmonique dans le disque B,,, nous venons de voir au théoreme 13.3 que

1 —_
u=%Reg = EReZanz” = EZ(anz” +a,z"),

neN neN

ol on peut bien entendu supposer a, réel. Pour r < p, on aura

u(re'?) = % Z r"(a,e® +a,e )

neN
_ 1 n inf 1 — 1 —n inf
= EZr ae +§Z(a0+a0)+§ Z ra_,e
n>1 neN n<—1
=D ba(re™
nez
avec
bo(r) =ag
r'a
b(r)=—7=,n>1
ra_
bn(r): 2 n’ n<-1

Mais par ailleurs

2n
u(re®) = bu(r)e™, ot by(r) = % L u(re™)e ™ dr

nez
d’ou
1 2n
ap=— u(re") e "tdt
2 J,
1 27 1 27
a, = —J u(re”™)r e " dr = —J u(re®)(rel”) "dr
T ) T )
et par conséquent, pour |z| <,
g(z)=ap+ Z a,z"
n>1
1 2 1 27
=— u(re’™)e ™ dr + — » 2" u(re’®)(re’) " dr
|t L5 [ ulre) (o)
n>1 0
2
1 . Z n
- u(re”)(1+22( iT) )dr,
2 J, si\re
On aura ‘
Zz \" z/(re'” 2z rel® +z
1+22( ) =1+2(—)=1+ S A N
i \rel 1—2z/(reiv) relt—gz relT—g
d’ou

1 (" yrelT+z
flz)= —f u(re") dr,
T Jo

reit —gz
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et
1 n . (re” + z) (re_"T —5)
u(z) = — Re u(re”) : 5 dr
21 0 |rei™ —z|
27 2
1 . r2—|z
=— u(re") _—llzdr.
21 Jo |rei® —z|
On note _ ) 5
re" +z re—l|z
P.(T;2) = Re — = . il ) (13.1)
rel" —z  |reit —g|?
P. est appelé noyau de Poisson. Nous avons donc démontré le
THEOREME 13.5 Si u est harmonique dans le disque de rayon p >, YV |z| < T, on a
27
1 iT
u(z) = — u(re )Pr(T;Z)dT. (13.2)
2w ),
Notons que si on prend pour u la fonction constante égale a 1, qui est bien harmonique, on obtient
2T 9 2
1 re—|z
_f _— i sdt=1 (13.3)
21 Jo  Irel® —z]

13.2 Probléme de Dirichlet

Au paragraphe précédent, nous avons montré qu'une fonction harmonique dans un disque admettait
une représentation a I'aide du noyau de Poisson, on peut se demander si, réciproquement il est possible
de déterminer une fonction harmonique prenant des valeurs données sur le bord d'un disque.

LEMME 13.6 Si une fonction u continue sur B, vérifie la propriété de moyenne et s’annule sur son bord C,,
elle est nulle dans B,..

DEMONSTRATION. Comme u vérifie la propriété de moyenne, elle est sujette au principe du maximum, d’apres le
lemme 6.2; de plus u étant continue, |u| I'est également sur le disque compact, et par conséquent y atteint son
maximum, soit M. Si M # 0, c’est qu’il n’est pas atteint sur C,, et par conséquent que |u| est constante, c’est-a-dire
en fait nulle.

Q.E.D.

THEOREME 13.7 Etant donnée une fonction g continue définie sur le cercle C, de rayon r centré a lorigine,
il existe une et une seule fonction harmonique u dans le disque B,, continue sur B,, dont la trace sur C, soit
g.

DEMONSTRATION.

> Commencons par démontrer l'unicité, et supposons a cet effet que u est harmonique dans B, et nulle sur
C,. Selon le lemme 13.4, u vérifie la propriété de moyenne, et par conséquent est identiquement nulle d’apres le
lemme 6.2.

> Soit donc g(6) donnée continue sur C,, si c’est la trace d’une fonction harmonique u(z) définie dans le disque,
alors nécessairement, on aura

27
u(z) = %J g(t)P.(7;2)d~. (13.4)
0

Le probléme n’est cependant pas résolu, car il faut montrer qu'effectivement, u est bien harmonique et que u(re'?) =

f(6).
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> On sait tout d’abord que, selon (13.1)

re'"+g

reit —g

P.(1;2) =Re

et que par conséquent u(z) est la partie réelle de
27 P
1 re'" +z
f@)=5- f g (1) ———dr.
s reit —g

0

ATévidence, f est holomorphe, et par conséquent, en vertu de la proposition 13.2, u est harmonique.
> On aura alors, en vertu de la formule (13.3),

21
u(z) — g(t) = % f (g (1) — g(7o) P (r;2)d7
0

| G@-gEPENd | (@) —gr) P (T2

lT—Tol<n [T=7o|>n

Soit alors € > 0, on aura d’'une part

1

2m lT—7ol<n 2

f (g(t)—g(to)) P (752)dT
[T—7ol<n

1
< sup |g(7)—g(7o)l —J P.(t;z)dT
(4 [T—7ol<n

< sup |g(v)—g(Toll,

lT—7ol<n

et comme g est continue, pour 1) suffisamment petit, on aura

sup |g(7)—g(To)l <

[T—7ol<n

N | ™

Mais d’autre part, 1) ayant été fixé, on aura

1
27

>

J (g(7)—g(7)) P (7;2)d7
[T—70l>n

1
<2 sup |g(T)|—f P.(t;z)d7
0 2m [T=70l>n

<727

qui tend vers 0 quand z — re'™, selon le lemme 13.8 ci-dessous. Il en résulte que u(rei™) = f(7,).
Q.E.D.

LEMME 13.8 On a

1
lim — P.(t;2)d~.

aorel® 27 Jiocif>n

DEMONSTRATION. Avec z = pe'®, p <r et |a—Ty| <n/2, on aura |a — | > 1/2 dés que vérifie |t — 7o| > 1. Il en
résulte qu’alors

|re”—z| = |rei(T_“)—p{ =|rcos(t—a)—p +isin(t—a)| = rsin|la—1|,
d’ott ) )
ré—|z
P.(7;2) < +
r2sin®n/2
et ) )
1 re—
5= P.(7;2)dT < Z.—ZP,
2m [T—To|>n resim ’I’]/Z

qui tend vers 0 quand p — 1.
Q.E.D.
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Soit alors © un ouvert simplement connexe, dont la frontiere est localement connexe, alors d’apres
le théoreme 12.14, nous savons qu’il existe une transformation conforme f : D — €, ou D est le disque
unité ouvert, et selon le théoréme 12.16, quelle se prolonge en une application continue : D — Q.
Comme f est bijective : D — , il en résulte que f(dD) = 9Q.

Donnons nous g continue sur 8%, et cherchons v harmonique dans Q, continue sur , telle que
Vjaq = & Selon le théoreme 13.7, a 'aide du noyau de Poisson nous savons tout d’abord déterminer u
harmonique dans D vérifiant usp = g o f|ap, il suffit alors de poser v({) =uo f ~1(&). Plus précisément,
selon la formule (13.4), on aura

27
v() = %f gof(e)Py(z; M) dr. (13.5)
0

Sous réserve d’avoir déterminé la transformation conforme f on a donc trouvé une formule qui fournit
la solution explicite du probléme de Dirichlet dans un ouvert simplement connexe.
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Application I

Calculs d’intégrales

L'un des succes les plus apparents de I'introduction des fonctions de variable complexe réside dans
la découverte de formules explicites pour certaines intégrales définies de variable réelle. On trouvera
ci-dessous un certain nombre d’exemples a cet égard. De facon générale, trois types de difficulté se
présentent : le calcul des résidus et la prise en compte des singularités sur le chemin d’intégration, la
détermination du comportement a l'infini, le choix et le traitement des coupures.

I.1 Intégrales de la forme [ ™ R(sint,cost) dt,

On note R est une fonction rationnelle, y; le cercle centré a I'origine de rayon 1 parcouru dans le sens
direct; on suppose que R n’y a pas de pble. On aura

i 2”R plt — o=it it 4 o—it e 2n 1 < et — g—it it 4 p—it it
0 20 2 0 ieit 2i 2

. z2—1/2 z2+1/z %_1
_LlR( 20 2 )iz_ifhf(z)dz’

z—1/z z+1/z)
20 72 '

ou

£ =r(

Si on note £ I'’ensemble des poéles de f (z) de module inférieur a 1, comme f n’a pas de podle sur y;, selon
le théoreme des résidus,

I=2m ) Res (f();p).

pEL

Exemple 1

Un cas simple est le suivant :

27 dt . 21 dt
I= — =21 - - -
o a+tsint o 2ia+(elt—eit)

27 ieltdt dz
=2 — - =2 _
o 2iaeit +(e2it—1) o 2iaz + (22 —1)

177
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Supposons (par exemple) que a > 1, les racines de 2iaz + (zz — 1) sont données par

p¥=—iativa2-1,

dont seule p* appartient au disque unité car a—1 < v'a2 — 1 < a. Calculons le résidu en ce point : d’apres

aS]

la formule (7.5),

1 1 1
Res (_—;p*) = — = ,
2iaz + (22 —1) 2ia+2pt  2iva2—-1
d’ou
27

— A7 1 e o -
I =4imRes (Ziaz-f-(zz—l)’P ) ==
1.2 Intégrales de la forme ["7 Rr(x)dx

Soit R une fonction rationnelle sans pdle réel, intégrable sur R. On calcule

+00 +r
I :f R(x)dx = lirgoJ R(x)dx.

—o0 —r

On note a le point (r,0) et o, le segment qui relie —a & a parcouru dans le sens des réels croissants.
On note également 5 le demi-cercle de diameétre o, situé dans le demi-plan des imaginaires positifs
et parcouru dans le sens direct. On note enfin 6, le demi-cercle analogue situé dans le demi-plan des
imaginaires négatifs, parcouru dans le sens rétrograde. En notant & 'ensemble des pdles de R et

+ ~
2°={pe?||p|<r,£Jmp >0},

on aura
f R(z)dz = £2im Z Res (R(z);p)
o, Vo pELE
d’ot
I= rl—l>ngo (:I:Zirc Z Res (R(z);p)—f R(z)dz).
pELE oF

On suppose alors qu’il est possible de choisir n = % de telle sorte que

lim f R(z)dz =0,
r—00 5”

r

dans ces conditions on aura

I =2inn lim E Res (R(2);p).
r—o0o
pe2;
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Le lemme suivant qui découle immédiatement du théoréme de convergence dominée fournit en particu-
lier des conditions suffisantes a cet effet :

LEMME L.1 Si les fonctions F.(6) : 0 —>r |f(rei9)| sont majorées uniformément par une fonction intégrable
sur 10;, 05[ et si F.(0) — 0 quand r — oo pour presque tout 6 € 10y, 6,[ , alors

v 01,6 .y
ott .V 7* est Uarc de cercle de rayon r dans le secteur limité par les angles 6, et 6,.

Il existe bien entendu un lemme analogue pour r — O.

Exemple 2

Calculons

oo dx 1 oo dx
T=] T5x6~32]  T4x6
0 +Xx oo 1TX

Les pdles sont les p; = e!™1+2))/6 i = 0,5, dont les trois premiers sont de partie imaginaire positive et

on a
1 1 1DP; Dj
Res (o) = e = g0t =6
p;  6pS

Choisissons alors 6 ;L, on aura

dz T irett
= ———dt - 0 quand r — 0o,
s+ 1+28  J) 14r6ebit

d’ou
J= i Pr = i (em/6 4 ein/2 4 esm/s) _ i (ein/6 L _e—m/s)
6 P 6 6

7'C+7'C elm/6 _ p=in/6 7T+7T T T
=—4+ - [——— |=—4+ =sin— = —.
6 3 2i 6 3 6 3

Notons qu’on aurait pu indifféremment choisir 5.

FIGURE I.1 — Exemple 2
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Exemple 3

onsidérons maintenant l'intégrale
C d t t I'int 1

+
“ dx .. 1
—3=217r lim Res — P
oo (x2+1) ' o, (z2+1)
Ici 'unique pdle de partie imaginaire positive est situé en z = i, mais c’est un pdle d’ordre 3, ce qui oblige
a effectuer un développement en série de Laurent au voisinage de O pour la variable w =z —1.

1 1 _ 1
@2+17°  (w+i2+1)°  (w2+2wi)’

1 1 w3 i wo_w? 9
= =—— (1+—.) =—(1-3=-—-3—+o0(w?) |,
w3 (w + 2i)° 8iws3 2i 8ws3 2i 2

d’ou

1. 3 T dx 3m
es| ——i | =—T—et finalement — =
(z2+1) 16 oo (X241) 8

On peut également déterminer le résidu a I'aide de la formule (7.6) :

(&%) i) 2y -2
2\@2+2)  2\@+)®*) 2 \@+d)*) 2 \(@z+i)°

Res(;.i)_E(L)_i(l)__?’_i
2+1)?" ) 2 \(2°) 32\i) 16

1.3 Intégrales de la forme ("7 f(x)e* dx

d’ou

Le théoréme de convergence dominée peut étre insuffisant pour réaliser le passage a la limite relatif
a la portion de contour tendant vers I'infini. Un résultat particuliérement utile a cet égard est le suivant :

LEMME 1.2 (de Jordan) Si f est holomorphe dans le demi-plan des complexes de partie imaginaire positive,

Q silimy,, o0 f(2) =0 et a >0, alors

lim f(2)e'¥dz=0, oy (t)=re'’, t=0,m.

r—00
+
Yr

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que

f f(2)e'dz| < J If (2)l]e"*| |dz| = f If () e™7™ |dz],
vy T vy
soit
/2
f f(2)e'*dz| <2 sup |f(re”)| J e~ trdt
v tel0,7] 0

mais sint est convexe sur [0, 71/2], et par conséquent sint > 2t /7, d'ou

m/2 /2 - ra - -

emarsint gy < e 2art/mrde = — e Ydu=— (1 — e_m) < —. (L.1D)
0 0 2a ), 2a 2a

Q.E.D.
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Exemple 4
0] +00 i +r i
cos x 1 e 1 e
dx = —=%Re dx = —Re lim dx
0 X2+1 2 oo X2+1 2 rooo | o x2+1
eiz
=9%e(i7'cRes( ;i)).
2241
Or . oo
1z 1
Res e—;i = —, dou cosx dx = ﬂ.
22+1 2ie o X2+1 2e
Exemple 5

Pour 0 < A < 1, calculons

0
f xl—lelxdx,
0

r1()=t, t €[r,R], ety5(t) =Re", t €[0,7/2]
y3(t) =—it, t € [—R,—r] ainsi que y4(t) =r e!("270 t [0, 7/2].

et notons

En choisissant la détermination principale du logarithme (voir la formule (8.9)), la fonction A 1el

posséde une coupure le long de 'axe réel négatif, et comme elle n’a pas de pole, on aura

J 27 lel?dz =0,
Y1VraVrsVra

R
J g leldy =f t"Lleltde
71 r

—r
J zl—leizdz — f e(l—l)Logzeide — _if e(?L—l)(LogIt|+i7r/2)etdt
Y3 Y3 —R

avec

R R
= f e(l—l)(Logs+iﬂ:/2)e—sds — _iei(l—l)n/Z f Sl—le—s ds
r

r
R

— _elln/Z f S)L_l e—sds,
r

Or quand r » 0 et R — 00,

r‘ o
lim [ z* le®dz = f tALeltdt
J Y1 0
r o0
lim | 2 le®dg = —ehin/2 J st leds
J Y3 0
: [ A—1 iz : A—1 iz
lim | g7 e®dz=1lim | g* "e®*dz=0,
J T2 Y4
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d’otu
(S 00
J Xl—lelxdx — elln/Z J SA—] e Sds = ell“/ZF(A).
0 0

Y3y Y2

Coupure du Logarithme "R

FIGURE 1.2 — Exemple 5

Exemple 6

—0Q0

1 [T Jix _ ,—ix +o0 ix _—ix
= —lim £ 8 dx+ £ % dx
4ir-0\ ) _ o X . X

1 f—r eix +eix +00 eix +eix
= —lim —dx+ —dx
4ir-0\ J_ o X . X

1 [T Lix Too ix
= —lim £ odx+ £ dx |,
20r—-0\ )_ o, X . x

ri(t)=t, t€[r,R] ety,(t) =Re'", t €[0, 7]

on pose

y3(t)=t, t €[—R,—r] ainsi que y4(t) =r e te[0,n], et
vs(O)=r "0 te[0,2n],

iz
e
f —dz =0,
Z
Y1VY2VrsVra

et on aura

d’ot1, en vertu du lemme de Jordan 1.2,

sin x . 1 e'? 1 .. e'? 1 . e®
dx= lim — —dz=—— lim —dz——Ilim —dz
X r—0,R—oco 21 Z 21 R—»oo 21 r—0 b4
0 160%¢
iz
=——1im —dz
1 r—0 z

Par ailleurs, la fonction
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est bornée (et méme holomorphe) d’ott

iz 1 1 1
lim e—dz = limJ —dz, et comme —2iT =f —dz = Zf —dz,
4 Ys Y4 z

r—0 z r—0 Z z
Ya Y

en vertu de la formule du changement de variable (4.11), on aura

oo .,
sin x I
f dx = —.
0 X 2

Y2

B
=
v

FIGURE 1.3 — Exemple 6

Exemple 7

Soit a calculer

oo

1 et?
[=——
27 o t—V

avecRev >0, Tmv>0,ReZ <0, IJmZ > 0. On pose

dt,

r1(t)=t, t =0,Rety,(t) =R e", T =0,0 ainsi que y5(t) =—te, t =—R,0,

ol
0<0<m/2, tgh>Tmv/Rev, R>|v|
On aura
R olZ
J d{ = 2imRes ( ) =2ime"?
Y1Vra2Vrs Z:— g_
ainsi que

egz

t_

(z ReR€Z
J ¢ dC:iJ € "dr—0car ImZ >0
0

Rei"—vy

{z 0 —tel®Z R selfz

e ; e - e

d{ =—¢l? ——dt=—¢" : sds,
_p—telf—v o self—w
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et par conséquent

1 otz e tZ egz .
I=—— dt =—— lim {=— lim dl —ie”
2n ), t—v 27T R—>o0 ll—v 27T R—00 {—wv
0 0 ceifz
et e
= - sds —ie”.

V3 Y2

.
14

>
>

a! R

FIGURE 1.4 — Exemple 7

1.4 Laformule de Gauss [ e~ dx=y7

On pose a = v7i et g(z) =e =/ (1+e72%%), on aura

e—(z+0t)2 e—(z+a)2 e_zz e—Zaz 5
— _ _ _ _ ,2az
g(z + a) - 1 + e—2a(z+a) - 1+ e2az - 1+ e2az =—¢ g(z),
d’ou ,
gz)—gz+a)=e".
La fonction g posséde des poles simples aux points a; vérifiant —2aa;, = —in (1 + 2k), soit a; = im(1 +

2k)/2a = a(1 + 2k)/2.

Posons alors Z; =1, Zy = a+1, Z3 = a—r, et Z, = —r, et intégrons g sur lecycley = o, Vo,VOo3V0oy,
ol

o.(t)=t, te[—rr]
oy(t)=r+ta, t€[0,1]
os(t)=—t+a, te[—rr]
o4(t)=—r+(1—-t)a, t€[0,1]

On aura
e~ o~ /4 3in/4
Res(g5a0)= — s = 5 —o = T
CONNEN

Tovm | 24w
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FIGURE 1.5 — La Formule de Gauss

d’ou

J g(z)dz = 2imRes(g;a0) = V1
Y

J g(z)dz = —f glz+a)dz = —f g(2)dz + f e dz

lim J g(z)dz = lim J g(z)dz=0
r—00 r—00
02 O4

+0o
JT= J e dz = f e dx.
o, —00

I.5 Fonctions présentant des coupures

Par ailleurs

et

I1 en résulte que

On veut calculer

a
1
I= ———dx
g VXxtava—x
Pour |6] < 7, on pose z = pel? et Vz+a = /pe? Pouz=pe? —aetvz—a= pﬂ“eim/2 ol
z = ,o“Leie+ + a. Pour —a < Rez < a, on aura donc (formule (8.10) et figures 8.8, 8.9 et 8.10)

., lim0 f@)=ivx+ava—xet . lim0 f@)=—ivx+ava—x.
mgz—0* mz—0~

Si on note alors Jy I'intégrale de g(z) = 1/f(2) sur le cercle de rayon R > a parcouru dans le sens direct,
en vertu du théoréme de Cauchy on aura
0 = Jg +2il

Pour calculer Jg, on utilisera le résidu a l'infini, soit en fait le résidu en 0 de
1 1
22 /1jz+a/1/z—a

g(z)=—
11 est clair que zg(z) est borné en 0, d’ou

) 1 1
Res(g,0) = lim ——
= =0 2 ./1/z4+ay/1/z2—a
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et comme lim, ,o,/pv1/2+a= e 10/2 = lim, ,q /P 1/2—a, il en résulte que
Res(g,0) =—1.

Finalement on obtient donc
0=-2im+2il soit = .



Application II

La méthode du col

Le théoreme de Cauchy est a 'origine d’une technique puissante pour obtenir des développements
asymptotiques de certaines intégrales. Plus précisément on cherche un développement asymptotique
lorsque t — +00, de

f g(2)e"®dsz, (IL1)
Y

ol Q2 est un ouvert simplement connexe, ¥ un chemin dont les extrémités sont fixées et 'image située
dans Q, g et h sont des fonctions analytiques dans Q. L'idée essentielle consiste a choisir au mieux le
chemin y dont en fait I'intégrale ne dépend pas. On commence par traiter le cas ol y est un segment de
I'axe réel, g et h étant a valeurs réelles.

II.1 Variable réelle : la méthode de Laplace

II.1.1 Un premier exemple

Il s’agit de déterminer la partie principale quand t — 4+ 00 de l'intégrale

b
J(t)= f xe " dx, (I1.2)
0

ouv>—1,u>0,c>0etb>0, éventuellement égal a +00. Il est clair que I'intégrand tend vers O
quand t — +00 en tout point x # 0, et que c’est au voisinage de x = 0 que cette convergence est la plus
lente. L'idée consiste alors a dilater le voisinage de 0 en posant u = ctx", quitte a repousser a l'infini la
borne supérieure de I'intégrale. On aura donc

(Ct)—(1+v)/u

b ctb#
J(t)= J Xve—ctx“dx f u—1+(1+v)/ue—udu,
0 0

u
car x = (u/ct)* et du = uctx*ldx.

Quand t —» 400, on a

ctb* +o00 1
J A gy, f I gy, — 1"( + v)
0 0 u

et par conséquent

J(t) ~

—(1+v)/u
(ct) F(1+v) (1L3)

u u

187



188 II. La méthode du col

I1.1.2 Plus généralement

Considérons maintenant I'intégrale suivante :

b
1(t)= f g (x) ey, (I1.4)
0

avec, au voisinage de 0, g (x) ~ Ax” et h(x) ~ —cx". De facon naive, si on remplace I'intégrand par un
équivalent en 0, d’apres le calcul qui précéde, on obtient

I(t)“’J Axe S g S ety 00 (),
W

une réelle démonstration demande par contre quelques précautions. Pour fixer les idées supposons A > 0.

(i) Supposons h décroissante dans un voisinage de 0 dans R™ : 0 < x < §,, puis inférieure a h(8,)
pour x > &, (voir la figure I1.1)

do

h (do)

FIGURE II.1 — La fonction h

et pOSODS
o (=2 oy “”)/“r(l”) :
u u

nous allons montrer que I (t) ~ ¢ (t).

(ii) Fixons a cet effet € tel que 2 > ¢ > 0 et commencons par démontrer I'existence de 6 € ]0,5,] tel
que

(1 - —) (t) < J ¢ (x) ey < (1 +£ ) () (IL5)
0
dés que t est assez grand.

(iii) Pour chaque A dans ]0, 1[, en vertu des hypotheses relatives a g et h, il existe un nombre & (1) tel
que
AQ—-Vx"<gx)<AQ+A)x” (I1.6)
—(1+A)x*<h(xX)<—c(1—-2A)x*
des que 0 < x < 6 (A). Comme la fonction A — (1—A) (1 + A)_(H”’)/“ est décroissante de 1 a 0 pour

0 < A < 1, et la fonction A — (1+ A)(1—2A)"1*"/¥ croissante de 1 & +00 pour 0 < A < 1, on peut
choisir A assez petit pour que

Q—=A) A+ > 1 g et (1+A)(1—A)y < f14 % (IL7)
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(iv) On fixe maintenant A et on pose 6 = min (6 (1), d;), alors selon (I1.6)

5 5 5
A(l— )\)J x Ve At gy < f g (x)e"¥dx <A1+ )\)J x Ve =Mk gy
0 0 0

D’apres (11.3),,0n aura

A(l A’)J X e C(].+A)[x“de(1 A)(].'i‘k) (1+V)/M (t)

A(1+A)f Pem I e (14 ) (1= A) T (1)

et par conséquent pout t assez grand, disons t > ¢y,

9]
AJ xve—c(1+l)tx“dx >(1-2)(1 +A)—(1+V)/IJ ") (t) > /1 _ §(p (t)
0

13
AJ x e 0= gy < (14 2) (1 =2 Iy (1) < ,/1 + gtp (t)
0
or d’apres (11.10),
(1-2)> ,/1-% et (1+1)< ,/1+§

5
(1 — %) p(t)<AQ —A)J x Ve e+t gy
0

et par conséquent

d 5
SJ g(x)e"™Mdx <A(1 +A)J Vet gy o (1 N g)@(t)
0 0
soit
5
0

(v) On note h(6) = —6 < 0, selon '’hypotheése relative a h, h(x) < —6 pour x > 5, d’ou pour t > 1,
(t—1)(h(x)+ 6) <0, soit encore
th(x)<h(x)+(1—t)0<0

On aura donc

b b
J g (x) e dyx Sf lg ()] e dx (11.9)
5 5

b b
< f g ()| "CHO=09 g = (100 f g ()l "Xdx,
) 19

terme négligeable devant ¢ (t) pour t assez grand.
(vi) Il résulte donc de (I1.8) et (I1.9) que

b
I(t)=j g(x)efh(X>dx~<,o(t)— (ct) (””Wr(l:”) (11.10)
0

des que g (x) ~Ax” et h(x) ~ —cx".
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I1.1.3 Cas particulier

Pour u =2 et v =0, si h se développe en série entiere au voisinage de 0,

I(t)N—(ct)_l/z ( ) ety V2 ym= ,/_tc \_th”(o) (IL.11)

car h” (0)=—

I1.2 Variable complexe : la méthode du col

On cherche maintenant a déterminer la partie principale de
f g(2)e"@dz, t — +00. (11.12)
T

De méme que précédemment, c’est lorsque PReh (z) est maximum que l'intégrand contribue le plus si-
gnificativement au résultat. On va utiliser le théoréme de Cauchy de facon a chercher un chemin y’
particulierement favorable susceptible de remplacer y. Notons qu’en vertu du principe du maximum (re-
marque 6.4), |Reh (2)| ne peut présenter de maximum local dans £2, on doit donc bien comprendre qu’il
s’agit d'un maximum le long de y (ou de y').

I1.2.1 Application de la méthode de Laplace

Dans un premier temps on supposera que y constitue un chemin adéquat, c’est-a-dire que Reh () est
maximum en son origine. Par translation on peut toujours se ramener au cas ol l'origine de y est le point
z=0 :v(0)=0. Au voisinage de l'origine, g et h se développent en série entiére, on notera g (z) ~ Az"
et h(z) ~ a + cz™ ou plus précisément h(z) = a + cz™ + 2™ 1) (z) ol 1) est analytique, ¢ = pe'® # 0,
n est un entier positif et m un entier > 1. Comme a n’intervient dans le résultat que comme un facteur
multiplicatif, nous le supposerons désormais nul, nous réservant de le rétablir dans la formule finale.

(i) Commencons par étudier 93e cz™ au voisinage de lorigine. Avec z = ue'® on aura cz™ = upe'(**+m®

d’oti il résulte que
T T
Recz™ < 0 pour E+2kn <a+mb < 3§+2kn

Recz™ > 0 pour —g+2k7'cga+m93g+2kn

k =0,m— 1, soit encore

—(2k+1
Peca™ < 0 pour — < F=ERFDT 4 T
2m m 2m
— 2k
E)%ec,z’”20pour—isu+9§i
2m m 2m
On note
2k+1
gl caz@k+lm o T (I.13)
2m m 2m
si={0o|-~ <2=F 2k”+9§i .
2m 2m
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En z = 0 la fonction cz™ s’annule et le long d’un chemin tracé dans 'un des S;. y est maximale en module,
tandis qu’elle minimale dans I'un des S,’(.

L'idée consiste a déformer le chemin au voisinage de l'origine de telle sorte qu’il emprunte la bissectrice
0 de I'un des S, et par conséquent que l'origine se trouve étre le maximum de Recz™ le long de 6,
(voir la Figure I1.2 ot m = 3). Le choix de k sera fixé en fonction de la direction dans laquelle y s’éloigne
de l'origine. On posera

_@Ck+1)n—a

Wi B — (I1.14)

C’est I'angle de la bissectrice du secteur Sy.

FIGURE 1.2 - §; au voisinage de l'origine

(i) Commencons par étudier le voisinage de l'origine ou 'on déformera le chemin y (s) selon le chemin
rectiligne &; (s) = e'“ks =[0,q], ot w; = ((2k+ 1) T —a) /m. on aura

Sk

Sk ) )
f g(z)eth(z)dz::f g (eiss) et s)etends = efen f g (eis) () s,
5 0

0
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avec
h (eiwks) — peia (eiwks)m + (eiwks)m+1 ’(,L’ (eiwks)

=p (ei(mwk+a)sm) + (eiwks)m'H P (eiwks)
=—ps™+ (e"wks)erl P (ei“’ks)
=—ps"F(s),

ol 1

F.(z)=1 — gel(mt1owy El,b (ei“’kz)
d’ou

Sk m
J g (2) eth(z)dZ — f g (eiwks) e—th(st(s)l/m) eiwk ds,

(iii) Comme 1) est analytique au voisinage de z = 0 et que F; (0) = 1, la fonction H; (z) = 2F; (z)l/ ™ est
analytique au voisinage de z = 0. De plus

z —
H} (z) = Fi ()™ + = F} (z)—m™/m
m

et par conséquent H, (0) = 1. En vertu du théoréme d’inversion locale, il en résulte que Hy est inversible
au voisinage de 0 : c’est dire qu'il existe un disque centré a l'origine A, tel que H; soit une bijection
de A sur un voisinage ouvert U, de 0. Notons G, = Hljl et B = Hy o 8 ; en vertu de la formule du
changement de variable, on aura

f g()e"Pdz = J g ("G () ™™ e Gy () dg
Ok

k

(iv) Soit maintenant r; tel que le disque D, de rayon r, centré a l'origine soit contenu dans Uy, on
peut réduire le rayon R, du disque A; de telle sorte que H; (A;) soit inclus dans Dj. Posons Hy (s) =
7, (5)e'%) on aura H, (0) = 0, d’ott 7, (0) =0 et

1= H;( 0)= T?{ (0) el0(0) 4 7,.(0)i6, (0) 912 (O)in(O) — Tf{ (0) ein(O),

ou encore 7, (0) = 1 et 6, (0) = 0 ; quitte a diminuer Ry on pourra donc faire 'hypothése que pour
0 <s <Ry on ait
0 < ArgH; (s) < m/4m.

Nous choisirons alors pour extrémité du chemin f;. le point {; = i (R), ce qui nous permet d’affirmer
que le chemin f3; reste proche de I'axe réel.

(v) En vertu de nos hypotheéses 5, est tout entier inclus dans le secteur 0 < 6 < 7/4m du disque de
rayon r (voir la Figure v). Notons o le segment joignant le point r;, au point .

Selon le théoréme de Cauchy

J g (¢4 Gy () " ey ({)dC = f g (¢, (5)) 7" e G () ds
Br 0

+J g (e G () e e el Gy () d.
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Sur o on aura

2
Rel™ > Ne Ll > § £l

car |Arg,r 4 ,’?| < /4 d’ou il résulte que

f g (e Gy () e P ek Gy () dL (IL.15)

' i 2y m
< |o| sup |el”’<g(e’°’ka(§))Gl’<(g)|e—PtTZICkI _

IS1<rk

(vi) 1l ne reste donc plus qu’a évaluer le terme suivant :
Tk
J g (e"“*Gy (5)) e tPs" gleok Gy (s)ds,
0

or G, (0) = 1/H; (0) = 1 d’ot1 Gy (s) ~ s au voisinage de 0, et par conséquent '’k g (e'x Gy (5)) Gy (s) e~tPs" ~
!k A M@k tPS" = ppl(nt1)wke—tps™ sn Ep séparant parties réelles et imaginaires, on peut donc utiliser
la méthode de Laplace, qui nous conduit au résultat suivant :

-
. mo . A _ 1+
f g (elkak (S)) e—tps elka’i (s)ds ~ el(n+1)wkE (p t) (1+n)/m T (Tn) .
0

(vii) Il faut maintenant prendre en compte ’ensemble du chemin ¥, ce qui déterminera le choix de k. On
supposera que outre y (0) = 0, le chemin y vérifie ’hypothése suivante : 3k, s tels que p = y (si) € Si,
ly (s)] < Ry pour 0 <'s < s et |y (sg)| = R. On suppose également l'existence de u > 0 tel que y(s) €
N, ={z|Reh(z) < —u} pour s = sy, ainsi que 'arc de cercle de rayon Ry joignant p au point q = Ryelx
(voir la Figure 11.2). Si v, est la portion du chemin y extérieure au disque A, de rayon R, et y; la portion
intérieure a Ay, on aura

J g(z)e"@dz = f g (2)e"@dz —I—f g (2)e"@dz
T Te

Yi
:f g (z)e™dz + J g(2)e"@dz + f g (2) et dz
Ye 5k Ak
ou

J g(2)e"@dz = f k g (ei"’ka (s)) e_tpsmei‘”kG,i (s)ds+ f g (e"“*Gy (C)) e_tpgmei‘”kG,’( (OHde.
5, 0

Ok
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On a déja vu que
Tk
. m o . A 1+
J g (e"kGy (s)) e 1P ik G, (s)ds ~ elttDor Z (o p)~(+m)/mp (_n) , (11.16)
0 m m

et que selon (II.15) fak g (ei“’ka ((;)) et giwy G,’< (£)dZ est négligeable devant le second membre de
(I1.16).

(viii) Considérons maintenant la portion de chemin y, :

smax

=J‘xmwcmkWWWhﬁﬂﬁ=J‘ |g (r (s))] e TRGED |4/ (5)| dis.

Sk

f g (2)e"®dz
Te

Comme y (s) € N, pour s = s;, de méme qu’en (I.9), on aura

smax

Smax
J lg (y ()] ot Re(hly(s)) |Y/ (s)| ds = J lg (y () e(t=1) Re(R(y(s))) o Re(h(y(s))) |Y/ (s)| ds
S

k Sk

smax
seﬂ*mf g (y (D)) 7 TED |y (5)] s,
0

négligeable devant le second membre de (I1.16). De méme f/lk g (2) e"®)dz peut étre négligée devant le
second membre de (I1.16).

(ix) Finalement, apres avoir rétabli le coefficient a, nous avons montré que

J 2 (z)eh@dz ~ patHnt Do, A (pt)y T/mp (1"‘_“) ' 1L17)
m m
Y

I1.2.2 Choix du chemin

Dans le cas général un nouveau chemin y’ homotope a y d’origine {; et d’extrémité {,, doit tout
d’abord étre déterminé.

(i) Le premier cas est celui ol il existe v’ tel qu’a 'une de ses extrémités ({; ou {5), RReh () atteigne son
maximum le long de y/, on est alors ramené a I'étude précédente, sous réserve que les diverses hypothéses

soient vérifiées
J g (z)e"Pdz = J g (2)e"®dz.
,)/ /

Y
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Le cas le plus simple est celui ou g({;) = A et au voisinage de {1, h(z) ~a+c(z—{;), soit m=1 et
n =0, on aura alors k =0 et wg = —a d’ou

J g (2) eth(z)dz NA(p t)_l eat-H'(rr—a)
Y

Si on suppose que u; = Reh ({) > uy =NReh(,) et que 'ensemble des z tels que u, < Reh(z) < uj est
connexe, il existe un chemin y’ de {; a {, tel que le long de Y/, Reh (z) atteigne son maximum en ;.

(ii) Sinon, on peut chercher z, = y'(s), 0 < s < 1 tel que PReh(z) soit maximal en g, le long de y’.
On découpera alors le chemin y’ en deux portions, de {; a z, d’'une part et de 2, a {, d’autre part. Dans
ces conditions il n’est pas possible de traiter le cas m = 1, car alors les deux portions du chemin se
trouveraient nécessairement dans 'unique secteur S, autorisé, ce qui fait que les deux parties principales
correspondantes seraient opposées et qu’aucun renseignement ne pourrait en étre déduit. Pour m > 2 au
voisinage de z,, on aura h(z) ~a+c(z—2y)" douh’(z) ~c(z — zo)m_l et par conséquent h’ (z5) = 0. 11
sera alors nécessaire que les deux portions du chemin y se trouvent dans deux secteurs S, différents de
telle sorte que les parties principales correspondantes ne se compensent pas. Il en résulte en vertu des

relations de Cauchy-Riemann que
M ) =0=" (z9)
ox T 778 y 0

et par conséquent que la dérivée de h, et en particulier celle de PReh, s’annule le long de toute courbe
passant par z.

(iii) Dans le cas ott h” (z5) = 2c = 2pe!* #0, ona m = 2 ; posons z — g, = Te'®, alors

2
%h (Teicu) — eZiwh// (Teiw)
et par conséquent en z, la dérivée seconde de h dans la direction e est égale & e?“h” (z,) = 2ce?® =
2pel(@2%) Tes directions dans lesquelles la dérivée seconde de Reh est minimale ne sont donc autres
que wy = (T—a)/2et w; = (3w —a)/2. Sion se référe a la surface x5 = Reh (x; +ix,), (voir la Figure
I1.3) ces directions sont celles de la ligne de thalweg qui passe par le point z,, tandis que les directions
orthogonales sont celles de la ligne de créte dans les quelles SReh” est maximal. Le point z, constitue
donc bien un col, d’oti le nom de la méthode. Les directions dans lesquelles la dérivée seconde de Reh
s’annule sont celles des lignes de niveau de SReh(z), elles séparent les S; des S,’(.

La méthode s’applique encore si m > 2, auquel cas h” (z,) = 0. La surface x5 = 3¢ h (x; + ix,) présentant
alors plusieurs lignes de créte et de thalweg au voisinage de z.
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FIGURE I1.3 — Un point col



Application III

La portance d’un profil d’aile

Il s’agit de déterminer la portance d’'un profil d’aile d’avion soumis a un écoulement irrotationnel de
fluide parfait incompressible, uniforme a l'infini.

III.1 D’écoulement autour d’un profil

III.1.1 Le potentiel complexe
Selon les hypotheses relatives a 'écoulement, la vitesse u(x, y) dans le domaine fluide vérifie les
équations suivantes :
divu =0 et rotu =0.

Supposons pour commencer que le domaine de I'écoulement 2 soit simplement connexe, on sait alors
(Girault Raviart th2.9 p.31) qu’il existe un potentiel des vitesses ¢ tel que u =V ; et on aura

Ap =divVe =0.

Posons alors z = x + iy = c(x,y). Selon le Théoreme 13.3) ¢ est la partie réelle d’'une fonction
holomorphe f appelée potentiel complexe, soit en fait

foc=p+in.
Les relations de Cauchy-Riemann s’écrivent

99 % (¥ _ 9

dx Jdy  Ox y

dou dpdy dpdy
¥ 4
Vo |lVyp)=—FLL 4221 —p
(Ve lvy) dx dx Jdy dy
et 5, gy 1[0 oy
’ Y . Y .
- .
froc dx lax i(ay lay)

En particulier, la condition de glissement le long du profil (V¢ [n);, = 0 équivaut a
(VY |t)), =0 soit 1}, = Cte.

La fonction 1) est appelée fonction de courant.

197



198 III. La portance d’un profil d’aile

Il se trouve bien entendu que I'extérieur d’un profil ne constitue pas un ouvert simplement connexe, il
est donc nécessaire d’'introduire une coupure (voir la Figure III.1) de telle sorte que le domaine de I’écou-

lement constitue un ouvert simplement connexe, ce qui a pour effet d'introduire une indétermination
dans la solution du probléme.

\
\

\
\
\

//

-~
_,/’

\
\
\
|
1
|
I
|
|
|
I

——— e e

Une coupure Deux coupures différentes

FIGURE III.1 — Domaine non simplement connexe

I11.1.2 La dérivée du potentiel complexe

En modifiant la position de la coupure (voir la Figure III.1) on induit une nouvelle fonction harmo-

nique g = a+if avecu = Vy = Va. Les fonctions ¢ et a difféerent donc d’une constante en dehors des
coupures, comme ¢ est harmonique, elle est réguliére a travers la coupure de a, par conséquent u est
réguliere dans tout 'extérieur du profil.

Considérons alors la dérivée f’ de f : c’est une fonction réguliére, et

2 2 2 2
%(f’oc)+i%(f’oc)—aw+iaw+ia(p oY

© 9x2 Jdx2 axay_axay
52 2 2 2

A N Y (i B
dx2 QJy2 dx2  Jdy2

C’est donc en fait une fonction analytique a I'extérieur du profil.

I11.1.3 La circulation

Notons y le chemin dans C représentant le profil et ¥ = y o ¢ le bord du profil, la circulation du
vecteur vitesse le long de 4, traditionnellement notée T', est donnée par

1 1
F:f (u|t)ds=f (u|y’)y'dt=f (ch|y’)dt
% 0 0
1 1
_ ¢ , 3w,) _ (3¢ .3¢) T
_fo (ax}/l—i_ay}/z dt—JO 8x+18x (y1+1y2)dt,
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mais par ailleurs

Lf/(z)d’z:f (i 3—w)(rl+% =J01(2—fr’1—3¢ )dt+1f1(aa—2/:y+

d
_ de , 3¢, ¥, Y,
‘Ha—“a— )d”“a— sy
1
Jf/(Z)dz=J (ult)ds+iJ (V¢|y’)dt:
Y € 0

I11.1.4 Les formules de Blasius

soit

. . —> 7 . . .
Si p note la pression ¥ la normale extérieure au domaine fluide, on a

F = J pvds,
%

P
P=Po—7 Ivell?,

J(_v)|?)ds:0,
7
=——J 1717 ds.

F=F1+iF2, V= '1)1+in, TZY//|Y/” 'V=iT, d5="}//{dt,

et avec l'intégrale premiére de Bernoulli

—
comme, pour tout vecteur e

on obtient

Posons maintenant

on aura alors

1 1
= pvds:—ig |f’0}f|2 Y’dtz—ig froy floy y'de.
Y 2 0 2 0

flory =(foy)=(poy)+i(poy) =foyy +2i(oy),
d’ou

1 1
F=—i§JO (For) Y’dt+pf0 froy (yoy)dt.

On en déduit que

1
- . / / / . / /d
F=l%fy(f )zdz+pf0f oy (Yoy) dt=l§L(f )Zdz+pj%f =

et dans le cas ol ¥ est une ligne de courant

f:i%L(f’)zdz.

/
2

d

d

14
x

y)dt

/
1
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II1.1.5 Le paradoxe de d’Alembert

. . e . . cosa
Supposons maintenant qu’au voisinage de I'infini, la vitesse soit de la forme u ~ V ( sina ) =

dy/d .
Voo ( _ ;ib/ / ax X ) alors f'(z) ~ Vooe'* et par conséquent le développement de f’(z) en série de Laurent

a l'extérieur d’un disque contenant le profil est de la forme suivante :

(&) =Veoe “+a_127 1 + Z a,z".

n<—2

1l en résulte que sur le bord 6 de ce disque

f f'(z)dz = 2ima_,,
5

et comme f’ est holomorphe dans I'extérieur du profil

= J f'(2)dz :f f(2)dz = a_; = ZL
Y 19

7T

Notons que si 2’ = 1/, alors

1 o1 1 n
— fl(&)=—Voe ™ —a_,—+ E a_n_5 (%)
(=) O

ce qui fait de —a_; le résidu a l'infini de f’(2) ; on peut alors se référer a la formule (7.16) qui donne
encore

r
= J f'(z)dz =2ima_; —>a_; = —.
» 2im

On aura donc

: T
(f’(z))2 =V2e 24V et —z 1 + Z b,z"
in

n<—2

o —ia T _
=V2e 2t _jy et g4 Z b,z",

o T

n<—2
dou 1 1 ri
7o) 2 —2ia  : —ia nn
- z(f (= )) =——=Vie +iVee T——+ b_n_z(z) ,
(z) () mz 15

et par conséquent
— T .
F=—iloiniv e = ipv, Te i@,
2 T
Il en résulte que
F =F,+iF, =—ipVyTe'?,

C’est-a-dire que la force exercée sur le profil est orthogonale a la direction de la vitesse a I'infini et propor-
tionnelle a la circulation : en particulier il n’y a pas de trainée, et il n’y a de portance que si la circulation
n’est pas nulle.



II1.2. I’écoulement autour d’un cercle 201

II1.2 D’écoulement autour d’un cercle

Un cas particulier ot les calculs peuvent étre menés explicitement est celui de '’écoulement autour
d’un cercle. On vérifie aisément que la fonction

Y

r? . T
f(2)=Vy (z+ —)—l—Logz
b4 2

ol r et I sont réels, est holomorphe a I'extérieur du cercle de rayon r centré a 'origine, hormis la coupure
du logarithme. On aura alors

2 2
r r
(z) =Re g2 + —JmLogz =V 1+ Rez + — Argz
2> 2 122 21

2—

rez r r? r
Y(E)=0m|z+ — |- —Relog|z| =V [ 1 — —5 |Imz — ——Loglz|,
2| 2n 2] 21

ce qui permet de constater que la fonction de courant 3 n’admet pas de coupure.

I11.2.1 Conditions aux limites

En |z| = r, la condition de glissement est vérifiée :

r d
Y(z) =——Logr =Cte = 9% _ 0,
21 on

et a I'infini 'écoulement est uniforme, sa vitesse a pour norme V., et est dirigée selon I'axe des x :

dp _9v _,

f@)=Veoe =

ax a3y =

I11.2.2 Points d’arrét

De facon a mieux appréhender la topologie de I'écoulement, il est important de déterminer les points
ol s’annule la vitesse ; nous verrons par la suite que c’est également la position de ces points qui fixe la
portance du profil.

On aura donc

2
r I'1l
V=0V, ,|1—— —i——:f’(z):O
z2 27 2
soit
2 . T 2
Veo2® —1—2—Vr“=0.
21

Le produit et la somme des racines sont donc respectivement donnés par

P=—r?etS=i

J

41Veo

T 2 .o I%
L lapEyAVEr -5

P A—
2V

et les racines selon la formule
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Deux cas se présentent :
4nVeor > T = deux solutions complexes z~ = —z* conjugées |z_| = |z+| =r,

soit deux points d’arrét sur le cercle, et

4nVoor < T = deux solutions imaginaires pures ’z_| <r< |2;Jr

b

soit un point d’arrét et un seul dans le fluide, situation qui ne sera pas considérée ultérieurement car peu
susceptible de représenter un écoulement réel.
La constante I' n’est autre que la circulation du vecteur vitesse le long du cercle :

2
Jf’(Z)dz=J [Voo (1—%)—iLl]dz:—iL %:r.
. » Z 2T 3 21 ;2

Elle peut se déterminer en fonction de la position des points d’arrét :

r)\? 2
(2szi—'2—) =4r2v2 — —
T

©  4n2’
soit
r
4Veo (zi)z —2z%i— = 4r?v,,,
T
ou encore
2
r<v,
2inVeoz™ +T = 2im—2.
Z
Finalement
r gt
'=2inrVy (—i — —)
z r

I11.2.3 Plus généralement

. . . . . < ok cosa
Si le centre du cercle est situé au point d’affixe a et la vitesse a I'infini de la forme u ~ Vo, ( sina ) ,

alors

@)= Vo, ((z—a)e—ia+ r—z.)—iLLogz_a,

et les points d’arrét vérifient

On aura alors

(g —a)eia r

. _(zi_a)e—w).

T'=2inrVe, (

Avec a = 1/6, et 4V o1 > T, les isovaleurs de la fonction de courant se présentent de la facon
suivante :

Dans le cas particulier ot a = if8, B € R et r2 = 1 + 32, et ol le point d’affixe z = 1 est un point
d’arrét, alors
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-6 -4 -2 0 2 4 6
iso-0Om[f(z)], a=176, <0

\4

NN

FIGURE III.2 — Centre sur 'axe imaginaire

2
r'= 217'CVOO (% - (1 —iﬂ)e_ia)
=2inVs ((1 +if)e*—(1 —iﬂ)e_ia)
(1+iB)el*—(1—ip)e @
2i ’

=—4nV

soit encore avec 0 = arg(1+if), 1+if = re' (voir la Figure II1.2) d’ou

elO'ela _ el—O'e—la

I'=—4nrVy =—4nrVy sin(a+ o).

2i



III. La portance d’un profil d’aile

204

A
~~~~~~~~~~~~~~ A J
n -
Co
S . SR,
f i > 3 >
\ 0 I 0
\ /
\ / :
\\ ‘/
Co —|L-- Zy J

FIGURE III.3 — Image du cercle unité

II1.3 Transformations conformes

La détermination de la portance nécessite donc celle de la circulation, qui ne peut se déduire du
modele de fluide parfait. C’est a la condition de Kutta-Joukovski que nous ferons appel, elle stipule qu’au
bord de fuite la vitesse de '’écoulement est finie, et représente une trace du fait que ’écoulement réel
est visqueux. Le calcul explicite n’est possible que pour des classes restreintes de profils, nous étudierons

ceux qui résultent des transformations conformes de Joukovski et de Karmann-Trefftz.

I11.3.1 La transformation de Joukowski

J(z)z%(z+%).

22—2E2+1=0,

Elle est définie par

Posons & = J(z), alors

d’ou
g =E+4/E2—1etz 2z =1

O onaz  =e/r

et en particulier avec 2t = re!
2 _ g2 _r2 _ 4 e 1) 1
z| = &%+ 1— &% = 1. Réciproquement si z = e'”, alors

> Si&e[—1,1],2 =& +iy/1—&2 dou

J(z) =cosO €[—1,1] :J est une bijection de chacun des demi-cercles unité ‘5; et 6, , respectivement
de parties imaginaires positives et négatives, sur le segment [—1,1]. Les extrémités —1 et +1 du segment

sont les images respectives des points z = —1 et z = 1 (voir la Figure III.3)

> Posons

$12) = T S8 = g et (O =

L'image de S; est incluse dans C \ {1} et celle de S5 dans C\ {—1}. De plus S; oS3 = Id sur C\ {1} et
S308; =1Id sur C\ {—1}. Il en résulte que S; et S5 sont bijectives respectivement C \ {—1} — C\ {1}
et C\ {1} — C\ {-1}.

On aura
J253022°Sl;



II1.3. Transformations conformes 205

en effet
132
HE) _ertaeo? 2
—1\2 2 o 1y2 - :
1-(22) GE+1D)°—(-1) 4z
Notons que
—-1DE+1 -1
R, (z) = pe S DEHD) _ =1
|z + 1] |z + 1|
—-1(E+1 J
Jmsl(z)zjm(z )(22 )=2 mzz‘
|z + 1] |z + 1]

Il en résulte que si [z| > 1, Re S; (2) > 0, réciproquement, si & appartient au demi-plan des complexes de
partie réelle positive, alors

142%Re& + &2 _

S3(&)* =
1S5(&)I omee e

par conséquent, S; est une bijection du demi-plan ouvert H, des complexes de partie réelle strictement
positive sur I'extérieur du cercle unité 4.

La transformation %, est bijective de H, dans C \ {R‘} et comme S5 est surjective : C\ {1} — C\ {—1},
I'image de J contient C\ ({—1} USs (R“)) . Soit donc £ € R™, on aura S5(§) €R, et

1428 +&)?

2 _
S = < b

ce qui prouve que I'image de J contient I'extérieur du segment du segment [—1, 1] ; c’est dire en fait que
J est une bijection de I'extérieur du cercle unité sur 'extérieur du segment [—1, 1] (voir la Figure II1.4)

25 1 15

2 . Pl - RS
15 KRR !
3 ¢ L ~ N 3 B [ .
N R4 v o e N
5y, N 05r > ' mao S,
0.5 ,I 1 \ \, IR S~ N N
[ | 1’ \
of - of -« )
1 ! by o 1
-0.5 (W 1 TN Sea L __ .- -7 7 -
-1 \ \\ L -05r %, \’x PRI
AR AV ’ S ’
_15 ~/ - - \, \\\\\\
- Soe e -1 e
-25p e 1 -15
-2 -1 0 1 2 -1 -05 0 0.5 1
Plan z Plan w=J(z)

FIGURE III1.4 — Transformation conforme a 'extérieur du cercle unité

> La transformation de Joukovski est conforme, en effet

J'(z)=%(1—zl2),

mais aux points z = 1, on a J'(z) = 0, la transformation n’est donc plus conforme : en effectuant un
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développement a 'ordre supérieur on obtient

J(Z)=%(Z+%)=%((h¢1)+$)=%((hﬂFl):FZ(il)”h")

neN
_1 (h$1)¢1—h$2(i1)"h" :1¢ﬁ2(ﬂ:1)”h“_2
2 2 ’
n>2 n>2
d’ott il résulte qu'aux points z = 1 et 2 = —1, les angles sont multipliés par 2.

> On note s (z) = 1/z, et 9, le cercle de centre 1 passant par l'origine, d’équation z = 1+ €%, on aura

2 2 1—e'? 14 (1—€i9)(1+€_i9) :1+e_i9—ei9 19 sin@

22 14+ _ = = i—.
z  1+el® 1+et? 11+ eif? 11+ eif|? 11+ eif?
De plus sin 6/ |1 +el? |2 est une fonction continue de 0 vérifiant
sinG/\l +e"9|2 =2sinf/(1+cosf)=—4/(0—n)+0(6 —n),
d’ou sinf/ |1 + eie|2 — 00 quand 6 — =£m. Il en résulte que s(2;) est la droite d’équation z =

1/2—it, t € R. Si maintenant %, est le cercle de centre a passant par l'origine, on aura 9, = a%;, en
effet sia =pe', a (1 + 619) =a+ pel™9 et par conséquent s (2,) =5(92;) /a, soit la droite d’équation

1 i
2a 2a
> Soit 6, le cercle centré en io qui passe par les pointsz =1etz=—1.0n a
z—1 2
S1(2)= =1-— =1—-2s(z+1).
1(2) z+1 z+1 ( )

Comme 1+ 6, =9, oua=1+io, 'image par S; de 6, est la droite d’équation

1 i 1 i i(oc+t)
1——+—-t=1— — + —t = -
a a 1+ic 1+io 1+io

soit en fait la droite it/ (1 +io). Limage de 6, par 3, o S; est donc la demi-droite d’équation

—————t, t>0.
(1+io0)

On a S3(0) =1 et S3(+00) = —1, et comme 'image par S; de 6, est la droite d’équation it/ (1+it),
l'image par S5 = 81_1 de la droite d’équation —t/ (1 +ic)?, cest-a-dire I'image par J de %, est un arc
<€TO du cercle €, d’extrémités z =—1 etz =+1,00 7T = (02 — 1) /20 (voir la Figure II1.5)

> La transformation J étant dérivable, il suffit qu’elle soit injective dans I'extérieur de 6, pour y étre
conforme. Pour que z soit extérieur a 6, il faut et il suffit que |z — io|*> > 1402, et pour que J (z) = J (z' )
il faut et il suffit que zz/ =1, on aura alors

. 1+20Jmz
|z’—la|2 = |z’|2 +02—200mz = —* o?
|z]
_14+200mz+ 2% o2

22
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1
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Ofrio 0 : : ’
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Plan w=J(z)
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Plan z, cas 0=0.5
FIGURE IIL.5 — 'image de 6,
3b e,
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2 , - Y ‘ ’ |
4 /’ \\ \, 1 \\\\ ‘—‘—‘-1_’~'~ l’,/
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-2 -1 0 1 2 -1 -05 0 0.5 1
Plan z Plan w=J(z)

FIGURE III.6 — Transformation conforme a 'extérieur de 6,

Or |z|* + 02 —20dmz = |z —io|?* > 1+ 02, dot |z|* —20 Jmz > 1 et par conséquent

2 2
|Z/—' |2 2| + |z 0'2_ 2

Il en résulte que z/ est intérieur a a 6, et l'injectivité de J dans I'extérieur de 6, (voir la Figure II1.6)

> Notons % un cercle passant par le point z = —1 et contenant %,;, son image est contenue dans
I'extérieur de <€T0, C’est une courbe fermée réguliere sauf au point w = —1, image de z = —1, qu'on
appelle bord de fuite. Elle y admet un point de rebroussement puisque le cercle ¥ admet une unique
tangente en z = —1. Comme % contient %, son image contient I'arc de cercle %TO (voir la Figure I11.7)

I11.3.2 La transformation de Karmann-Trefftz

Lexistence d’un point de rebroussement ne permet pas de considérer J (4) comme un modele de
profil d’aile adéquat. On est donc amené a modifier la transformation de Joukovski pour la remplacer par
la suivante :
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A
-1 -0.5 0 0.5 1
Plan w=J(z), Karmann-Trefftz : p=1.9

FIGURE II1.7 — Un profil de Joukovski

K,(z2)=S830%,05(2)1<p<2

ol X, (z) = 2P, 1 < p < 2 (voir la Figure II1.8) Le méme raisonnement aboutit au fait que I'image d’'un
cercle passant par les points —1 et 1 par %, o S; est formée de deux demi-droites issues de l'origine, qui
par S; donnent deux arcs de cercles d’extrémités —1 et 1. qualitativement les résultats sont semblables
a ceux découlant de la transformation de Joukowski, mais le le bord de fuite n’est plus un point de
rebroussement I'angle y décroit de 7 a 0 quand p croitde 1 a 2.

0.4
0.2
0

-1 -0.5 0 0.5 1
Plan w=J(z), Karmann-Trefftz : p=1.9

Plan z

FIGURE II1.8 — Un profil de Karmann-Trefftz

III.4 Ecoulement autour du profil

Si f est le potentiel complexe de I'écoulement autour du cercle, alors g = f oJ ! est analytique a
I'extérieur du profil et représente donc un potentiel complexe, de plus si ) est constante le long du cercle,
alors Jm g également le long du profil J(y), qui constitue donc une ligne de courant.

II1.4.1 La condition de Kutta-Joukovski

L'indétermination sur la circulation est levée en imposant que la vitesse soit finie au bord de fuite,
cest la condition de Kutta-Joukovski. Au voisinage de z = —1, J'(z) ~ —(z+ 1), et par conséquent
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g’ (J(2)) = f'(2)/J' (2) ne peut étre bornée que si f’(z) sannule. Les points d’arrét de I'écoulement
autour du cercle (voir la Figure I11.9) sont donnés par

On imposera donc

[N

0.5

o

(z* —io)e ™ =

L4 Jar2y2 — 2
lor T4V — 22

2V

0.8
0.6
0.4
0.2 Q
0
-0.2
-0.4
-1 0 . 1 Pla%?/v:\](z),opoints 3’.§rrét '
Plan z, points d'arrét, |'<I'c
0.8
0.6
0.4
02 .Q
0
-0.2
-0.4
-1 0 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Plan z, r=rc Plan w=J(z)
0.8
0.6
0.4
0.2 ‘Q
0
-0.2
-0.4
-1 0 1 -0.5 0 0.5 1
Plan z, r>rc Plan w=J(z)

FIGURE II1.9 - Les points d’arrét

(—1—io)e * =

i Lo+ Jar2y2 — 2
lor T/ 4r°Vs — 2

J

2V

et comme on a choisi de prendre 4r2V§O —T2/4n2 > 0, il en résulte que

soit

Jm((—1—io)(cosa—isina)) =

T
47V’

I'=4nV,, (sina—ocosa).

I11.4.2 Les efforts sur le profil

Les formules de Blasius

F=F; +iFy =—ipVy,Te,
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nous prouvent alors que

F, =4npV2 (sina—ocosa)sina

F,=—4npV2 (sina— o cosa)cosa.



Appendice A

Trigonomeétrie

Rappelons que

cosg = Z ((2331 " et sing = Z (2(n j—)l)' 2nt1 (A.D

neN neN

et nous allons voir que les formules classiques pour une variable réelle s’étendent au cas complexe. Posons
x =Rez ety =Tmz,

nous aurons

e* = et =¢¥e'Y =¥ (cosy +isiny),

d’ou
Ree® =e*cosy et Jme* =e*siny, (A.2)

et ‘
eV|=e"=1. (A.3)

. 1/2 \
|e*| = e* (cosz_y+sm2y) 2o e @

Soit y € R, on a
(cosy +isiny)(cosy’ +isiny’) = el ey’ = iy +') = cog (y+y)+isin(y +y’)
(cosy +isiny)(cosy’+isiny’) =cosycosy’—sinysiny’ +i(sinycosy’ +siny’cosy),
d’ot
cos(y +y’) =cosycosy’ —sinysiny’
sin(y +y’) =siny cosy’ +siny’ cosy.

En vertu du principe du prolongement analytique 2.7 ces relations restent vérifiées lorsque y € R est
remplacé par z € C et finalement lorsque y’ est remplacé par 2’ € C, soit

cos (z + z') = cosz cosz’ —singzsing’

sin (z + z’) =singzcosgz’ +sinz’ cosz.

Avec
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on en déduit que

p+gq pP—q . pPtq . p—q

COSp = COS cos —sin sin
2 2 2 2
+ - + -
cosq=cosp qcosp q+sinp qsinp q,
2 2 2 2

et
- - +
sinp:sinp qcosp q+sinp qcosp q
2 2 2 2
- - +
sinq=sinp qcosp q—sinp qcosp q,
2 2 2 2
d’ou

+ p—

cosp+cosq=2cosp%cosl¥

+ J—

cosp—cosqz—Zsinp qsinp q

2 2

+ J—

sinp+sinq=25inl%cosl%

— +
sinp—sinqusinpzq 4 q.

CoS



Appendice B

Substitution des séries entieres

Commencons par le cas de deux polyndémes; posons

sy(t) = Z a,t™ et ty(z) = Z b,z"

m<N n<N

et déterminons le polynéme sy oty (z). Notons a cet effet D{f 'ensemble des m—uplets (ny,ny, ..., n;,...,ny,)
telsque 0 <n; <N,ou1<m < N. Les Dy seront (par exemple!) rangés dans I'ordre lexicographique :

D; = (0),(1)

D, =(0),(1),(2),

D; =(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)

D; =(0),(1),(2),(3)

D32 = (070))"‘J(053)’(1J0)J"’J(l)S)J(ZJO)J"')(273)’(3)0)""5(353)

D33 = (O’O’O),---’(O,O,B),(OJ 170))"‘J(05]‘)3)J""(37370)""7(3)3’3)

On aura tout d’abord pour m > 1

(ty(E)" = (Z bnzn) = Z bnl e bnm g (B.1)

n<N M <N,...n <N
_ ny+-+n

= Z bp, -+ b, 2 m
(ny)eDy

d’oly, avec hy =sy oty

hy(z) = ag + Z a,, Z by, -+ by, Mt

1<m<N  (n;)eDp

=ay+ Z zP Z am Z by, -+ by

0<p<N2 1<m=<N (n;)eDy
ny+-+n,=p

soit
— N_p ~y N —
hy(z) =ag+ E c,zfolic, = E ap, E bp, -+ by, (B.2)
0<p<NZ2 1<m<N (n;)eD
ny+-4n,=p

213
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Dans le cas ou N = 2, par exemple, on obtient

hy(2) = a
+2° (al by + azbg)
+2z(a; by + ay (bob; + by by))
+2%(ayby + ay (boby + byby + b))
+2°(az (byby + byby))

4 12
+2z"a,b;

Etudions maintenant le cas des séries : s(2) = D,y an2™ €t t(z) = D, .y ba2z", lobservation de la
formule (B.1) nous invite a considérer la série

ag + Z cpzf olic, = Z an, Z by, by, (B.3)

PEN meN* (n;)eD™
ny+---+n,=p

m __ m
et D™ = Jyen- DY-

PROPOSITION B.1 Soits(z) =Y,y an2™ une série entiére de rayon de convergence p (s) et t(z) = Y, < bnz"
une série entiére de rayon de convergence p (t). On pose T(z) = >, - |b,|2" et on suppose qu’il existe r tel
que 0 <r < p(t) et T(|z]) < p(s), V|z| < r. Alors pour |z| < r on a [t(z)| < p(s), et s o t(z) est la somme
de la série ag + ZPGN cpzP, ot ¢, est la somme de la série absolument convergente

cp = Z an, Z by, by, -

meN* (n;)eD™
ny+-+n,=p
DEMONSTRATION. Nous supposerons désormais que z est fixé et vérifie |z| < r.
> Posons tout d’abord

SE)= Y la,lz"

meN

puis

Hy(z) = laol + Z Z || |bn1| |bnm| gMt + i

1<m<N (n;)eDy

=laol+ D lanl D |bs,

1<m<N (n;)eD

ny+etn
|bnm| Z m,

La suite Hy(]z|) est croissante, et on a

Hy(|2)) =Sy o Ty(l2l) = Y |am|(2 |bn||z|") (B.4)

m<N n<N

< > anl (TUD)™ < D lag | (T(=D)™ = C.

m<N meN
ce qui prouve que la suite Hy(|z|) converge, c’est-a-dire que la série
h(z) =ao + E E ambnl"'bnnlznl+...+nm =a+ Z m E bn1 "'bnm gl
MEN* (n;)eDm meN* (n;)eDm

est absolument convergente.
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> Montrons maintenant que s o t(z) = h(z). On aura

h(z)—=s o t(z) = (h(z) —hy(2)) + (sy (tn(2)) = s(tn(2))) + (s(tn (2)) = s (£(2)))

Soit ¢ > 0, on sait déja que, pour N assez grand, |h(z) — hy(z)| < £/3. Mais de plus, comme |t(z)| < T (|z]) < p(s),

on peut choisir 6 tel que [t(z)| < 6 < p(s), et pour N assez grand, on aura |ty(z)| < 6, puisque ty(z) — t(2).
Comme s, converge uniformément vers s dans le disque de rayon 8, quitte a augmenter N, on aura |sy (t5(2)) —s(ty(2))] <
£/3, et par continuité de s dans son disque de convergence, toujours quitte a augmenter N, |s(ty(2)) —s(t(2))| <

£/3. 1l en résulte que h(z) =s o t(2).

> Il s’agit maintenant de montrer que h(z) = ay + ZpeN ¢c,zP. Montrons tout d’abord que les séries ¢, =

D mens dm 2. (r)eD™ b,, -+ b, convergent absolument. Considérons la série
i

ny+-tn,=p
P — 4P E E
zPc, =z a,, by, -+ by,

meN* (n;)eD™
ny+e4n,=p

c’est une série partielle de h(z), qui converge donc absolument pour |z| < r ; il en est donc de méme de c,. Bien
plus, Zp <n Cp2” est encore une série partielle de h(z) et par conséquent, selon (B.4) on aura

Z }cp{ lz|IP <C,

pP<N

ce qui prouve que la série D, _. c,zP converge absolument.

pEN ~p
> Notons enfin que si (n;) € Dy, onan; +---+n,, < mN, d’'ott il résulte que les termes qui composent hy (z)
figurent dans la somme partielle a, + Zp <n2 6p2P. et par conséquent, pour ¢ = N 2

ap+ Z cpzf —hy(2)

P=q

<laol+ Y |ep| 1217 — Hy(Iz]) < H(I2]) — Hy (I2]).
P=q

Fixons alors € > 0, pour N assez grand, on aura

H(|z])—Hy(l2]) < €/2 ainsi que |h(z) —hy(2)| < &/2.
Il en résulte que
<

ay +Zcpzp—hN(z) + |h(z) —hy(2)] < €.

P=q

ap+ Z cpzf —h(z)

P=q

Q.E.D.



216 B. Substitution des séries entiéres




Appendice C

Calcul pratique de I'indice

Au prix d’'une éventuelle translation, on se limitera au cas de la détermination de I'indice de l'origine
par rapport au lacet A =y —a, puisque

n()/;a)z,i ! dz=,L 1dCzn()L;O).
2im ,Z—a 2in J, ¢

0

Fixons O et supposons que la droite § : s — se'® ne rencontre A qu’en un nombre fini N — 1 de points.
Opérons une rotation et posons A(t)e "% = u(t)+iv(t), ol u et v sont réels. Une intersection m; corres-
pondra & un couple de paramétres réels t; et s; tels que m; = A(t;) = s;e'?, soit u(t;) =s; et v(t;) = 0.

n choisira d’ordonner les t; selon avec = . On peut paramétrer A dans
On ch d’ord lest; selon t] < ty, <--- <ty A(t;) = A(ty). On peut p trer A d
lintervalle [t, ty] et comme y est fermé, prolonger ce paramétrage par périodicité a R tout entier. On
répartira alors les points m; en quatre catégories

o Cy = {m; |u(t;) > 0 et v(t) croissant au voisinage de t; }
o Cy = {m; |u(t;) > 0 et v(t) décroissant au voisinage de t; }
o C3 ={m, |u(t;) <0 et v(t) croissant au voisinage de t; }
o C4 = {m; |u(t;) < 0 et v(t) décroissant au voisinage de t; }

Notons que m; et my appartiennent au méme ensemble C; en raison de la périodicité, et que N est
impair car les signes de v(t; —¢) et de v(ty +¢€) sont opposés alors que v a changé N fois de signe. Notons
également que si m; € Cy, alors m;; € C_; UCy,; (mod 4).

On aura
1 N-1 it 1
n(A;0)= — —dz.
(%:0) 2iT Z f b4
i=1Jt
Posons alors
5i=1Simi€C1UC4et5i=—lsimiEC2UC3; (C].)

pour t € [t;,t;.1], on aura u(t) + iv(t) = p(t)e!*®, ot 7(t;) = 0 pour t; € C; UC, et 7(t;) = 7 pour
t; € C3UC, ; il en résulte que

2in ), A 2in ), u®+iv()  2im

t; t; t: t:
1 i+1 / t 1 i+1 ./ t ./ t 1 i+1 / t 1 i+1
A )dt Mdt— J p_()dt-l__J T/(t)dt,

. P) 2m |,
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d’ou

1 tiv1 )./(t) B 1
me(ﬂjti mdt) = E(T(fiﬂ)—@'(ti))

Selon le tableau suivant

T 6 t; tiy; O 7T
0 1 ¢ G 1 =
0 1¢ ¢ -1 o0
0 -1 G ¢ 1 0
0 -1 ¢ C -1 —=m
n =1 G C -1 0
n —1 G GC4 1 =
n 1 C C -1 =
-t 1 C C 1 0

on a .
T(tip) —7(t;) = ) (6;+6i11).

Il en résulte que
N—1

1N—l 1N—l 1N—l 1
A,;O:— 6i+6i = - 5l+_ 5i = = 5i5 C.2
n(2;0) 4;( ) 4; 4; n=52, (€.2)

i=1

puisque 6 = 6;.

La méthode pratique est donc la suivante :si on veut déterminer I'indice du point a par rapport au lacet
y, on trace une droite A passant par a, on repere les intersections m; de A avec y, a chacune desquelles
on associe le nombre §; = +1 si, vu de a, y est parcourue dans le sens direct au voisinage de m;, et le
nombre 6; = —1 si y est parcourue dans le sens rétrograde.L'indice est alors la demi-somme de tous ces
nombres.

Q@

Dans le cas particulier ot C; U C, ne contient qu'un seul élément, soit par exemple m; € C;, on aura
Ay . L. o . . . N—2
m; € C4 sii est pair et m; € C5 si i est impair. Comme N est impair, on aura Zizz 0;=0etmy_; €Cy,
d’ou

1 N—-1
n(%;0)= >i6=1. (C.3)
i=1

n(y.a) = 0 n(ya) =1

FIGURE C.1 — Calculs d’indices : bord orienté d’'un compact
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n(vy,a)=1 n(vy,a)=2

FIGURE C.2 — Calculs d’indices : premier cas

n(vy,a)=0 n(vy,a)=-1

FIGURE C.3 - Calculs d’indices : second cas
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Appendice D

Connexité

DEFINITION D.1

(i) Un espace E est connexe si aucune de ses parties autre que & ou E n'est a la fois ouverte et fermée.
C’est également dire qu’un espace connexe n‘admet pas de partition formée de deux ouverts ou, de facon
équivalente, de deux fermés non vides.

(ii) Deux points d’un espace E sont connectés s’il existe une partie connexe de E qui les contienne.

Notons bien ici qu’il s’agit d'un espace connexe. Si on veut parler de la connexité de Q C E, il faut
considérer Q2 comme un espace topologique muni de la topologie induite par celle de E, soit celle dont
les ouverts sont les restrictions a 2 des ouverts de E. En particulier, un ensemble peut étre ouvert dans
Q sans I'étre dans E ; cependant, si Q2 est un ouvert de E, alors un ouvert de Q est ouvert dans E, et de
méme si Q est un fermé de E, alors un fermé de Q est fermé dans E.

PROPOSITION D.2 Si A est ouvert et fermé dans €2, si w est connexe et si AN w # @, alors w C A.

DEMONSTRATION. On a en effet w = (w NA) U (w NA), qui constituent 'union disjointe de deux ouverts de la
topologie induite sur w. Il en résulte que w = w NA.

Q.E.D.

PROPOSITION D.3
(i) Limage continue d’'un espace connexe E est connexe.

(ii) Ladhérence dans E d’une partie connexe A d’un espace E est connexe.

DEMONSTRATION.

> Supposons en effet que f(E) ne soit pas connexe, alors on aurait f(E) = AU B, ol A et B sont ouverts
disjoints et non vides. et on aurait E = f ~}(A)U f ~}(B), ou f 1(A) et f!(B) sont ouverts disjoints et non vides, ce
qui constitue une contradiction.

> Supposons que A= C U D, ol C et D sont des parties disjointes non vides, fermées relativement a A. Elles
sont donc fermées relativement a E, ce qui prouve que A= (ANC)U(AND), ouANC et AN D sont disjointes et
fermées relativement a A. Comme A est connexe, il en résulte que I'une des deux, soit par exemple AN D est vide;
on aura donc A C C, et comme C est fermée, en faitAc C , ce qui constitue une contradiction.

Q.E.D.
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PROPOSITION D.4 Lunion A d’'une famille de parties connexes A;, i € I ayant deux a deux une intersection
non vide est connexe.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire, alors A = C U D, ou C et D sont des ouverts disjoints non vides. les
A; N C et A; N D ont pour union A;, sont disjoint et ouverts relativement a A;, d’ou il résulte que 'un d’entre eux
est vide et l'autre égal a A;. C’est dire que chaque A; est tout entiere contenue dans 'un de C ou D, et comme
deux quelconques des A; ont une intersection non vide, c’est que tous les A; sont inclus dans le méme C ou D. Il en
résulte qu'’il en est de méme de A, ce qui constitue une contradiction.

Q.E.D.

PROPOSITION D.5 La relation de connexion est une relation d’équivalence.

DEMONSTRATION. Montrons la transitivité : supposons a cet effet que d’une part x et y et d’autre part y et z soient
connectés. Il existe donc A et B connexes contenant respectivement x et y et y et z. En vertu de la proposition D.4,
comme AN B n’est pas vide, AU B est connexe, d’oll il résulte que x et z sont connectés.

Q.E.D.

Une classe d’équivalence pour cette relation s’appelle une composante connexe ; les composantes connexes
sont disjointes et 'espace entier est la réunion de ses composantes connexes.

PROPOSITION D.6
(i) La composante connexe E, d’un point x dans E est la plus grande partie connexe de E le contenant.
(ii) Une composante connexe de E est fermée dans E.

DEMONSTRATION.

> Si A est connexe et contient x, alors tous les points de A sont connectés a x, d’ot il résulte que AC E,.. Cest
dire que E, contient I'union des parties connexes contenant x. Réciproquement si y € E,, il est connecté a x et
donc contenu dans une partie connexe B contenant x. Il en résulte que E, est égal a 'union des parties connexes
contenant x. Comme ces parties contiennent toutes x, il résulte de la proposition D.4 que E, est connexe et le
résultat annoncé.

> D’aprés la proposition D.3, E,. est connexe, et par conséquent E, = E, .

Q.E.D.

Py Notons que si B est une partie de A et C une composante connexe de B, C n’est pas nécessairement fermée
dans E, ainsi qu’on le constate avec par exemple E=R et B=]0,1[ U ]2,3[.

La notion de connexité est un outil théorique, d’utilisation commode dans les démonstrations, mais
guere d’'un point de vue pratique pour décider de la connexité de tel ou tel ensemble concret.

DEFINITION D.7 Un espace E est connexe par arcs si deux quelconques de ses points, soient a et b, peuvent
Q étre joints par un arc, c’est-a-dire s'il existe une application continue y ; [0,1] — E telle que y (0) = a et
r(1)=b.

Cette notion est plus concrete, et il est souvent (mais pas toujours) assez facile de montrer qu'un
ensemble explicitement défini est ou non connexe.

PROPOSITION D.8 Un espace E connexe par arcs est connexe.

DEMONSTRATION. Supposons que E ne soit pas connexe, alors E =AUB ol A et B sont des ouverts (ainsi d’ailleurs
que des fermés) disjoints non vides. Soient a et b appartenant respectivement a A et B, par hypothese, ils peuvent
étre joints par un chemin continu, soit y. En vertu de la proposition D.3, le chemin y est connexe, et il est clair que
y NAet y N B en constituent une partition. Comme A et B sont ouverts pour la topologie de E, yNA et y NB le sont
pour la topologie induite de vy, ce qui constitue une contradiction, puisqu’aucun des deux n’est vide.

Q.E.D.
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FIGURE D.1 - L'ensemble A

La réciproque est généralement fausse, ainsi qu’on le constate sur I’exemple suivant.

> NotonsA= {(x,y) €R?|0.2>x >0et y =sin 1/x} etB=AUC ou C = {0} x[—1,1]. Lensemble
A est connexe en tant que image continue du segment ]0,0.2]. Soit (x,,, y,,) une suite dans A, qui converge
vers (x,y). Nécessairement y € [—1, 1] qui est fermé et si x # 0, alors y = sin1/x ; C’est dire que A C B.
Réciproquement BCAUC =AU C C BUC =B ; il en résulte que B est connexe en tant que adhérence
de A dans R2.

> Notons par ailleurs v (t) = (y1(t), v, (t)) un chemin continu dans B d’origine (0, 1) et d’extrémité
(x,y) avec x > 0 et posons T = sup{t €[0,1]|y;(t)=0} ; par continuité, cette borne est atteinte
dans [0, 1] et on aura y(7) = (0, y5(7)). Choisissons 1) € [—1,1] et considérons une suite décroissante
T, tendant vers 7 ; . Pour n’(n) assez grand, on aura 0 < x,; = (arcsinn + n’n)_l < yy(7,), et par
conséquent comme y; est continue sur [7,7,], 3t, € [7,7,] tel que v, (t,,) = x,» Notons alors que
v, (t,) = m ce qui est incompatible avec la continuité de y, puisque t, — T et que 7 peut étre choisie
arbitrairement ; B n’est par conséquent pas connexe par arcs.

DEFINITION D.9

(i) Un espace E est localement connexe si tout point de E posséde un systéme fondamental de voisinages
connexes, c’est-a-dire si tout voisinage d’'un point contient un voisinage connexe de ce point.

(ii) Un espace E est localement connexe par arcs si tout point de E posséde un systéme fondamental de
voisinages connexes par arcs.

PROPOSITION D.10 Dans un espace localement connexe, toute composante connexe est a la fois ouverte et
fermée.

DEMONSTRATION. Soit E, la composante connexe de x et y € E,.. Soit V un voisinage connexe de y, comme tous
ses points sont connectés a y, ils le sont également a x, et par conséquent V C E,, ce qui montre que E, est ouvert.
Selon la proposition D.6, E, est également fermée.

Q.E.D.

PROPOSITION D.11 Soit E un espace localement connexe par arcs, s’il est connexe, alors il est connexe par
arcs, sinon chacune de ses composantes connexes est ouverte, fermée et connexe par arcs.

DEMONSTRATION.
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> Soit x € E et £, ensemble des points qui peuvent étre joints & x par un chemin continu. Soit y € £, et V un
voisinage de y dont tous les points puissent lui étre joints par un chemin continu. Il est clair que si z € V, il peut
étre joint a x, et par conséquent V C E,, ce qui montre que E, est ouvert.

> Montrons que E, est fermé, et considérons a cet effet son complémentaire F,. Soit y € F, et W un voisinage
de y dont tous les points puissent lui étre joints par un chemin. Aucun point z de W ne peut appartenir a E,., car
sinon on pourrait joindre x a y par l'intermédiaire de z. Il en résulte que F, est ouvert et par conséquent E,. fermé.

> Notons E, la composante connexe de x, comme E, est connexe puisque connexe par arcs, on aura E, C E,,
et comme E, est connexe et E, a la fois ouvert, fermé et non vide, on aura E, = E,. Ce qui montre que E, est
ouvert, fermé et connexe par arcs.

> Si de plus E est connexe, comme E, est ouvert, fermé et non vide, on aura E = E,, ce qui prouve que E est
connexe par arcs.

Q.E.D.

On peut maintenant noter qu'un ouvert Q d'un espace métrique (par exemple C) est localement
connexe par arcs, en effet tout point de Q est contenu dans une boule incluse dans £, et une boule est
connexe par arcs.

COROLLAIRE D.12 Si Q est un ouvert dans un espace métrique E, alors les composantes connexes de 2 sont
ouvertes dans cet espace.

DEMONSTRATION. Selon la proposition D.11, les composantes connexes de  sont ouvertes dans €2, et donc dans
E, puisque 2 est un ouvert de E.

Q.E.D.

En ce qui nous concerne nous n’aurons donc pas a faire de différence entre connexité et connexité
Q par arcs lorsqu’il s’agit d’ouverts de C.



Appendice E

La transformation de Fourier des
distributions

Dans ce chapitre nous utilisons la définition suivante de la transformée de Fourier d'une fonction
intégrable :

1 .
g =p(§)=— x)e *¢dx,
e (E)=o(&) «/%JR@( )
celle des distributions s’en déduira par transposition selon la formule suivante :
(T, ) =(T, ).

On vérifie aisément qu’une telle formule est exacte dans le cas ot T est associée a une fonction intégrable.
Cependant ¢ et ¢ ne peuvent pas conjointement étre a support compact ce qui ne permet pas de définir
la transformée de Fourier de n'importe quelle distribution. Ceci conduit a la définition d’un espace de
fonctions test & contenant 2 qui soit stable par la transformation de Fourier, c’est-a-dire tel que

F(L) .

E.1 Transformation de Fourier des fonctions a décroissance rapide

E.1.1 Lespace &

DEFINITION E.1 On note & Uespace vectoriel des fonctions ¢ € 6 °°(R) telles que
|x|j<p(m)(x) — 0 quand |x| — +0o0 (E.1)
pour tout j € N et tout m € N.
On munit & de la topologie définie par la famille de semi-normes :
Pjm(9) = sup x| o™ (x))
x€R

pour j € N et m € N. Cette famille de semi-normes étant dénombrable, I'espace & est métrisable. De
plus, on vérifie les propriétés suivantes :

PROPOSITION E.2

225
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(i) Lespace & est complet.
(ii) Linjection de 9 dans & est continue.
(iii) Lespace 9 est dense dans .
(iv) La dérivation est une application continue de & dans lui-méme.

(v) Siq est un polynéme, Uapplication ¢ — q est une application continue de & dans lui-méme.

E.1.2 Transformation de Fourier sur &

THEOREME E.3 La transformation de Fourier est une application linéaire continue de & dans lui_méme.

DEMONSTRATION.

> Si p € &, alors x/p(™(x) est intégrable pour tout j € N et tout m € N. Pour s’en convaincre, on peut
remarquer par exemple que la fonction |x |71 9%p(x) est réguliere et tend vers O a linfini. Elle est donc bornée
sur R et ceci prouve que x’ ™ € L(R). Ceci prouve que @ est une fonction de classe ¢ °° qui tend vers 0 a l'infini,
ainsi que toutes ses dérivées, plus vite que toute puissance de 1/&. Autrement dit, @ € .

> L’application & est continue de ¥ dans % ; comme elle est linéaire, il suffit de montrer que si ¢, est une
suite tendant vers 0 dans &, alors il en est de méme pour ;. Comme & ”@,({m) =7 ((xmnpk)(”)) , on aura

e < oo™,

sup
E£eR

et le résultat en découle aisément.
Q.E.D.

E.2 Transformation de Fourier des distributions tempérées

E.2.1 Lespace &’

DEFINITION E.4 On appelle espace des distributions tempérées et on note &’ Uespace vectoriel des formes
linéaires continues sur .

Par définition, si T est une distribution tempérée, il existe k € N et une constante C tels que :

Veed, KLe)l<C  sup  pjn(e) (E.2)

0<j<k,0<m<k
La topologie de %’ coincide pour les suites avec celle du dual faible de % : une suite T, de &’ converge
vers T dans %’ si et seulement si on a :
(T, ) = (T,) Voes.
De la proposition E.2, on déduit le

THEOREME E.5 Soit T € 9’. Supposons qu'il existe k € N et une constante C tels que :

Voea, KT,p)I<C  sup  pjn(e), (E.3)

0<j<k,0<m<k
alors T se prolonge d’une maniére unique en une distribution tempérée.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € &, d’apreés la proposition E.2, il existe une suite ¢, € 2 qui converge vers ¢ dans & .
D’apres la majoration (E.3), il en résulte que (T, p,) est une suite de Cauchy dans R. On vérifie aisément que sa
limite ne dépend que de ¢ (et non de la suite ¢;), on la note donc (T, ¢). Il est facile de voir que T ainsi définie
vérifie (E.2), c’est donc une distribution tempérée.

Q.E.D.



E.2. Transformation de Fourier des distributions tempérées 227

Ceci montre que I'on peut identifier &’ & un sous-espace (strict) de 2’.
Quelques exemples et contre-exemples :
(i) Les distributions a support compact sont des distributions tempérées.
(ii) Les fonctions intégrables définissent des distributions tempérées.

(iii) De méme, si f € L'(R), la fonction x™f (x) définit une distribution tempérée, en particulier, une
fonction polynoémiale définit une distribution tempérée.

(iv) La fonction f(x) = e* ne définit pas une distribution tempérée.

A nouveau, on a le

LEMME E.6
(i) La dérivation est une application continue de &’ dans lui-méme.

(i) Si q est un polynéme, Uapplication @ — est une application continue de &’ dans lui-méme.
q poly pp Y —qy pp

E.2.2 La transformation de Fourier sur &’

LEMME E.7
(i) Soit T € &’, l'application
¢ —=(T.9)
définit une distribution tempérée que Uon note T ou F(T) et que Uon appelle la transformée de Fourier de

T. On a donc par définition :
(T,o) =(T,p) Vyoe.

(ii) La transformation de Fourier est une application continue de &’ dans lui-méme.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que 'application ¢ — (T, §) est continue de % dans R. Soit donc ¢, une suite
de & convergeant vers ¢ dans &. Alors, d’apres le théoréme E.3, la suite @, converge vers ¢ dans &#. Comme T
est une forme linéaire continue sur ., on a finalement

(T, @k) - (T) @)

La continuité de Z de &’ dans lui-méme est immédiate

Q.E.D.
Etudions quelques exemples :
(i) La masse de Dirac est une distribution tempérée. On a
6,9)=(6,0) = — | p(0dx, Voes
J J m R 2 Qp >
c’est-a-dire 1
F(6)=6=——. (E.4)
var

(ii) De méme
(7 (8),0) = (1)"(6,8™) = (5,7 (ix)" 9)) Vo€,

d’ou Cm
F(5M) = % (E.5)
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La transformée de Fourier d’une distribution a support compact associée a une fonction :

THEOREME E.8 Si T est une distribution & support compact, alors T est la fonction de & de classe €°°
donnée par :

Sy (7 L —ixE
T(i)—(T,me ), YEER.

De plus, pour tout m € N, il existe un entier £ € N et une constante réelle C tels que
ITME)<c(1+€°) VEeR.
On dit que T est une fonction a croissance lente.

DEMONSTRATION.

> Notons tout d’abord que, comme T est & support compact et e*¢ est une fonction ¢ de x, le produit de
dualité a bien un sens.

> On peut ensuite vérifier, en utilisant une version étendue du théoreme de Fubini, que

(T, ), = (T, (0, ——eX6) ), = (T, =), ).

1
V2r V2r
pour tout p € <.
> Le théoreme de dérivation sous le crochet permet finalement de montrer que

Tm(g) = (T, 1/%_ﬂ(—ix)meﬂ"fi )., VEER.

Si K est un compact contenant le support de T et si k désigne I'ordre de T, on en déduit qu'il existe une constante
C telle que :

ITMEI<C  sup

x€eK,0<n<k

>

((ixyme )"

d’ot1 la derniére majoration.
Q.E.D.

E.2.3 Propriétés élémentaires

On peut généraliser aux distributions tempérées les formules classiques relatives a la transformation
de Fourier des fonctions :

LEMME E.9 Soit T € &’. Alors
Z (1) = (i&)"Z(T) (E.6)
et
FM(T)=Z ((—ix)"T). (E.7)
DEMONSTRATION.

> Démontrons la premiére identité. Pour tout ¢ € & on a par définition de la transformée de Fourier et de la
dérivation des distributions :

(Z(T™), ) =(T,(-1)"(F ©)™),
= (T,7 (((E)"))x = (((E)"F(T), @)
> De méme, on a pour tout p € & :
(F(T), ) = (T,(=1)"F (0"™))
= (T, (=ix)"Z(9)); = (Z (—ix)"T), ¢)¢.
Q.E.D.
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De méme
LEMME E.10 Soit T € &' eta €R, alorsona :
F(t,T)=eCFT et F (eiaxT) =1,7T,

ot U'on rappelle que
(1aT, ) = (T, 7_4¢).

En particulier, on déduit des lemmes précédents les formules suivantes :

7 (5m) = % et (5,) = ‘/%e—iaﬁ.

E.2.4 Les formules de réciprocité et de Plancherel

La transformation de Fourier est un isomorphisme de % et de &’

LEMME E.11
F(1)=v2nd

DEMONSTRATION. Posons Tg = Z(1). Alors, d’apres Iidentité (E.6), on a :
ET =0
il en résulte que T est nécessairement de la forme :

T=cCs.

(E.8)

(E.9)

(E.10)

, . .1s . . " —x2 . .
Pour déterminer la valeur de la constante C, on utilise la fonction test particuliére ¢(x) = e™* /2. On trouve ainsi

THEOREME E.12 o
VoeL(R) F(F¢)=o.

DEMONSTRATION. Soit g € ¥ eta€R.Ona:

F __ b iag
g(gﬂp)(a)—mfkgw(é)e dg.

Or '
T (£)e'™ = F (t_o0) ().

Par conséquent :

1

FFPNa) = (=5 (5-¢)) = (7 (\%),nm = (5,7_0) = 9(a).

Q.E.D.

(E.11)

Q.E.D.
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C’est dire que la transformation de Fourier est une bijection de & dans lui-méme dont l'inverse est la
transformation de Fourier conjuguée & définie par :

= _ 1 ixE g, _ _
Voeo 9(@)(5)—mJR¢(X)€ dx = Z(p)(=E). (E.12)

On en déduit immédiatement que la transformation de Fourier est également une bijection de .%#’ dans
lui-méme :

THEOREME E.13
VTes' F(FT)=T. (E.13)

DEMONSTRATION. Pour tout ¢ € &, ona:

(Z(FT),0)=(T,F (T ) =(T, o).

Q.E.D.
En découlent les formules de Parseval et de Plancherel :
THEOREME E.14 Pour toutes fonctions ¢ et 1 dans & on a :
(i) Identité de Parseval :
J PP () dx = (0,9) = (F (), F(P)) = J PEW(E)dE (E.14)
R R
(ii) Identité de Plancherel :
J l(x)[*dx =J 1P(&)*dE (E.15)
R R
DEMONSTRATION. On déduit tout d’abord I'identité (E.14) de la formule de réciprocité. En effet
(0. 9) = (0.7 (F9)) = (F 0. FVY),
puis (E.15) en prenant ¢ =1 dans (E.14).
Q.E.D.

E.2.5 Transformation de Fourier et convolution

On sait que, dans le cas des fonctions intégrables, la transformée de Fourier du produit de convolution
est égale (au facteur +/27 prés) au produit des transformées de Fourier. Dans le cas ot T et U sont deux
distributions tempérées cette relation reste valable sous diverses conditions mais il ne suffit pas que les
supports de T et U soient convolutifs ou que le produit Z(T)Z (U) ait un sens.

THEOREME E.15 Si T et U sont des distributions a support compact, alors

F(TxU)=vV2rnZ(T)Z(U) (E.16)
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DEMONSTRATION. D’apres le théoréme E.8, les transformées de Fourier de T, de U et de T x U sont des fonctions
de classe € °°. En particulier, le produit & (T)Z (U) a bien un sens. Toujours d’aprés le théoréme E.8, on a :

F(T+U)E)=(T *U, ! e X¢) [ VEER.
27

Par définition de la convolution, ceci s’écrit aussi :

1 e—ix§>

Var v

e Y8

1 —i(x
F(T*U)E) = (T, w’Ee %y ), = (T, (U,

1
Va1 Y
d’ot1 le résultat.

Q.E.D.

Ce théoréeme admet I’extension suivante :

THEOREME E.16 Si T € %’ et U est une distribution a support compact, alors Uidentité (E.16) est vérifiée.

DEMONSTRATION. A nouveau, le produit de convolution a bien un sens dans ce cas et comme % (U) est une fonction
de classe ¢°°, le produit Z(T).Z (U) définit une distribution. Pour ¢ € &, on cherche a définir (Z (T +U), @), de
la maniére suivante :

(9(T * U)’ @)5 = (T * U79(10>x = (Tx’ <Uy7<g(10(x +y)>y>x‘ (E17)

Orax fix ona ‘ '
Uy, Zo(x+))y = Uy, Z (e7°0(E)) 1))y = (F(U), e p(E))e.
Mais comme % (U) est une fonction de classe 6 °°, ceci s’écrit encore :
(U, Zo(x+y)), = V2nF(F(U)p)(x).
En revenant a (E.17), on obtient alors :
(Z(T V), p)e = V2m(T, Z(F(U)p))x
= V21(Z(T), Z(V)y): = V21(F(T)F V), ¢)e.

Q.E.D.

REMARQUE E.17 SiY désigne la fonction de Heaviside, on a
~ 1 1
7= ——(no-iwy)
V2r ( P £
En effet, d’apres (E.6)
dYy )
7o) =iEFW),
x

or iy
22 =5
dx
donc & (Y) doit vérifier
1
iEF(Y)=—.
EZ(Y) Nors
Il existe donc une constante C telle que
1

FY)=—i

m(VP(l/E)+C5);



232 E. La transformation de Fourier des distributions

on peut alors déterminer la valeur de la constante C en remarquant que

(F(Y),e 5% =—i hl ¢= f T 2dg,
27'[ 0

d’'ott C =im. On a donc finalement

1 .
9(Y)—E(ﬁ5—lvp(1/€))-
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Le rayon de Bohr

Le lemme d’Abel (Théoréme 1.19) nous enseigne que dans le cas des séries entieres, les deux notions
de convergence et de convergence absolue sont équivalentes, hormis sur le bord du disque de conver-
gence. Il est donc naturel de tenter une comparaison entre le module d’une série entiére et celui de la
série des modules dans le disque de convergence, et tout particuli€rement au voisinage de son bord.

On notera & 'espace des fonctions développables en série entiére de rayon de convergence supérieur
ouégalal.

LEMME E1 Soit h(z) = ZneN a,z" appartenant a &, et T € 10,1[, alors si r € 10, 1[,

1 +7 _
Zlanlfr"r”=|ao|+%f %e(h(rele))ZT”cos(nQ+<,an)d9.

neN -7 n=1

DEMONSTRATION. Posons H,. (6) = h(reig) ; les coefficients de Fourier respectifs a,, et 3, de H, et H, ont pour

expression
l —m9 1 —m9
a, = do et a, doe,
V2 f V2 f
soit
. n : >
a, = —— Z lkee—lnede _ \/27tan.r sin>0
V2T O0sin<O
i Osin>0
= —1k9 —inf —
ﬁn_ /_ZN J e d9 { /27_Ca—_nr—n SinSO

On en déduit que

1 (7 A A 1 (™ S A a,r"sin>0
—f %e(h(rele))e_medQ:%f (h(re‘9)+h(re‘9))e_”‘9d9: Z%e(ao) sin=0 (ED)

TJ-n - a_,r"sin<0

Posons alors a, = |a,|e'¥», on aura

+7
, Th . .
la,| " = e Pt = — f Re (h(re?))e ¥+ d0 pour n > 0,

—T
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E Le rayon de Bohr

d’ou

2.

neN

+7
a7 = lagl + f e (1 (rei®)) 3" e 00+

—T n>1

+m
= |ao| + %J Re (h(reie))z 7" (cos (n6 + @,) —isin(n6 + ¢,))dO
—T n>1

+7
=|ay| + %f Re (h(reie))ZT“ cos(n6 + ¢,)do.

- n>1

Q.E.D.
LEMME E2 Si h € & et si de plus ag est réel positif, alors
Z la,| T"r" < max |9‘{e (h (reig)) , Yre€]0,1/3[.
N —n<O<mn
DEMONSTRATION. D’apres la formule (E1), on aura
1 +7
o] = e (a) = - f ove () d6,
—T
d’ott
1 +7 ) 1
Z la,|T"r" = = J Re (h (rele)) (— +ZT" cos(n6 + @n)) de
neN T —T 2 n>1
Dans le casou 7 € ]0,1/3[,on a
1 1 1 T 1-37
—+ " 0+¢,)=-— "= = =0,
2 ;T cos(nf + ¢n) = 3 ;T 2 1—-7 2(1-1)
et par conséquent
1 +7
n..n i0 n
nz@:;'anl Tt < E—le;%)én }%e(h(re ))| (rc +;T J;n cos(nO + cpn)dQ) .
Mais
+7 +7 +7
f cos(nf + ¢,)do = i}ief e!(0+e)d 0 = Re ei“""f e"de =0,
—T —T —T
d’ou
Zlanl 7" < max |9%e(h(rei9)) , YT€10,1/3[.
py —n<O<m
Q.E.D.

PROPOSITION E3 Si h € & et vérifie |h(z)| <1 V|z| <1, alors

D lagllz" <1,V |2l < 1/3.

neN
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La valeur T = 1/3 est le rayon de Bohr.

DEMONSTRATION. Notons que |h(z)| = [g (2)| ot g (2) = D o byz" avec b, = a,e”'%0. On en déduit que si |h (2)| <
1V|z| <1, alors |£Re (g (reie))| <1, Vr <1, et par conséquent

1> max |9%e(g(rei9))|.

—n<O<m
Comme b, est réel positif, le lemme E2 montre que
Z|bn|’r”r” <1,Vrel0,1/3[, Vr<1
neN
et par conséquent », . la,||z]" =2, I1ballz]" <1, Vr <1/3.
Q.E.D.

On peut se demander sil est possible d’améliorer la borne 7 = 1/3 ; le résultat qui suit montre qu’il
n’en est rien.

LEMME E4 Pour 0 < A < 1, la fonction f; (z) = (z — A) / (1 — Az) est développable en série entiére de rayon
de convergence 1/ et vérifie |f; (z)| <1, V2| < 1.

DEMONSTRATION. En effet d’'une part (1 —Az) ™' a pour rayon de convergence p tel que Ap = 1. Par ailleurs
@) =1z =2 /11— 2Az[*, et pour |z] < 1
1-2zP =z — AP =(1—-A2)(1—2A2)—(z—A) E— A1)
=1-22+(A2=1)zP=(1-2?)(1—1z1*) >0,

et par conséquent |f; (z)| < 1.
Q.E.D.

LEMME E5 Siles a,, (1) notent les coefficients du développement de f; en série entiére, Y, v la, (A)||z|" < 1
si et seulement si |z| < 1/3.

DEMONSTRATION. On aura

(=) ZZan (A" = (Z_A)Z)ann

neN neN

d'oti ay (1) =—A et pour n > 1, a, (1) = A" 1 — A" > 0. On aura donc

Zlan(l)l |z|n — A+Z(}]n—1_kn+l)|z|n — A_{_an—l |Z|n_ZAn+1 |z|n

neN n>1 n>1 n>1
—at (3 =A) Tt = (5= 2) Al A
A’ n>1 A’ neN
(1—22) 2| (1+2) 2|
AP A LGNS I | D Sl A2l
T A=MT50

Comme la fonction x — A + (1 — A) x est croissante, il en résulte que >, _\ |a, (A)||z|" <1 si et seulement si
(1+2) |z <
1—2|z|

soit (1+2A)|z| < 1 ou encore |z|] < 1/(1+2A). Dans le cas ol |z| > 1/3, on a (1—|z]|)/2|z| < 1 et des que

1>A>(1—lz])/2lzl, alors ), oy la, (D) |z]" > 1.
Q.E.D.
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A — n _.» TS . 7 . ,

Au dela de |z| =1/3, D oy la,| 1z|" n’est plus en général majoré par 1, mais on peut malgré tout en

chercher un majorant. Une estimation fine des coefficients de la série entiere sera nécessaire, on définit
a cet effet une norme sur &, a partir du produit scalaire suivant :

+7
((hlg))=$J h(re®)g(ret®)do.

—T

S . 3 -
Sih=7) nya;z" et g =2, b,z™, onaura

((hlg))=i2a > byr J " e m0gg = 3" g By

neN meN neN

on pose alors

1/2
|||h|||=((h|h))”2=( sup > la |’ 2") .

0<r<1eN

LEMME E6 Si |h(2)|<1,V]|z|<1,onalllh]|| <1.

DEMONSTRATION. En effet
! |h(r | d9——J (re®)h(re?®)do = Zla | r2n,
27[ neN
d’ou
Z la,*r** < sup |h(rei9)|2 <1, Vr<i,

neN —n<O<m

et par conséquent |||h||| < 1.
Q.E.D.

Le sous-espace de & des fonctions de la forme v (z) = a + 2", ot a et f € C sera noté ¥;. On note
également P, I'application qui a h € & fait correspondre h, € ¥, définie par h, (2) = ay + a,2", et pour
h € &, A, I'application 1) — h1) de ¥, dans &.

LEMME E7 Vy € ¥, et Vh € &, telle que |h(2)| <1, V|z| < 1,ona |||P, o Ay Y|l < |l|Y]l].

DEMONSTRATION. En effet

+7
HAwplI* = -~ supf i (ret®) o (re)|" 6
—T
2 1 (7 0|2 2
<sup h()* sup — | [y (re?)["dO <lIlwlII*,
lz|<1 o0<r<1 4T ) .

et par ailleurs, si g = 3, buz™ [[1PaglII* = 1bol* +bal* < lllglII*, d'ott [P, 0 Ay [l < [[ap]l]-
Q.E.D.
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Soit maintenant S la bijection ¥, — C2 donnée par

a

S(¢(Z))=( 8 ) ol Y (z) = a+ Pz".

LEMME E8 Si D est la matrice de Uapplication S o P, 0o Ay 0 S™1, la matrice A = 1—D*D est positive.

DEMONSTRATION. P, oA, (V) (2) = apa + (a,a +ayf)z"™ dot

-1 a _ aga _
soroaos™ ()= garas )=2(

De plus on a vu que |||P, OAh’l/J|||2 < lly11?, soit

= R
~—
o)
[erd
S
I
—
Qa
= o

lagal® +laya +aofl* < laf® + |

c’est encore dire que, pour le produit scalaire défini par (¥'|©) = ay + ﬂg, ol ¥ = ( g ) et ©® = (

(DY |DY¥) < (¥ |¥) et par conséquent que A est positive.

LEMME E9 Sihe &, avec |h(2)| <1,V |zl <1,Vnona la,| <1—layl?.

0
a, J°

Y
o

).

Q.E.D.

DEMONSTRATION. Comme A est définie positive, ses valeurs propres sont positives ou nulles et leur produit, égal

au déterminant, est donné par

2 2 —
detA=det( 1 (Iai +la,l?)  aoa, ) )
dodn 1—al

= (1—(laol* +1a.*)) (1 —laol*) — laol* la,

2 2 2 2 2 2 2,12
= 1+laol* (laol® +a,|*) = laol® = (lao|* + la,1*) = lag|* |a|

4 2 2 2)2 2
=1+ |a|* —2lao* —la,* = (1 —lao[*)” —la,|*.

d’otr il résulte que |a, |* < (1 - |a0|2)2. Mais pour ¥ = ( 1

et par conséquent |a,| < 1—|a,|?.

On pose

(pr(t)=t+(1—t2)1:r

M) = sup o, (6) etm(r)=min(M (), (1—r2) ")

0<t<1

PROPOSITION E10 Sih =), _a,z"€ &, avec |h(z)|<1,V|z|<1,0na

Z la,llzI" <m(|z]),V|z] < 1.

neN

neN

DEMONSTRATION. On aura tout d’abord

D 1l 21" < laol + (1= lagl*) D 2" = lag| + (1 — lao[*) 1|_Z|Iz|

n n>1

= @I+ (1= O)F) 72 < sup e+ (=) T2 ) = M.

—lzl " osia

0 ), ona (DY [D¥) = |ay|* et (¥ |¥) =1, dott |qp|* < 1

Q.E.D.
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Mais comme

d r
—p, (t)=1—-2t s
7.9 () T
la fonction ¢, atteint son maximum en t, = (1—r)/2r. Sir < 1/3onaty, = 1, dou M(r) = ¢, (1) = 1. Si

1/3<r<1,

2
M(r)=to+(1—2) — =1_r+(1—(1_r)) T

1—r 2r 4r2 1—r
_1—r+ r (I-r) r +(1—r)_4r2+(1—r)2
- o2r 1—r 4r 1-—r 4r  4r(1-r)

Mais par ailleurs, avec € € 10, 1[

Z n
Dl = X lanl el ||
1/2 z |2 1/2
< "l ‘
_(;mnu e|) (Z — )
~ (Zla |n|1_8|n)1/2( 1 )1/2
=" 1—z*/(1—¢)?

1 1/2 |z|2 -1/2
i i) (i)

. —1/2
dott Y la|l2]" < (1—|22) 2.
Q.E.D.
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Les homographies

Soient a, b, c et d non tous nuls et 'application

_az+b
cz+d

w(z)

b

appelée homographie ; on peut également écrire

w(z)=R0M( i ) oﬁM=(CCl Z )etR( g ):% . 25 C.

Cette application n’est pas constante si et seulement sa matrice M est de rang 2, ou encore si ’espace

affine des éléments de la forme M( i ) = ( az+b

cz+d ) est de dimension 2, soit ad — bc = detM # 0, ce

qui est encore dire que
a(cz+d)—c(az+b) ad—cb

(cz+d)2 B (cz+d)2 '

DEFINITION G.1 On appelle transformation de Mébius une transformation homographique

w(z) =

_az+b
cz+d’

w(z)

vérifiant ad — bc # 0.

Bien entendu, on peut multiplier tous les coefficients par un méme nombre A sans modifier la transfor-
mation. Remarquons cependant que si les coefficients a, b, c et d sont réels, ainsi que A, alors (Aa) (Ad)—
(Ab)(Ac) = A% (ad — bc), ce qui rend le signe de ad — bc invariant.

G.1 Les transformations de Mobius

PROPOSITION G.2
(i) Les transformations de Mébius sont bijectives P1 (C) — P! (C) et forment un groupe, soit H.

(i) Les transformations a coefficients réels telles que detM > O forment un groupe noté T, sous-groupe de
H, qui laisse invariants la droite réelle et le demi-plan P des complexes de partie imaginaire positive.

DEMONSTRATION. Prolongeons w en une application T : P! (C) — P! (C) en posant tout d’abord

Lotol () =w(2), z#—% sic#0

239
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soit
T(w)=Tlowol(w), w# oo, et C(w);é—% sic#0

puis par continuité

"L'(OO):C_lowogog_log(oo)zC_lowog(O)ZC_l(%) sic#0
T(oo)=£71o£o§710w0£(0)=£71(0)=OO sic=0
ainsi que

o} (—é):g_low(—%):g_logog_low(—%) ={"'(0)=o00sic#0.

c
Nous noterons M’ la matrice associée a la transformation
/ /
, a'z+b
W)=
c’z+d

> On aura
b4
w ow(z) =RoM R°M( 1 ) =R°M'°M( 1 )
1

c’est dire que la matrice associée & w’ o w n'est autre que M’ o M.

> Déterminons l'inverse w” de w :

z=w“ow(z)=ROM”0M( i ),

wom( 3 )=a 7).

d —b )__dz—b

—C a

soit

Cest-a-dire M” = aM ™!, ou encore

w"(z)zROM_lzRO( .
cz—a

Les prolongements de w et w” sont encore inverses I'un de l'autre, en effet on aura tout d’abord
tot’(w)=¢owolol T ow o f(w) =T owonw” o f(w) = w

ainsi que
Tot’(00)=710} (——) =00
e (€)= (2.

11 en résulte que les transformations de Mobius sont bijectives.

> Contentons nous de démontrer I'invariance du demi-plan des complexes de partie réelle positive :

maz+b_3m((az+b)(c§+d))_ 1

cz+d |z +d|? ez +d
1

B lcz + d|?

5 Jm (adz + bcz)
(ad —bc)TImz

Q.E.D.
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De facon générale, on appelle inversion de pdle a et de puissance R? une transformation de la forme

2

f@=a+

Z—a

La transformation )

g =fE)=a+

est alors appelée inversion-symétrie. Les inversions-symétries sont des transformations de Mobius parti-
culiéres.

z—a

PROPOSITION G.3 Une transformation de Mobius se décompose en produit de translations, de similitudes et
d’inversions-symeétries.

DEMONSTRATION.
> Sic=0,onauraw=toh ot h(z) = (a/d)z est une similitude et t(z’) = 2’ + b/d est une translation.
> Sic #0, on aura
a (bc—ad)/c?
w=24 <« G.1
c z+d/c @1

dotiw=ty0hosot;, avec

t1(z)=z+d/c, s(z/) =1/, h(z") =

ad — bc
_—22//, tz(z///) =4 4 a/c.
c

La transformation s étant elle-méme composée d’une inversion de pdle O et de puissance 1 : z — 1/%z et d’'une
symétrie par rapport a 'axe réel.

Q.E.D.

DEFINITION G.4 Soient zq, 25, 23 et 24 € C, on appelle birapport des z; la quantité

21 —23 ,%3—23

b(21,22,23,24): .
21724 2924

THEOREME G.5

(i) Les transformations de Mobius conservent le birapport.

(ii) Les transformations de Mobius transforment U'ensemble formé des cercles et des droites en lui-méme.
(ili) Limage d’'un cercle ou d’une droite est une droite si et seulement si le cercle ou la droite passe par

Uorigine.

DEMONSTRATION.

> Les translations et les similitudes conservant évidemment le birapport, il suffira donc de montrer que la
transformation s(z) = 1/z le conserve. On aura en effet

1/2,—1 1/2,—1/2,\ "
) Y )

_leg 1/21_1/23 2223 1/22_1/23 -
_2124 1/21_1/Z4 ZZZ4 1/22_1/24

-1
23721 232
Z—(— =b(21,22,23,z4).

24_21 24_22
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> Notons maintenant que d’aprés le théoréme de 'arc capable, pour que les 4 points z; appartiennent a un
méme cercle, il faut et il suffit que
21 — %3 %9 — %3

arg =arg ,  (mod)m,
Zl - Z4 ZZ - Z4

soit en fait b (21,22,23,24) € R, ce cercle étant en fait une droite si (z; —2;3)/ (zl —24) et (2o—25)/ (zz —2:4) sont
tous deux réels. Il en résulte que les points s(z;) sont cocycliques ou colinéaires des que les z; le sont, et comme les
transformations de M&bius sont inversibles, qu’elles transforment les cercles ou droites en cercles ou droites.

> Siz,, 23 et 24 sont des points du cercle, son équation est donnée par b (2,22,23,24) € R, soit

2_23 ZZ_Z3
2%

zZ—2, %y — %4

dA e R tel que

qui sera une droite si et seulement si (2, —23) / (z2 —24) est réel, c’est-a-dire z = oo est solution de I'équation. Il
en résulte que 'image d’un cercle ou d’une droite par une transformation de Mébius est une droite si et seulement
si le cercle ou la droite passe par l'origine.

Q.E.D.

G.1.1 Linversion symétrie

On peut étre plus précis et déterminer explicitement I'image d’un cercle ou d’une droite par s.

Image d’un cercle

PROPOSITION G.6

(i) Limage par s du cercle de centre a et de rayon p # |a| est le cercle de centre 1/ (a (1 — pz)) et de rayon
p/la(1-p?)]

(i) Limage par s du cercle de centre a et de rayon |a| est la droite d’équation

gz=1/2a+it/a, t €R.

DEMONSTRATION.
> On peut déja noter que
s(az) =s(2)/a,

d’ot1 il résulte qu'il suffit de considérer un cercle C centré au point 1.

> Comme s(1+ peif) =s(1+ pei?), s(C) est centré sur 'axe réel. On aura alors
s(1+pe'®) =b+ pe'™,

ol b € R, soit en particulier s(1+ p) = b + ue'™ et s(1—p) = b + ue'*~, d’olt par conséquent

1 1
u=|==—b|=|—=-b|,
1+p ' 1-p ‘
et p nétant pas nul
1
———b=———+b
1+p 1—-p
On aura donc ) )
b= tp=—F _ psgn( —p)}
1—p? 11— p2| 1—p?

d’ot le résultat annoncé.
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> On peut également déterminer 7 en fonction de 0 : on aura

1 —
1+ pei®

1 )
1=p? (1+psgn(1—p)e"),

d’ou

efle(l—b)z (1—p2)sgn(1—p)(1_ 1 )

u\z Ie) z 1—p2
1— 1— 2 + i0
:sgn( P) L =—sgn(l1—p) Lre .
o 1+ pei® 1+ pei®

> Si le cercle passe par l'origine, ona p =1, d’ott b = y = 00. On posera alors plutot
s(1+pel®)=b+it,

d’out

1
—=b+itg,
5 0

soit b=1/2 et t, =0. On aura alors

2 z 2 2(1+ pei®)’
De facon générale, 'image par s du cercle de centre a et de rayon |a| sera donc la droite d’équation z = 1/2a+it/a

Q.E.D.

Image d’une droite

PROPOSITION G.7

(i) Limage par s de la droite d’équation z = a+ t, a # 0, est le cercle de centre 1/ (2 (a —Re(a/B))) et
de rayon 1/ (2|a—Re(a/B)]).

(ii) Limage par s de la droite 2 = f3t est la droite d’équation z = 7/f3.

DEMONSTRATION.

> Comme s est sa propre inverse, on en déduit que I'image de la droite d’équation z = 1 + 2it est le cercle
de centre 1/2 et de rayon 1/2, et de facon plus générale une droite d’équation z = a + ft a également pour
représentation

z=a +p't' = a—%e(%)—Z[jjm(%)t’,

et elle a donc pour image le cercle de centre 1/ (2(a—Re(a/B))) et de rayon 1/ (2 |a—Re(a/B)]).

> Dans le cas ou la droite passe par l'origine on aura s(ft) = 1/8t, ce qui montre que I'image de la droite
d’équation z = f3t est la droite d’équation z = 7/f.

Q.E.D.
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G.1.2 La transformation de Cayley
DEFINITION G.8 La transformation homographique

Z2—1 21
Ceg)=—=1-—
z2+1 z2+1

est appelée transformation de Cayley.

La transformation de Cayley a pour inverse

+1 2 2i
{=—i> =—i(1+ ):—i— L

z—1 z—1
elle se décompose sous la forme

C(z)=tyohosoty,

avec

(G.2)

t1(z) =z +1, s(z')=1/2, h(z") = —2iz", t,(z"")=2""+1.

PROPOSITION G.9 La transformation de Cayley transforme la droite réelle R en le cercle unité, c’est un
isomorphisme du demi-plan supérieur P sur le disque unité qui se prolonge contintiment dans P*(C) en une

bijection P+ — D.

DEMONSTRATION. En effet t; (R) est la droite R; d’équation z =i + t, s(R;) est le cercle
rayon 1/2, h(R3) est le cercle R4 de centre —1 et de rayon 1, et t,(R,) le cercle unité. De

R; de centre —i/2 et de
méme si R? est la droite

z =ie+t, e 2 0, C(R®) est le cercle de centre ¢/(1+ ¢) et de rayon 1/(1+ €), ce qui montre que I'image du

demi-plan supérieur est le disque unité.

Q.E.D.
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La transformation de Schwarz-Christoffel

Il s’agit de déterminer de facon aussi explicite que possible une transformation conforme du disque
unité D sur un polygone T. On choisira en fait d’utiliser la transformation de M&bius pour se ramener a
une transformation du demi-plan des complexes de partie réelle positive sur T.

Soient A;, i = 1,n, Ay = A;, les sommets du polygone. On sait qu’il existe un isomorphisme f :
P* — T, qui se prolonge d’ailleurs continiiment P+ — T pour la topologie de P!(C), en vertu du théoréme
12.16. Nous noterons a; = f ! (A;), que nous supposerons rangés dans l'ordre croissant, C; = [A;,A;41],
i =1,n les cotés du polygone T, et ¢; = [a;,a;41],i=1,n—1,¢c, =R\ [a;,qa,].

Posons T; = A;;; —A4;, la fonction

gi(z)_ﬁ(f( z)—A;)

prend des valeurs réelles sur c;, car f(z) —A; = AT;, A € R ; elle est donc susceptible du théoreme de
prolongement par symétrie 5.10, et se prolonge a P~ selon

g =g @) == (F@-4).z€ P,

Il

ce qui permet de prolonger
|l
fE)=A+ —gi(2)
Ti
par
_ |74l Tl 7
fiz)=Ai+ = gi(z) =A; +

i 1|1|

L(F@-4)=4 (f(z) A),z€P",

ce qu'on peut encore écrire
filz)=s;of(2),z€ P,

ou

Ti (= —
si(0)=A; + = (C—Ai)

n’est rien d’autre que la symétrie par rapport au segment C;. On voit en particulier que sl.z(Z: )={. Len-

. o —_—
semble de la fonction f et de son prolongement f; est holomorphe dans P* Uc; UP~. Comme de plus la
fonction f est un isomorphisme, elle est injective, sa dérivée ne s’annule donc pas dans P*, d’ou il résulte
que celle de f; ne s’annule donc pas non plus dans P~. Enfin les angles étant conservés en tout point x

o . 7
de c;, la dérivée de f ne s’y annule pas non plus.
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Comparons maintenant les divers prolongements que nous venons de réaliser, ils vérifient dans P~
- -1
fj(z)zsjof(z)zsjo(si) °fi(2)=5j°3i°fi(z),

et se déduisent donc les uns des autres par des compositions de symétries qui ne sont autres que des

translations ou des rotations selon que ces cotés C; et C; sont ou non paralleles. On pourra donc écrire
_ ( /_ / " _ (RIS

fj = a;jf; + b;; et par conséquent fj =a;;f] et fj =a;;f;" dou

fj// f.//
=== (H.1)
fi £

Posons alors h = f”//f’ dans P*, selon la formule (H.1), puisque f; prolonge f, et que sa dérivée ne peut
s’annuler en dehors des q;, la fonction h se prolonge a P~ en une fonction méromorphe dont les seuls
poles sont les a;.

Considérons maintenant le prolongement a travers c,,, comme f est bornée, son prolongement l'est
également, et au voisinage de I'infini on pourra écrire

fal2) =D bz, dott f/(z) = D kb, et £/(z) = Y k(k+1) bz <2,

keN keN keN

et par conséquent h(z) — 0 quand z — oo.

Considérons enfin un sommet particulier A; de T, et notons V la nappe du cone de sommet A; limitée
par les cotés C; et C;,;. Les vecteurs A;_; —A; et A;,; —A; auront pour arguments respectifs f3; et y; et
on posera a; = 1/ (y; —f3;) ; un choix judicieux des angles permettra d’avoir a; > 1/2 ; (y; —f3;) est
la mesure de I'angle intérieur au sommet A;, comptée entre 0 et 27t. Considérons la fonction p(w) =
(w—A;)% , pour un choix judicieux (encore!) de la coupure elle applique localement V sur un demi-
plan et si on pose alors g(z) = ¢ o f(2z), on peut prolonger g par symétrie vis-a-vis de la frontiére de ce
demi-plan, ce qui fait de g une fonction analytique et injective au voisinage de q;.

Au voisinage de a; on aura donc
f@)=g@"*,

dot,avec 1 —u; =1/a;, -1 <u; <1, et

f')=0—p)egl)"g'(2),
et 5
@) == (1= p) g(z) 77 (¢'(2))” + (1 — ) g(2)ig" (),

et par conséquent

_ ') _ i (—p)gl) (g'®)" L A-p)e) g ()
f'(z) (1—u;)g(z)+ig'(2) (1—p;) gz) g (=)
£ g

Y T g

Cette formule se prolonge dans un disque pointé de centre a; et comme g’(a;) # 0, puisque g est injective
au voisinage de 0, on aura selon la formule (7.5)

h(z)

g _

Res (h; q;) = —u; =—U;.
g'(z)




245 247

La fonction g ayant un zéro d’ordre 1 en g;, il en résulte que

_Mi
Z—al'

h(z)+

i=1,n

est une fonction entiére, et comme elle est nulle a I'infini, elle s’annule identiquement. On a ainsi démon-
tré que
ION o N
z—a;

fl(z)

On aura donc, a une constante multiplicative pres

F@=]]Ge-a)™,

i=1,n

i=1,n

et par conséquent

f@)=¢ f []Ge—a)™ads (H.2)
(20,

z) i=1,n

ol y(zp,2) est un chemin joignant un point 2, arbitraire a z. Il s’agit 1a de la formule de Schwarz-Christoffel.

On peut montrer que cette formule reste valable dans le cas ol un sommet A; est le point a l'infini,
a condition d’y calculer I'angle comme découlant de la relation »,._; . u; = 2, valable lorsque tous les
sommets sont a distance finie.

Il reste le probléme de déterminer la position des a;, et les valeurs respectives de & et de z;. Ces
deux derniers parameétres ont une action globale et correspondent a une similitude relative a 'ensemble
du polygone; plus difficile est le choix des a;. Selon le théoreme 12.7 nous savons que le groupe des
automorphismes de P* dépend de trois paramétres, il est donc loisible de choisir de facon arbitraire la
position de trois des points a;, il n’y a par contre pas de méthode générale pour choisir les autres, hormis
les cas présentant suffisamment de symétries, et on est contraint d’utiliser une méthode numérique pour
déterminer la valeur des parameétres restants.



248 H. La transformation de Schwarz-Christoffel




Appendice I

Quelques lectures profitables

Les fondements

H. Cartan Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurs variables complexes Hermann
(1961)

M. Audin Analyse complexe http ://www-irma.u-strasbg.fr/~maudin/analysecomp.pdf

E.C. Titchmarsh The theory of functions Oxford University Press (1932)

M. Houzel Analyse complexe et calcul fonctionnel des opérateurs Polycopié Ecole Polytechnique (1984)

G. Schiffmann Anayse complexe Polycopié Ecole Polytechnique

Des chapitres de traités plus généraux

G. Valiron Théorie des fonctions Masson (1955)
W. Rudin Real and complex analysis Mc Graw Hill (1966)
R. Godement Analyse mathématique III Springer (2002)

Pour aller un peu plus loin

L.V. Ahlfors Complex analysis Mc Graw Hill (1966)

J. B. Conway Functions of one complex variable I Springer (1973)
E. Amar & E. Matheron Analyse complexe Cassini (2004)

C.A. Berenstein & R. Gay Complex variables Springer (1991)

P. Dolbeault Analyse complexe Masson (1990)

Pour aller encore un peu plus loin

P Henrici Applied and computational complex analysis I et II Wiley (1974-1977)
G.A. Jones & D. Singerman Complex functions Cambridge University Press (1987)
R. Remmert Classical topics in complex function theory Springer (1998)

J. B. Conway Functions of one complex variable II Springer 1973
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