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Résumé

Le cours <« Optimisation des grands systemes > a été donné durant de trés nombreuses années
a ’ENSTA comme enseignement de troisieme année dans le parcours dédié a I’approfondissement
en optimisation et recherche opérationnelle.

Ces notes sont données en plus du polycopié [1] (disponible sur Internet), mais ne s’y sub-
stituent pas. Elles constituent le support du cours et ont pour but :
— de permettre de suivre aisément la présentation orale du cours,
— de fournir aux étudiants I’essentiel de ce qu’il faut retenir du cours,
— de donner les énoncés et les corrigés des exercices traités en travaux dirigés.
Le livre [2] reprend et détaille 'ensemble des notions de ce cours, et présente I’extension de ces
notions au cas stochastique.

Plan du cours

(1) Motivations et rappels d’optimisation (1 séance).
Dans cette introduction, on cherche & montrer l'intérét d’un cours sur 'optimisation des
grands systémes et on effectue les rappels d’optimisation nécessaires pour la suite du cours.

(2) Introduction intuitive a la décomposition/coordination (2 séances).
Dans cette partie du cours, on cherche & introduire les idées de décomposition/coordination
a l'aide d’'un modele simple, sans préoccupation de rigueur mathématique ni de généralité.
Le but est de faire ressortir d’un point de vue pratique les différences entre les divers schémas
de résolution et de développer les interprétations de ces schémas.

(3) Formalisation : le principe du probléme auziliaire (2 séances).
Dans cette partie, on présente la théorie permettant de mettre en ceuvre les méthodes de
décomposition/coordination dans un cadre général et d’étudier la convergence des algo-
rithmes associés. On présente enfin le Lagrangien augmenté et comment le décomposer.

(4) Controéle des connaissances (1 séance).
Il consiste en un examen écrit dans lequel on demande de savoir mettre en ceuvre sur
un probléme (plus ou moins) concret les différents schémas de décomposition/coordination
étudiés durant le cours.


https://www.rocq.inria.fr/metalau/cohen/documents/ParisIcours-A4-NB.pdf
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1 Motivation du cours et rappels

1.1 Présentation des “grands systemes”
1.1.1 Qu’est-ce qu’un grand systéeme ?

Du point de vue de I’optimisation, un systeme sera qualifié de “grand” si les techniques classiques
de 'optimisation ne peuvent s’y appliquer directement pour des questions de taille :

— grand nombre de variables et/ou de contraintes,

— hétérogénéité spatiale et/ou temporelle,

— nombre de décideurs intervenant sur le systeme.
Cette impossibilité est d’ordre méthodologique. Elle correspond souvent a une augmentation rapide
des ressources (temps-calcul, mémoire) nécessaires a la résolution du probleme en fonction de la
dimension de ce dernier. Ainsi, la complexité de la méthode de Programmation Dynamique croit
exponentiellement avec le nombre de variables d’état du systeme dynamique associé, ce qui limite en
pratique a 4 ou 5 la dimension des systemes que 1’on est capable résoudre par cette méthode. Il en
va de méme pour la résolution directe des conditions d’optimalité sous contraintes de type inégalité.

Quelques exemples : réseaux de production/distribution (eau, énergie, ...) a ’échelle locale,
nationale, européenne ; grands ensembles de production (raffinerie, ...).

1.1.2 Pourquoi optimiser un grand systéme ?

En général, les grands systemes sont tels que :

— ils sont difficilement (ou mal) “gérables a la main”,

— on peut dans la plupart des cas leur associer un vrai critere économique,

— un faible gain en pourcentage sur leur cotut peut s’avérer tres important en valeur absolue.

1.1.3 Comment optimiser un grand systeme ?

On se limite aux systemes correspondant a la situation suivante :

— toute l'information est disponible,

— un seul critere doit étre minimisé,

— un seul décideur agit sur le systeme.
On notera que le dernier point correspond en particulier a la situation déterministe (pas d’aléas dans
le fonctionnement du systeme). Ce n’est pas tres réaliste dans la mesure ou les grands systémes sont
“dans la vraie vie” presque toujours stochastiques, mais il faut commencer par le commencement. . .

Dans ce cadre, on cherche a décomposer le systéme initial en sous-systemes de taille plus petite (du
point de vue de I'optimisation). On se propose alors :

— de formuler pour chacun des sous-systéemes un sous-probleme d’optimisation, et de le résoudre
a ’aide des techniques de I'optimisation classique : c’est la phase de décomposition, dont les
avantages sont multiples (taille et homogénéité de chaque sous-probleme, adaptation de la
méthode de résolution, parallélisation),

— de mettre en place un processus d’échange d’informations entre les sous-systemes, basé sur les
solutions de ces sous-problemes : c’est la phase de coordination dont le but est d’assurer que
la juxtaposition des solutions des sous-systemes fournit la solution du systeme initial.

On notera les deux points suivants.

1. La décomposition/coordination est un processus itératif. Une itération consiste, d'une part
a formuler et a résoudre les problemes d’optimisation des sous-systemes en fonction des in-



formations disponibles a cette itération, et d’autre part a remettre a jour les informations
disponibles en fonction des solutions de I’ensemble des sous-systemes.

2. Du point de vue de la coordination, seule compte la mise a jour des informations disponibles,
et non la maniere de les obtenir. On est donc libre du choix des méthodes utilisées lors de
I'optimisation des sous-systemes (résolution directe, énumération, méthodes de gradient, . .. ).

Pour ce type d’algorithme, I'expérience montre qu’il faut disposer d’un cadre théorique approprié,
faute de quoi on risque de mettre en ceuvre des processus fournissant des solutions incorrectes (voir
les exercices 1.1, 1.2 et 1.3 du polycopié du cours). Il en est d’ailleurs de méme pour I'optimisation
en général, dont les applications pratiques vont bien au dela du cadre dans lequel cette discipline est
enseignée. La théorie n’est alors pas le moule dans lequel doit se couler I’application, mais plutot le
guide permettant de choisir parmi des méthodes celle qui sera le mieux adaptée a cette application.

1.2 Problemes prototypes
1.2.1 Exemple canonique

Une entreprise possede N unités de production. Les variables de décision de I'unité de production ¢
sont notées u;. Chaque variable u; doit respecter un certain nombre de contraintes se traduisant par
la relation u; € U2, La production et le cotit associés a u; sont notés respectivement ©;(u;) et J;(u;).
L’objectif de I'entreprise est de minimiser son cout total de production, sous la contrainte que sa
production totale soit égale a #. La formulation du probleme est donc :

min Z Ji(u;) (la)

uiGU,?d

sous la contrainte :

Z@i(ui) =0 . (1b)

Dans ce premier exemple, le critere et la contrainte sont additifs en 7. On verra que c’est la une
situation particulierement favorable pour les méthodes de décomposition/coordination.

1.2.2 Constitution d’un grand systeme

On considere le cas de l'optimisation du cout de fonctionnement d’un réseau de distribution
d’eau sur une période de 24 heures. On distingue dans cette période 2 pas de temps, chacun d’eux
correspondant a un tarif différent de 1’énergie électrique (jour/nuit).

A Iorigine, ce réseau est constitué de N sous-réseaux indépendants. Chaque sous-réseau ¢ comporte
une usine de refoulement injectant la quantité d’eau v;; au pas de temps ¢ pour un cout quadra-
tique %a@tvzt, la constante a;; (strictement positive) représentant le cott unitaire de 1’énergie pour
le sous-réseau i au pas de temps t. Chaque sous-réseau comporte de plus un réservoir, et on impose
que le niveau du réservoir reste positif a la fin du premier pas de temps, et soit égal a son niveau
initial & la fin du second pas de temps. Le probleme d’optimisation associé se met sous la forme :

) 1
min  — ( i,lvfl + amvfz) , (2a)
(vi1,052) 2 ’ ’

sous les contraintes :



Vig 2 Uin, (2b)
Vi1 + V2 = V2. (2c)

Pour des raisons de cohérence, on supposera que les constantes ;1 et ¥; o vérifient :
Vio > 0in > 0.

Pour optimiser le réseau global, il suffit de résoudre le probleme de minimisation associé a chacun
des sous-réseaux, car il n’y a aucun couplage.

Pour des raisons diverses (cout, qualité, sécurité), on décide de construire une nouvelle usine de
refoulement permettant d’alimenter simultanément les N sous-réseaux précédents. Notant wu;, la
quantité d’eau fournie au sous-réseau i pour le pas de temps t par cette nouvelle usine, le probleme
d’optimisation du sous-réseau i devient :

) 1
min = (a;107, + a;2075) | (3a)
(vi1,0i,2) 2 ’ ’

sous les contraintes :

Uil + Vi1 = Vi, (3b)

Uj 1 + Uj.2 + Vi1 + Vi = 172‘ 2 . (SC)

)

Le résultat de la minimisation en (v;1,v;2) du probleme (3) dépend des variables (u;1,u;2), et on
note J;(u;1,u;2) la valeur du minimum. La quantité globale d’eau fournie au pas de temps t par la
nouvelle usine est égale a Zfil u;. On note Jy41 la fonction de cotit associée a cette usine, et le
probleme de 'optimisation du réseau s’écrit :

N N N
min - Iy Zui,hzui,Q + Zji(ui,laui,2)' (4)
=1 =1 i—1

{(ui1,ui2) 1

On constate la présence d’un couplage par le critere entre les sous-réseaux. On se ramene a la forme de
'exemple canonique (1) en introduisant des variables supplémentaires ux1 ¢ représentant la quantité
d’eau globale fournie au pas de temps ¢ par la nouvelle usine. Le probleme (4) se met alors sous la

forme :
N+1

min L Z Ji(ui,l, ui’2> s (5&)
1 i=1

{(ui,laui,2)}£v+

sous les contraintes :

N
D wip—unsas=0 , t=12. (5b)
=1

Cet exemple sera repris et développé durant les séances de travaux dirigés.

Remarque 1. Les fonctions J; considérées dans (4) résultent elles-méme d’un probleme de minimi-
sation. C’est la quelque chose d’assez courant dans 'optimisation des grands systemes. Ainsi, lorsque
I’on s’intéresse a trouver les investissements optimaux a effectuer sur un systeme, il faut déterminer
au préalable comment le faire fonctionner au mieux avec un investissement donné afin de pouvoir
comparer différents niveaux d’investissement.



1.3 Rappels d’optimisation convexe et de dualité

On s’intéresse aux deux problemes suivants :
— optimisation sans contrainte explicite

in J(u) ; 6
Jnin, J(u) (6)

— optimisation avec contraintes explicites
min J(u) sous ©O(u) e —C . (7)

uelUad

1.3.1 Notations et propriétés élémentaires

— Espaces et ensembles.
— U et C sont des espaces de Hilbert (espace vectoriel normé complet dont la norme dérive
d’un produit scalaire). Exemples :
— en dimension finie : R” muni du produit scalaire (z,y) = > " | z;y;;
— en dimension infinie : L*([0,T],R) le produit scalaire étant (z,y) = fOTx(t)y(t)dt.
— U™ C U est un ensemble conveze :

Y(uy,up) € U x U™ Va € [0,1], aup + (1 — a)uy € U,

que l'on suppose fermé et non vide.
— C' C C est un cone :
Va>0, veC=avel,

que l'on suppose conveze, fermé et vérifiant : C' N (—C') = {0}.
Le cone dual C* de C' est défini par :
C*={pecC, (pv) >0, YoeC} .
Exemples dans le cas C = R™ :
— contraintes égalité : C' = {0} ~» C*=R™;
— contraintes inégalité : ' =R} ~» C* =R
— Ceritere. -
Soit J : U — R. On appelle domaine de J et 'on note dom. [’ensemble :
domJ = {uel, J(u) < oo} .
On suppose que J est une fonction propre :
domJ # () et J ne prend jamais la valeur —oo ,

et que minimiser J sur I’ensemble U a un sens :

domJ MU £ .

On fait alors sur la fonction J des hypotheses de convezité, de continuité, de différentiabilité
et de comportement a l’infini. Plus précisément, les hypotheses que 1'on pourra effectuer sont
a prendre parmi les suivantes :



condition de convexité :

J conveze cJ(aup + (1 — a)ug) < ad(ug) + (1 —a)J(u2)  Va €10,1],
J strictement convexe : J(auy + (1 — a)us) < aJ(uy) + (1 — a)J(ug) Vo €]0,1],
J fortement conveze :J(auy + (1 —a)ug) < af(ur) + (1 — a)J(uz) — Sa(l—a)||ug —uql?,

condition de continuité :

J semi-continue inférieurement (s.c.i.) : liminf J(u) > J(ug),
u—uQ
J continue o lim J(u) = J(up),
u—uQ
J lipschitzienne s I () — J(ug)| < Li|lug — usl,

condition de différentiabilité : '

J sous-différentiable : 0J(ug) ={rel,Yuel, Ju)— J(ug) > (r,u—uo)} # 0,

J d) —J
J Gateauz-différentiable = IVJ(up) €U, Vd € U, lim (1o + ed) (u0) = (VJ(up),d),

64)0+ €

=0,

J Fréchet-différentiable = 3IVJ(up) € U, lim () = J(uo) = (VI {uo), u = uo)

u—up [l — o]
condition de comportement a l’infini :

J coercive sur U4 lim J(u) = +o0.
lu|]|—+oc , ueUad

— Contraintes
Les contraintes sont modélisées par une application © : U — C, vérifiant des hypotheses de
méme nature que J, mais adaptées au fait que © prend ses valeurs dans le come C C C :
convexité :
© C-conveze : O(au; + (1 — a)uz) — a®(uy) — (1 — a)O(ug) € —C,
continuité :
© continue : lim O(u) = O(uy),

U—rUQ
© lipschitzienne : ||©O(u1) — O(ug)|| < Tljur — uall,
différentiabilité :?2
© C-sous-différentiable : 00(ug) = {8 € L(U,C), Yu, O(u) — O(up) — 0.(u — ug) € C},
d) —
© Giteaua-différentiable : 3©'(uo) € LU, C), ¥d € U, lim Oluo +ed) = O(wo) _ gy 4.
e—U4

€

1. On note VJ(ug) le gradient de la fonction J au point ug, la notation J'(ug) correspondant a la différentielle.
2. Ici, ©'(ug) correspond a la différentielle de la fonction © au point wg, représentée par sa matrice jacobienne.



Remarque 2. L’hypothese de C-convezxité (resp. C-sous-différentiabilité) est équivalente a supposer
que la fonction u +— (p, ©(u)) est convexe (resp. sous-différentiable) pour tout p € C*. On pourrait
de méme formuler une hypothese de C-semi-continuité inférieure sur ©, équivalente a supposer que
la fonction u +— (p, O(u)) est s.c.i pour tout p € C*.

1.3.2 Optimisation sans contrainte explicite

On cherche a donner une réponse aux problemes de 1’existence, de 'unicité, de la caractérisation
et du calcul de la solution du probleme (6).

— Existence. En dimension finie, supposer d’une part que la fonction J est s.c.i et d’autre part
que I'ensemble U2 est fermé et borné (ou & défaut de U*d borné, que J est coercive sur U?)
est suffisant pour garantir I'existence de solution du probléme. 3

— Unicité. Si on suppose en plus des hypotheses précédentes que la fonction J est strictement
convexe et que l'ensemble U est convexe, on obtient I'unicité de la solution du probleme.

— Caractérisation. Si I'on suppose de plus que J est Gateaux-différentiable, une condition
nécessaire et suffisante pour que u? soit solution du probleme est que 'inégalité variationnelle
suivante soit vérifiée :

Vu e UM (VJ(W),u—u*) >0.

Cas particulier important. Lorsque le probleme n’est soumis & aucune contrainte (U2 = i),
cette condition prend la forme bien connue :

VJ(u") =0.

— Calcul. Si l'on ajoute encore que J est fortement convexe (de module a) et que sa différentielle
est lipschitzienne (de constante A), I’algorithme classique de gradient projeté :

u* = projya (u® — pVI(u®)) |

converge vers I'unique solution u* du probleme pourvu que le pas p de 1'algorithme vérifie la
condition :
2a
[ 0, E .
Il existe bien sur d’autres algorithmes plus performants (gradient conjugué, quasi-Newton,. . . ).

1.3.3 Optimisation avec contraintes explicites et dualité

Dans le cas du probleme (7), on peut se ramener au cas précédent en posant :
U® ={uecl, O(u) e -C} ,

et en effectuant la minimisation sur 'ensemble U N U® (supposant que le cone C' est un convexe
fermé, Pensemble U® est fermé (resp. convexe) des que © est continue (resp. C-convexe)).
Cependant, l'utilisation explicite de ’expression analytique des contraintes permet de donner
une caractérisation plus opératoire des solutions du probleme et de disposer d’algorithmes de calcul
plus efficaces. En effet, effectuer une opération de projection est équivalent a résoudre un probleme
d’optimisation, ce qui peut s’avérer étre une tache difficile si 'ensemble sur lequel on projette est un
convexe fermé quelconque (cas de la projection sur une intersection d’ensembles convexes. .. ).

3. En dimension infinie, ces conditions ne sont pas suffisantes, et il faut de plus faire des hypotheéses de convexité. ..



— Qualification des contraintes et caractérisation. Outre les hypotheses “classiques” de
convexité, continuité et différentiabilité de J et ©, on introduit une condition de qualification
des contraintes permettant de mieux caractériser une solution u* du probléme (7). La condition

que 'on utilisera est :
0 € int (O(U* NdomJ) + C) ,

ol int désigne l'intérieur topologique d’un ensemble.
A partir de cette condition générale, on retrouve les conditions plus classiques des cas de
contraintes de type égalité et inégalité (ou 1'on suppose que domJ =U) :

Cas C = {0} : 0 € int (©(U™)).

Cas C # {0} : Jup € U™, O(up) € int(-C).
Sous cette hypothese de qualification, une solution u* de (7) est caractérisée par I'existence d’un
élément p* appelé multiplicateur et vérifiant les conditions de Karush-Kuhn—Tucker (KKT) :

(VJ@h) + (O @) phu—ul) >0 VueU™, (8a)
o) e -C , pecC*, (8b)
(", 0(uf)) =0. (8¢c)

Remarque 3. La condition des écarts complémentaires (8c) est une condition de type com-
binatoire dans le cas de contrainte inégalité ; avec C = R™ et C' = R, elle prend la forme :

> 76
j=1

avec ©;(uf) <0 et pg- > 0. Chaque terme pg. ©,(u*) de la somme ci-dessus doit donc étre nul,
et la condition des écarts complémentaires est alors équivalente aux relations suivantes :

pg»:O ou 0;(u)=0 Vje{l,...,m}.

Cas particuliers importants. Utilisant le Lagrangien L(u, p) (défini page suivante), on remarque
que les gradients partiels par rapport a u et p de ce Lagrangien ont pour expressions respec-

tives :
VuL(u,p) = VJ(u)+ (©'(w) .p . V,L(u,p) = O(u).

Dans le cas ol 'on a U = U (pas d’autres contraintes que celles définies par ©), on montre
que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker prennent les formes particulieres suivantes :
— pour les contraintes d’égalité ©(u) =0 :

VL, p*) =0,
VPL(uﬁvpﬁ) = 0

— pour les contraintes d’inégalité ©(u) <0 :

Le cas des contraintes d’égalité est bien sur tres favorable car la résolution des conditions de
Karush-Kuhn-Tucker se ramene alors a la résolution d’un ensemble d’équations. . .



— Interprétation marginaliste du multiplicateur. On introduit la fonction de perturbation
® : C — R du probleme (7) comme la fonction correspondant a la minimisation du probleme
sous contraintes perturbées par v € C :

d(v) = min J(u) sous O(u)—ve-C. (9)
uelUa
Sous les hypotheses précédentes, la fonction ® est sous-différentiable au point v = 0 et le
multiplicateur p* des conditions de Karush-Kuhn-Tucker vérifie :

—p* € 09(0) . (10)

Dans le cas différentiable, p* s’interprete donc, au signe pres, comme la sensibilité du cott
optimal par rapport au niveau de contraintes requis. Le lien entre la fonction de perturbation
et la solution du probleme est donné par les deux relations :

®(0) = J(u) et Vo(0) = —p* .

La fonction de perturbation ® est a la base de la théorie de la dualité en optimisation convexe.
Elle permet de plus une interprétation géométrique simple de cette théorie (voir les exercices).

— Lagrangien et point selle. On appelle Lagrangien associé au probleme (7) la fonction L,
définie sur U4 x C* & valeurs dans R, dont I’expression est :

L(u,p) = J(u) + (p,O(u)) , (11)
On appelle saut de dualité la quantité § (toujours positive ou nulle) :

0 = min max L(u,p) — max min L(u )
ucUad peC* ( ,p) peC* yelUad ( ,p)

Le couple (uf, p*) € U x C* est appelé point selle de L s’il vérifie la double inégalité :

V(u,p) € U x C*, L(u,p) < L(u,pf) < L(u, pf) . (12)
On montre que si (uf,p?) et (ud, ph) sont des points selle du Lagrangien, (uf,p) et (u5,p?)
le sont aussi. L’ensemble S* des points selle d'un Lagrangien se met donc sous la forme d’un

produit cartésien d’ensembles :
St =U* x P*.

Lorsqu'un Lagrangien admet un point selle (u*, p*), le saut de dualité est nul et on a I'égalité :

max min L(u, p) = min max L(u, p) = L(u,p*) . (13)
On a alors les résultats suivants, caractérisant ’optimalité du point selle :
(1) Si (uf,p*) est un point selle de L sur U x C*, alors u* est solution du probléme (7).
(2) Si J est convexe s.c.i propre coercive sur U, si © est C-convexe et continue et si I’hy-
pothese de qualification des contraintes est vérifiée, alors le Lagrangien L admet au moins
un point selle sur U2 x C*.
Enfin, si 'on suppose de plus que les fonctions J et © sont différentiables, tout point selle
vérifie les conditions de Karush—Kuhn—Tucker.
— Fonction duale et stabilité. On définit la fonction duale H : C* — R par la relation :

H(p) = min L(u,p), (14)

uclUad
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et on note U(p) I'ensemble (indexé par p) des valeurs de u réalisant le minimum dans I'ex-
pression (14). La maxi-minimisation du Lagrangien est alors équivalente a la maximisation de
cette fonction duale :

max H(p) , (15)

peC*

ce qui permet d’obtenir la partie p* du point selle. Ceci est en théorie raisonnable car la
fonction H est concave, et un algorithme de gradient projeté peut permettre en pratique
d’effectuer cette maximisation car les contraintes p € C* du probleme (15) sont suffisamment
simples pour que l'opération de projection soit facile a réaliser.

Cependant, méme pour un p* € P# un élément u* provenant de la minimisation de L(u, p)
ne correspond pas forcément a la premiere composante d'un point selle du Lagrangien : en
effet, si 'on a toujours :

Ut c U@, (16)

I'inclusion ci-dessus peut étre stricte, ce qui signifie que I’ensemble U (p*) contient des solutions
“parasites” n’ayant rien a voir avec les solutions du probleme (7). Pour pallier cette difficulté,
on introduit la notion de stabilité du Lagrangien d’un probleme d’optimisation, exprimant le
fait que U'inclusion (16) est une égalité. Il n’y a alors pas de probleme de fond pour le calcul
de la premiere composante du point selle du Lagrangien.
A titre d’exemple, on considere le cas ou I'on ajoute 'hypothese que la fonction J est stricte-
ment convexe. Alors, le Lagrangien est strictement convexe en u et la minimisation de L(u, p*)
conduit a une solution unique. I’ensemble U (p*) se réduit donc & un singleton, et on en déduit
la stabilité du Lagrangien (car on sait que I’ensemble U* est non vide). Dans ce cas, on peut de
plus montrer que la fonction duale H est différentiable. Notant @(p) 'unique solution venant
de la minimisation en u du Lagrangien L(u,p), ’expression du gradient de H en p est :
VH(p) = V,L(a(p),p) = O(i(p)) -
La résolution du probléme de minimisation (14) fournit donc la valeur de la fonction H en p
ainsi que le gradient de H en ce point.
Calcul. La différentiabilité de H ouvre la voie aux méthodes de gradient pour le calcul
de la composante p* du point selle. Supposant que J est fortement convexe (de module a)
et que © est lipschitzienne (de constante 7), l'algorithme d’Uzawa consiste a mettre en
ceuvre un algorithme de gradient a pas fixe pour maximiser la fonction duale H, le calcul
du gradient de cette fonction nécessitant la résolution d’un probleme de type (14). Partant
d’un point (u®, p*)) € U4 x C*, I'itération k de l'algorithme d’Uzawa calcule le point sui-
vant (w1 p*+) par les relations :
F1) — arg min (L(u,p(k))) ,

uelUad
p** = proje. (0" + pV, L(*HY, pM)) .
qui se mettent aussi sous la forme :

u D — arg min (J(u) + <p(k), @(u)>) )

uelad
P = proje. (p™ + pO(u*th)) .

Cet algorithme converge vers I'unique solution u* du probléme (7) avec le choix p € }0, f—‘; [
Une variante de 'algorithme d’Uzawa consiste a faire un pas de gradient sur la variable u
plutot que la minimisation complete. On obtient alors 'algorithme d’ Arrow—Hurwicz :

u Y = projaa (u(k) - eVuL(u(’“),p(k))) ,
p" Y = proje. (p™ + pV, L(w* Y, p*)))

u(
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soit encore :
u* ) = projyra (u(k) - e(VJ(u(k)) + (@’(u(k)))Tp(k)>> :
p"*Y = proje. (p™ + pOu*)) .

1.3.4 Complément : sous-différentiel des fonctions marginales

On donne dans cette section les résultats concernant la (sous)-différentiabilité de fonctions résultant
d’une opération de minimisation. Ces résultats ont été utilisés dans les paragraphes précédents “In-
terprétation marginaliste du multiplicateur” (pour la fonction de perturbation ®) et “Fonction duale
et stabilité” (pour la fonction duale H).

Ces résultats seront détaillés durant le cours SOD314 dans le cadre de 1’étude de la sous-
différentiabilité des fonctions convexes.

1.3.4.1 Cas d’une fonction convexe-convexe Soit GG une fonction définie sur le produit d’es-
pace U x C, & valeurs dans | — oo, +00], et soit U*! un sous-ensemble de I'espace U. On fait les
hypotheses suivantes.
Hypothese 1.

1. Le sous-ensemble U est convexe fermé.

2. La fonction G est conjointement convexe en (u,v), s.c.i. et sous-différentiable.

3. L’application u — G(u,v) est coercive sur U2,

4. 1l existe ug € U et vy € C, tels que Papplication v — G (ug,v) est continue en vy.

On définit alors la fonction marginale @ : 4

®(v) = min G(u,v) ,

uclUad

ainsi que ’ensemble des minimiseurs associé :

U(v) =arg min G(u, v) .
uelad
L’hypothese 1-2 permet d’assurer que la fonction ® est convexe, et I’hypothese 1-4 implique que P est
bornée supérieurement au voisinage du point vy et donc continue et sous-différentiable sur I'intérieur
de son domaine.

Théoreme 1. Soit G une application vérifiant les hypotheses 1 et soit v un point de C en lequel la
fonction ® est sous-différentiable. Alors :

0d(v) C () 9,G(U,v). (17)

ael(v)

Cas différentiable. Si la fonction v — G(u,v) est différentiable, alors la fonction ® est elle aussi
différentiable et 'on a :

Vo(v) = V,G(G,v) VaieU).

Application a la fonction de perturbation. Prenant G(u,v) = J(u) + X{o(u)-ve-c}(u,v), la
fonction marginale ® qui s’en déduit est la fonction de perturbation du probléeme (7), et le théoreme 1
permet alors de démontrer le résultat concernant l'interprétation marginaliste du multiplicateur.

4. Les hypotheses 1-1, 1-2 et 1-3 permettent d’affirmer que le min définissant la fonction ® existe.

12



1.3.4.2 Cas d’une fonction convexe-concave Soit L une fonction définie sur le produit des
espaces U x C, a valeurs dans | — 0o, +00], et soit U*! un sous-ensemble de 1'espace U. On fait les
hypotheses suivantes.

Hypothese 2.
1. Le sous-ensemble U?? est convexe fermé.
2. L’application u — L(u,p) est propre, convexe, s.c.i., coercive sur U4,

3. L’application p — L(u,p) est concave, continue, sur-différentiable.

On définit alors la fonction marginale :

H(p) = min L(u,p)

uclUad

ainsi que I’ensemble des minimiseurs associé :

(/]\(p) =argmin L(u,p) .

uelUad

L’hypothese 2-3 permet d’assurer que la fonction H est concave, s.c.s., sur-différentiable sur I'intérieur
de son domaine.

Théoreme 2. Soit L une application vérifiant [’hypothese 2 et soit p un point de C en lequel la
fonction H est sur-différentiable. Alors :

8H(p):cl<conv< U apL@,p))), (18)
ael(p)

ot cl(A) (resp. conv(A)) désigne la fermeture (resp. l’enveloppe convexe) d’un ’ensemble A.

Cas différentiable. Si la fonction p — L(u,p) est différentiable et si I'argmin U(p) est réduit & un
point unique u(p), alors la fonction H est différentiable et l'on a :

VH(p) = V,L(u(p),p) .

Apphcatlon a la fonction duale. Prenant L(u,v) = J(u)+ (p,©(u)), la fonction marginale H qui
s’en déduit est la fonction duale du probleme (7), et le théoréeme 2 appliqué dans le cas différentiable
permet d’affirmer que, pour p € C*, on a : VH(p) = O(u(p)).

1.4 Quelques références bibliographiques

G. COHEN : Convexité et optimisation. Cours ENPC.
https://cel.archives-ouvertes.fr/cel-00356686

J.-C. CurioLt : Introduction a l’optimisation. Editions Ellipses, 1994.

I. EKELAND : Analyse convexe et problémes variationnels. Editions Dunod, 1974.
R. TEMAM

J.-C. GILBERT : Optimisation différentiable : théorie et algorithmes. Cours ENSTA.

13



— Le cours de J.-C. Gilbert a été normalement étudié en deuxieme année. C’est une référence
tres complete, facilement accessible aux étudiants de 'ENSTA.

Le cours de G. Cohen (qui a aussi rédigé le polycopié correspondant au cours “Optimisation
des grands systémes”) est plus centré sur la convexité. Il est disponible sur le site Web de
I’auteur.

Le livre de J.-C. Culioli offre un panorama complet et accessible de 'optimisation continue.
Des programmes (écrits en MATHEMATICA) illustrent I’ensemble de I'ouvrage.

On trouvera dans le livre d’I. Ekeland et R. Temam une présentation de la théorie de la dualité
par les perturbations dans les espaces de Hilbert de dimension infinie.

Il existe enfin beaucoup d’autres ouvrages d’excellente qualité traitant de 1’optimisation,
dont voici une sélection largement non exhaustive. . .

— Convex Analysis, R. T. Rockafellar, 1970, Princeton University Press.

— Convex Analysis and Minimization Algorithms, J.-B. Hiriart-Urruty et C. Lemarechal, 1993, Springer.
— Nonlinear Programming, D. Bertsekas, 1999, Athena Scientific.

— Numerical Optimization, J. Nocedal and S. J. Wright, 1999, Springer.

— Nonlinear Optimization, A. Ruszczynski, 2006, Princeton University Press.

— Convex Analysis and Nonlinear Optimization, J. Borwein et A. S. Lewis, 2006, Springer.
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1.5 Exercices
1.5.1 Conditions de Karush—Kuhn—Tucker et grands systemes
On s’intéresse a la résolution du probleme d’optimisation du réseau de distribution d’eau ¢ défini

au §1.2.2, dont on rappelle ci-dessous la forme :

: 1 2 2
min — ai,lvi’l + %2“2',2 y
(vi,1,05,2) 2

sous les contraintes :
Vi1 2> Ui et v+ v =100 .
1) Mettre ce probleme sous forme standard, s’assurer de lexistence et de 'unicité de la solution et
calculer cette solution en résolvant directement les conditions de Kuhn et Tucker.
2) Formuler le probléme de minimisation que 'on obtient, avant toute opération de minimisation,
lorsque l'on connecte N réseaux par une usine de refoulement commune; expliquer pourquoi la
méthode de résolution de la premiere question est impraticable sur ce probleme quand N est grand.

1.5.2 Interprétation géométrique de la dualité

On s’intéresse a un probleme d’optimisation sous contraintes :

min J(u) sous O(u) =0,

ucUad

que l'on résout par 'algorithme d’Uzawa :

u = arg min (J(u) + (p, OW)) |
ueU?

P — p®) 4 ()Y
Posant v = ©O(u), la partie minimisation de ce probleme se réécrit :

. . (k) o
Iglelélugllljl;ld(](u)—f-<p , vy sous O(u) —v=0.

A Daide de la fonction de perturbation ®, qui s’écrit alors :

®(v) = min J(u) sous ©O(u)—v=0,

uelUad
I’algorithme se met sous la forme :

(k1) _ (@ (k)
v argmin (@(v) + (p, v))
pHD = p®) g (k1)
1) Interpréter géométriquement cet algorithme.

2) Traiter le cas des contraintes inégalités : ©(u) < 0.
3) Cas ou la fonction ® n’est pas strictement convexe.
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1.5.3 Stabilité du Lagrangien

Soit a résoudre le probleme de minimisation suivant :

min —u sous u <0,
ue[—1,1]

dont la solution évidente est uf = 0.

1) Montrer que le Lagrangien associé & ce probléme admet sur [—1,1] x R, un point selle (uf, p?).
2) Calculer le minimum en u du Lagrangien au point p = p* (algorithme de Uzawa).

3) Interpréter géométriquement a I’aide de 1'exercice précédent.

1.5.4 Problemes équivalents

Montrer les équivalences suivantes (on supposera que les problemes d’optimisation apparaissant
ci-dessous ont tous au moins une solution).

1) Décomposition naturelle.

min Jl(ul) —|—J2<U2) <= min Jl(ul) et min JQ(UQ) .

(u1,u2)€Urd xUad u €U ug €U
2) Ajout de variables.

in J(u,© — i J(u, O(u) —v=0.
min, (u, O(u)) (u,y)rgll]r;dxc (u,v) sous O(u)—wv

3) Minimisation emboitée.

min J(u,v) <= minF(v) avec F(v)= min J(u,v).
(uw)eUadxC veC ueUad
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1.6 Corrigés
1.6.1 Conditions de Karush—Kuhn—Tucker et grands systéemes

1) Le probleme d’optimisation sous contraintes & résoudre s’écrit sous la forme standard :

. 1
min = (ai71v21 + ai72v§)2) , (19a)
(vi,1,01,2) 2

sous les contraintes

Uig —vi1 <0, (19b)
Vi1 F V2 — U2 =0, (19¢)

et vérifie toutes les propriétés requises :
— D’ensemble admissible U?4, étant R? tout entier, est bien convexe et fermé:
— les prix de I'énergie a;1 et a;2 étant strictement positifs et la fonction cott J étant quadratique, J est
fortement convexe (et donc coercive), continue, différentiable de dérivée J " linéaire et donc lipschitzienne ;
— les contraintes ©, & valeurs dans R? étant linéaires, sont convexes sur le cone C, continues et différentiables ;
— le cone des contraintes C' est égal a Ry x {0}, le cone dual C* est égal & Ry x R, et les hypotheéses de
qualification des contraintes sont vérifiées.
Le Lagrangien du probléeme s’écrit alors :

1
L(vi1,vi2,Mi1, Ai2) = 3 (ai,l'UZ1 + ai,Q'Uig) + i1 (Ui —vi1) + Nig(vin Fvig — Vi)

et les conditions de Karush—Kuhn—Tucker, qui caractérisent la solution dans le cas convexe, sont :

a; 101 — Aig+Ai2 =0, (20a)
ai2vi2+ A2 =0, (20Db)

Uin—vin1 <0, A1 20, (20c)

Xi1 (Uin—vin1) =0, (20d)

vi1+ 02— 0;2=0 , A2 quelconque. (20e)

Pour résoudre ce systeme d’inéquations, on joue aux devinettes ...
— Supposons que la contrainte (19b) ne soit pas saturée : ;1 — v;1 < 0. Dans ce cas, la condition des écarts
complémentaires (20d) implique A; 1 = 0. Il suffit alors de résoudre le systéme linéaire (20a)—(20b)—(20e) en
les variables v; 1, v; 2 et A; 2, dont la solution est :

[7%] Qi1 a;1Q5,2

——0;2 , Vig= ———TV;2 , Njg=——""—0;2. (21)
a;1+ a2 ’ a;1t+ajs ’ a1t ags

Vi1 =
I1 faut encore vérifier a posteriori que la contrainte (19b) n’est pas saturée, ce qui conduit & la condition :
(am + ai72)17i71 — Qi 2V;2 < 0. (22)

— Si au contraire la contrainte (19b) est saturée, on a v; 1 = 7; 1, et on résout le systéme linéaire (20a)—(20b)—(20e)
en les variables v; 2, A;;1 et ;2. La solution est alors :

Vi1 =01, Vi2=7Ti2—Ti1 , A1 = (i1 +ai2)0i1— ;202 , Ni2=—a;2Ti2—70i1), (23)
et on doit vérifier a posteriori que le multiplicateur \; 1 est positif ou nul, ce qui se traduit par la condition :
(@in + ai2)0i1 — a; 20,2 > 0. (24)

On a ainsi la solution du probléme dans tous les cas.
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Remarque 4. La condition de cohérence #; 2 > v; 1 > 0 sur les données du probleme implique que la solution vérifie
dans tous les cas les conditions v;; > 0 et v;» > 0, qui signifient que 1'usine locale alimente le réseau et non le
contraire. .. Il aurait été plus réaliste d’ajouter les conditions v; 1 > 0 et v; 2 > 0 sur les variables du probleme. Mais
on aurait alors eu 3 contraintes de type inégalité a traiter, soit 8 alternatives dans le jeu de devinettes précédent, ce
qui aurait notablement alourdi la résolution par Karush—Kuhn—Tucker.

2) Lorsque l'on connecte N réseaux par une usine commune, le probleme d’optimisation auquel on parvient avant
toute opération de minimisation se met, avec les notations du § 1.2.2 sous la forme :

N N
1
min Y JINt1 (g ui71,g uig) + E i(ai,wil—kauzvzz) ) (25a)
i=1 i=1 '

{(ui,1,ui2) s, — i—1
sous les contraintes

1711—ui71—11i71§0 Vizl,...,N, (25b)

U1 =+ Uj,2 + Vi1 + Vi2 — 7._)1"2 =0 Vi = 1, ey N . (25C)

Pour calculer par Kuhn et Tucker la solution de ce probléme, on doit prendre en compte IV contraintes de type inégalité.
Le nombre d’alternatives a envisager dans le jeu des devinettes qui découle des conditions de Karush—Kuhn—Tucker
est alors égal & 2V, Dans le cas d’un réseau & 1’échelle régionale, N est de I'ordre de 20, et le nombre d’alternatives de
I'ordre du million. La résolution directe consiste donc a former et résoudre un million de systemes d’équations linéaires
de dimension 3N, ce qui devient tres lourd.

On peut ajouter qu’en réintroduisant les contraintes naturelles de positivité sur les variables v; ; et v; 2 dans chacun
des N premiers sous-réseaux, on doit alors considérer 8 alternatives dans chacun des sous-réseaux (voir Remarque 4)
et donc 8V alternatives en tout, soit, pour N = 20, un nombre (=~ 10'®) défiant toute puissance de calcul actuelle.

1.6.2 Interprétation géométrique de la dualité

1) Chaque itération de l'algorithme d’Uzawa comporte 2 étapes.
— La premitre étape consiste & effectuer la minimisation en u du Lagrangien & p = p®) fixé. A Daide de la
fonction de perturbation ®, cette étape se met sous la forme :

oY = argmin ®(v) + (™, v) .
vel
Dans un plan dont I’axe des abscisses représente I’espace C et I’axe des ordonnées représente R, elle s’interprete
comme trouver la valeur v(**1) qui minimise I’écart entre les deux fonctions v = ®(v) et v — —(p¥) v). Dans le
cas ol la fonction ® est différentiable, ceci revient a trouver la valeur ¢ telle que la droite d’équation —(p(k), BENS
soit tangente & ®, I'abscisse du point de tangence étant alors v*+1). D un point de vue géométrique, on déplace
dans le plan C x R une droite de pente —p*) jusqu’a “tangenter” la fonction ®.
— La seconde étape consiste a mettre a jour le multiplicateur par la relation :

(k+1) (k+1)

pFH = p® 4 pplF1)

et donc :

— & diminuer la pente —p*) de la droite si Iabscisse v 1) est positive,

— & augmenter la pente —p*) de la droite si ’abscisse v(**1) est négative,

sachant que le point visé est celui correspondant a l’abscisse nulle (on cherche & calculer ®(0)).
Une séquence de ’algorithme (p(’“) ~ oD plEtD) v(’“+2)), ainsi que la droite optimale de pente —pf, sont
représentées Figure 1.
On retrouve ainsi 'interprétation marginaliste du multiplicateur optimal p! comme étant, au signe pres, la sensibilité
du cout optimal au niveau de contraintes :
= d—q)(()) :

dv

Remarque Cette interprétation géométrique reste conceptuelle, car on n’évalue jamais directement la fonction ®. Elle
permet simplement de mieux comprendre le fonctionnement de algorithme de Uzawa.

—-p

2) On se limite ici au cas C = R™, le cone des contraintes étant alors C' =R’ et la contrainte :

O(u) <0,
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FIGURE 1 — Déroulement de I’algorithme de Uzawa

signifiant que chacune de ses composantes scalaires ©; est négative ou nulle.
Une itération de 'algorithme de Uzawa consiste alors a enchainer les deux étapes suivantes :

kD — arg min (J(u) + <P(k),®(u)>) )

u€EUaq

v] = 17 sy, p§'k+1) = max {O ; pyc) + pG)j(u(k'H))} .
Prenant alors pour fonction de perturbation :

®(v) = min J(u) sous Ou)—v <0,
uEUqq

on a les équivalences suivantes :

; (k) i mi (k) _
Join J(u) + (™, O(w)) <= min minJ(u) + (™, O(u) —w)

. . . J (k) 0 o }
= Jnin. glérérglel(r:l{ (u) + ('™, v) sous O(u) —w=v

> min min{J (,0) sous ©(u)—v <0}
urg&r:drglelg{ (u) + ('™, v) sous O(u) —v <

— min®() + (p*,v) .
vel

— La premiére équivalence vient du fait que, p(¥) étant positif ou nul, le minimum en w est atteint pour w = 0.

— Dans la seconde équivalence, on ajoute simplement des variables intermédiaires v.

— La troisieme équivalence est vraie car avoir ©(u) — w = v avec w < 0 est équivalent & O(u) — v < 0.

— Enfin, la quatrieme équivalence vient de la définition méme de la fonction de perturbation .

On retrouve la méme forme que dans le cas des contraintes de type égalité, de telle sorte que la premiere étape de
I’algorithme s’interprete de nouveau comme trouver le point de tangence entre la fonction de perturbation ® et une
droite de pente —p®). La formule de remise & jour des multiplicateurs fait que I’on ne peut utiliser que des droites de
pente négative, et 'on doit donc considérer deux cas :

— si la dérivée en zéro de la fonction de perturbation est positive (Figure 2, partie gauche), on ne peut pas
atteindre la valeur v = 0; on est alors dans le cas ot les contraintes ne sont pas saturées a 'optimum : v# < 0
et p* = 0, ce qui revient & dire que la minimisation s’effectue sans tenir compte des contraintes

— si la dérivée en zéro de la fonction de perturbation est négative (Figure 2, partie droite), on peut atteindre la
valeur v# = 0 par des droites de pente négative ; on est dans le cas des contraintes saturées, actives a 'optimum
avec un multiplicateur pf > 0.
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FIGURE 2 — Interprétation de l'algorithme de Uzawa dans le cas des contraintes inégalité

3) Dans Dinterprétation géométrique développée ici, on ne s’intéresse qu’aux deux suites {v*)} ey et {p® }ren, le
but étant que la suite {p(’“)} ren converge vers une valeur pf telle que le v* correspondant soit égal a 0. En particulier,
on n’utilise jamais la suite {u(k)}keN. Dans le cas ou p*) — pf (rappelons cependant que cette convergence n’est pas
garantie dans I'algorithme de Uzawa), on peut calculer une valeur u en résolvant le probleme :

min J(u) + (5, O(u)) - (26)

On sait que I’ensemble U (p*) des solutions de ce probléme contient 1'ensemble U* des solutions du probléme initial :
Ut c U@ . (27)

Dans le cas ou la fonction .J est strictement convexe, le probleme (26) a une unique solution uf, de telle sorte que
I'inclusion (27) est en fait une égalité : U = U(p#) = {ut}.

Dans le cas non strictement, convexe, I'inclusion (27) peut étre stricte, 'ensemble U (p#) contenant des solutions de (26)
ne respectant pas les contraintes du probléme initial. On illustre ceci sur le probléme (élémentaire) suivant :

min J(u) sous u=0,
u€R
dont la fonction de perturbation est ® = .J et dont I'unique solution est uf = 0.
— On considere d’abord le cas d’une fonction J convexe, mais non strictement convexe (Figure 3, partie gauche).
Alors, U(p*) = [ov, 8] ne contient pas uniquement la solution uf = 0.
— Dans le cas d’une fonction J non convexe (Figure 3, partie droite), U (p*) = {a, B} ne contient méme pas la
solution recherchée.
On notera que, du point de vue numérique, les deux cas sont proches. En effet, dans la mise en ceuvre sur ordinateur,
les valeurs p'*) obtenues dans la zone de convergence de I’algorithme seront proches & e pres de pf sans jamais lui étre
égales. Les valeurs de u®) correspondantes seront égales & v ou 3 suivant le signe du €, et ne prendront donc jamais
la valeur de la solution recherchée.

Une réponse intuitive aux difficultés posées par les cas non convexes est la suivante :

il ne faut pas chercher des droites tangentes a la fonction de perturbation,
mais plutot des paraboles osculatrices a cette fonction de perturbation.

Cette idée revient 4 minimiser I'écart entre la fonction ® et la parabole d’équation —(p®,.) — £||.||2, ¢ étant un
coefficient strictement positif choisi & ’avance. Elle est illustrée Figure 4 pour les cas d’'une fonction de perturbation
non strictement convexe d’une part, et non convexe d’autre part. On notera que, s’il suffit de choisir un coefficient ¢
strictement positif dans le premier cas, la valeur de ¢ doit étre prise suffisamment grande dans le second cas pour
pouvoir “s’ajuster” a la non-convexité de ®. La partie minimisation de I'algorithme d’Uzawa se met sous la forme :

: (k) a2
gaelg@(v)ﬂp ,v>+2llvll .
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FI1GURE 3 — Algorithme d’Uzawa dans le cas non convexe
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FIGURE 4 — Interprétation géométrique du Lagrangien augmenté
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Dans le cas des contraintes €galité, on peut remplacer la variable v par le niveau de contraintes, et on en déduit la
forme d’une itération de l'algorithme de type Uzawa correspondant :

u) = arg min (7(u) + (p®, 0()) + S lO(W)I) |

u€EUaq

p(k-i-l) _ p(k) + p@(u(k+1)) )

On retrouve ainsi I'algorithme du Lagrangien augmenté.®

1.6.3 Stabilité du Lagrangien

Cet exercice consiste a traiter de maniere détaillée la mise en ccuvre de la dualité dans le cas d’une fonction de
colit non strictement convexe (voir Figure 3). On en trouvera la solution en consultant I'exercice 2.36 du polycopié.

1.6.4 Problemes équivalents

1) On note (P) le probleme de minimisation en (u1, uz), et (P1) (resp. (P2)) le probleme en u; (resp. ug) seul.
= Soit (uf,u}) une solution de (P). Alors,

Ji(uh) + Jo(ud) < Ji(uy) + Jo(ug)  V(uy,ug) € UM x UZY

Cette inéquation, prise en ug = ug, caractérise le fait que uﬁ est une solution de (P1). De méme pour (Ps).

<« Soit u§ une solution de (P;) et ug une solution de (Pz). Alors,

Jl(uﬁ) < Jl(ul) Yu; € Ulad et JQ(Ug) < J2(U2) Yug € Ugd .

La somme de ces deux inéquations caractérise le fait que (u%, ug) une solution de (P).
2) On note (P) le probléeme de minimisation en u, et (Q) le probléme de minimisation sous contraintes en (u,v).
= Soit u* une solution de (P). On pose : v# = O(uf). Alors,

J(uﬁ,vﬂ) = J(uﬁ, O(uf))

IN

(
(

ce qui caractérise le fait que (u¥,v¥) est une solution de (Q).
< Soit (uf,v*) une solution de (Q). On a donc : v# = O(u¥). Alors,

J(u,0(u)) Yue U™
J(u,

v) Y(u,v) € UM x C tel que v =0(u),

IN

J(u¥, 0uf)) = J(u¥,v*) < J(u,v) Y(u,v) € U x C tel que v = 0O(u)
< J(u,O(u)) VYue U,

ce qui caractérise le fait que u® est une solution de (P).
3) On note (P) le probléme de minimisation en (u,v), (P,) le probléme de minimisation en u & v fixé et (P,) le
probléeme de la minimisation de F' par rapport a v.
= Soit (uf,v*) une solution de (P). Par définition de F, on a :
F(o*) = min J(u,v*
() = min J(u,0)
= J(u,0f)

la derniere égalité provenant du fait que le minimum de J est atteint en (uf, v).
Par définition du minimum,

J(¥,vf) < J(u,v) Y(u,v) € UM xC
< F(v) YveC,

la derniere inégalité étant obtenue en prenant le minimum en v dans les deux termes de I'inégalité précédente.
Ceci caractérise le fait que v* est une solution de (P,).

5. Le Lagrangien augmenté sera brievement étudié au §4 de ce cours. On se reportera a 'un des cours mentionnés
au §1.4 pour une étude plus approfondie des propriétés du Lagrangien augmenté, ainsi que pour son utilisation dans
le cas des contraintes de type inégalité.
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< Soit v une solution de (P,), et soit uf une solution du probleme (P,) en fixant v & la valeur v*. Par définition
de uf, on a :

De plus, par définition de v* et de F, on a :

F(v%)

IA

Fv) WveC
< J(u,v) Y(u,v) € U™ xC.

Ceci caractérise le fait que (uf,v*) est une solution de (P).
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2 Point de vue intuitif en décomposition/coordination

2.1 Probleme étudié

On reprend 'exemple canonique (1) donné lors de la séance précédente, ou I'on veut minimiser
la somme des cotits de fonctionnement d’unités sous une contrainte globale de production :

min Z Ji(u;) (28a)

w1 €UM uneUdd Py

sous la contrainte

> Oi(ui) —6=0. (28b)

Chacune des variables u; par rapport auxquelles on minimise appartient a une partie convexe

fermée U de R™, de telle sorte que le vecteur u = (uq,...,uy) appartient lui méme & I'ensemble
convexe fermé U = U x ... x U contenu dans I'espace R™ (avec n = ny + ...+ ny). Dans cet

exemple, les applications ©; sont toutes a valeurs dans le méme espace R™ (espace des productions).

La structure de ce probleme est tres particuliere car :
— le fait que I'ensemble U des contraintes non explicites se mette sous la forme d’un produit
cartésien définit une décomposition naturelle de la variable u sous la forme (uq, ..., uy),
— le critere J(u) = Zf\il Ji(u;) et la contrainte ©(u) = Zf\il O;(u;) — 0 sont additifs par rapport
a cette décomposition.
C’est en exploitant cette structure que I'on va illustrer les principales méthodes de décomposition et
coordination.

2.2 Décomposition par les prix

L’idée de la décomposition par les prix est d’inciter les unités a produire en leur achetant leur
production a un prix donné, identique pour toutes les unités, et a faire évoluer ce prix jusqu’a ce que
la somme des productions des unités soit égale a la valeur 6 requise. Le sous-probleme d’optimisation
associé a la 7-eme unité que 'on résout dans cette méthode est donc de la forme :

min J;(u;) + (p™, 0;(w;)) | (29)

uiGU?d

(k+1)

i

ot p® est le prix d’achat de la production. Cette minimisation fournit une valeur optimale

k+1))

pour les variables de la i-eme unité, la production associée étant @Z(uf . La production fournie

par I'ensemble des unités en réponse au prix p¥) vaut donc Zfil @i(ugkﬂ)), et on ajuste le prix a la
baisse ou a la hausse suivant que la production totale est inférieure ou supérieure & la demande 6. °

On montre que, sous I'hypothese de I'existence d’un point selle du Lagrangien du probleme (28), la
concaténation des solutions des sous-problemes fournit la solution du probleme global pourvu que la
contrainte globale de production soit satisfaite.

6. Dans un contexte économique, la production 0;(u;) d’une unité est une quantité positive, et ’acheter correspond
donc & utiliser un prix p*) négatif. Augmenter ce prix consiste & le diminuer en valeur absolue, et donc & rendre Poffre
d’achat moins attractive. On notera que le fait que les prix soient négatifs provient d’une interprétation économique
et ne correspond en rien a une propriété mathématique.
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Avec cette hypothese d’existence de point selle, il est assez naturel de former le Lagrangien associé
au probleme initial (28) :

L(uy, ..., un,p) = i Ji(ui) + <p, i ©;(u;) — 6> ;

Lagrangien défini sur I'ensemble U4 x ... x U x R™, et d’en considérer la maxi-minimisation :

max min L(uy,...,un,p),
PER™ U uyeUsd

pour résoudre le probleme (28). L’algorithme que 'on utilise de maniere standard pour effectuer cette
maxi-minimisation est celui d’Uzawa, avec dans ce cas les particularités suivantes.
— La minimisation en u du Lagrangien & p = p®* fixé se décompose unité par unité grace aux
hypotheses portant sur la forme cartésienne de ’ensemble admissible et sur I'additivité des
fonctions J et ©. En effet, le Lagrangien se met sous la forme :

L(ul, . ,UN,p(k)) = Z (Jz(uz) + <p(k), @z(uz)>> — (p(k), 9) ;

=1

le terme <p(k), 0) est indépendant des u; et peut étre oublié lors de la phase de minimisation,
qui consiste donc & minimiser la somme des fonctions J;(u;) + (p®), ©;(u;)) dépendant chacune
uniquement de u;, sous des contraintes u; € U découplées. Il est par conséquent équivalent
de minimiser chaque fonction individuellement, a savoir :

min Ji(ui) + (p*), 0(wy))

uiEU,?
et la solution de ce i-eme sous-probleme de minimisation est notée ul(»kﬂ). On retrouve bien
'idée intuitive de la décomposition par les prix qui conduisait aux sous-problémes (29).
— Pour la maximisation au point p*) de la fonction duale H (celle qui résulte de la minimisation

en v du Lagrangien), on dispose de l'expression du gradient de cette fonction duale en p®*) :
N
VH@p®) =Y i)~ 0,
i=1

. e . k+1 N e .
expression qui utilise les solutions ul( ) des sous-probléemes de minimisation précédents.

On rappelle qu’il faut supposer, en plus des hypotheses classiques assurant ’existence du point selle,
que les fonctions J; soient strictement convexes pour que les solutions ugkﬂ) soient uniques et donc
que la fonction H soit alors différentiable.

L’algorithme dit de décomposition par les prix consiste donc tout simplement a mettre en ceuvre
I’algorithme d’Uzawa sur le Lagrangien du probleme initial. La k-éme itération de cet algorithme est
constituée des 2 étapes suivantes :

(1) Décomposition : & prix p® fixé, résolution des N sous-problémes indépendants :

min J;(u;) + (p™, ©;(uy)) i=1,...,N, (30)

Ui GU,?d

(k+1)

%

la solution du ¢-eme sous-probléeme étant notée u
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(2) Coordination : mise a jour du prix pour l'itération suivante de I’algorithme :

N
M =pM +p (Z Oilu ) - e) . (31)
=1

Durant cette itération, les unités utilisent toutes le méme prix p'¥) et calculent en fonction de ce prix
leur niveau optimal de production @i(ugkﬂ)). Le prix est ensuite remis a jour pour tenir compte de
I’écart entre la production totale de I'itération et la production requise 6. La contrainte portant sur la
production totale des unités n’est satisfaite qu’a la convergence du processus itératif. Le mécanisme
d’échange d’informations entre les unités et le niveau de coordination est schématisé sur la figure 5.

Coordination

Unitel | =============-+ Unité N

FIGURE 5 — Schéma de principe de la décomposition par les prix

En résumé, la mise en ceuvre de la méthode de décomposition par les prix sur un probleme
d’optimisation passe par les étapes suivantes :

1. on se donne une décomposition du probleme, c’est-a-dire un partitionnement u = (uy, ..., uy)
des variables sur lesquelles porte 'optimisation ;

2. on s’assure que les fonctions de cotuit et de contrainte du probleme sont additives par rapport
a cette décomposition ;

3. on forme le Lagrangien du probleme, qui est donc lui aussi additif par rapport au partition-
nement (uq, ..., uy) des variables d’optimisation ;

4. on utilise 'algorithme d’Uzawa, dont la seule particularité par rapport au cas général est que
I’étape de minimisation se décompose en N sous-problemes indépendants ne faisant chacun
intervenir qu'un seul u;.

2.3 Décomposition par allocation de ressources

L’idée de la décomposition par allocation est duale de la précédente : elle consiste a obliger les
unités a produire une quantité donnée, et a faire évoluer ces quantités de telle sorte que I'on obtienne
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la solution du probleme global. Pour cela, on se donne des valeurs vfk

chaque unité ¢ respectant la contrainte globale de production, a savoir :

N
> v =0=0, (32)
=1

) e R™ de production pour

et on résout pour chaque unité i le sous-probléeme d’optimisation suivant :

min J;(u;) , (33a)

uiEde
SOus les contraintes :

Oi(u;) —v™ =0. (33b)
On appelle allocation un vecteur (v§k), e ,v](\];)) vérifiant la contrainte globale (32) de production,

et on note pEkH) le multiplicateur optimal associé a la contrainte locale de production du sous-

probleme (33). Utilisant ’interprétation marginaliste des multiplicateurs (voir §1.3.3), on montre
(k)

sont tous égaur entre eux.

que ’allocation v
(k+1)

7

ne peut correspondre a la solution du probleme initial (28) que si les multiplica-

teurs p 7

Plus précisément, on montre que, sous 'hypothese de 'existence d’un point selle de chacun des sous-
problemes (33), la concaténation des solutions des sous-problemes fournit la solution du probleme
global pourvu que tous les multiplicateurs associés soient égaux.

Notant ®; la fonction de perturbation associée au sous-probleme (33) :

q’i(v'(k)) = min {Jz(uz) sous O;(u;) — vl(k) = ()} 7

1 .
uiEU{id

il est facile de voir que le probléme initial (28) est équivalent au nouveau probléme suivant :®

N
min D;(v;) (34a)

(V140 0N) <
1=

sous les contraintes :
N

d vi—0=0. (34b)

i=1
La résolution du probleme (34) peut étre effectuée a 'aide d'un algorithme de gradient projeté.
Notant ¥y le sous-espace affine définissant les allocations :

N
Yo = {v: (v1,...,on) € (R™N, tels que Zvi—ﬁzo},

i=1

la mise a jour des variables v a la k-eéme itération de I'algorithme de gradient projeté s’écrit :

vf Y o — pVa, (v]")
: = Pr0j29 :
oy o) — pV Oy (v)))

7. Si les multiplicateurs associés aux unités i et j sont tels que pgkﬂ) < p§-k+1)7 il suffit de diminuer la valeur de

I’allocation de I'unité ¢ et d’augmenter celle de I'unité j de la méme quantité pour améliorer le cott global.
8. La fonction ®; étant définie sur R™, le probleéme d’optimisation (34) est posé sur I'espace (R™)%.
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La projection sur 3y du vecteur dont la i-eme composante (dans R™) a pour valeur v —pVo, ( )
se calcule analytiquement (voir le premier exercice du §2.5). Elle conduit pour chaque composante
de la projection a la formule explicite suivante :

N
1
A = (Tt - & 3w
j=1

Par I'interprétation marginaliste du multiplicateur, on sait que le gradient V&, ( ) de la fonctlon

de perturbation est égale, a un changement de signe pres, au multiplicateur optimal pi ) calculé
lors de la résolution du sous-probleme (33), et donc :

N
UZ(IH_I) ( )+P< (k+1) Zp§k+1)) .
j=1

L’algorithme de décomposition et coordination par allocation consiste donc a mettre en ceuvre 1’al-

gorithme du gradient projeté sur le probleme (34). Il faut pour cela, d’une part obtenir les multipli-
(k+1) s N (k+1)

cateurs p, , et d’autre part mettre a jour les composantes v;

de l'algorithme comporte donc les 2 étapes suivantes :

(1) Décomposition : a allocation (ng), . ,v](&)) fixée, résolution des N sous-problémes :

de allocation. La k-eme itération

min J;(u;) sous O;(u;) — vz-(k) =0 i=1,...,N, (35)

uiEU,L-ad

le multiplicateur optimal associé a la contrainte du i-eéme sous-probleme étant noté pgkﬂ). 9

(2) Coordination : mise a jour de 'allocation pour 'itération suivante de ’algorithme :

o = (k)+p< (k+1) Z ) i=1,...,N. (36)

Les quantités vgkﬂ) produites par les unités a l'issue de 1’étape de coordination satisfont par construc-
tion la contrainte globale de production : le vecteur (v§k+1), e ,v§5+1)) est donc une allocation. Chaque

unité calcule le prix marginal associé a la quantité qui lui est imposée, et les quantités sont remises a
jour afin de réduire les écarts entre les différents prix marginaux. Dans la méthode de décomposition
par allocation, toutes les contraintes sont satisfaites a chaque itération, mais les prix ne sont égaux
qu’a la convergence du processus itératif. I Le mécanisme d’échange des informations entre les unités
et le niveau de coordination est schématisé sur la figure 6. On notera que le sens de circulation de
ces informations est 1’inverse du sens correspondant a la méthode de décomposition par les prix

(comparer les figures 5 et 6).

Remarque 5. Il est important de se rendre compte que I’ensemble des valeurs u; vérifiant la totalité
des contraintes du sous-probléme (33) a une itération donnée peut correspondre & 1’ensemble vide,
- o . . (k) .
dans la mesure ou l'on a ajouté au sous-probleme une contrainte ©;(u;) — v;”’ = 0 pouvant étre
incompatible avec la contrainte u; € U2, Lorsque cette situation se produit, I’algorithme se bloque :

la méthode de décomposition par les quantités ne peut pas étre utilisée, du moins de maniere directe.

9. On remarquera que les solutions ung) des sous-problemes ne sont pas utilisées durant les itérations de 1’algo-
rithme ; elles fournissent par contre une solution du probléme a l’issue des itérations.
10. L’examen de la relation (36) indique que D’allocation v(®) est stationnaire dés que le prix de chaque unité est
égal a la moyenne des prix de toutes les unités, c’est-a-dire des que les prix des unités sont tous égaux entre eux.
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Décomposition par allocation de ressources
admissibilité versus différentiabilité
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Résumé

En reprenant l'article [1], on montre comment s’affranchir du probleme d’admissibilité
fréquemment rencontré dans la méthode de décomposition par allocation de ressources,
par le biais d’un argument de pénalisation non différentiable. Ce document pourrait servir
pour faire un sujet d’examen du cours sur la décomposition.

1 Position du probléeme
On part d’un probleme d’optimisation additif classique :

N
min Z Ji(u;) (1a)
i=1

(ui€UPMCR™ )iz, N

sous les contraintes

X
S eiw)-0<0er™, (1b)
i=1

dont la valeur optimale est notée J. On fait les hypotheses suivantes.

Hypothése 1. Pour tout i € {1,..., N}, les ensembles U sont convexes fermés, les fonc-
tions J; sont convexes propres s.c.i. et les fonctions ©; sont R™-convexes continues.

Hypotheése 2. Le probleme (1) admet un point-selle (u?, .. .,ugv, A) e R™ x -+ x R™ x R

2 Allocation de ressources et probléeme restreint

2.1 Principe de ’allocation

On introduit I'ensemble des allocations :

yad = {(lh,...,’l,‘;\r) e R™N | i’vl :0} .
=

FIGURE 6 — Schéma de principe de la décomposition par allocation
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En résumé, la mise en ceuvre de la méthode de décomposition par allocation de ressources sur un
probleme d’optimisation passe par les étapes suivantes :

1. on se donne une décomposition du probléme, c’est-a-dire un partitionnement u = (uy, ..., uy)
des variables sur lesquelles porte 'optimisation ;

2. on s’assure que les fonctions de cout et de contrainte du probleme sont additives par rapport
a cette décomposition ;

3. on introduit de nouvelles variables v (et donc de nouvelles contraintes) de maniére a former
un nouveau probleme équivalent au probleme initial, de telle sorte que ce nouveau probleme
se décompose lorsque les variables v sont fixées en N sous-problemes indépendants, chaque
sous-probleme ne faisant intervenir qu'un seul w; ;

4. on utilise un algorithme de type gradient sur le probleme de minimisation en v, le calcul du
gradient nécessitant la résolution des N sous-problemes en wu;.

2.4 Décomposition par prédiction
2.4.1 Présentation sur un exemple simplifié

L’idée de la décomposition par prédiction est de combiner les deux méthodes de décomposition
précédentes. On la présente pour commencer dans le cas de N unités liées par une unique contrainte

couplante (# € R) :
N

min Ji(u;) (37a)

uz‘GU?d i—1

sous la contrainte

XN:@Z(U,-) —9=0. (37b)

Dans ce cadre simplifié, on voudrait que 'une des unités respecte un niveau de production im-
posé (comme dans la méthode par allocation), et que les autres unités soient incitées a produire
par l'intermédiaire d’un multiplicateur (comme dans la méthode par les prix). Le sous-probleme
d’optimisation associé a l'unité “traitée par allocation” (ig-éme unité) s’écrit :

min J;, (u;,)  sous Oy (ug,) —o®) =0, (38)

uiOEU{aOd

tandis que le sous-probleme d’optimisation associée a une unité “traitée par les prix” (i-eme unité,
avec i # ig) est de la forme :
u;elUad

On constate, d’'une part que la somme des productions réalisées par les unités i # iy peut servir
pour déterminer la production a imposer a 'unité iy, et d’autre part que le prix marginal associé a
la contrainte de 1'unité iy peut servir de prix pour la production des unités ¢ # iy. Plus précisement,

— si la résolution des unités i # 4y avec un prix p*~!) fixé conduit & des productions @i(ugk))
un niveau de production qu’il est raisonnable d’imposer a 1'unité iy est :

iio

Y

car alors, la contrainte dans (38) correspond a la contrainte du probleme initial;
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— si la résolution de I'unité iy avec une production imposée v*~1 fournit la valeur pgf) du
multiplicateur, le prix incitatif a la production pour les unités i # iy peut étre :

k
p(k) _ pl(o) : (41)

car ainsi, ces unités comparent dans (39) leur cott de production au cout marginal de I'unité .
Dans ce schéma, il n'y a donc pas de niveau de coordination comme il en existait dans les deux
méthodes précédentes, puisque chaque unité joue un role dans la coordination des autres unités. Par
contre, il y a un choix a effectuer pour savoir quelle unité sera traitée comme dans la méthode par
allocation, les autres unités unités étant alors traitées comme dans la méthode par les prix. On a
représenté sur la figure 7 les deux choix possibles dans le cas N = 2 (probleme a deux unités).

D1
Unité 1 = Unité 2
(traitée par allocation - (traitée par les prix)
s (uy”)
_ 91(“5“) —~ ]

Unité 1 Unité 2
(traitée par les prix) - (traitée par allocation
(k)

%)

FIGURE 7 — Schéma de principe de la décomposition par prédiction

Remarque 6. De ce choix va dépendre 'efficacité de la méthode de décomposition par prédiction. En
effet, les méthodes par les prix et par allocation présentent chacune en pratique des avantages et des
inconvénients ; un choix bien raisonné peut permettre de cumuler les avantages des deux méthodes
(alors qu'un mauvais choix risque de cumuler les inconvénients. . . ).

On montre alors que, sous 'hypothese d’existence d’'un point selle pour le sous-probleme (38) et
d’une solution pour les sous-problemes (39), la concaténation des solutions des N sous-problemes
fournit la solution du probleme global pourvu que les relations (40) et (41) soient vérifiées par les
solutions locales des sous-problemes.

Un premier algorithme de décomposition et coordination par prédiction est alors directement suggéré
par les considérations précédentes : la k-eme itération de cet algorithme consiste, a partir de va-
leurs ™) et p®) données, & résoudre les sous-problemes (38) et (39), puis & obtenir les nouvelles
valeurs v**1) et p**+1) 3 I’aide des relations (40) et (41). Cette itération a donc la forme suivante.
Unité i, : a production v fixée,
— résolution du sous-probleme :

min J; (u;,) sous Oy, (u;,) — o™ =0,
UiOGU%d
la solution et le multiplicateur optimal étant notés ugfﬂ) et pz(.(’f*l)?
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— calcul du prix p**+1 qui sera utilisé par les unités i # iy & l'itération suivante :
p(k+1) _ pl((l)wl) ‘

Unités i # iy : & prix p® fixé,

— résolution des sous-problemes :

Usg EU?d

les solutions optimales étant notées ul(-kﬂ),

— calcul de la production v+ qui sera utilisée par I'unité i a I'itération suivante :

o+ — g — Z @i(ugkﬂ)) )
iio
On constate que le traitement complet de I'unité iy dans l'itération précédente consiste, du point de

vue de la coordination, & calculer un prix p**t1) & partir de la donnée d’une production v*), ce que
I’on représente symboliquement par un opérateur W :

pD = @ (p®) |

De méme, 'ensemble des calculs effectués sur I'ensemble des unités ¢ # iy revient a obtenir une
production v**tY & partir d’'un prix p®, ce que 'on modélise par un opérateur = :

W) = Z(p®) |

Avec ces nouvelles notations, une itération de la méthode par prédiction s’écrit sous la forme :

oY 0 = vk

pD ) Lo 0 pk) )
ce qui correspond a l'itération d’'une méthode de point fize sur le couple (v*), p*)). Dans cette mise en
ceuvre paralléle'’ de la méthode, la solution obtenue a chaque itération ne satisfait pas la contrainte
globale de production : ©;, (ul(f)) + D iy ©:(ul®) # 6. Par contre, la méthode est telle que 'on a

toujours : @,-O(u;’f“)) + D izi @i(ugk)) = 6. Si l'on veut disposer d'une solution admissible a chaque
itération, il suffit dans ce cas de mettre en ceuvre une version séquentielle de 1'algorithme, dont la
k-eme itération s’écrit a ’aide des opérateurs ¥ et = sous la forme suivante :

— résolution des unités i # ig & prix p®*) fixé :

o =2 ("),

— résolution de 1'unité iy & production v**1) fixé :

pD = g (DY

Dans cette mise en ceuvre, la résolution a l'itération k£ du sous-probleme iy dépend de la solution du
sous-probleme i # iy a la méme itération. La méthode de point fixe associée s’écrit :

p" =wo= (),

et on vérifie trivialement que la solution (ugkﬂ), e ,uS\I,CJrl)) de chaque itération de cette méthode

de point fixe satisfait la contrainte globale de production du probleme initial. On notera enfin qu’il
existe une seconde version séquentielle de I'algorithme, & savoir : v**1) = Zo ¥ (v(®)), ne fournissant
quant a elle pas a chaque itération une solution admissible.

11. car les N sous-problémes peuvent étre résolus simultanément, par exemple sur un calculateur parallele
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Remarque 7. Il est possible d’accélérer la convergence d’un algorithme de point fixe en relazant les
variables sur lesquelles porte 1’algorithme.
— Dans la mise en ceuvre parallele, les valeurs (v*+1 p#+1)) se calculent alors par les formules :

o) = (1 — )™ + 6(9 — Z @i(ul(-kﬂ))) :
iio
k41
p* = (1= p)p™ + ppip ™,
ou € et p sont des nombres strictement positifs. On parle de sur-relazation si ces nombres
sont plus grands que 1, et de sous-relazation s’ils sont plus petits que 1. Le cas e = p = 1
correspond a l'algorithme sans relaxation.
— Dans la version séquentielle, on ne relaxe que la valeur p
bilité de la solution :

k+1) i I'on veut préserver I’admissi-

k41

p* = (1= p) p™ 4 ppli ™Y

Il existe une abondante littérature sur les méthodes de point fixe, que I'on pourra consulter pour
plus de détails.

L’interprétation mathématique que ’'on donne de la méthode de décomposition et coordination par
prédiction repose sur l'idée d’écrire un probleme équivalent au probleme initial en introduisant une
nouvelle variable v et en se servant de cette variable pour scinder la contrainte initiale en deux mor-
ceaux. Si l'on choisit d’affecter la contrainte initiale a I'unité ¢, le premier morceau de la contrainte
ne doit contenir que le terme de production correspondant a I'unité 7, le second morceau incorporant
les termes de production correspondant a toutes les autres unités.
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Le probleme équivalent a (37) qui résulte de ces transformations est alors de la forme :

min . Z Ji(w;) (42a)

w1 €UM uneU | ve

sous les contraintes :

@7:0 (Uio) —v=0 s (42b)
> Oi(u) —0+v=0. (42¢)
i#i0

Notant p;, le multiplicateur associé a la premiere contrainte (42b) et p celui associé a la seconde
contrainte (42c), le Lagrangien de ce nouveau probleme est :

N

L(u1, ..., un,V, Pig, D) = ZJ@(%) + Dio (i (i) — v) —i—p(Z@i(ui) —0 —i—v) :

i=1 1#£i0

On suppose alors qu’il est licite de réorganiser les opérations de minimisation et de maximisation de
ce Lagrangien de la maniere suivante :

max min (max min E(ul,...,uN,v,pl-O,p)> )
PER vER \pij€R 4, €U uyeU3d

La maxi-minimisation la plus interne dans cette expression s’effectue a p et v fixés, ces variables étant

ensuite optimisées lors de la maxi-minimisation “externe”. Fixant les valeurs p = p®) et v = v, 1a
maxi-minimisation interne s’écrit :

max min Jio(Wig) + Dig (O (i) — v(k)) + Z Ji(ug) + p® ( Z O;(u;) — 0 + v(k)> .

Pig€R €U, uyeUsd P o

Comme le terme p®(—@ + v¥)) est constant & cette étape du calcul, cette maxi-minimisation se
réécrit sous la forme de N problemes de minimisation indépendants, a savoir :

pour i =io: min Ji(u;,) sous Oy (ug,) —v® =0,

uZOGU

pour i # g :  min J; (u;) + p* O, (uy)

uZGU

(k+1) | (k+1) )

dont on note les solutions respectivement (u; ", p;, kH)}

et {'LL iio -

Pour traiter la maxi-minimisation externe en (p,v), on choisit d’annuler les gradients partiels du
Lagrangien £ par rapport a ces variables :

V'U‘C(uh s auN7U7pioap) =D = Dig = 0 ; Vp‘c(uh s 7uNavvpioavap) = Z @Z(uz) —0+v=0 )
i#io
et on en déduit la mise a jour pour l'itération suivante des variables p et v :
p(k+1) _ pZ((l)chl) ; kD g Z @ k+1
i#i0

On retrouve exactement les sous-problemes formulés dans le cadre de la méthode de décomposition
par prédiction, ainsi que les formules de remise a jour de la production et du prix de cette méthode.
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Remarque 8. Il est a priori surprenant de constater que, dans cette interprétation, c’est le gradient
partiel du Lagrangien £ par rapport a v (resp. p) qui est utilisé pour remettre a jour la variable p
(resp. v). L'interprétation en terme de Lagrangien suggere d’utiliser plutot le gradient partiel de £
par rapport a v (resp. p) pour remettre a jour la variable v (resp. p) par un algorithme de type
Arrow-Hurwicz, qui s’écrit dans ce cas :

L) _ ) _ o ﬁ( k+1) ,,,ugl\;Jrl),v(’“),pngrl),p(k))
p(,ﬁq) B +,0V E( (k+1) ‘.7u§\];3+1)7v(k)’p§§+1)’p(k)) ’

soit les formules de remise a jour suivantes :

k+1

oD — (k) _ €<p(k) pl(0+ ))

pHD) — (k) +p<Z@ (k-+1)y 9+U(k)> 7
i#£i0

On dispose ainsi, en marge de 'algorithme de type “point fixe” exposé précédemment, d'un algo-
rithme de type “Arrow-Hurwicz” pour la remise & jour des variables (v®), p®)). Ces deux algorithmes
sont en pratique assez complémentaires, le premier convergeant plus rapidement que le second dans
le cas d’interaction faible!? entre les sous-problémes, et le second convergeant méme dans le cas
d’interaction forte.

2.4.2 Esquisse du cas général

Dans 'exemple précédent, il a fallu choisir a quelle unité était allouée la contrainte de production
pour mettre en ceuvre la méthode par prédiction. Ceci se généralise sans difficulté au cas de N unités
couplées par m contraintes. Il faut alors choisir, pour chaque contrainte du probleme, a quelle unité
on alloue cette contrainte. La répartition des contraintes sur les unités correspond en fait a une
décomposition de l’espace d’arrivée des contraintes R™ selon les sous-problemes. Plus précisément,
on décompose I'ensemble {1, ..., m} des indices des contraintes du probléme en N sous-ensembles, '3
le i-eme sous-ensemble contenant les indices des contraintes affectées a la i-eme unité. Ainsi, dans
la méthode par prédiction, chaque unité ne “voit” que la partie des contraintes qui lui est affectée.
C’est 1a une différence fondamentale avec la méthode par les prix (dans laquelle toutes les contraintes
“disparaissent” par dualité) et avec la méthode par allocation (dans laquelle chaque sous-probleme
“voit” toutes les contraintes). Une fois la répartition des contraintes effectuée, le sous-probleme
associé a 'unité ¢ se formule :

— en fixant dans les contraintes affectées au sous-probleme i les productions des unités j # i

aux valeurs obtenues lors de l'itération précédente ;

— en ajoutant dans le critere du sous-probleme ¢ les termes de cotit correspondant a la production

de I'unité ¢ qui apparaissent dans les contraintes affectées aux unités j # i.
Pour illustrer cette procédure, on détaille le cas ou la /-eme contrainte du probleme, de la forme :

N
Z @g’j(uj') — 9[ =0 s
j=1

est affectée a I'unité 7. Lors de la k-eme itération de décomposition et coordination par prédiction, le
traitement de cette /-eme contrainte affecte I’ensemble des sous-problemes de la maniere suivante :

12. quand la contrainte est affectée a ['unité ip, interaction faible signifie que le terme ©,, est prépondérant dans la
contrainte initiale
13. certains de ces sous-ensembles pouvant étre vides
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1. on incorpore dans le sous-probléeme associé a 'unité ¢ une contrainte de la forme :
k
@m(ui) + Z @g,j(ug- )) — Qg =0 s
J#
(0
j
2. on ajoute dans le critere de chaque sous-probléme associé a 'unité j # ¢ un terme de la forme :

(", 005(uy))

w;’ provenant de la résolution des sous-problemes j # ¢ a I'itération précédente ;

pék) étant le multiplicateur obtenu a l'itération précédente pour la contrainte du sous-probleme 1.

La prise en compte sur chacune des unités des modifications engendrées par le traitement de toutes les
contraintes conduit a la formulation des sous-problemes a résoudre dans la méthode de décomposition
et coordination par prédiction. Il n’y a de plus aucune difficulté a étendre 'interprétation de nature
mathématique a base de Lagrangiens et de maxi-minimisations emboitées développée sur I'exemple
ne comportant qu’'une seule contrainte au cas général, et donc a obtenir encore des algorithmes de
type point fixe et de type Arrow-Hurwicz.

Remarque 9. On consultera le polycopié (§2.1.4) pour une description complete du cas général. On
notera des a présent que les conditions de convergence de I’algorithme par prédiction de type point
fixe font intervenir une condition géométrique portant sur la décomposition de I'espace d’arrivée des
contraintes par rapport a la décomposition de I’espace de départ.

2.4.3 Application a un exemple

Pour fixer les idées, on illustre les étapes de la formulation des sous-problemes lors de 'affectation
des contraintes sur un exemple comportant trois unités et soumis & deux contraintes : 14

( min )Jl(ul) + JQ(UQ) + Jg(lbg) s
u1,u2,u3
sous les contraintes :
@1(’&1) — @2(U2) + @3(U3) S 0 s
Ql(ul) - Qg(Ug) =0.

On décompose le probleme en 3 sous-problemes dépendant chacun d’une seule variable u;, on note p;
(resp. p2) le multiplicateur associé a la premiere (resp. deuxieéme) contrainte, et on choisit :
— d’affecter la premiere contrainte au sous-probleme 1 (portant sur la variable uy),
— d’affecter la deuxieme contrainte au sous-probléme 3 (portant sur la variable us).
Le traitement des contraintes dans la méthode par prédiction conduit aux modifications suivantes.
1. La prise en compte de la premiere contrainte induit
— une contrainte ©;(u;) — v® < 0 dans le sous-probleme 1, avec v*) = @g(ugk)) — @3(Uék)),
— un terme additionnel —<p§k), ©5(us)) dans le critere du sous-probleme 2,

— un terme additionnel <p§k), ©3(u3)) dans le critere du sous-probleme 3.

2. La prise en compte de la deuxieme contrainte induit
— une contrainte —3(uz) — w® = 0 dans le sous-probléme 3, avec w*) = —Ql(ugk)),
— un terme additionnel (pék), Q1 (uq)) dans le critere du sous-probleme 1.

14. La premiere contrainte est une contrainte d’inégalité, mais cela ne modifie qu’a la marge la mise en ceuvre de
I’algorithme par prédiction.
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Le tableau 2.4.3 montre les transformations des sous-problemes a chaque étape du processus d’affec-
tation des contraintes.

Pour conclure, on peut faire sur cet exemple les observations suivantes.

— Les signes des termes additionnels dans les criteres des sous-problemes dépendent de la maniere
dont on écrit les contraintes. Il faut en particulier veiller a ce que la méme écriture de la
contrainte soit utilisée lors de la modification des différents sous-problemes.

— Il n’existe pas dans cet exemple d’ordre de résolution des sous-problemes conduisant a des
solutions admissibles a chaque itération dans une version séquentielle de I'algorithme, car le
sous-probleme 1 fait intervenir la solution du sous-probleme 3 et réciproquement.

On vérifiera que, si la premiere contrainte était affectée au sous-probleme 2 portant sur la
variable uy, un ordre de résolution admissible en version séquentielle serait : 1 — 3 — 2.

Avant affectation des contraintes

min,, Ji(u;) min,, Jo(uz) min,, J3(us)

Apres affectation de la premiere contrainte au sous-probleme 1

min,, Ji(uq) min,, Jo(ug) — <p§k), O (uz)) | miny, Js(uz) + <pgk), O3(us))
sous la contrainte

O1(u1) — Oa(uy”) + O3(uf”) <0

Apres affectation de la deuxieme contrainte au sous-probléme 3

min,, Jy(u1) + <pgk), Qi (w)) min,, Jo(ug) — <p§k), O (uz)) | miny, Js(us) + <pgk), O3(us))
sous la contrainte sous la contrainte

01 (1) — Os(uy”) + O3(uf”) <0 O (ul) — Qg(uz) =0

TABLE 1 — Constitution des sous-problemes dans ’exemple a 3 unités et 2 contraintes
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2.5 Exercices
Projection sur un hyperplan

On considere I'hyperplan 3y de RY défini par :

N
Egz{u:(ul,...,uN)ERN, Zulzﬁ}
=1

1) Calculer la projection d'un point u® € RY sur 3.
2) Retrouver la formule (36) de mise a jour des v; dans la méthode de décomposition par allocation.

Décomposition appliquée a un réseau d’eau

On a vu lors de la premiere séance que le probleme de l'optimisation de N sous-réseaux de
distribution d’eau connectés par une usine de refoulement se mettait, apres minimisation par rapport
aux variables locales des sous-réseaux, sous la forme :

N+1
min Ji(ui, wi2) o
{(uiﬂ1,ui,2)}£\:;1 ;

sous les contraintes :

N N
E Uig — UnN+11 =0 E Uio — Uny12 =0, (43b)
=1 i—1

ou l'on rappelle que, pour i variant de 1 a NN, chaque fonction J; est définie par une minimisation :

1 Uig —Uip — ;1 <0

- 1 1 1 <

Ji(ui1,ui2) = min - (ai,lvf’l + ai,gvfg) Sous B B " 50 . (44)
(viawi2) \ 2 Uil + Uio F Vi1 + V2 — Vg =

alors que la fonction Jy,; correspond simplement au cotit de I'usine de refoulement :

2 2
INp1(UNt11, UNy12) = (aN+1,1UN+1,1 + aN+172“N+1,2)

DN | —

Pour que le probleéme ait un sens physique, on ajoute sur les variables wu;; les contraintes suivantes :
Ogui,lgﬁi,l et OSUZ'?QSEZ"Q—@Z‘J VZ:L,N

Ces contraintes assurent que les volumes fournis aux sous-réseaux par 'usine de refoulement sont
positifs, et que ces volumes sont compatibles avec les contraintes locales de chacun des sous-réseaux.
Il n'y a par contre pas de contraintes spécifiques sur les variables un411 et uny12.

Décomposition par les prix

1) Ecrire les sous-problemes apparaissant dans une itération de l'algorithme de décomposition par
les prix appliqué au probleme (43), ainsi que 1’étape de coordination associée..

2) Résoudre completement le sous-probleme associé aux variables uny11 et uni12. Donner une
interprétation économique de ce sous-probleme, ainsi que des N autres sous problemes.

3) Ecrire le sous-probleme d’optimisation associé au i-bme sous-réseau (1 <i < N) en réintroduisant
les variables (v;1,v;2) et les contraintes locales de ce sous-réseau.

4) Discuter des particularités du sous-probléeme précédent.
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Décomposition par allocation de ressources
Répondre aux mémes questions que dans le cas de la décomposition par les prix.

Décomposition par prédiction

Affecter les contraintes couplantes au (N + 1)-éme sous-probléme et répondre aux mémes questions
que précédemment.
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2.6 Corrigés

Projection sur un hyperplan particulier
Soit u! la projection du point u° sur X :

uf = projze (uo) .

Par définition de la projection, le point uf réalise le minimum de la distance entre le point u® et I'ensemble Yy, et
s’interprete donc comme la solution du probleme d’optimisation :

N

1 2

: § : 0

min — U; — UWU;

ueRNQ, 1( z z) ’
i=

sous la contrainte

N
i=1

Ce probleme a toutes les bonnes propriétés (critére quadratique défini positif, contrainte linéaire, ...). Notant p le
multiplicateur (scalaire) associé & 'unique contrainte et p* sa valeur optimale, les conditions de Karush-Kuhn-Tucker

associées s’écrivent :
) uf—ud+pf =0, Vi=1,...,N,

. N
(i) oL, uf = 0.
Additionnant les N premieres conditions (i) et remplagant dans le résultat la somme des uf

obtient :
1 <i )
0
= — ui — 9 .
N i=1

Reportant dans chacune des N premieres conditions la valeur de p? ainsi obtenue, on obtient :

par 6 (condition (ii)), on

N
1
uf:u?—ﬁ Zug—ﬂ Vi=1,...,N,

ce qui fournit le résultat recherché.
Application a la décomposition par allocation. Dans la méthode de décomposition par allocation de ressources,
I’étape de remise a jour de ’allocation consiste a effectuer un pas de gradient, dont le résultat est projeté sur la

contrainte Yy. Le pas de gradient avant projection de la i-eme composante vgk) de I’allocation fournit la valeur :

k+1
( )—l—pp( +)
car p(kH) V‘bi(vgk)) (interprétation marginaliste des multiplicateurs). Utilisant le fait que le point (v (k), . ](\];))
appartient a I’hyperplan Xy, la formule de projection :
k k k
v§ +1) ( )—l—ppg +1)
: = projg, : ;
U](\’;Jrl) (k) —i—pp(kﬂ)
fournit exactement la relation (36) :
v§k+1) = vi(k) +p (kH) Z (k1) Vi=1,...,N.
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Décomposition appliquée a un réseau d’eau
On note U2 I'ensemble admissible auquel doit appartenir le vecteur (u;1,u;2) pour i variant de 1 & N :
UM = {(ui1,uip) €R?, 0< w1 <01 et 0<ujn < Vi —0in} -

Dans le cas ol I'on définit les variables uny1,1 €t un41,2 par les équations (43b), il n’y a pas de contraintes spécifiques
sur ces variables, de telle sorte que I’ensemble admissible U f{,dﬂ est égal & tout I'espace R2.

Forme des fonctions J;, pour 1 <i < N
Supposant les débits u; 1 et u; 2 fixés, le probleme de I'optimisation du i-eme sous-réseau s’écrit :

1
: 2 2
W g (@i1viy + ai2vis)
1,15V,

sous les contraintes

Vi1 — Vi1 — U1 <0,
Vi1 + V2 4+ Ui + U2 — V2 =0,
Le Lagrangien obtenu en dualisant les contraintes est :

1 _ _
L(vi1,vi2,pi1,pi2) = 5 (ai,lvi2,1 + ai,zvﬁg) + pi1 (Vig —vig —win) + pi2(vin tvig+uin +uie — i),

et les conditions de Karush—Kuhn—Tucker prennent la forme :
ai1vi1 —pi1+pi2=0,

a;2v;2 +pi2=0,
Vil —vi1—u1 <0 , pi12>0,
Vi1 4+ V2 + Ui +ui2 —02=0 , p;2 quelconque ,
pia (Uin —vin —ui1) =0.
On se livre alors au jeu habituel des devinettes sur la derniere condition (dite des écarts complémentaires).

— Si la contrainte inégalité n’est pas saturée (U;1 — v;1 — u;;1 < 0), la condition des écarts complémentaires
implique p; 1 = 0. La résolution du systeme linéaire des conditions d’optimalité résultantes fournit la solution
primale :

Q1

)

a; 2 _ _
- (Tig — Uil — Us2) , Vig = (Ti2 — i1 — Ui2)

Vil = ———— T
Qi1+ G52 a1+ a2

et le fait que la contrainte ne soit effectivement pas saturée conduit & la condition :
(@i1 +ai2)Vi1 < @i 202 + G 11 — Qi 2U; 2 -
— Si la contrainte est saturée, on a v; 1 = ;1 — u;,1, la solution primale est :
Vi1 = V1 — U1, Vi2 = Uj2 — Vi1 — U2,
et dire que le multiplicateur p; ; est positif ou nul équivaut a la condition :
(@i + ai2)Ui1 > @i 202 + Q11 — Qi 2U; 2 -

Remplagant alors dans la fonction cotit du i-eme sous-probleme les variables v; 1 et v; 2 par ces valeurs optimales, on
obtient I’expression du cotut J; du i-éme sous-réseau :

@q,104,2

— 2 . —_ —_
T@ata ) (uin +ui2 — Ui2) si (@i + @i2)0i1 < @202 + i1l 1 — Gi2Ui2 ,

Ji(uin, ui2) =

% (%1(%‘,1 - 171‘,1)2 +a;2(uie — 0o+ 171‘,1)2) si (ai1 4 @i2)0i1 > a; 202 + Q11 — Gi2Ui2 -
On notera que la fonction J; n'est pas strictement convexe (terme (u;1 + ;2 — 171-’2)2 dans l’expression de J;). De
maniere intuitive, on voit que dans le cas ou la contrainte inégalité du probleme d’optimisation du i-éme sous-réseau
n’est pas saturée, on peut diminuer u;; (jusqu'a saturer la contrainte) tout en augmentant u;o (pour continuer a
respecter la contrainte égalité) sans aucune modification de coiit : la solution du probléme n’est donc pas unique.
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Forme de la fonction Jy 1
La fonction Jy 41 est directement la fonction cotit de 'usine permettant d’alimenter les N premiers sous-réseaux. Elle

est donc de la forme : )
2 2
IN+1(un+1,1, UN+12) = 5 (an+11UR 410+ anp12UN 1 2)

an+1,1 et an41,2 représentant les cotits unitaires de 1’énergie pour cette usine, un11,1 et un41,2 étant les volumes
globaux distribués par 1'usine a ’ensemble des IV premiers sous-réseaux pour chacun des pas de temps.

Décomposition par les prix
1) Notant p; et po les prix associés aux contraintes explicites du probleme (43), le Lagrangien s’écrit :

N+1 N N
L(Ul,l,um,n-,UN+1,1,UN+1,27P1,192):E (Ji(ui,i, ui2)) + o1 E Uil —UN41,1 | + D2 E Uj2 —UN1,2 | -

i=1 i=1 i=1

L’algorithme de décomposition par les prix consiste a minimiser ce Lagrangien par rapport a toutes les variables u; ¢ en
fixant les valeurs p; et po, puis & remettre a jour les prix par un pas de gradient de longueur p. Initialisant I’algorithme

avec des prix pgo) et péo) quelconques (nuls, par exemple), 'étape de minimisation de la k-éme itération de Palgorithme

se décompose en la minimisation de IV + 1 sous-problémes indépendants :

min Ji(ui,l, um) + p(lk)um + p(Qk)um Vi=1...N,

(wi,1,u4,2)€EUR

min J L) —p®
N1 (UN 1,1, UNL,2) — PO UNS11 — Py UN4L2 -
(uN+1,1,uN+1,2) ER?
k+1) (k41 k+1 k+1 . . . L .
Notant (ug 1+ ), ug 2+ )), ey (usvil)l, ug\,il)z) les solutions de ces problemes, 1’étape de remise a jour des prix est :

N
1 k k+1 k+1
p:(L ) =p§ )+ P (Z u§,1 )~ ugv+17)1> )

i=1
N
k+1 k k+1 k+1
Pg ) Zpé )4 P (Z ug,z ) - USV+1,)2> .
i=1

2) Dans le dernier sous-probléme de minimisation, la forme de la fonction de coiit Jy1 est explicite :

1 2 2
Inpr(unsrn,unie) = 5 (@N+11UN 11+ aN412UN 1 2)
La solution de ce sous-probleme est alors :
) (k)
(k+1) _ _P1 LD P2
N+1,1 = v UNy12 =
11T Gna 127 G

<o . . R . . . k+1 .
et correspond & faire produire I'usine jusqu’a ce que son prix marginal au pas de temps ¢ (soit a N+17tugvil)t) soit égal

au prix proposé par la coordination (soit pgk)).

Pour les N premiers sous-problemes. la minimisation consiste a établir le meilleur compromis possible entre le cotut de
production de 'eau par 'usine local (terme J;(u; 1,u;,2), résultant d’une autre minimisation par rapport aux variables
locales v; 1 et v; 2) et le colit d’achat de I'eau & 'extérieur du sous-réseau (terme pgk)ui,l —i—pék)ui,g).

3) Pour i = 1,..., N, la forme détaillée du i-éme sous-probléme de minimisation est obtenue en remplagant J; par
sa définition (3), qui fait elle-méme intervenir une minimisation. Fusionnant les deux opérations de minimisation, et
écrivant explicitement les contraintes de 1’ensemble U24, le sous-probleme associé au i-éme sous-réseau s’écrit

1 i
= (aigv}y + aiav?y) + 0Py + P (45a)

mn
(Vi,1,0i,2,ui,1,uq,2) ER* 2

sous les contraintes

Uig — U1 —uin <0, (45b)
Vi1 + V2 + U1+ Ui — 02 =0, (45¢)
0<u;1 <1, (45d)
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0 < w2 <02 — 0. (45e)

4) La résolution du sous-probleme (45) est sensiblement plus complexe que celle correspondant au cas du sous-réseau
isolé (premier exercice de la premiere séance). Ainsi, si I’on résout directement les conditions de Karush—Kuhn—Tucker,
on doit envisager 32 alternatives (5 contraintes de type inégalité). 1> On peut d’ailleurs envisager bien d’autres méthodes
de résolution, allant de 'énumération exhaustive (en discrétisant les valeurs que peuvent prendre les variables v; 1,
V.2, U1 €t u; o) & Palgorithme de Uzawa (en formant le Lagrangien associé au sous-probleme (45)) en passant par les
méthodes de gradient avec projection sur les contraintes.

On notera que le probleme (45) n’est a priori pas strictement conveze, car les variables w; 1 et u; o apparaissent
linéairement dans la fonction colit & minimiser. Plus précisément, on a montré au début de I’exercice que le critere du
probléme (45) apreés minimisation en (v; 1,v;,2) s’écrit :

@;,105.2
(aig + ai2)

_ k k
(ui1 + w0 — Ui,2)2 +p§ )Ui,l eré )Ui,z )

pourvu que la solution (u; 1,u;2) vérifie 'inégalité :

@i — QoW > (i1 + a;2)01 — Gi 2052 -
Dans le cas pgk) = pgk), le critere ne dépend que de la somme u; 1 4 u; 2, et le probléme n’a pas forcément une solution
unique : il peut alors y avoir un probleme de stabilité du Lagrangien, et donc une impossibilité d’obtenir par cet
algorithme une solution du probléme initial.
Pour conclure, on remarquera que, dans le cas d’un sous-réseau particulier iy complexe en lui-méme (présence de
plusieurs usines locales et de plusieurs réservoirs), la minimisation par rapport aux seules variables locales v;, ; peut
déja étre une tache difficile. Y ajouter la minimisation par rapport aux variables u;,; (comme le fait la méthode
de décomposition par les prix) conduit & un sous-probleéme (45) dont la résolution peut étre trop consommatrice en
temps-calcul pour pouvoir étre insérée dans 1’algorithme itératif de coordination. Pour illustrer ce propos, supposons
que la minimisation en v;, ; uniquement conduisent a un temps calcul de 'ordre de la minute; optimiser en v;, et
en u;, + nécessite un temps de calcul plus important, de ’ordre de I’heure pour des méthodes de résolution basées sur
Pénumération des solutions (programmation dynamique, par exemple) : le processus de coordination étant basé sur
I’algorithme du gradient sur les prix, il demandera plusieurs dizaines d’itérations pour converger, soit quelques journées
de temps de calcul pour obtenir la solution du probléme global, ce qui est lourd, méme pour un grand systeme. 16

Décomposition par allocation de ressources
1) On se donne des apports d’eau (wgol),wg(;)) 1 <7 < N, pour les N premiers sous-réseaux, et on calcule pour le

. ) : (0) (0) . .
dernier sous-réseau les productions (wN 41,10 WNy1 2 ) de telle sorte que 'on ait une allocation :

N+1 N+1
Dowid =0, Y wi=0.
i=1 i=1

La k-eme itération de I'algorithme de décomposition par allocation de ressources consiste a minimiser le critere J; de
chaque sous-réseau sous une contrainte d’allocation locale. Pour chacun des N premiers sous-réseaux, on doit ainsi
résoudre :
min Ji(ui1,u2)  sous  u;q — wl(kl) =0 et wu;o— wEkQ) =0, (46)
(wi,1,ui,2) €U ’ ’

ce qui, outre la solution évidente : 17
W)

4,1

(k) (k+1) (k)
Wiy 5 Wi @ T Wio,

fournit les multiplicateurs optimaux associés aux contraintes, que ’on obtient en écrivant les conditions d’optimalité
en u; 1 et en u; o du Lagrangien associé au probleme (46) :

k k
Ji(ui, wi2) + pin (%‘,1 - w£,1)> + Di2 (%‘,2 - wg,g)) )

15. En fait, il n’y a que 18 alternatives & traiter car les contraintes de bornes portant sur les variables u;; indivi-
duellement s’excluent mutuellement deux a deux.

16. On rappelle que la méthode décomposition par les prix ne fournit une solution admissible — c’est a dire vérifiant
toutes les contraintes — qu’apres avoir convergé, ce qui interdit d’interrompre ’algorithme en cours de calcul.

17. évidente dans la mesure ot 'on ne s’intéresse qu’aux variables u; ; et u; 2, car la simple évaluation de la fonction J;
en un point est déja un probleme de minimisation par rapport aux variables locales v; 1 et v; 2
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ce qui donne :

(k+1) _ _ OJ; (uEFD 4Dy (k1) _ _ OJi o (kt1) ulEFD)
7,1 aui,l 7,1 ) Hg,2 ’ 1,2 aui72 7,1 ) Hg,2
Le sous-probleme associé au dernier sous-réseau est :
i J - —wW =0 et — —wih =0
min N+1(UNt1,1,UNG1,2)  sous UN1,1 Wy =0 et —unpr2 — Wy, , =0

(un41,1,uN+1,2)€ER?

Le Lagrangien associé s’écrit :

(k (k)
JN+1(UN+1,1, UN+1,2) — PN+1,1 (UN+1,1 + wNerl —PN+12 |UN+1,2 T WL 9] s

et sa solution complete est :

(k+1) (k) (k+1)

(k)

(k+1)
UN11,1oUNT12

N+1,1 = “WNi11 5 Uny12 = “WN1925
pUHD 0JN11 (u(k+1) u(k+1)) pEFD 0Jn+1
N+11 = N1, UN412) 5 PNy12 =
* dunyig VT + + OUN+1,2

(k+1)

On notera le changement de signe pour les multiplicateurs du dernier sous-probleme par rapport aux multiplicateurs
des N premiers, changement di a la forme des contraintes du dernier sous-probleme.

N+1

L’étape de remise a jour consiste a projeter un pas de gradient sur I’hyperplan Z w;+ = 0 des allocations admissibles

N+1
(k+1) (k) (k+1) 1 (k+1) (k+1)
wip S =wiy P N+1 Z; 1 v Wig
J:

= W; 9

(k)

1
a chaque pas de temps t, ce qui, pour 1 <i < N + 1, fournit la nouvelle allocat

+p

i—1
0n :

(k+1)
1,2

;N
N—i—ljz:p

2) Comme on dispose dans le dernier sous-probleme de la forme explicite de la fonction de coiit Jy 1, on a directement

I’expression de ce dernier :

1
: 2 2
min 3 (aN+1,1UN+1,1 +ant12U%419)

(un41,1,uN+1,2)ER?

sous les contraintes :

k k
“UN+1,1 wg\/—)i-l,l =0 et —unyi2— wgv-)s-m =0,

d’ou 'on déduit les valeurs des multiplicateurs optimaux associés aux contraintes :

pg\lrc-ﬁ)l = aNHJ“S\EIi)l ) pg\]fcﬂé = aN+1,2U1\]/€E,)2 :
3) Pour i =1,..., N, la forme détaillée du i-eme sous-probléme de minimisation est obtenue en remplagant J; par sa
définition (44), et s’écrit :
(s D (ai,wf’l + ai,2UZQ) ; (47a)
sous les contraintes
Vi1 — v — Ui <0 (47b

Vi1 + Vi 4+ Ui + U2 — V2 =0,

(k)
i1 —w; ¢y = U,

(k)
Ui2 = Wig = U,

0<wu1 <vin,

0<uj2<7v;2—0;1.

(47¢
(47d

(
(47t

)
)
)
47e)
)
(47g)

)

Pour ces N premiers sous-problemes, la minimisation consiste donc & faire produire 'usine locale (variables v; 1 et v; o
au moindre coit, les quantités d’eau u; 1 et ;o fournies par I'usine du dernier sous-réseau étant fixées a des valeurs

devant respecter certaines contraintes.

4) La résolution du sous-probléme (47) est de complexité équivalente & celle correspondant au cas du sous-réseau
isolé (premier exercice de la premiere séance) pourvu que l’ensemble des points (v;1,vi2,U;1, Ui 2) Satisfaisant les

contraintes ne soit pas vide. On doit envisager deux cas :
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§”§) €10,7;1] et w(g) € [0,7;,2 — ;1] : I'ensemble des solutions n’est pas vide, les contraintes de bornes (47f)

— w )
et (47g) sur les variables u; 1 et w; o sont toujours vérifiées et peuvent étre ignorées; notant A; 1, i 2, pi1
et p; 2 les multiplicateurs respectifs des contraintes (47b), (47c), (47d) et (47¢), on obtient, en écrivant les
conditions d’optimalité par rapport aux variables u; 1 et u; o les relations suivantes :
(k+1) _ y(k+1) (k+1)
1= A A

(k4+1) _ (k+1)
p; i )y Dio = _)‘m .

11 suffit alors de minimiser le critere (47a) sous les contraintes (47b) et (47c) dans lesquelles on remplace les u;

(k) 1) (k+1)

par w;, , pour obtenir les multiplicateurs )\E? ; et donc les multiplicateurs p; ;" utilisés par la coordination.

— wikl) ¢ [0,7;1] ou wg;) ¢ [0,0;2 — U; 1] : Pensemble des solutions est vide, et il n’est alors pas possible de

calculer les multiplicateurs pgﬁﬂ) et pg,k;l). On tombe sur I'inconvénient majeur de la méthode par allocation

de ressources, qui peut conduire & formuler des sous-problemes “trop contraints”, ce qui bloque 'algorithme
de décomposition et coordination.

Dans le cas de ce probleme particulier, il existe cependant un moyen ad hoc de faire fonctionner l’algorithme de
décomposition et coordination par allocation. Il suffit en effet de “déplacer” les contraintes (47f) et (47g), en les écrivant
sous la forme équivalente 0 < w; 1 < T;1 et 0 < w;o < 00 — i1 (car u;1 = w;1 et u; 2 = w; 2), afin qu’elles soient
traitées par le niveau de coordination et non lors de la résolution des sous-problémes. Alors, ces résolutions ne posent
plus de difficultés car les ensembles de points satisfaisant les contraintes ne sont plus jamais vides. Quant au niveau
de coordination, il consiste & projeter un pas de gradient sur ’intersection des hyperplans d’équation ng{l wir =0
d'une part, et de I'intersection de tous les ensembles U4 d’autre part. Ce type de projection complexe peut étre réalisé
en projetant successivement sur chacun des ensembles composant 'intersection. On doit alors mettre en ceuvre un
algorithme itératif de type point fixe, illustré Figure 8 pour le cas N = 1 : partant d’un point w(®) représentant le

pas de gradient avant projection, on projette alternativement sur ’hyperplan ¥ (points w®, w® w®), ...) et sur
I'ensemble U4 (points w®, w® | w® .) jusqu’a converger vers le point wf appartenant & l'intersection ¥ N U2,
Uz

N

N

N

N

Uy
N
> U

FIGURE 8 — Projection sur l'intersection de deux ensembles convexes

Cette solution est séduisante car, d’une part les résolutions des sous-réseaux restent simples (du méme ordre de
complexité que celle des sous-réseaux isolés), et d’autre part 'algorithme de projection est facile & mettre en ceuvre
et converge tres rapidement. Elle est cependant adaptée au probleme traité et n’est pas générale.

Remarque 10. Une autre solution respectant Pesprit de la décomposition par allocation de ressources (sinon sa
lettre. .. ) consiste & se donner une allocation (wl, ... ,wN) de taille N (et non de taille N 4+ 1 comme dans le cas
exposé précédemment). Dans cette solution, pour chacun des N premiers sous-réseaux, on doit résoudre :

: (k) (k)
( HllI; e Ji(ui1,u2)  sous w1 — w;y =0 et w2 —w, =0, (48)
Ui, 1,Uq,2) €U

47



le sous-probléeme associé au dernier sous-réseau étant alors :

N N
! J SN w® 0 et SNk
min N+1(UNF1,1, UN+1,2) SOUS  UN41,1 w;y =0 et unii12 w5 =0.
(un41,1,uN+1,2)ER? P P

Il n’y a plus aucune contrainte portant sur les variables w; et la méthode de gradient assurant leur remise & jour
ne comporte donc plus d’opération de projection sur un hyperplan. Le calcul de gradients pour la remise a jour des
variables w; doit bien sur étre adapté car alors, les dérivées par rapport a chaque variable w; sont la somme d’un
terme provenant de la fonction J; et d’'un terme provenant de la fonction Jy 1.

Dans cette nouvelle mise en ceuvre de la méthode par allocation, lorsqu’on déplace les contraintes portant sur les
variables u; sur les variables w; afin de rendre les ensembles admissibles des sous-problémes non vides, on n’a plus a
considérer au niveau de la remise a jour des variables w; que des contraintes de borne, pour lesquelles la projection se
fait de maniere explicite.

Décomposition par prédiction
1) Dans la mesure ol 'on a choisi de faire gérer les deux contraintes couplantes, & savoir :

N N
E U1 —un+1,1 =0 E U2 —uUN+1,2 =0,
im1 i=1

par le dernier sous-réseau, la minimisation associée & ce sous-réseau doit étre effectuée sous contraintes (comme dans la
méthode par allocation). Pour les N premiers sous-réseaux, on doit modifier le critére & minimiser afin de tenir compte
de maniere duale des contraintes (comme dans la méthode par les prix). On écrit ici l'algorithme dans la version
classique (parallele), ainsi que dans la version séquentielle, la résolution d’un sous-probleme a la k-éme itération dans
ce dernier cas utilisant toutes les informations déja obtenues a cette itération.

— Version parallele Initialisant ’algorithme avec des prix (pg\%_l?l,pg\%m) et avec des volumes <u£01)7 “z('?z) ),

1 < i < N, on résout a la k-eme itération de ’algorithme par prédiction le sous-probleme associé a chacun des
N premiers sous-réseaux, a Savoir :

. k k )
min Ji(wi1,ui2) + pg\,z_l 1Ui1 —|—p5\,2~_1 JUips  Vi=1...N,
(wi,1,ui,2)EUM ’ ’

probleme dont la solution est notée (ugﬁﬂ), ugf’;l)).

On résout aussi le probleme sous-contrainte associé au dernier sous-réseau :

N

N
min J ( (k) _ =0 et (k) -0
N41(UN41,1,UN$1,2)  sous u; 7 —unt11 =0 e Uiy —unt1,2 =0,
(un+1,1,uN+1,2)ER? P pat

k41 k—+2 - . . .
et on note (pgvil)l, pg\/il)Q) les multiplicateurs optimaux associés aux contraintes.

Dans cette version de I'algorithme, tous les sous-problemes peuvent étre résolus simultanément.

— Version séquentielle Initialisant ’algorithme avec des prix (pg\%rl 1 pg\?l_l 2), on résout a la k-éme itération

de I’algorithme par prédiction le sous-probléme associé a chacun des N premiers sous-réseaux, a savoir :

. k k .
min Ji(um, ui,g) + pg\l'zi-l 1Ui1 +p5\73’_1 2 Uj,2 Vi=1...N s
(us,1,u4,2)€UR ’ ’

N . . k+1)  (k+1 . . .
probleme dont la solution est notée (ug 1+ ),ug 2+ ) (on notera qu’il n’existe aucune influence entre ces N

sous-probléemes, qui peuvent donc étre résolus en paralléle bien que I'on décrive ici une version séquentielle de
lalgorithme).

On résout ensuite le probleme sous-contrainte associé au dernier sous-réseau en utilisant les dernieres valeurs
lors des résolution précédentes :

N N
. (k+1) (k+1)

min IN+1(UN+1,1, UN+1,2) sous E u;; 0 —un+1,1 =0 et E Ujop  —unt12=0,
(uN41,1,uN+1,2)ER? =1 =1

k+1 k+2 .1 . - .
et on note (pg\,_tl)l, png)z) les multiplicateurs optimaux associés aux contraintes.

Dans cette version de l’algorithme, le dernier sous-probléeme doit étre résolu apres les N premiers sous-
problémes.
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La version séquentielle, conduisant & des solutions admissibles (c’est & dire vérifiant toutes les contraintes du probleme
initial) & chaque itération, et étant “presque autant parallélisable” que la version parallele, sera seule considérée dans
la suite.

2) Utilisant la forme explicite de la fonction de coiit Jy1, on obtient directement 1’expression des multiplicateurs
issus de la résolution du dernier sous-probléme :

N N
(k+1) _ (k+1) (k+1) _ (k+1)
PNy11 = ON+1,1 Zui,l v PNy1,2 = @N+1,2 Zui,2 .
i=1 i=1

Ce sous-réseau est résolu comme dans la méthode par allocation de ressources, ce qui ne pose pas de difficultés
particulieres car il n’est soumis a aucune autre contrainte que celles issues de ’allocation, de telle sorte que ’ensemble
satisfaisant les contraintes n’est jamais vide.

3) Pour chaque i =1, ..., N, la forme détaillée du i-eéme sous-probléme de minimisation est la méme que celle obtenue
dans la méthode par les prix, et est donc décrite par les équations (45). Pour ces N premiers sous-problemes. la
minimisation consiste donc a établir le meilleur compromis possible entre le cotit de production de I’eau par 1'usine

local (terme J;(u;1,u;,2), résultant d’une autre minimisation par rapport aux variables locales v; 1 et v; 2) et le cotit

N .. . k k
d’achat de l'eau a lextérieur du sous-réseau (terme pg\,z_lum +p§vll SU; 2).

4) La restriction faite lors de la discussion & propos de la méthode par les prix concernant la lourdeur éventuelle des
résolutions locales reste valable, mais on peut maintenant interrompre 1’algorithme en cours de calcul car, dans ce cas,
la solution obtenue a la fin de chaque itération de la méthode par prédiction est admissible. Dans cette application
spécifique, la méthode par prédiction s’interprete comme une “méthode par les prix admissible” ; ceci n’est pas général
et est di a la forme tres particuliere du dernier sous-probléme.

Supposons pour conclure que le probleme d’optimisation associé au sous-réseau numéro iy soit déja complexe (sous-
réseau comportant de nombreuses usines et réservoirs locaux), de telle sorte qu’il ne soit pas possible de le résoudre
comme dans la méthode par les prix. Comment faire pour modifier la méthode par prédiction afin que ce sous-réseau
y soit traité comme dans la méthode par allocation ?

Pour répondre a cette question, on va transformer le probleme initial en y introduisant de nouvelles variables v;
pour ¢ variant de 1 & N, qui vont représenter les variables u;; dans le dernier sous-probléme (technique connue en
optimisation sous le nom de “dédoublement de variables”). Le probléme global ainsi reformulé s’écrit :

N N
min Ji(u;) + In41 <Z 1/2-> . (49a)
i=1

(ws,vi) i=1
sous les contraintes :

Vi=1,...N, w—v; =0 et u; € U™, (49b)

2

oll, pour simplifier I’écriture, les variables u; et v; représentent respectivement les vecteurs (u;1,u;2) et (v41,v42).
C’est sur cette nouvelle formule que I’on met en ceuvre la méthode de prédiction, en affectant toutes les contraintes au
dernier sous-probleme, sauf les deux contraintes w;, — v;, = 0 et u;, € U{i}d que 'on affecte au ig-eéme sous-probleme.
La k-éme itération de l’algorithme (en version séquentielle) est alors :

— Sous-probléme i (i £igeti# N +1):

min Ji(ui) —|—pl(~k)ui ,
uiEUf"d
(k+1)
i .

La résolution de ces sous-problemes fournit les valeurs u.
— Sous-probleme N + 1 :

N
. k k+1 L
min IN+1 <E yi> _pl('o)yio sous ug + )_yi:O Vi # ig .
v; ER ‘
i=1

. . R . k+1) . . k+1 -
La résolution de ce sous-probléeme fournit la valeur I/i(o 1) ainsi que les valeurs pg 1 des multiplicateurs.
— Sous-probleme iy :
. E+1
min J;(u;)  sous  u;, — Vi(o tH_y.
uieriaOd

(k

La résolution de ce sous-probléeme fournit la valeur piUH) du multiplicateur.
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On remarque tout d’abord que I'ordonnancement des sous-problemes est tel que la solution obtenue a chaque itération
est admissible. On constate ensuite, en écrivant les conditions d’optimalité du sous-probleme N + 1, que toutes les

valeurs p(kﬂ)

; (i # ip) sont égales entre elles (ceci est dl au fait que Jy1 ne dépend que de la somme des v;). La
résolution est donc tres semblable & la précédente, car les sous-problemes pour i # iy optimisent leur variable u; en
fonction d’un prix unique calculé par le sous-probleme N + 1. L’optimisation du sous-probleme ig se fait a u;, fixé,
ce qui était le but de 'opération. Quant a la résolution du sous-probleme N + 1, elle se fait en ayant fixé toutes les
variables v; sauf v;, et correspond donc & la minimisation en v;,. On peut remarquer pour finir qu'’il est possible de
ne pas prendre en compte les contraintes u;, € Uf(”)d dans le sous-probleme iy pourvu que 'on ajoute dans le sous-
probleme N + 1 les contraintes v;, € Ug)d (puisque wu;, = v4,), ce qui supprime tout probleme d’admissibilité dans le
sous-probleme ig.

D’un point de vue pratique, cette formulation obtenue par dédoublement de variables et méthode de prédiction est
pertinente '® car un sous-réseau iy, complexe est en général un sous-réseau pour le contrdle duquel on dispose de
beaucoup de flexibilité. La plage de variation des variables u;,: que peut supporter un tel sous-réseau est donc en
général grande, de telle sorte qu’il y a peu de risques d’imposer a ces variables des valeurs incompatibles avec I’ensemble
des contraintes.

18. méme sans tenir compte de la toute derniere remarque concernant le “déplacement” des contraintes Uf;d
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3 Principe du probleme auxiliaire et applications

3.1 Introduction

On a étudié jusqu’ici un probleme d’optimisation de la forme :

min  J(u) , (50a)

uelad
sous les contraintes :

O(u) € —C . (50b)

On a supposé que ce probleme était de grande taille, et on a présenté trois familles de méthodes de
décomposition et coordination (prix, allocation et prédiction) permettant de le résoudre. La mise en
ceuvre de ces méthodes reposait sur les hypotheses, apparemment essentielles, suivantes.

1. Il existe une décomposition de 1'espace U telle que I’ensemble admissible U?¢ se mette sous la
forme d’un produit cartésien U x ... x Ud;

w=(uy,...,uy) €U «—= u; €U Vi=1,....N.

1

2. La fonction de cout J est additive par rapport a cette décomposition :

N

T(u) = Ji(us) .

i=1

3. La fonctionnelle des contraintes © est additive par rapport a cette décomposition :

Remarque 11. Dans la méthode de décomposition par prédiction, on a vu qu’il fallait de plus
introduire une décomposition de I'espace C d’arrivée des contraintes ©, compatible avec celle de
I’espace U.

Notre but est maintenant de relacher ces hypotheses. En fait, on gardera ’hypothese concernant
la forme “produit cartésien” de I’ensemble admissible U?! qui n’est pas contraignante car il suffit
de mettre toutes les contraintes couplantes dans la fonction © plutot que dans ’ensemble U, Par
contre, on veut faire disparaitre les hypotheses d’additivité sur J et © car :

— beaucoup de problemes ne sont pas additifs (méme s’ils le sont souvent “presque”);

— certaines méthodes de résolution (comme le Lagrangien augmenté) introduisent des couplages.
Pour cela, on va introduire un principe général en optimisation appelé principe du probleme auziliaire
(PPA), qui fournit un cadre unifié permettant de construire des algorithmes d’optimisation, avec les
avantages suivants :

— le PPA permet en décomposition/coordination de s’affranchir des conditions d’additivité;

— le PPA permet d’améliorer le conditionnement des problemes ;

— le PPA permet de simplifier ’étude de la convergence des algorithmes.

On va commencer par exposer ce principe dans le cas sans contrainte explicite. On traitera dans une
deuxieme partie le cas général.
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3.2 Optimisation sur un ensemble admissible

On s’intéresse a un probleme d’optimisation sans contrainte explicite, ¢’est a dire dans lequel un
ensemble U?! rassemble toutes les contraintes d’admissibilité :

min  J(u) + J*(u) . (51)

uelUad
On suppose que I'espace U se décompose en un produit de N sous-espaces U; tels que 'ensemble U4
se mette sous la forme U x ... x U, L’écriture de la fonction coiit comme la somme des deux
termes J et J* correspond au fait que I'on considere que c’est la partie J qui rend le probleme
complexe, alors que la partie J* ne pose pas de difficultés. Ainsi, chaque fois qu’il sera question de

décomposer ce probleme, on supposera que la fonction J* est additive par rapport & la décomposition
de 'espace U : 17

N
T2 (un, . uy) =) T ()
i=1
On rappelle que, pour résoudre le probleme (51), on a besoin des hypotheéses “minimales” suivantes :

1. U* est un convexe fermé de U ;
2. J et J* sont des fonctions convexes, s.c.i. propres;
3. J + J* est coercive;
4. J est Gateaux-différentiable.

Les trois premieres hypotheses sont suffisantes pour assurer 'existence de solutions au probleme (51).
La derniere hypothese permet de caractériser une solution u* de (51) par I'inéquation variationnelle :

Vue U, (VJWh), u—ul )+ J"(u)— J>(u") >0. (52)

3.2.1 Présentation de la méthode

Quand on veut décomposer le probleme (51), seul le terme J(u) est génant car il n’est a priori
pas additif par rapport a la décomposition de ’espace U dont on dispose.

La premieére idée pour surmonter cette difficulté est de remplacer ce terme par son approxima-
tion au premier ordre autour d'un point u*) :

J) = J(u®) + (VIW) u—u® ) .

En fait, le terme J(u®) — (V.J(u®),u®) étant constant, cette approximation revient & remplacer
dans (51) le terme J(u) par le terme (V.J(u™) u) qui est linéaire en u. On constate alors que :
— ce nouveau terme, comme toute expression linéaire, est additif par rapport a n’importe quelle
décomposition de 'espace U,

— la condition d’optimalité du probleme aprés approzimation : mind (VJ (™), u) + J*(u), est
uelU?

exactement la condition (52) dans le cas u®) = u*,
On utilise ainsi la différentiabilité de J pour remplacer ’hypothese d’additivité que I'on faisait jus-
qu’alors sur cette fonction. Cependant, cette linéarisation risque de faire disparaitre le caractere
coercif de la fonction cotit : il faut donc introduire un nouvel ingrédient dans le probleme. . .

19. On notera en particulier que, en labsence de terme .J, le probleme (51) se décompose en N sous-problémes

totalement indépendants dont la i-éme instance est : min 1 T (ug).
u; €U
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La deuxieme idée consiste alors a ajouter dans le critere un terme fortement convezxe, et donc
coercif. Afin de ne pas perturber les conditions d’optimalité, on veut que le développement au premier
ordre de ce nouveau terme soit nul au point u®. Pour cela, on choisit une fonction K*), appelée
noyau de décomposition, que I’on suppose fortement convexe et différentiable, et on ajoute au critere
(dans lequel le terme J a déja été linéarisé) le terme :

1 k k)(, (k k), (k k
& (K( )(u) — K¢ )(u( )) _ < VK )(u( )) cu—u® >) 7
ot la constante multiplicative 1/e¢®), avec ¢*) > 0, permet de jouer sur le module de forte convexité
de la fonction K*). In fine, apres suppression des termes constants et normalisation par ¢*), le
probleme auquel on parvient est le suivant :
min K® (4) + ( eV I(u®)) - VK® (4®)) |y )+ €W JE () . (53)
uelU?
Ce probléme est appelé probléme auziliaire au point u®) associé au probleme (51). Sa solution 2 est
notée u**t1) et les conditions d’optimalité associées s’écrivent :

Yu e U, (VK® () + BV J(u®) = VE® (u®)) | oy — oFFD)
+ e (TR ) — TP *)) > 0. (54)
Partant d’un point quelconque u(® € U2, on construit ainsi la suite {u(k)} e engendrée par ’en-
chainement des résolutions des problemes auxiliaires (53). Supposons que cette suite converge vers un

point @. Alors, la solution du probleme auxiliaire au point @ est le point u lui-méme, et les conditions
d’optimalité (54) se simplifient en :

Vue UM, ™ ((VJ@), u—a)+J%u) — J*@) >0.

On retrouve au facteur € pres les conditions d’optimalité (52), d’ott I'on déduit que % est une
solution du probleme initial (51). Ceci suggere, pour résoudre (51), la mise en ceuvre de 'algorithme
suivant.

Algorithme 1.

0. Choisir une suite de fonctions {K(’“)}keN et une suite de coefficients {e(k)}keN .

1. Choisir un point ul® € U et un seuil de convergence o ; poser k =0 .
2. Calculer u*+1) = arg min {K® (u) + (ePVI(u®) = VKO (u®) u) + W JZ(u)} .
uelUa

3. Retourner a létape 2 en incrémentant k de 1 tant que ||u*) —u®|| > o .

Il peut paraitre paradoxal de remplacer la résolution du probleme (51) par la résolution d’une suite
de probléemes apparemment de méme nature. Ceci n’a de sens que si la résolution du probleme
auxiliaire (53) s’avere plus facile que celle du probleme initial, pour des raisons liées :

— au nombre d’opérations mises en jeu par la résolution,

— au conditionnement numérique du probleme auxiliaire,

— a la possibilité de le décomposer.
Le fait que les problemes auxiliaires soient plus ou moins faciles a traiter provient directement du
fait que l'on choisit les noyaux de décomposition K*) : c¢’est dans la pertinence de ce choix que se
révélera au cas par cas l'intérét du principe du probleme auxiliaire.

20. unique car on a supposé que la fonction K¥) est fortement convexe
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3.2.2 Théoreme de convergence

Théoreme 3.
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifices :
H1 [’ensemble U est un convexe fermé non vide de U, espace de Hilbert de dimension finie ;
H2 la fonction J est convexe, s.c.i., propre, Gateauz-différentiable, et sa différentielle J' est
lipschitzienne de constante A ;
H3 la fonction J* est convexe, s.c.i., propre ;
H4 la fonction (J + JE) est coercive sur U2 ;
H5 les noyaux de décomposition K sont fortement convexes de module b*), s.c.i., propres,
Gateaux-différentiables de différentielles K® lipschitziennes de constante B® | et l'on a :

3b>0, VkeN, bW >p e 3IB>0, VkeN, B® <B;
H6 les coefficients €®) vérifient les relations :

2p(F)

Ja>0, 38>0, VkeN, a<b < .
« 15} a<e S

Alors, on a les résultats suivants :
R1 le probléme initial (51) admet au moins une solution u*, et chaque probléme auxiliaire (53)
admet une unique solution u*+Y ;
R2 la suite {J(u®™)+ JE(u(k))}keN converge vers la valeur J(u®) + JE(uf), et cette suite est
strictement décroissante jusqu’a la convergence ;
R3 la suite {u(k)}keN est bornée, et tout point d’accumulation de cette suite est solution de (51).

Si on fait ’hypothese supplémentaire :
HT7 la fonction J est fortement convexe de module a,

alors on obtient de plus que :
R4 la suite {u(k)}keN converge vers l'unique solution u* du probleme (51) ;
R5 on dispose de la majoration a posteriori d’erreur :

k) _ o < AEBESEY iy w
|u utl| < Ju u|

La preuve de ce théoreme va suivre le schéma suivant, fréquemment rencontré dans 1’étude de la
stabilité d’un algorithme itératif.

1. On choisit une fonction £, appelée fonction de Lyapounov, opérant sur les variables u® et
telle que £ soit bornée inférieurement et coercive.

2. On montre que la suite {E(u(k))} ey décroit au cours des itérations de I'algorithme, ce qui

implique que cette suite converge et que la suite {u(k)}keN est bornée.

3. On cherche a calculer la limite de la suite {E(u(k))}keN en fonction de la valeur du minimum
du probleme initial.

4. On extrait une sous-suite convergente de la suite {u(k)} ey €0 on cherche a caractériser sa
limite.
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Démonstration. L’ensemble U étant un fermé d'un espace de dimension finie et la fonction (J + J*¥) étant s.c.i.
coercive sur cet ensemble, le probleme (51) admet au moins une solution uf. La fonction cofit du probleme auxi-
liaire (53) est la somme de fonctions s.c.i. convexes et est donc elle-méme s.c.i. convexe. Comme sa composante K (%)
est fortement convexe, elle est elle aussi fortement convexe et donc coercive. Enfin, Pensemble U4 est convexe. Le
probléme auxiliaire (53) admet donc une solution w5+t unique, ce qui achéve la démonstration du résultat R1.

On suit alors le schéma général de preuve en quatre étapes présenté a la page précédente.

1. On effectue le choix de fonction de Lyapounov £ suivant :
L=J+J",

2. Lasuite {£(u®)}, _ est minorée par la valeur J (uf)+.J* (u*) qui correspond au minimum sur U*?. Montrons
que cette suite est décroissante pour prouver qu’elle converge.
— Evaluant les conditions d’optimalité (54) du k-éme probléme auxiliaire au point u = u®) | on obtient :

1
JE @) — JE (D) > O <VK(k) (W®) = VE® (uE+DY _ 0y 7(y0) 4 ®) u<k+1>> . (55)
— Le fait que J’ soit lipschitzienne de constante A s’écrit (voir Annexe 3.5 du polycopié) :
A 2
J() = J(u) <(VJ(u),v —u) + 5“1} —ul]®.
Evaluer cette expression en u = u® et v = w1 conduit A :
A
J@®) = J@tD) = (TI@®),u®) — ) = Sy, (56)

Le noyau K®) étant fortement convexe de module b*) et différentiable, sa différentielle K *)" est fortement
monotone (voir Annexe 3.4 du polycopié) et donc :

<VK(1<) (W®) = VE® (kDY (k) _ u<k+1)> S OIMONNC SIS

Additionnant les expressions (55) et (56) et utilisant la forte monotonie de K ()" on obtient :

(k)
(J+ JE) (u(k)) _ (J+ Jz) (u(k+1)) > <b(k) _ ‘;) ||u(k) _ u(k+1)H2
€

> D) sz,
d’apres I'hypothese H6. On en déduit que la suite {£(u(®)} pen €5t strictement décroissante tant que T'on a

u®) £ (D) et quelle converge vers une valeur p vérifiant :

lim  (J+J%) (u®) = p > J(ub) + J5 (W) , (57)

k—+oco

et que la suite {[u(®) —uF+1) ||}kGN converge vers zéro.
Enfin la coercivité de (J + JE) implique que la suite {u(k)}keN est bornée.

3. Montrons que I'on a : p = J(uf) + J=(uf).
— De la convexité de J, on tire :

(J+J%) (@) = (J + J%) () > <VJ(u(k+1)), uf — u(k+1)> + J5(Wh) — JE WYY . (58)
— L’évaluation des conditions d’optimalité du k-eéme probleme auxiliaire en u = u! fournit :
1
Sl — JE (DY > (R) ((B)y — (k) (qu(k+1)y _ (R) (B)Y g — (kD)
T (W) — T (u )ze(k)<w< W®) = VE® (uE+Dy — e®y 7 (0®) f — > (59)
Remplacer Pexpression (59) dans (58) conduit & la relation :

(J+ Jz) (uu) . (J+ Jz) (u(k+1)) > §(k+1) \ (60)
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avec :
1
kD) = <VJ(u(k+1)) —VJ(u®),uf — u(k+1)> + ) <VK(k)(u(k)) — VE®) (1)) g — u(k+1)> )

k+1)

La valeur absolue de chacun des deux termes dont la somme vaut & se majore par application de I'inégalité

de Schwartz et en utilisant le fait que J' et K )" sont lipschitziennes de constantes respectives A et B*) :

|§(k+1)|

IN

B(k)
(4 7 ) I = w0 =)

B
< (A 2) I - a0 -ty

d’apres les hypotheses H5 et H6. La suite {u(k)}keN étant bornée, le terme ||uf — u**+D|| peut étre majoré

indépendamment de k. Comme la suite {Hu(k) — ykFD) ”}keN converge vers zéro, on en déduit que :

lim ¢® =0,

k— 400

On a déja montré que la suite {£(u™)}, _ est décroissante. De (57) et (60), on déduit :
(J+ %) (Wh) < (J+77) W®) < (J+T7) @) — P

et donc que la suite {E(u(k))}keN converge vers J(uf) + J¥(u?), d’olt le résultat R2.

4. Comme la suite {u(k) } ren €St bornée et que I'ensemble U?? est fermé, on peut en extraire une sous-suite {u(ki)}
convergeant vers un élément @ € U4, Le caractere s.c.i. de la fonction (J +J 2) implique alors :

lim  (J+J%) (W) > (J+J%) (a) .

ki—>+00

La convergence de toute la suite {E(u(k))}kEN implique : (J 4+ J%)(@) = (J + J=)(u?). Cette égalité prouve
que % est une solution du probléme initial (51), d’ou le résultat R3.

On suppose de plus que la fonction J est fortement convexe de module a.
— L’évaluation des conditions d’optimalité du k-éme probleme auxiliaire en u = u? fournit :

<VK(k)(u(k+1)) + OV TPy - VE® (F)) b — u(k+1)> +€® (Jz(uﬁ) — Jz(u(’“+1))) >0.
— L’évaluation des conditions d’optimalité du probléme initial en v = u(**1) fournit :
) <VJ(uu),u(k+1) - uﬁ> + € (Jz(u(k"’l)) — Jz(uu)) >0.

Sommant ces deux dernieres inégalités, et ajoutant de part et d’autre de l'inégalité résultante le terme additionnel
eV I (uFHD) 4+ — o) on obtient :

(k) <VJ(u<k+1>) — VI (), uD uﬁ> < ) <Vj(u<k>) ~ VI kDY u<k+1)> +
<VK<k> (WD) = VEE) () yf u<k+1>> ,

Utilisant la forte monotonie de J’ sur le terme & gauche de cette nouvelle inégalité, et 'inégalité de Schwartz ainsi que
le caractere lipschitzien sur les deux termes de droite, il vient :

e®gllu+D) _ )2 < <€(k)A + B(k)) [u® — u®HD | [t — B+

d’ou, apres simplification :
(k) /(K
Jutt+) s < 2B 0y
B a
On en déduit immédiatement la majoration d’erreur R4. Avec les hypotheses H5 et H6, on obtient :

) ] < XD 00 e
— a )

et la convergence vers zéro de la suite {Hu(k) —ukHD)|| }keN assure la convergence globale de la suite {u(’“) }keN vers uf,
d’ou R5. [
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3.2.3 Variantes de l’algorithme

Dans de nombreux cas, il est intéressant de pouvoir choisir les coefficients €*®) tous égaux a la
valeur 1. On donne ici deux variantes de l’algorithme permettant ce choix.

1. Une premiere méthode provient directement de ’examen de I’hypothese H6 du théoreme de
convergence. Pour faire le choix €®) = 1, il suffit en effet que la condition :
2p(F)
A+p =~ 7

soit vérifiée. Cette condition peut étre obtenue en augmentant artificiellement le module de
forte convexité b*) du noyau de décomposition par I'ajout d’un terme quadratique. En parti-

culier, utiliser le noyau :
(k

)
KO () + 1= Jull
fait passer ce module & la valeur (b +~®). Le choix de coefficients v¥) suffisamment élevés
permet alors d’assurer le respect des conditions de convergence de I'algorithme. Ceci revient
a rajouter dans le critere du probleme auxiliaire (53) le terme :

(k)

Il =2 ()

Ajoutant le terme constant 7*)||u*)||2/2, ce probleme auxiliaire se met sous la forme :

(k)

m(i]nd 7THu —u® 2+ K®(u) + (VJI(u®) = VE® (u®), u) + T (u) .
ueU*

Le terme quadratique additionnel se comporte comme un terme de freinage autour du point u*),
qui ralentit donc la convergence de I'algorithme. C’est pourquoi il y a en fait intérét a ne pas
choisir les coefficients v*) trop grands.

2. Une seconde méthode permettant d’assurer la convergence de ’algorithme tout en choisissant
les coefficients €®) égaux & 1 consiste a relazer les solutions des problemes auxiliaires & 1’aide
de coefficients p®) choisis & I'avance. L'étape 2 de 'algorithme 1 est alors remplacée par les
deux sous-étapes suivantes.

2.1 Caleuler u™+2) = arg min {K®(u) + (VJ(u®) = VE® (u®) u) + J*(u)} .

uelUad

2.2 Caleuler u®+D) = p®ykta) 4 (1 — p®))yk)

Le résultat u®*+1) de Pitération k est obtenu en relaxant la solution u*+2) du k-eme probleme
auxiliaire (dans lequel on a choisi €*) = 1) avec le résultat u*) de I'itération précédente.

On peut montrer que les conditions de convergence de ce nouvel algorithme sont en tout point
semblables & celles données dans le théoreme 3, pourvu que l'on ait p*) < 1. Cette derniére
condition assure que le point u*+1) obtenu par combinaison convexe de deux points de U4
est lui-méme dans U (car cet ensemble est un convexe).

Ces deux variantes sont en fait proches I'une de I'autre, la premiere consistant a empécher a priori
que la solution du probleme auxiliaire au point u*) ne s’écarte trop de ce point (en y incorporant
un terme quadratique de freinage), la seconde produisant le méme effet a posteriori en relaxant la
solution du probleme auxiliaire au point u*) avec ce dernier point.
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3.2.4 Intéréts théoriques et pratiques

Algorithmique. Le premier intérét du principe du probleme auxiliaire est théorique. Il permet
en effet de retrouver les principaux algorithmes d’optimisation dans un cadre unifié ou I'étude de
convergence a été effectuée une fois pour toute. Ainsi, dans le cas J* = 0,

— le choix d'un noyau de décomposition purement quadratique :

1
K(u) = 5 ul?
conduit au probléeme auxiliaire suivant :
Lo
T BN7 J (1 ®)) — *)
i G+ LD I) =)

dont la solution se calcule de maniere analytique et correspond a une itération de I'algorithme
de gradient projeté sur 'ensemble U4 :

u* ) = projra (u(k) — e(k)VJ(u(k))> ;
— le choix d'un noyau de décomposition approximant .J au second ordre :
K® (4) = %<u, J" (M) )
(J"(u®)) étant le hessien de J au point u*)) conduit au probléeme auxiliaire suivant :

1
min 3 (u, J"(uP) ) + (eBV I (u®) — J" (W)™ u) |

uclUad

dont la solution se calcule de maniére analytique dans le cas o U = U/ :
wFHD — (k) _ ((R) [(]’/(u(k))]_l‘ VJ(u(k)) :

et correspond exactement & une itération de 1’algorithme de Newton-Raphson avec €*) = 1.
On notera qu'il est essentiel que le noyau de décomposition K *) puisse dépendre de I'indice
d’itération k pour justifier I'utilisation de ’algorithme 1 dans ce cas.

Remarque 12. Dans le cas ot U?! est différent de U, on ne peut plus calculer de maniere
analytique la solution de ce probléme auxiliaire. 2!

Décomposition. Le second et principal intérét (du moins pour ce cours) du principe du probléeme
auxiliaire concerne la décomposition. Comme on ’a dit au début de ce chapitre, on se place dans le
cas otl 'espace U admet une décomposition U; x ... x Uy telle que I'ensemble U se mette sous la
forme d’un produit cartésien et que la fonction J* soit additive par rapport a cette décomposition.
Si on choisit alors une suite de noyaux K *) eux aussi additifs par rapport & cette décomposition :

N
K(k)(ul, . ,UN) = ZKZ(k)(uZ) ,
i=1

le terme (e®V J(u®) — VK® (u™), u) prend la forme suivante :

N

SOV, @) - VES W), 0

=1

21. Hormis le cas sphérique, la projection sur U?? de la solution d’un probleme d’optimisation quadratique sans
contrainte n’est pas identique & la solution du méme probléme avec contrainte d’appartenir a U9,
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(ou V, J(u1 e ,ug\l,c)) est le gradient partiel de J par rapport a u; évalué au point (ugk), .. ,ug\lf)))

de telle sorte que le k-eme probleme auxiliaire s’écrit :

N
min Z (KZ»(k)(ul-) + <6(k)VuiJ(ugk), . ,ugl\;)) - VK,;(k) (ugk)), uz> + k) JZE(uz)> :

(U1, un)EURM X .. xUd P
Ce probleme auxiliaire se scinde alors en /N sous-problemes indépendants dont la i-eme instance est :

min K( )( i)+ <e(k)VuiJ(ugk), . ,ug\]f)) — VKi(k)( (k)) ul> + e JE () .

Uj eUa

Ces N sous-problemes peuvent étre résolus en paralléle, la concaténation des N solutions u(kﬂ)

permettant de formuler les sous-problemes auxiliaires de l'itération suivante, et on parle alors de
mise en ceuvre de type Jacobi. Dans le cas ou 1’'on ne dispose pas d’un calculateur parallele de type
MIMD (Multiple Instructions Multiple Data), on préférera utiliser une version séquentielle (dite de
type Gauss-Seidel) de 'algorithme dans laquelle la solution u( + du (i — 1)-eme sous-probleme
auxiliaire a l'itération k est ré-injectée dans le i-eme sous- probleme a la méme itération :
(k+1) k+1) (K k k), (k

mlUn K( )(ul) < k)VuZJ( D ..,ugj ),ug ),...,ug\,)) — VKZ-( )(u§ )) : ul> + e JE(u) .

u; €U
Les sous-problemes ne peuvent alors plus étre résolus en parallele. On constate en pratique que la
version séquentielle converge en un nombre d’itérations plus faible que la version parallele, cette
derniere ne permettant un gain de temps que sur une machine disposant de plusieurs processeurs.

Remarque 13. Parmi I’ensemble des choix possibles pour les noyaux de décomposition, il en existe
un, appelé choix canonique, consistant a préserver autant qu’il est possible du probleme initial dans
les problemes auxiliaires tout en assurant le caractere décomposable du noyau. Pour une mise en
ceuvre parallele, ce choix est le suivant :

N N
K(k)(ul,...,u]v) = ZKZ(k)(Uz) = ZJ(ng)u ugk)la Uj 7U§f_)1,.. ug\l;)> .
; i—1
On a alors VK(k ( ) Vulj(ul . ug\l,g)), si bien que le terme (e®VJ(u®)) — VK® (u®)) )

s’annule pourvu quel’on puisse prendre €*) = 1. Ajoutant les termes quadratiques ’y(k)HuHQ permet-
tant d’assurer ce dernier choix, les sous-problemes auxiliaires prennent la forme simplifiée suivante :

(k)
min_ %Huz — ugk)H2 +J (ugk), . ugk)l, U; ,ugﬁ)l, e ,ug\l,ﬁ)> + I ()
uiGU,?

Conditionnement. Enfin, le dernier intérét que I'on mentionnera concerne le conditionnement
numérique des problemes d’optimisation. Le PPA permet en effet de remplacer un probleme dont la
résolution s’avere numériquement difficile par une suite de problémes bien conditionnés de ce point
de vue. A titre d’exemple, on considere le probleme :

min J(u) ,

ueU

et 'on suppose qu’il se préte a priori bien a une résolution par la méthode de Newton, a ceci pres
que le hessien de J n’est pas défini positif & Poptimum u*.??> Alors, le conditionnement de la matrice
hessienne J”(u) se détériore au voisinage de uf, et I'itération de I'algorithme de Newton :

uk ) = ) [J"(u(k))}_l VI (™)

“explose” lorsque u® tend vers uf.

22. C’est le cas du probleme de 1’équilibre d’un réseau de distribution d’eau : I'inversion de la matrice des dérivées
secondes est aisée génériqguement, mais cette matrice devient singuliére lorsque le débit dans un tuyau est nul.
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On applique maintenant le principe du probleme auxiliaire avec les noyaux :
1
Sl + 5 (7))

et avec €®) = 1. Le probleme auxiliaire au point u* est quadratique, sa matrice hessienne est égale
a (yI+J"(u®)) et elle est donc définie positive dés que la matrice J”(u®) est semi-définie positive.
Le probleme auxiliaire se résout alors de maniere explicite et sa solution est :

u ) — o ® _ [T 4 J”(u(k))}_l VI (™)

que l'on peut interpréter comme l'itération d’'une méthode de Newton “avec reconditionnement”.
Comme on I'a déja noté, le choix du coefficient v résulte d’'un compromis entre, d’une part le respect
des conditions de convergence de 'algorithme (v doit étre “grand”), et d’autre part le ralentissement
induit par le terme quadratique de freinage (7 doit étre“petit”).

3.2.5 Complément : lien avec la “Mirror Descent Method”

Le principe du probleme auxiliaire a été présenté jusqu’alors dans le cadre des espaces de Hilbert
de dimension finie, et sa généralisation au cas des espaces de Hilbert de dimension infinie est aisée. On
rappelle que dans un espace de Hilbert H, le théoreme de représentation de Riesz permet d’identifier
de maniere unique tout élément de l'espace dual H* de l'espace ‘H avec un élément de H lui-méme.
Cette identification est la clé permettant d’écrire une formule de type gradient, puisque le point
courant et le gradient vivent alors tous deux dans le méme espace de Hilbert.

La situation change lorsque I'on se pose la question de mettre en ceuvre des méthodes de type gra-
dient dans un espace de Banach car le théoreme d’identification de Riesz ne peut plus étre appliqué.
Pour surmonter cette difficulté, A. Nemirovski et D. B. Yudin ont proposé une méthode appelée
“Mirror Descent Method” qui se révele étre identique au principe du probleme auxiliaire tout en
étant basée sur des idées différentes. On va donner ici les éléments essentiels de cette méthode.

On considere le probleme :
i, I ©
ol 'ensemble U2 est un convexe fermé d’intérieur non vide d'un espace de Banach U et ou la
fonction J est convexe, s.c.i. propre, coercive et différentiable. On notera U* le dual topologique de
I'espace U et (-,-) : U* x U — R le produit de dualité associé. On notera J* la conjuguée de Fenchel
de la fonction J :
J*(u*) = sup (u*,u) — J(u) . (62)
ueU
On définit la distance de Bregman Dy associée a une fonction K : U — R, supposée fortement
convexe et continuement différentiable, de la maniere suivante :

Dk (u,v) = K(u) — K(v) — (VK (v),u —v) . (63)

La méthode du Mirror Descent Algorithm permet de contourner le fait que 'on ne peut faire
directement pour le probleme (61) une méthode de gradient de la forme

u* ™) = projiraa (u(k) — t(k)VJ(U(k))) ) (64)

dans la mesure ol les éléments u®) et V.J(u®)) vivent respectivement dans les espaces U et U*, qui
sont différents sauf dans le cas Hilbertien. La méthode du Mirror Descent Algorithm consiste a faire
cette étape de gradient dans l'espace dual en se servant de la distance de Bregman associée a une
fonction K que l'on choisit a priori. Plus précisément, partant d’un point u®), une itération de cette
méthode consiste en les étapes suivantes.
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1. Mappage du point ©*) € U dans Iespace dual U* :
u®) sy = VK (u®) . (65a)
2. Pas de gradient dans l'espace dual U* :
y®) s ) — (k) t(k)VJ(u(k)) ] (65b)
3. Mappage du point y*+1) € ¢* dans l'espace primal U :
y* Dy D) — g (R (65¢)
4. Projection sur I’ensemble admissible U?¢ pour la distance Dy :

oF D)y g (k1) — arg IninCl Dg (U, U(k+1)) . (65d)
uceU?

Compte tenu de la propriété suivante de la conjuguée de Fenchel :
VK (VK (y) =y, (66)

on obtient que l'itération (65) de 'algorithme associé au Mirror Descent Algorithm, et plus précisément
la minimisation (65d), se met sous la forme :

u = arg min K (u) + (¢OVI (@) = VE (@), ) , (67)

uelUad

ce qui correspond exactement a l’algorithme associé au principe du probleme auxiliaire.

3.3 Optimisation sous contraintes explicites

On se place maintenant dans le cadre de 'optimisation sous contraintes explicites, et on s’intéresse
au probleme suivant :

min J(u) + J¥(u) . (68a)

uclUad

sous les contraintes :
O(u) + ©*(u) € —C' . (68D)
Le Lagrangien de ce probleme est :
J(uw) + J¥(u) + <p, O(u) + @E(u)> : (69)
qui se présente comme la somme de deux Lagrangiens L et L*, & savoir :
L(u,p) = J(u) + (p,O(w)) et  L¥(u,p) = J*(u) + (p,0%(u)) . (70)

On s’intéresse alors a la question de trouver un point selle du Lagrangien L + L*, ce qui, moyennant
une hypothese supplémentaire (par rapport au cas sans contrainte explicite) de qualification des
contraintes, est équivalent a la question de trouver une solution du probleme (68).
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3.3.1 Extension du principe du probléme auxiliaire

Comme au §3.2, on suppose que l'espace U admet une décomposition Uy x ... X Uy telle que
I'ensemble U4 se mette sous la forme du produit cartésien U2 x ... x Usd de N ensembles convexes
fermés non vides. L’écriture des fonctions de cotit, de contraintes et du Lagrangien comme la somme
de deux termes est 13 pour souligner que 1'on considére que les fonctions J* et ©F (et donc L*) ne
poseront pas de difficulté lorsque 1’'on décomposera le probléeme (on y reviendra au §3.3.2). L’extension
du principe du probleme auxiliaire au cas des problemes de point selle passe, comme au §3.2, par les
deux points suivants :

1. on suppose que les fonctions J et © (qui rendent le probleme “difficile”) sont différentiables, ce

qui permet de les remplacer par leur approximation au premier ordre autour d’un point u*) :

2. on se donne un noyau de décomposition A défini sur U x C a valeurs dans R, fortement convexe

en u et fortement concave en p,* ainsi qu'une constante € > 0.

Le probleme auxiliaire au point (u®), p®)) associé au probleme (68) consiste & trouver, dans U x C*,
le point selle du Lagrangien auxiliaire £*) défini par : 2*

S(k) (U,p) = A(U,p) +<(EVUL - vuA) (u(k)vp(k))7 u> +<(EVPL - VPA) (u(k)ap(k)>7p>+€[/z(u7p> ’ (71>

VL (resp. V,A) et V,L (resp. V,A) étant les gradients partiels de L (resp. A) par rapport aux

variables u et p. L'unique point selle (u**+9 p(+1)) du Lagrangien auxiliaire £) est caractérisé par
les conditions d’optimalité :

Vu € U, <V A( (k+1) (k+1)) eV, (L —A) (u(kz),p(k)) u— u(k+1)> e (LZ(u’p(kJrl)) . LZ(u(kJrl)’p(kJrl))) >0
Vp € C*, <VpA(u(k+1)7p("’+l)) + eV, (L—A) (u®,p®)y | p— p(k+1)> +€ (Lz(u(k“),p) - Lg(u(k“),p(’““))) <0.

Partant d'un point (u(?), p(®) appartenant & U4 x C*, on construit la suite {(u(k) ) } ren engendrée

par I'enchainement des résolutions des problemes auxiliaires (71). Si 'on suppose que cette suite
converge vers (@, p), les conditions d’optimalité du probleme auxiliaire au point (@, p) se simplifient
et montrent que (@,p) est un point selle du Lagrangien (69), et donc que @ est une solution du
probleme (68). Comme au §3.2, ceci suggere l'algorithme de résolution suivant.

Algorithme 2.

0. Choisir un noyau de décomposition A et un coefficient ¢ > 0 .
1. Choisir un point (u(o),p(o)) € U x C* et un seuil de convergence o ; poser k=0 .

2. Calculer le point selle (u*1) p*+V) du Lagrangien auiliaire (71)

3. Refaire I’étape 2 en incrémentant k de 1 tant que |[u*+) — u®|| 4 |[p*+D) — p®|| > o .

Dans le déroulement de l'algorithme précédent, 1’étape 2 correspondant au calcul du point selle,
c’est-a-dire a la résolution stmultanée des conditions d’optimalité associées, peut étre remplacée par
la résolution séquentielle de ces conditions. L’étape 2 de 'algorithme 2 est alors remplacée par les
deux sous-étapes suivantes.

2.1 Caleuler u**Y = arg min £0) (u, p*)) .
uelyad

2.2 Calculer p*1) = arg m%xﬁ(k (w1 p) .
peC>

23. La forte convexité en u (resp. forte concavité en p) permet d’assurer la coercivité lors de la phase de minimisation
(resp. maximisation) dans la recherche du point selle.
24. ce point selle est unique grace aux hypotheéses faites sur A
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On dispose ainsi de deux familles d’algorithmes, I'une effectuant directement la recherche du point
selle et 'autre alternant une phase de minimisation primale et une phase de maximisation duale.

3.3.2 Décomposition naturelle d’un probléme sous contraintes

Avant d’examiner plus en détail ces deux familles d’algorithmes, il reste a préciser ce que 1'on
entend par“J> et © ne posent pas de difficulté en décomposition”. Pour cela, on considere le

probleme :

min  J*(u)
ueUad

sous la contrainte
0%(u) € —C,
dont la solution consiste & trouver un point selle sur U* x C* du Lagrangien :
L*(u,p) = J*(u) + <p, @E(u)> )

Deux points de vue sont envisageables.

1. On souhaite décomposer la recherche de point selle elle-méme et on cherche donc a écrire le
Lagrangien sous forme de N Lagrangiens indépendants :

N
LE(UWp) = ZLZE(U’MPZ) ;
=1

de telle sorte que le point selle global soit la concaténation des points selle des Lagrangiens
indépendants. La décomposition désirée de la variable duale p en (p1,...,pn) correspond a
une décomposition de l'espace C et du cone C' des contraintes en :

C:C1><...><CN et C:C’1><...><CN,

et la recherche du point selle du Lagrangien L¥ est effectuée dans U x C;. Ce Lagrangien
s’'interprete comme un probleme d’optimisation de la forme :

unel(l]rid JP(u;)  sous  OF(u) € —Cj .

Dans ce cas, chaque fonction ©; est a valeurs dans un sous-espace C; de C qui lui est propre :
61’ : Z/{Z — Cl ,

et les conditions de décomposition sont d’une part que la fonction de cott soit additive :

N
TP (u, ) =Y TP ()
=1

et d’autre part que la fonction de contraintes soit de nature bloc-diagonale 2> par rapport aux
décompositions respectives des espaces U et C :

O (uy) ©ef 0 ... 0 Uy
0% (u1,...,uy) = : = 0
: : . .0 :

25. dans le sens ol il n’existe pas dans les contraintes de termes de la forme ©% (u;), avec i # j
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On retrouve le cas ou l’ensemble des contraintes du probleme s’exprime sous la forme d'un
produit cartésien d’ensembles admissibles, chacun de ces ensembles étant de la forme :

{’LLZ‘ S Uiad et @ZZ(UJ c _Cz} .

On retrouve aussi la méthode de décomposition par prédiction dans le cas tres simple ou les
contraintes affectées a un sous-probleme ne dépendent que des variables de ce sous-probleme.
On notera que la condition de type bloc-diagonal sur © est beaucoup plus forte que la condition
d’additivité “classique” que I'on avait rencontrée jusqu’alors, car chaque composante de © doit
maintenant dépendre d’une unique composante u; de la variable u.

2. Dans la recherche du point selle, on se contente de décomposer la phase de minimisation en u
a p fixé. Cette décomposition ne présente pas de difficulté si le Lagrangien est additif par
rapport a la variable u suivant la décomposition de I'espace U, et il suffit pour cela que les
fonctions J* et ©F soient elles mémes additives :

N N
TP (ur, . un) =) T (w) et O (ur, . uy) =Y 07 () .
=1 i=1

La minimisation & p = p® fixé se décompose alors en N sous-problemes indépendants :

min J(u) + <P(k)7 @zz(uz» :

uiGUiad

La remise & jour des variables p*) peut étre effectuée par un algorithme de type gradient, et
on obtient ainsi la méthode de décomposition par les prix décrite au §2.2. On notera que, dans
ce cas, toutes les fonctions ©; sont a valeurs dans le méme espace C :

On constate donc qu’il y a au moins deux interprétations a la question de la “décomposabilité”
naturelle d’'un probleme sous contraintes. On va dans la suite choisir des noyaux de décomposition A
particuliers, de maniere a étre ramené a I'une ou 'autre de ces interprétations.

3.3.3 Généralisation de la méthode de décomposition par les prix

La méthode de décomposition par les prix exposée au §2.2 consistait essentiellement a faire
alterner des phases de minimisation complete en v avec des étapes de gradient en p sur un Lagrangien
qui se décomposait en v une fois la variable p fixée. Pour en effectuer la généralisation, on va se placer
dans le cadre de la variante séquentielle de 'algorithme 2 (phases de minimisation et de maximisation
consécutives), la partie “facile” L* du Lagrangien étant additive par rapport a la variable u. On
suppose donc qu’il existe une décomposition (ui, ..., uy) de u telle que :

— U? se mette sous la forme d’un produit cartésien par rapport a cette décomposition ;

— les fonctions J* et © soient additives par rapport & cette décomposition.

En ce qui concerne le choix du noyau de décomposition A, on remarque que :

— comme on cherche a mettre a jour la variable duale p par une méthode de type gradient, il

est raisonnable de choisir une dépendance en p du noyau de la forme —||p||*;

— pour pouvoir décomposer la phase de minimisation en wu, il est nécessaire que le noyau de

décomposition dépende de u de maniere additive, tout en ayant une forme K (u) assez générale.
Ceci conduit au choix de noyau de décomposition suivant :

A(wp) = K(u) ~ 5ol (72)
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ol K est une fonction fortement convexe différentiable et ot «v est une constante positive soulignant
la forte concavité en p du noyau A. Avec ce choix, I’étape 2.2 de maximisation en p dans la variante
séquentielle de I'algorithme 2 prend la forme d'un probleme quadratique (en fait sphérique) sous
contraintes dont la solution peut étre calculée explicitement. L’algorithme qui en résulte est décrit
ci-dessous. Pour tout ce qui concerne la convergence de cet algorithme (théoreme, démonstration et
remarques), on se reportera au §3.3.2.3 dans le polycopié du cours.

Algorithme 3.

0. Choisir un noyau de décomposition K et des coefficients « et € tous deux positifs .
1. Choisir un point (u(o),p(o)) € U x C* et un seuil de convergence o ; poser k =0 .
2.1 Résoudre min K (u) + (eVJ(u®) — VK (u®), u) + eJ%(u) + € (p®, 0/ (u¥).u + ©6%(v)),

uelUad

(k+1

et noter u* Y la solution de ce probléme.

2.2 Caleuler p**Y = proje. (p® + p(© 4+ ©%)(u*™)), avec p = ea.

3. Refaire Uétape 2 en incrémentant k de 1 tant que ||u*™) —u®| + ||p*+D) —p®)|| > o .

Cet algorithme constitue une extension des algorithmes de Uzawa et de Arrow-Hurwicz, que 1'on
retrouve d’ailleurs exactement avec les choix suivants : 26

— Uzawa . J¥=0, © =0, K-=J;

— Arrow-Hurwicz: J*=0, ©*=0, K =]|ul?*/2
On remarque en particulier que I’étape 2.1 correspond exactement au probleme de minimisation que
'on obtiendrait en écrivant le probleme auxiliaire (53) associé a la minimisation par rapport a u du
Lagrangien L + L* évalué au point p = p®).

L’algorithme 3 généralise donc ’algorithme de décomposition par les prix au cas ou les fonc-
tions J et © sont différentiables plutot qu’additives. Son principal intérét est qu’il suffit de choisir
un noyau K lui-meéme additif pour que 1’étape 2.1 de minimisation en u éclate en N sous-problemes
de minimisation indépendants, I’expression du i-eéme sous-probléeme étant :

min K (us) + <6VuiJ(u(k)) . VK(u§k>>,ui> + e (u) + € (p®, & (u®) u; + OF(wy)) . (73)

U Ede

Parmi les possibilités de noyaux de décomposition, on notera les deux choix canoniques suivants :

1. Ki(u;) = J(ugk), . ,ul@l, U; ,ugi)l, . ,ug\];)),
k k k k k k k k
2. Ki(w) = J(ug ), . ,ugf)l, U; ,u§+)1, . ,uﬁ\,)) + <p(k),@(u§ ), . ,ugf)l, U; ,u§+)1, . >U§v))>>

permettant de simplifier la forme des problemes auxiliaires pourvu que 1’on puisse faire le choix € = 1.
On notera que ces choix correspondent a des noyaux de décomposition dépendant de l'indice k des
itérations, ce qui va au-dela du théoreme de convergence dont on dispose pour cet algorithme, mais
est largement utilisé en pratique.

3.3.4 Généralisation de la méthode de décomposition par prédiction

L’esprit de la méthode de décomposition par prédiction telle qu’elle a été exposée au § 2.4
consiste a répartir les contraintes initiales entre les sous-problémes,?” et a chercher un point selle
pour chacun des sous-problemes. La généralisation de cette méthode consiste donc a se placer dans
le cadre de l’algorithme 2 original (recherche de point selle), la partie “facile” L* du probleéme se

26. pourvu que 'on puisse prendre € = 1, ce qui passe par I’ajout éventuel d’un terme quadratique en v au noyau K
27. certains sous-problemes pouvant ne se voir attribuer aucune contrainte

66



décomposant en u et en p en une somme de Lagrangiens indépendants. On suppose donc qu’il existe
une décomposition (uq,...,uy) de la variable u et une décomposition (pi,...,py) de la variable p
telle que

— U™ se mette sous la forme d’'un produit cartésien par rapport a la décomposition en u;

— la fonction J* soit additive par rapport & la décomposition en u;

— la fonction ©% soit bloc-diagonale par rapport aux décompositions en u et en p.
Afin de pouvoir réinterpréter le calcul du point selle dans ’algorithme 2 comme un probleme d’opti-
misation sous contraintes, on choisit un noyau de décomposition A qui se mette sous la forme d’un
Lagrangien, a savoir :

A(u, p) = K(u) + (p, Q(u)) , (74)

ou K est une fonction fortement convexe différentiable et ou €2 est une fonction différentiable a valeurs
dans l'espace C. On notera que le noyau A ainsi choisi n’est pas toujours fortement concave en p. Le
choix du noyau de décomposition consiste donc a se donner, outre la fonction K, un opérateur de
contraintes {2 de méme nature que ©. L’algorithme qui en résulte est le suivant.

Algorithme 4.

0. Choisir les fonctions K et  du noyau de décomposition, ainsi qu’un coefficient € > 0 .

1. Choisir un point (u(o),p(o)) € U x C* et un seuil de convergence o ; poser k=0 .

2. Résoudre mindK(u) + (eVJ(u®) = VK (u®),u) + eJ%(u) + (p*), (e0'(u®) — Q' (u))) u)
uelUa

sous la contrainte Q(u) + €0 (u) — Q(u®) + e0WH) € —C

et noter (w1 p+1Y un point selle de ce probléme.

3. Refaire létape 2 en incrémentant k de 1 tant que ||u*) —u® | + ||p*+) —p®)|| > o .

On ne dispose d'une preuve de convergence pour cet algorithme que dans le cas ou les fonctions de
cout K et J sont quadratiques, ou les fonctions de contrainte © et () sont affines, ou les contraintes
explicites sont des contraintes d’égalité et ot I’ensemble admissible U?! est I’espace tout entier. Le
théoreme de convergence, donné au § 3.3.3.3 du polycopié, fait une hypothese géométrique concernant
les formes respectives des contraintes © et (2, a savoir :

eJ'QT +Qs e’ >0, (75)

ou, par abus de notation, J, © et {2 sont les matrices représentatives des fonctions du méme nom.
Cette condition provient du fait que le noyau de décomposition A n’est pas fortement concave en p. Un
cas dans lequel cette contrainte géométrique est vérifié est celui ou la matrice © est “presque” bloc-
diagonale, dans le sens ou les termes hors-diagonaux sont petits par rapport aux termes diagonaux.
Alors, prendre pour €2 la partie diagonale de © assure que la condition (75) soit satisfaite. C’est ce
qu’on appelle la situation d’interaction faible entre les sous-problemes.

L’utilisation de cet algorithme en décomposition passe par le fait que le calcul d’un point selle du
Lagrangien auxiliaire A se décompose en N calculs de points selle, et donc que :

— la fonction K soit additive par rapport a la décomposition en u;

— la fonction €2 soit bloc-diagonale par rapport aux décompositions en u et en p.
Deux cas se présentent.

1. ©* = 0 : on n’a alors aucune contrainte a priori sur la maniere de décomposer p; une fois
effectué ce choix de décomposition, on choisit la contrainte auxiliaire {2 sous forme bloc-
diagonale.
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2. ©% #£ 0 : la décomposition de la variable p est alors une donnée du probléeme; on se contente
de choisir la contrainte auxiliaire €2 sous forme bloc-diagonale.

A titre d’exemple, étant donnée une décomposition de la variable p (choisie ou imposée suivant
les cas), on dispose directement de la décomposition associée des composantes de la contrainte O :

©1(u)
O(u) = : :
On(u)
et il existe alors un choix canonique de noyau de décomposition, a savoir :
— Ki(u) = J e a® L d),
— () = @i(ugk), e ,ugﬁ)l, Uu; ,ugﬁ)l, . ,ug\];)).

Avec le choix € = 1, le i-eme sous-probleme de calcul de point selle s’écrit :

min J(ul?, ... ,ul@l, Ui, ugﬁ)l, . ,ug\’;)) + I (u;) + Z <p§~k), (©,). (W, ... ,ug\’;)).u(.k)> . (76a)

. s
. U@d
i€ i

sous la contrainte

el ... ,ugﬁ)l, g, ugi)l, . ,ug\’;)) + 07 (u;) € —C; . (76b)

Dans le cas ou la fonction J et les fonctions ©; sont additives, on retrouve presque exactement
I’algorithme de décomposition par prédiction du § 2.4. L’algorithme 4 en est bien une généralisation
au cas ou les hypotheses d’additivité sont remplacées par des hypotheses de différentiabilité.
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3.4 Exercices
Application du PPA a un réseau de distribution d’eau

On a vu lors de la premiere séance que le probleme de I'optimisation de N réseaux de distribution
d’eau connectés par une usine de refoulement se mettait, apres minimisation par rapport aux variables
locales des sous-réseaux, sous une forme dans laquelle le couplage intervient par le critere et non par
les contraintes :

N N N
min N INi1 ( Z Ui 1, Z Uz’,2) + Z Jz’(ui,h Um) ) (77)
i=1 i=1 i=1

{(igui)evpd}

ott 'appartenance aux ensembles U2 permet d’assurer que les volumes fournis aux sous-réseaux par
I'usine de refoulement sont positifs :

U = {(ui,laui,Q) ER?*, 0<u;; <01 et 0< un < ip— 171',1} .

)

Pour simplifier les expressions, on utilisera les notations : u; = (u;1,u;2) et w = (uy,...,uy).

Pour chacun des choix suivants, appliquer le principe du probleme auxiliaire au probleme (77) et
interpréter 1’algorithme obtenu.

Choix No 1 :
N N
J(w) = Ji(w) + Inn (Zu) et JEuw) =0,
=1 i=1
N
K® () =" Ji(u) et M =1,
i=1
Choix No 2 :
N N
J(u) :Zji(ui)"‘JNH(Zui) et JE(u) =0,
i=1 i=1
N
K(k)(“) = Z IN11 (Uz + Z ng)) et e =1
i=1 i
Choix No 3 :

J(u) = ZN: Ji(u;) + JNH(ZW) et J(u)=0,

i=1 =1
N N
KW (u) = Z Ji(ui) + Z IN+1 (uz + Z uﬁ“) et ek =1 .
=t i=1 J#i
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Choix No 4 :

J(u) = i Ji(w;) + Tnar ( i u> ot

=1 =1

K(k)(u) = Z Jz(ul) + JN—i—l (Uiﬂ + Z ul(k)) et

i#io i#io
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3.5 Corrigés

Application du PPA a un réseau de distribution d’eau

On rappelle que 'application du Principe du Probléeme Auxiliaire a un probléme général de la forme :

min J(u) + JZ(u) ,

uelUad

conduit a résoudre a l'itération k le probleme auxiliaire :

m[i]n K® (u) 4 < €OV Iy - VE® (R |y > + e® TP ) .
ue ad

Choix No 1. Les différences entre les dérivées de ¢ J et K*) gannulent sauf pour les termes concernant .J N1, €t
la k-éme itération du PPA s’écrit alors :

N

N N
min ZJl(ul) —|—< ;VJN+1<;U§7€)> . U > .

{uieU?d}iv:l i=1

Ce probleme auxiliaire se décompose en N sous-problemes dont la i-éme instance est :

min J; (u;) + < VJNH(iV:u;k)) , U > )
j=1

Uq EUiad

On retrouve ainsi 'algorithme de décomposition par prédiction. En effet, les dérivées partielles de Jy 1 par rapport
aux u; sont toutes égales entre elles car Jy11 ne dépend que de la somme des u;. Notant :

N
pg\lfcll = VJN_,_l(Zu;k)) 5
j=1

les N sous-problemes correspondant aux N réseaux élémentaires sont obtenus en ajoutant a leur critére le terme
linéaire ( pg\lfll , u; ), comme dans la méthode de décomposition par les prix. Quant au calcul de pg\lfil, il correspond
précisement au calcul des multiplicateurs issus de la minimisation du cott de 1'usine couplante & production globale
fixée, comme dans la méthode de décomposition par allocation. On a donc obtenu 'algorithme de décomposition par

prédiction de l'exercice du § 2, dans le cas ou les contraintes couplantes sont affectées au (INV + 1)-éme sous-probleme.

Choix No 2. Les différences entre les dérivées de €*) J et K*) s’annulent seulement pour les termes concernant Jy 41,
et la k-eme itération du PPA s’écrit :

N

N
min Z IN+1 (ui + Zu§k)> + Z( VJi(ugk)) , Ui )
i=1

{wevpa}” | S i

Ce probleme auxiliaire se décompose en N sous-problemes dont la i-eme instance est :

. (k) (k)
ulnelbnad INi1 (uZ —|—;uj ) +(VJi(w;”), ;).

C’est donc un algorithme dual du précédent, dans lequel les fonctions J; n’interviennent que sous forme linéarisée

pour ¢ variant de 1 a N. Le calcul des VJi(uz(-k)) correspond, au signe pres, au calcul des multiplicateurs pgi) lors de
(k) _

la minimisation de J; sous les contraintes u;; —u;,/ = 0, et les N réseaux élémentaires sont donc traités comme dans
,

I’algorithme de décomposition par allocation de ressources. La résolution du i-eme sous-probleme auxiliaire conduit a
(k)

comparer le cofit relazé®® de I'usine couplante au cofit, linéarisé autour du point u; ~, du i-eme réseau élémentaire.

Si 'on se rappelle que la fonction Jy41 est quadratique :

N

1 2 N 9
JN_H(Zui) :§ZGN+1,t(Zui,t) )
t=1 =1

i=1

28. dans le sens ou toutes les variables dont dépend Jy 11 sont fixées a 'exception de u;
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et si 'on ne tient pas compte de ’'ensemble U2, les conditions d’optimalité des N sous-problémes auxiliaires s’écrivent :

_pg t) + aN+1 t(ult + Zu(k)) =0 5
J#i

soit :

(k+1) _ P t
uz,t —— Z U,

AN+1,t
+ Jj#i

Cette équation se met sous la forme :

k+1 k 1
ul(,ﬁt ) :ug,t)—i_iaN_;rlt(plt _aN+1tZujt>

(k) (k)
it *pN+1,t) .

AN+1,t (

Cette formule ressemble a celle de ’étape de remise a jour dans la méthode de décomposition par allocation. Elle
correspond cependant & une minimisation compléte et non a une étape de gradient projeté.

Choix No 3. Les différences entre les dérivées de ¢¥).J et K(¥) gannulent, et la k-éme itération du PPA s’écrit :

min ZJ Uu; +ZJN+1(uz+Zu(k)).

fwevsa), g

Ce probleme auxiliaire se décompose en N sous-probléemes dont la i-éme instance est :

min Jz(ul) + JIN+1 (’U% + Zugk)) .

crrad
u; €U oy

Cet algorithme ressemble a celui correspondant au choix No 1, mais on utilise alors dans chacun des N sous-problemes
une version relazée de la fonction Jy 1 plutdt qu'une version linéarisée. Cet algorithme a toute les chances de mieux
se comporter que le précédent, car chaque sous-probleme a alors une vision moins locale du cotit Jy4; de 1'usine
couplante que dans ’algorithme de prédiction correspondant au choix No 1.

Choix No 4. Avec ce choix de noyaux, on obtient les sous-problémes auxiliaires suivants :

i#io mgl Ji(ui)+<VJN+1<§;u§k)) g >

u; €

1=19 : min Jn41 (uio + Z ug’“)) +{ Vi, (ugf)) s Uiy > .

g, €U -
0 iQ Z;ﬁzo

La résolution des sous-problemes auxiliaires i # ig se fait comme dans la méthode de décomposition par les prix. Le
calcul de VJ;, (u; (k )) correspond a la minimisation de J;, sous la contrainte wu;, — ugf) = 0 et se fait donc comme dans
la méthode de decomposition par allocation. Enfin, le sous-probleme auxiliaire g, ou I’on compare le cotit relaxé de
I'usine couplante au cotit linéarisé du réseau élémentaire 7y permet la remise a jour des variables u;, .

On retrouve ainsi la variante de I'algorithme de décomposition par prédiction du § 2 que ’on avait introduite pour
traiter le cas ou le réseau élémentaire ig était suffisamment complexe pour qu’on ne veuille pas le traiter comme dans

la méthode par les prix.
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4 Reégularisation et Lagrangien augmenté

On va brievement introduire une notion de régularisation particulierement adaptée a I'optimi-
sation et on montrera l'intérét que présente cette notion dans le cadre de la dualité.

4.1 Reégularisée de Moreau-Yosida

Soit une fonction J : Y — R, ot U est un espace de Hilbert (par exemple R™), et soit un coefficient
réel ¢ > 0. On appelle régularisée de Moreau-Yosida de J la fonction J. définie par :

J.(1) = min (J@) + 216 v — u|\2> | (78)

veU
Prenant v = 0 dans (78), on déduit immédiatement de cette définition que 'on a :
Jo(u) < J(u) Yuel.

A titre d’exemple, la régularisée de Moreau-Yosida de la fonction “valeur absolue” J(u) = |u| est la
fonction :
—u—c/2 st u<—c,
Jo(u) = ¢ Jull*/2¢ si ue[—e.d,

u—c/2 st u>c,

que I'on a représentée Figure 9 (pour ¢ = 0.5) :

0.9
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0.7

0.6

0.5 o

0.4

0.3 o

0.2

0.1+

-1 0.8 -0.6 -0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Valeur absolue

Regularisee

FIGURE 9 — Régularisation de la fonction “valeur absolue”
L’intérét théorique de la régularisée de Moreau-Yosida provient essentiellement de ses propriétés,

résumées dans le théoréme suivant.

Théoreme 4. Soit J : U — R une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement (s.c.i.)
et sous-différentiable. Alors :

1. argmin J(u) = argmin J.(u), et les deux fonctions J et J. coincident sur cet ensemble ;
uel uel

2. la fonction J. est propre, convexe, s.c.i., différentiable a gradient lipschitzien.

De plus, si J est fortement conveze, alors J. est ausst fortement conveze.

29. écriture et la résolution des conditions d’optimalité (cas sous-différentiable) sont laissées au soin du lecteur. ..
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La premiere propriété montre qu’il est équivalent de minimiser la fonction J ou la fonction J.. La
seconde propriété indique qu’il est plus efficace de mettre en ceuvre un algorithme de minimisation
sur J. que sur J, dans la mesure ou la fonction J,. est plus réquliére que la fonction J (d’ou le nom de
“régularisée”). La régularisée de Moreau-Yosida présente donc un intérét conceptuel en optimisation,
intérét que nous allons détailler maintenant.

4.2 Application a la minimisation

On considere le probleme d’optimisation suivant, dans lequel la fonction J est convexe s.c.i. propre
sous-différentiable, et o1 les contraintes sont représentées par un ensemble admissible U2 C U, que
I’on suppose étre convexe et fermé :

min J(u) . (79)

ucUad

Le probleme (79) s’écrit sous la forme équivalente suivante :

min J(u) + X0 (4) (50)

ou x,,, est la fonction caractéristique de 'ensemble Uad .

0 si uwe U
XUad (u) =

+o00 sinon

On notera que le fait que 'ensemble U soit convexe fermé implique que la fonction Xyaa €S0 elle-
méme convexe S.C.1..
On effectue dorénavant un changement de notation, et on appelle J. la régularisée de Moreau-

Yosida de la fonction J + X ad (plutot que celle de J). Il s’en suit que l'on a :

ad

) =i (100)+ x,a(0) + 5 o= )

veU

1
= min <J(v) + 5 lv— u\|2) .

veUad
Du théoreme 4, on déduit que :

arg min J(u) = argmin J.(u) .
ueyad ueU
Remarque 14. La “disparition” de I'ensemble U2 dans le terme de droite de 1'égalité ci-dessus
n’est bien sir pas “miraculeuse” et provient de ce que la définition de J. fait intervenir U2,

Plutot que le probleme (79), on est donc tenté de résoudre le probleme équivalent suivant :

min Je(u) ,
puisque ce nouveau probleme consiste a minimiser une fonction différentiable, et n’est soumis a
aucune contrainte. 11 y a 13 bien stir une difficulté®® car chaque évaluation de la fonction .J,. requiert
la résolution d’un probléme d’optimisation de méme nature que le probléme initial (79)!!! On va
voir dans le paragraphe suivant que l'idée de régularisation conduit a une méthode parfaitement
opérationnelle lorsqu’on ’applique au probleme dual d’un probleme d’optimisation sous contrainte.

Remarque 15. Il faut savoir que 'idée de régularisation appliquée de maniere directe au probleme
primal (79) a donné lieu & tout un courant a la fois théorique et algorithmique en optimisation,
désigné dans la littérature par les termes “méthode proximale”, “algorithme prox” ...

30. tout au moins si ’on utilise cette idée de régularisation de maniere directe sur la fonction J
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4.3 Mise en ceuvre sur le probleme dual

On s’intéresse désormais au probleme de minimisation suivant (dit “avec contrainte explicite”) :

min J(u) sous O(u) € —C, (81)

uclUad

ou C' est un cone convexe fermé d’un espace de Hilbert C.
On fait pour le probleme (81) les hypotheses “classiques” de convexité, coercivité, continuité et
différentiabilité pour J et ©, ainsi qu’une condition de qualification des contraintes, par exemple :

0 €int (O(U) +C) .
Le Lagrangien associé & ce probleme est la fonction L, définie sur U2 x C* & valeurs dans R :

L(u,p) = J(u) + (p,O(u)) ,

ott C* est le cone dual de C. L’ensemble des points selle de ce Lagrangien est noté U* x P*. Puis, on
définit a partir du Lagrangien la fonction duale H définie sur C* a valeurs dans R par :

H(p) = min L(u,p) .

(p) = min, L(u,p)

Il est facile de monter que la fonction duale H est concave, semi-continue supérieurement (s.c.s.) et
sur-différentiable. On note U(p) 'ensemble des valeurs de u qui réalisent le minimum de la fonction
duale H a p donné. Le probléme dual du probleme (81) est :

max H (p) . (82)

peC*
L’ensemble des solutions de ce probleme est P*. Pour p* € P, on a toujours :
Ut c U@ .

Une difficulté majeure est que I'inclusion ci-dessus peut dans certains cas étre stricte, ce qui signifie
que I'ensemble U(pf) contient des solutions “parasites” n’ayant rien & voir avec les solutions du
probleme d’optimisation initial (81). Cette difficulté est répertoriée dans la littérature sous le nom
de stabilité du Lagrangien.

4.3.1 Régularisation de la fonction duale et Lagrangien augmenté

L’idée que 'on va mettre en application est de régulariser la fonction duale H plutot que la
fonction cotit J du probleme initial. La fonction duale H est a priori simplement sur-différentiable,
et sa régularisée sera donc différentiable a gradient lipschitzien. Adaptant au cas de la maximisation
ce qui a été vu §4.2, on écrit un probleme d’optimisation équivalent au probleme (82) en régularisant
la fonction H — x,., :

Ha(p) =ma (1) = xeo(0) = 5 a5l

qeC

= max (H(Q) - 2% lq —p\l2> :

qec
D’apres le théoreme 4, on sait que :

argmax H(p) = argmax H.(p) .
peC* peC
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Remplagant H par son expression résultant de la minimisation du Lagrangien L, et dans la mesure
ol les opérateurs min et max peuvent étre inversés sans difficulté particuliere puisque le terme
quadratique de régularisation assure le caractere fortement concave en ¢, on obtient :

.tp) = (min, (7600 + (0, 000)) 5 I o)

qeC* \ ueUyad

uclUad qeC*

— i, (0 + max (0. 000 — o I —al*) )

On définit alors le Lagrangien augmenté comme étant la fonction L. : U x C — R, ayant pour
expression :
1 2
L.(u,p) = J(u max( ,O(u)) — —||lp— ) 83

(u,p) ()+qec* (0, 0(w)) — o llp — dll (83)

De cette définition, on déduit que la régularisée de la fonction duale H vérifie la relation :
H.(p) = min L.(u,p) .
(p) = min Lc(u,p)

Remarque 16. Il est important de noter que L et L. n’ont pas les mémes ensembles de définition :
alors que le Lagrangien ordinaire L est défini sur U2 x C*, olt C* est le cone dual du cone C entrant
dans la définition de la contrainte, le Lagrangien augmenté L, est défini sur U2 x C, ou C est I'espace
d’arrivée tout entier de la fonction ©.

Propriétés théoriques du Lagrangien augmenté. L’intérét théorique du Lagrangien augmenté
provient essentiellement des deux propriétés suivantes (données ici sans démonstration).

1. Le Lagrangien et le Lagrangien augmenté admettent le méme ensemble de points selle U* x P¥.

2. Le Lagrangien augmenté L, est stable : ‘v’pTj € Pﬁ7 arg min Lc(u,pﬁ) = U*,

ueUad

La premiere propriété indique que, dans le cadre de la dualité, la solution du probléme (81) peut
étre obtenue en recherchant les points selle du Lagrangien augmenté. Cette recherche se fait classi-
quement par un algorithme de type Uzawa, avec ’avantage ici que, une fois obtenue une variable
duale optimale p* (pas forcément unique), I'ensemble arg min, ;.1 Le(u, p*) ne contient aucune so-
lution “parasite” (seconde propriété).3! Enfin, comme la fonction H, est différentiable a gradient
lipschitzien, sa maximisation, et donc I’obtention d’une valeur optimale p* de la variable duale, peut
étre effectuée par des algorithmes performants.

Mise en ceuvre opérationnelle du Lagrangien augmenté. Dans cette approche duale, la
bonne nouvelle est que, d’'un point de vue pratique et contrairement au cas du probleme de minimi-
sation considéré au §4.2, il est possible de calculer de facon explicite le Lagrangien augmenté.

On consideére pour commencer le cas des contraintes de type égalité, c’est-a-dire le cas C' = {0}. Le
cone dual est alors égal a ’espace tout entier : C* = C, de telle sorte que 'opération de maximisation
figurant dans l'expression du Lagrangien augmenté s’écrit :

1 2
max (g, 0(w)) — — |lp — q|)* .
nax (¢, O(u)) — 5 [lp — dl

Ceci correspond a l'optimisation d'une forme quadratique dont la solution est :

¢ =p+cO(u).

31. On notera en particulier qu’il n’est pas nécessaire de supposer la fonction J fortement convexe (comme c’était
le cas dans le cadre du Lagrangien ordinaire), de telle sorte que le Lagrangien augmenté permet d’obtenir la solution
de probleme d’optimisation tout ou partiellement linéaire.
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Incorporant cette valeur dans (83), on obtient pour le Lagrangien augmenté I’expression suivante :

Lulu,p) = J(u) + {p + cO(u), O(u)) — - O
et donc finalement : .
Lelu,p) = () + . 0)) + 5 OGP (59

Dans cette expression, les deux premiers termes correspondent au Lagrangien ordinaire. Le dernier
terme en [|©(u)||> est souvent interprété comme un terme de pénalisation dans la mesure ou la
contrainte traitée ici est de la forme ©(u) = 0. Cette interprétation est erronée : comme on l'a
vu tout au long de ce chapitre, 1'idée qui sous-tend le Lagrangien augmenté est celle de régularisation
et non celle de pénalisation. On verra dans le cas des contraintes de type inégalité que 1’expression
obtenue pour le Lagrangien augmenté ne contient pas de terme de type pénalisation.

Remarque 17. On remarquera que, méme dans le cas ou les fonctions J et © sont additives par
rapport a une décomposition de I’espace U :

N

_ Z Tiw) O = 0u)

i=1

le Lagrangien augmenté n’est pas additif par rapport a cette décomposition car le terme en ||O(u) H2
induit des termes de couplage de la forme (O;(u;), ©,(u;)).

On passe maintenant au cas ou C' est un cone convexe fermé quelconque. Alors, 'opération de
maximisation figurant dans l'expression du Lagrangien augmenté :

1 2
m O)) — — |lp —
qeg§<q, (w) =5 lIp—dl

se met sous la forme équivalente :

max — [la— (p-+ cO) |+ 5 1O + (p, O(w)

qeC*

les deux derniers termes ne dépendant pas de la variable g. La solution de ce probleme quadratique
(en fait sphérique) s’obtient a I’aide de la projection sur le cone dual C* :

¢" = proje. (p+ cO(u)) .
Avec cette valeur de ¢*, on a que :
(.000) — o-|lp — &P = = 5= bl — 5 [ + -, p+ cO(w)
2c 2c
Lo
——%mn+%wn
la derniere égalité provenant du fait que la projection orthogonale vérifie la propriété :
(projes (p+¢O(u)), p+ cO(u)) = (proje« (p + cO(u)), proje. (p + cO(u)) ) .
On en déduit I'expression du Lagrangien augmenté dans le cas général :
Le,p) = J() + 5 (Ilproics (o + cO(@) |~ ) (85)

Moyennant une opération de projection sur le cone duale C* (souvent facile & mettre en ceuvre), le
calcul de ce Lagrangien augmenté est donc effectif.
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Remarque 18. On notera que l'expression (85) n’a pas grand-chose & voir avec un Lagrangien
auquel on aurait ajouté un terme pénalisant les écarts a la contrainte, c’est-a-dire une expression de

la forme : 32

c ) 2
() + (p, O(w)) + 5 [[projc- (O(w))

Pour conclure sur le coté opérationnel du Lagrangien augmenté, on va calculer ses gradients
partiels par rapport a u et p. Pour cela, on introduit 'application (. : C x C — R, définie par :

1 2
0 = 0 _— —
Celp, 0) =max (¢, 0) — - lIp — 4l

1 :
= (llbroic (o-+ cO)|* = 1)

On a bien sur :
Le(u,p) = J(u) + C(p, O(u)) . (86)

Par un argument de dérivation des fonctions marginales (c’est a dire des fonctions résultant d’une
optimisation : voir §1.3.4), on obtient les gradients partiels de la fonction (. :

1
Vpe(p,0) = - (projo* (p+ch) — p)
Vo Ce(p,0) =projes (p+ cb) |

d’ou 'on déduit a I’aide de (86) les gradients partiels du Lagrangien augmenté L.. On a alors tous les
ingrédients permettant de mettre en ccuvre un algorithme numérique permettant de calculer un point
selle du Lagrangien augmenté. A titre d’exemple, une itération de I’algorithme de Uzawa s’écrit :

k+1)

o ul € argmin L (u, p®)

uelUad

o p" = pM 4 pV, Lo(u®HD, pM)
Pl .
="+ = (PI"OJC* (" + co(u*ty)) - p(’“))
p P
= (1 — E)p(k) + Zproje. (p™ + cO(u*1)) .

Décomposition du Lagrangien augmenté. On a déja remarqué que le Lagrangien augmenté ne
conservait pas les éventuelles propriétés d’additivité du probleme d’optimisation initial, et qu’on ne
pouvait donc pas, méme dans le cas simple C' = {0}, lui appliquer I’algorithme de décomposition par
les prix. D’un autre coté, on a vu que le principe du probleme auxiliaire permettait une généralisation
de la méthode de décomposition par les prix dans le cas ou le Lagrangien n’est pas additif. On peut
montrer que cette généralisation s’applique au cas du Lagrangien augmenté. Pour plus de détails, on
consultera le §5.4 du polycopié du cours.

4.3.2 Interprétation géométrique

On rappelle la définition de la fonction de perturbation ® : C — R :

d(v) = { min J(u) sous O(u)—v € —C} ,

ueUad

32. le terme proje. (©(u)) est nul lorsque O(u) € —C
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qui correspond au cout optimal du probleme dans lequel on a introduit une perturbation v € C de
la contrainte. Un résultat fondamental de la théorie de la dualité est 'interprétation marginaliste du
multiplicateur p* des conditions de Karush-Kuhn-Tucker, & savoir :

—p* € 09(0) .

Dans ce paragraphe, on se limite au cas des contraintes de type égalité ©(u) = 0 afin de rendre
plus simple l'interprétation des différentes méthodes. On a déja vu (second exercice du §1.5 de ces
notes de cours) que l'algorithme de Uzawa appliqué au Lagrangien ordinaire :

o u* Y ¢ argmin J(u) + (p*, O(u)) ,

uelUad

o plt) — p(k) | p@(u(k+1)> ,

s’interprétait a 1’aide de la fonction duale de la fagon suivante :

M1 ¢ argmin ®(v) + (p*, v)

vel

.U(

o plHD) — () (D)
ce qui d’un point de vue géométrique revient a ausculter la fonction ® avec des droites de pente —p*¥)
jusqu’a trouver la droite de pente —p# qui tangente la fonction ® au point v* = 0. On a montré que,
dans le cas ou la fonction ® n’était pas fortement convexe, voir non convexe, cet algorithme ne
permettait pas d’obtenir la solution du probleme d’optimisation initial.

Ce méme algorithme de Uzawa appliqué au Lagrangien augmenté s’écrit :

o u) € argmin J(u) + (pV, O(w) + 5 O |

uelUad

o pH) — p® 4 (kD) |
et son interprétation a ’aide de la fonction duale est en conséquence :

o v c argmin ®(v) + (p™, v) + g lv]l* .
vel
o pHD — p#) 4 g (EHD)

D’un point de vue géométrique, ce nouvel algorithme revient a ausculter la fonction ® avec des
paraboles de la forme —(p®, ) — < |1, jusqu’a trouver celle qui tangente ® au point v* = 0. On
comprend géométriquement que cet algorithme va fonctionner méme dans dans le cas ou la fonction ¢
est linéaire ou non convexe (pourvu que le coefficient ¢ soit suffisamment grand pour que 'on puisse
“loger la parabole dans la non-convexité”). On a représenté a la figure 10 les comportements respectifs
de 'algorithme de Uzawa appliqué au Lagrangien ordinaire et au Lagrangien augmenté dans deux
cas ou I’hypothese de forte convexité fait défaut.
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F1GURE 10 — Interprétation géométrique du Lagrangien augmenté
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