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D. Sandri

Université de Lyon 1, Institut Camille Jordan (UMR 5208), Bat. Jean Braconnier, 21 Avenue Claude Bernard, 69622
VILLEURBANNE CEDEX, FRANCE.

Existence et étude numérique de stabilité de solutions faibles du probleme
de fluide de Maxwell dans un canal.

Résumé. Nous étudions ’écoulement d’un fluide régi par le modele de Maxwell corotationnel
(COM model) ou surconvecté (UCM model) dans un canal plan. Il apparait que le probléeme
admet une solution faible, dans un sens a préciser, qui est un écoulement présentant un glisse-
ment aux parois du canal. Ce type de solution présente des propriétés de stabilité qui pourraient
expliquer les phénomenes de glissement observés dans les simulations effectuées dans [13], [14],
[15] et donner des indications sur le probleme du grand nombre de Weissenberg (cf. [8]).

1. Introduction. Lorsque l'on considere ’écoulement d’un fluide régi par le modele de
Maxwell surconvecté (cas important de modélisation d’un polymere sans solvant) a travers
une contraction abrupte et que ’on approche la solution de ce probleme par une méthode de
type d’éléments finis (MEF), les méthodes de résolution utilisées pour résoudre le probleme EF,
non linéaire, se mettent a diverger avec le raffinement de maillage (probleme du grand nombre
de Weissenberg).

La méthode introduite dans [2] appelée méthode de log-conformation permet de remédier
a des situations analogues et permet d’atteindre de grands nombres de Weissenberg dans
les simulations. Cependant, comme remarqué dans le cas d’une simulation d’écoulement 3D
dans une contraction abrupte pour un fluide régi par le modele d’Oldroyd, il n’apparait
pas d’améliorations significative, avec cette méthode, dans le cas du probleme de Maxwell
surconvecté (cf. [1]).

D’autre part, comme remarqué dans [16], dans le cas d'un nombre de Reynolds non nul, il
apparailt une structure localisée au coin de la contraction qui pourrait étre ou non un artefact.
L’étude montre qu’'un trés haut niveau de résolution («wery high resolution») proche de la
singularité géométrique (coin ré-entrant de la contraction) serait nécessaire pour approcher
cette singularité.

Dans [12], nous avons développé une méthode (dénommée, pour simplifier notre propos,
méthode -MSUPG) qui semblerait étre la seule & notre connaissance qui permette d’obtenir
des résultats de convergence de la MEF pour l'approximation d’une version linéarisée du
Probleme de Maxwell, la linéarisation intervenant sur les termes de vitesse dans 1’équation
de comportement. Les simulations avec cette méthode font alors apparaitre un glissement a
la paroi avale de I’écoulement dans une contraction 4 :1, pour les modeles (COM) et (UCM)
(cf. [13]). Sachant que ce phénomeéne pourrait étre un artefact de simulation, nous étudions ici
cette question du glissement dans le cas d’un écoulement dans un canal plan. Nous montrons
I’existence de solutions faibles avec glissement au bord pour ce type d’écoulement, dans le
cas d'un écoulement dans un canal de longueur infinie d’un fluide régi par le modele de
Maxwell (COM et UCM). Ensuite, nous étudions la stabilité de ces solutions faibles, dans
le cas d’un écoulement a travers un canal fini, avec conditions au bord, en approchant le
probleme ainsi posé, par une méthode d’éléments finis. Nous regardons dans quelle mesure
I’écoulement approché se stabilise vers une solution faible, restreinte au domaine borné, en
aval de I’écoulement. Pour des nombres de Weissenberg suffisamment grands, nous observons
que I’écoulement donné par la solution approchée se stabilise autour d’une solution faible.
Ceci se produit dans le cas du modele (COM), ainsi que dans le cas du modele (UCM), mais
pour ce dernier cas, uniquement avec l'utilisation de la méthode #-MSUPG. En particulier,
si les conditions au bord, sont données par les valeurs d’'une solution faible, nous observons,



avec la méthode A-MSUPG, une convergence des solutions de type éléments finis vers cette
solution faible, pour des nombres de Weissenberg suffisamment grands. Ceci nous amene a faire
I’hypothese que ce type de solutions faibles existerait dans le cas d’'une contraction 4 :1, sans
exclure existence éventuelle d’une solution forte conjointe, avec une singularité de coin (cf.
I’étude dans [7]). Le phénomeéne du grand nombre de Weissenberg pour le modele de Maxwell
surconvecté se produirait avec le raffinement de maillage qui rendrait les solutions faibles plus
attractives numériquement, mais d’approximation instable pour les méthodes de type SUPG.
La méthode §-MSUPG permettrait une meilleure approximation de ces solutions.

Au §2, nous considérons le probleme de ’écoulement monodimensionnel dans un canal de
longueur infinie avec une condition de vitesse nulle au bord, d'un fluide régi par le modele
viscoélastique de Maxwell corotationnel (COM) ou surconvecté (UCM). Nous construisons des
solutions faibles, dans un sens a définir, de ce probleme. Au §3, nous considérons un écoulement
dans un canal de longueur finie, avec conditions au bord, le probleme ainsi obtenu est approché
par diverses méthodes d’EF, avec une méthode de point fixe pour la résolution du probleme non
linéaire. Nous étudions ensuite la stabilisation des solutions approchées vers des solutions faibles
obtenues au §2, sur tout I’écoulement ou sur une partie de I’écoulement. Ainsi le phénomene
de glissement observé dans [13], dans le cas d’écoulements dans une contraction 4 : 1, ainsi
que dans le cas d'un canal (cf. [14]), pourrait s’expliquer comme étant la convergence de la
méthode des élément finis vers une solution de type solution faible sur une partie du domaine
de I’écoulement.

2. Existence de solution faibles pour un écoulement de Poiseuille. On note o le tenseur
des extra-contraintes supposé symétrique, u la vitesse du fluide et p sa pression. On note pour
un tenseur o, V.o = o0y;; sa divergence, avec la convention de sommation d’Einstein, pour
une vitesse u, on note V.u = wu;; la divergence de u, u.Vo = upo;j, pour un scalaire p
Vp = p,; le gradient de p, d(u) = %(u;; + u;;) le tenseur des taux de déformation de u et
w(u) = 2 (u;; — uj;;) le tenseur de vorticité de u.
Soit a € [—1, 1], on pose B la dérivée objective

B(u,0) = u.Vo + ow(u) — w(u)o — a(d(u)o + od(u)).
On consideére I’écoulement d’un fluide & travers le domaine Q =] — 0o, +00[x]| — 1, 1 de frontiere
' =] — oo, +oo[x{—1, 1}, avec (o, u, p) satisfaisant le modele d’Oldroyd :
o+ AB(u,0) = 2ad(u) in €,
—V.o —2(1 — a)V.d(u) + Vp =0 in §,
V.au=0in Q,
u(z,—1) =u(z,1) =0,Vx € R,
avec 0 < a < 1 la fraction viscoélastique de la viscosité. Le modele de Maxwell, que nous

considérons dans la suite, est obtenu en posant & = 1 dans (P). Le modele de Maxwell
corotationnel est obtenu pour a = 0 et le modele de Maxwell surconvecté pour a = 1.

(P)

On cherche un écoulement monodimensionnel solution de (P), avec u et o dépendant unique-
ment de la variable y et tel que us = 0, que 'on appellera écoulement de Poiseuille.

Soit @ = 1, on dira que (o, u,p) est une solution faible de (P) si (o, u,p) est la limite simple
sur 2, quand € tend vers 0T, d’une suite d’écoulements monodimensionnels (o€, u¢, p) tels
que sur tout ouvert borné de la forme Q, =] — £,¢[x] — 1,1[, £ > 0, on a (0% uc,p°) €
[L2(Q0)]* x [HY(Q)]? x L2(), uc.Voe© € [L*(2)]* et

lim,_,g+ 0¢ + AB(u¢, 0¢) — 2d(uf) = 0 dans [L},(Q)]*,

lim,_,g+ —V.0¢ + Vp® = 0 dans [H*(Q)]?,

V.u¢ =0 dans €2,

u(x,—1) = u(x,1) =0,V € IR.

(Pf)
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On a alors le résultat suivant (les pressions sont définies a une constante C), pres) :
Proposition 1. Soit a = 1 et soit D > 0 (D représente le débit du fluide).
e Cas 1. Soit a = 0 (Modéle de Maxwell corotationnel).

a) Si A < A L 2(1 — Z), alors il existe un unique écoulement de Poiseuille de classe C ()

solution de (P), tel que (u,p) vérifie :

Y —2fs !
1) ui(x,y) = ds, us(x,y) =0,p(x,y) = — :l;—I—C’,/ ui(x,y)dy = D.
(1) ui(z,y) /11+ i 2(z,y) = 0,p(z,y) = —fo+C, . 1(z, y)dy

La constante 0 < f < f “ % est définie de maniere unique par la condition de débit.

b) Pour \ > )., il n’existe pas d’écoulement de Poiseuille de classe C*(Q2) solution de (P).

¢) Le probléme (P) admet une solution faible donnée par

o=0,u=(Up,0),p=C, sur Q et

0 -1 y

1 1 D
(2) UZ(’\ Ol),u:(O,O),p:——+CpsurF, UOZE.
e Cas 2. Soit a = 1 (Modéle de Maxwell surconvecté).

a) Pour tout D > 0, il existe un unique écoulement de Poiseuille de classe C*(Q) solution de
(P), tel que (u,p) vérifie :

(3) ur(z,y) = g(l —y%), uz(w,y) = 0,p(z,y) = —fz + G, f = ;D-

b) Le probléme (P) admet une solution faible, avec 011 définie a une constante C, pres sur I,
donnée par

o=0,u=(Up,0),p=C, sur Q et

1 D
(4) a:(oa 01),u:(0,0),p:—X+CpsurF, U():?.
A

Preuve. Par commodité, nous reprenons la preuve de la relation (1) donnée dans 6|, complétée
) Y

de la question du débit. Nous avons conservé la variable = dans les expressions de (o, u) ainsi

que l’écriture des équations avec des dérivées partielles.

Preuve du cas 1 (modeéle (COM)), a)—b). Pour a = 0, I’équation de comportement s’écrit,
avec u.Vo =0 :

011 — )\0’12U1,2 = 0,012 + 5(011 - 022)U1,2 — U2 = 0,092 + )\012161,2 =0

ce qui donne la relation classique

R e . )
11 4, - I VAC) - s 022 4y - ’
1+ AQU%,2(£7 y) 1+ )‘QU%,2($7 y) 1+ /\QU’%,Z(Iv y)
1+4/1 -4 %07, 2019

Uuy,2 si 012 7& Oet1l— 4)\20'%2 Z O,

2\2012 1F /1 —4)20%,

Uir,2 = 0 si 012 = 0.



L’équation des moments s’écrit
—0122+p1=0,—0222+p2=0,
on obtient une pression de la forme
p(@,y) = 022(2,y) + U (2) = 012.2(2,y) = V' (2) = 012(2,y) = V' (2)y + K(2).

Comme o012 dépend uniquement de y, on en déduit que ¥’ est une constante —f telle que
p.1 = —f, et que la fonction K (z) est une constante. On obtient avec (5) :

o12=—fy+ K& Uy 2 = (_fy + K)(l + )‘2u%72)'

Par hypothese, u ne dépend pas de x et doit vérifier les conditions au bord wui(z,—1) =
ui(x,1) = 0, donc, d’apres le Théoreme des accroissements finis u; o s’annule pour une valeur
—1 <yp <1, donc K = fyp, ce qui donne avec (5) :

—2f(y — o)
1+ /1 —4X2f2(y — yo)?

ur2(z,y) = sil—4aNf2(y —yo)® > 0 et y # vo.

On obtient une seule fonction continue possible au voisinage de g :

—2f(y —yo)
14 /1 —4X2f2(y —yo)?

Ul,z(ﬂf,y) =

qui est définie sur [—1, 1] pour A suffisamment petit. Il reste a vérifier les conditions au bord.
On a donc

_ 7 —2f(s —yo) A —2fs
ui(z,y) = ds = ds
1 14+ /1 —4X2f2(s — yp)? 1—yo 14 /1 —4X2f252

La fonction a intégrer est impaire, du signe de — f, strictement, pour s > 0. La condition au
bord u 2(x,—1) = 0 est vérifiée si et seulement si —1 —yp = —(1 — yo) = yo = 0. Donc, si
If| < fx,avec fr = %, on obtient un unique écoulement de Poiseuille, a la constante f pres,
de classe C1(Q), solution de (P), avec u donné par

2fs

1 4f2)\2$2 d87 UQ(xay) = 0.

1
(6) wi(z,y) = / —

Pour ce résultat, on pourra se référer, par exemple, a [6], Eqn. 2.8 et Proposition 2.1 (pour un
écoulement dans la direction de y).

Il reste a montrer l'existence de la solution pour un débit D donné. Soit u; donnée par (6)
et D(f) = f_llul(x,y)dy = 2f01 u1(z,y)dy le débit. Pour A € R et s €]0,1] fixés, la fonction

de la variable f : f — H\/% est continue, strictement croissante comme produit de
— S

fonctions positives strictement croissantes. On en déduit que pour y € [—1,1] fixé, uq(x,y)
est une fonction strictement croissante de f et que D est une bijection continue strictement
croissante de [0, fi] sur [0, D(f.)]. Le débit maximal est atteint pour f = fy et vaut

2 T

11 1 -
D(fA)Zx/O (/y mﬁix)dy:X(l—Z)-
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Ainsi un débit donné D > 0 pourra étre satisfait par le fluide si et seulement si A vérifie :

2 T déf 2 T

Dgx(l—z)@)\g& = 5(1—1) []

Dans le cas A < ., la constante f est déterminée de maniere unique. Ainsi pour A > A., il n’y a
plus d’existence d’un écoulement de Poiseuille de classe C1(2). Dans les simulations numériques
sur un canal {7, présentées au Paragraphe suivant, il apparait que I’écoulement se stabilise en
général vers 1’écoulement de Poiseuille régulier (1), lorsqu’il existe une solution donnée par (6)
qui satisfait le débit D imposé dans la simulation, i.e. pour A < A. (c¢f. aussi [14], [15], Fig.
3.2). Un écoulement avec glissement apparait lorsque A devient supérieur a \., donc lorsque 1’on
perd 'existence de I’écoulement de Poiseuille et une chute de pression apparait. L’écoulement
avec glissement se stabilise alors autour de la solution faible (2).

Preuve du cas 1 (modele (COM)), ¢) Existence de la solution faible. Soit 0 < ¢ < 1.
Posons f. et g = 1— fc, les fonctions indicatrices respectives de ¢ =] —o00, +00[x[~1+€,1—¢] et
de son complémentaire dans 2 = QUT : (Q°)° =] — 00, +-00[x[~1, =1+ €[U] — 00, +-00[x]|1 —¢, 1].
Donc, pour (z,y) € Q :

fl@y) =1si—1+e<y<1—c fule.y)=0,sinon

ge(x,y) =0si—14+e<y<1-—¢,9(zr,y) =1,sinon.
(1+y)Uo

€

On pose Uy = 2D, avec D > 0 le débit, uj la fonction continue qui vaut Uy sur €,
sur | — oo, +oo[x[—1,—1 + €] et % sur | — oo, +oo[x]1 — €, 1] (¢f. Fig. 1) et on pose u§ la
fonction nulle sur €2.

La fonction u§ est une fonction continue C! par morceaux de dérivée directionnelle suivant x
nulle, qui appartient & H'(£),¥/ > 0. On a encore

€ 1— Y
u (x,y) = UO(fE + €| |gevo)

Le profil de la vitesse u a alors la forme d’un trapeze (cf. Fig. 1). La fonction uj est dérivable
suivant y sur €2 privé des droites y = —1 +ecet y =1 — ¢, avec

€ . UO
ui o(z,y) = —sugn(y)?ge,y #—1l4+ey#1—e

Posons, a partir de (5) :

\U? el \UZ

€ 0 € . 0 € 0 € €
01 = 5=———-50¢, 019 = —8IgN(Y) =——-59¢, 050 = ————5--50c, 0" = 055 + C,.
B e g ( )62+A2U3 cTE e gt 2o
Modele COM, 2= 2’ c=1/3 Modele UCM, A= 2, €= 1/3, CU0=-1/}»
T T T T T 15 T T T T T T T

[
[N iy}

N

---- c

/. A M// i\

N

G
7
7

-05F o -0.5

1 L 1 L L L L L L L El L I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 08 1 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 08 1

y

Fig. 1. Fonctions o€ et uf dans le cas des modeles (COM) et (UCM) avec Uy = 1 et, dans le
cas du modele (UCM), ¢ = 1.




Le tenseur o€ est dérivable suivant u¢ de dérivée nulle : u.Vo© = ujoq = 0. Soit (o, u,p) la
limite simple quand ¢ tend vers 01 de (u,o¢,p) sur le fermé Q = QUT, (o,u,p) vérifie la
relation (2) de la Proposition 1 :

1 1
u=(Up,0),0 =0,p=0sur Qet u=(0,0),0 = (8 _01),p:—X+C’p, sur T
X

Le triplet (o, u, p) étant constant sur €2, vérifie le probleme (P), mais avec une vitesse discontinue
a la frontiere. Le triplet (o€, u¢, p®) vérifie I’équation de comportement pour y # (1 —¢) :

o+ AB(u, o) — 2d(u®)

€ € , € € A € € € €
< o11 — Aoiug 5 ‘712+§(U11_U22)U1,2_u1,2> _ (0 0>
- € A € € € € € € ,,€ -
059+ 5(071 — 05)uf o — Ui O59 + Aofaug o

0 0

et donc
lim ¢+ AB(uf, 0¢) — 2d(u®) = 0 dans [L}],.(2)]*.

e—0+

Le choix de la convergence L} () est dii au fait que B(uf,0¢) € L} () lorsque (o€, u€)

loc loc

appartient & [La(2)]* x [H(£)]? pour tout £ > 0. Soit v € [D(R2)]?, K son support compact,
et €9 tel que K C Q€ V0 < € < €q, alors, comme € et p© sont nuls sur K pour 0 < € < ¢y on a,
avec (,) le crochet de dualité entre ([D(2)]?)" et [D(Q)]? :

(—V.o¢+ Vp©,v) = (c°d(v)) — (p,V.u) = / (0f;dij(v) —pV.v) =0,V0 <€ < e
K

et donc
lim —V.o¢ + Vp =0 dans [H'(Q)]. []

e—0t
Preuve du cas 2 (modéle (UCM). Pour a = 1, ’équation de comportement devient alors
o011 — 2Xo12u12 = 0,012 — Aoaaui 2 —uj 2 = 0,002 =0
ce qui donne la relation classique
(7) 011 = 2)\u%72, O12 = U1,2, 022 = 0.

On obtient alors la solution (3) de classe C1(€) en raisonnant comme au cas précédent. Traitons
le cas de l'existence de la solution faible. On pose, comme précédemment, pour u€ :

1—y| D

9670)7[]0 = 5

UE(.CL’,y) = UO(fe +

et pour o€ et p¢ (cf. Fig. 1), avec ¢ € IR (avec le parametre ¢, on obtient une solution faible
définie & une constante pres sur I') :

cUye 1 ce?

051 = U3 ge, 055 = —Sign(y)—— e, 059 = X(ﬁ —

A 1)ge,p" = 055 + Cp.

La solution faible (4) s’obtient alors en prenant la limite simple sur € de (o€, u, p®) quand e
tend vers 07 et en posant C, = cUZ. De la relation, pour y # +(1 —¢) :

o + AB(uf, 0%) — 2d(u) = < o011 — 2>\0§2Ui,2 Oy — )‘USQUi,Q - Uﬁ,z) _ (0 0 ) :

€ € € € € €
012 — )‘022u1,2 — Ui 022 0 o5
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on obtient
lim ¢+ AB(uf, 0¢) — d(uf) = 0 [Li,.(Q)]*.

e—0T+

La limite de —V.o¢ + Vp© vers 0 dans [H1(Q)]? quand e tend vers 0%, se traite comme
précédemment. []

3. Simulations numériques. On utilise la symétrie de ’écoulement, et on considere un
écoulement dans un domaine de la forme Q; =0, L|x]0, 1], avec des conditions au bord. On
prendra L = 8 dans les simulations. On considére le probleme (Q) posé sur €y, :

(Q) o+ AB(u,0) =2d(u), -V.c + Vp=0,V.u =0, sur Qf,
on pose I'™ = {(z,y) € R? z = 0,y € [0,1]} la frontiere rentrante du fluide, Tt = {(z,y) €
R% 2z = L,y € [0,1]} sa frontlere sortante, Ty = {(z,y) € R*z € [0,L],y = 0} l'axe de

symétrie de I’écoulement et I'), = {(z,y) € IRQ,x € [0, L],y = 1} la paroi de ’écoulement sur
lequel la vitesse du fluide est nulle (¢f. Fig. 2). On note n le vecteur normal unitaire sortant sur la
frontiere de 2 et t = (—ng, n1) la tangente unitaire (la base (n,t) est orientée dans le sens direct).
La vitesse est imposée a I'entrée et, pour tenir compte du caractere hyperbolique de ’équation
de comportement, une condition au bord est imposée sur o a la frontiere I'™ (cf. [3]). Soit
ug € [HL,(Q1)]? et 0¢ € [L?(I'7)]?, avec la condition de vitesse nulle & la paroi et la condition
sur 'axe de symétrie, les conditions au bord choisies pour le probleme (Q) sont alors :

c=opsur ', u=upsur I' ju=0sur 'y, un=0et [(c —pl)n|.t=0sur I', (Neumann).

La condition de Neumann sur l'axe de symétrie est vérifiée par les solutions données par la
Proposition 1, avec o donné par Eqns. (5) ou (7) dans le cas des solutions de classe C1(Q) :
comme o = 0 sur I',, on a alors [(c — pI).n|.t = (pI.n).t = 0.

A la sortie de I’écoulement, nous avons considéré plusieurs types de conditions qui donnent
sensiblement les mémes résultats dans les simulations :

e (CFD) : condition de Dirichtlet en sortie : u = ug sur I'",

e (CF1) : condition de Dirichtlet sur u.t en sortie : us = 0 sur I'", avec conditions de Neumann
[(0 —pI).n].n=0sur I'",

e (CF2) : condition de Neumann en sortie : (¢ — pI).n =0 sur I'".

Les restrictions & € des solutions (o, u,p) du probleme (P) sont solutions (dans un sens
formel pour les solutions faibles) du probleme (Q) avec les conditions de Dirichtlet (CFD) et le
choix des conditions au bord (o, ug) = (o, u). Dans le cas du modele (UCM), nous étudierons
la convergence des solutions approchées lorsque le couple (g, ug) est donné par une de ces
solutions, avec, au §3.3, le couple (0¢, ug) donné par la solution faible (2) ou (4) et au §3.4, par
la solution réguliere donné par (3) and (7).

Les formulations EF utilisées pour I'approximation du probleme (Q) sont d’une part, une
méthode de type SUPG modifiée avec un splitting d’un facteur 6 des équations couplé a
un décentrage amont avec un coefficient 9. Cette méthode permet d’obtenir des résultats de
convergence EF dans le cas d’un version linéarisée du probleme de Maxwell lorsque
1
146

(¢f. [12]). Nous nommerons par commodité cette méthode, méthode -MSUPG. D’autre part,
nous avons aussi comparé les résultats avec une méthode de type SUPG, utilisant le terme de
décentrage standard duy.V 7y, que nous avons appelée méthode 6-SUPG.

Plagons nous dans le cas des conditions de Dirichlet (CFD). Avec ces conditions (CFD), les
pressions sont choisies dans I'espace LZ(€r) des fonctions de L?(Q;) de moyenne nulle. On
suppose que ug = 0 sur I',, et que les conditions de compatibilité fF,UFJr ug.nds =0etug.n =0
sur I, sont vérifiées (il n’est pas nécessaire que ug soit de divergence nulle). Notons ( , ) le produit
scalaire sur [L*(Qp)]", n € IN et (o, T)p- = [p_ 0375 |ug.nlds.
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On pose T = {7 € [HY(Qp)]* 7 symétrique}, X = {v € [H*(Q)]*,v = Osur I~ UTH U
I'y,v.n=0sur I'y}. Soit {Th x Xp, X Mp >0 C T x X X M une famille d’espaces vectoriels. Soit
g > 0 un parametre, le probleme (Q) est alors approché par le probleme (Qp,) suivant (a titre
indicatif nous avons conservé dans la formulation le terme a qui vaut 1 dans les simulations) :

Méthode 0-MSUPG
Trouver (op, up,pn) € Ty X (ug + Xpn) X My, tel que V(1,v,q) € T, X X, X My, on a :
( (o, + AB(un, o), 7 + 6AB(up, 7)) + M1+ 8){on, T)pr-
= 2a(d(up), ™ + IAB(up, 7)) + M1+ 0){o0, T)1-,
(Qr) & O(op,d(v)) + (1 —0)(2ad(up) — AB(up, o), d(v))

+2(1 = a)(d(un), d(v)) = (pn, V.v) + p(Voup, Vo) = (f,v),
| (V.up,q) = 0.

Pour 6§ =1 et § = 0, on retrouve une méthode de Galerkin classique. D’autre part, nous avons
aussi utilisé une méthode de type §-SUPG, ou le terme de décentrage AB(up,7) dans (Qp) est
remplacé par le terme Aup V.7 :
Méthode 6-SUPG
Trouver (op, up,pp) € Th X (ug + Xpn) X My tel que ¥(7,v,q) € Ty, X Xp, x My, on a :
( (o + AB(un, o), 7 + 6 upV.7) + M1 + 6){(on, T)r-
= 2a(d(up), 7+ A up V1) + A(1 + 6) (00, T)1r-,
(Qn) § O(on,d(v)) + (1 = 0)(2ad(up) — AB(up, o), d(v))
+2(1 — a)(d(up),d(v)) — (pn, V.u) + w(V.up, Vo) = (f,v),

L (V.uh, q) =0.
Pour 6 = 1, on retrouve une méthode de type SUPG classique pour le modele de Maxwell.
Lorsque 6 = 1, les espaces d’EF doivent vérifier une condition inf-sup tenseur-vitesse pour

que les problemes (Qy) ou (Qj,), pour 'approximation du probleme de Stokes & trois champs
obtenu en posant A = 0 dans (Q), soit bien posés (cf. [4],[5],[9],[11]). Des résultats numériques,
auxquels nous faisons référence dans le cadre du §3.1, utilisant ce type d’EF, sont présentés
dans [13], [14], [15]. Les formulations des problemes (Qp,) et (Q}, ) correspondant aux conditions
(BC1) et (BC2) s’obtiennent de maniere similaire, en adaptant 1’espace X aux conditions au
bord et en prenant I’espace L?(£)) comme espace des pressions. Dans le cas du modele (UCM),
nous avons obtenu des solutions approchées présentant un glissement a la paroi, proches des
solutions faibles de la Proposition 1, uniquement avec la méthode 6-MSUPG.

Soit ¢ > 0 un parametre, le probleme (Q},) est résolu par l'itération de point fixe suivant : soit
(o, up,pp) € Ty x (uo + Xpn) x My, donné, alors (o ZH ”H,p}fl) € Ty, x (ug + Xp) X Mj, est
donné par :

(o7 + AB(ul, o™, 7+ SAB(up, 7)) + A1+ 8)(opt, 7)p-
= 2a(d(up ™), 7+ OAB(up, 7)) + A(1 + 8) (00, T)r-,
0(o) ™, d(v) + (1 — 0)(2ad(uf ™) — AB(u}, o), d(v))
+2(1 — a+c)(d(upth),d(v) — (ppt, Vo) + u(Val ™, V)
= (f,v) + 2c(d(uy), d(v))
L (Vi q) = 0,¥(1,v,q) € Ty, x Xp, x My,

Le coefficient ¢, permet d’améliorer, dans certains cas et de maniere significative, la convergence
de l'algorithme du point fixe ci-dessus. Le point fixe utilisé pour résoudre le probleme (Q) ) est
analogue.

(FP)




Le domaine Qj, est muni d’une triangulation conforme {7} }r>0 de triangles K. Les calculs
sont effectués sur diverses triangulations, sur le maillage M; et sur le maillage My qui est un
raffinement de ce maillage (cf. Fig. 2 et aussi Fig. 14, détails des maillages). Les espaces d’'EF
utilisés sont ’espace P; continu pour ’approximation des tenseurs et de la pression et le P
continu pour 'approximation des vitesses. Pour prendre en compte le cas # = 1, nous utiliserons
aussi des éléments finis de type P; bulles continus pour ’approximation des tenseurs, avec :

T, = {1 €[C°(Q)]*, TIk € [PL(K) ®by(K)]*, VK € Tp,},

avec by(K) = span{Aflads, \1A3A3, A1 X223}, ot {\;}1<i<3 est un ensemble de coordonnes
barycentriques de K.

Au §3.4, nous avons aussi considéré un maillage Ms, plus régulier et anisotrope (cf. Fig. 16)
(avec une approximation P; continue ou P, continue des tenseurs) dans le cadre d’une étude
de la stabilité de I’écoulement de Poiseuille lorsque-celui est solution du probleme aux limites

(Q) (modele (UCM)).

Pour étudier les variations de la solution approchée au voisinage de la paroi (c¢f. Fig. 5 et Fig.
9, les variations de la vitesse), nous posons A; la droite y = 47/48 ~ 0.9792 qui intersecte
les arétes horizontales de la premiere rangée de triangles du maillage M1, en comptant ceux-
ci depuis le sommet de Qp, (cf. Fig. 2 et Fig. 14, des détails du maillage). De méme, pour le
maillage M, nous notons A, la droite correspondante, qui a pour équation y = % ~ (0.99935.
La seconde rangée de triangles du maillage My est délimitée par A, et la droite Af, d’équation

_ 1534

1 1

0.9 0.9

0.8 08

07 07

0.6 0.6

>05 >05

0.4 0.4

03 03

0.2 0.2

0.1 0.1

0 0

0 1 2 3 4 F 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7
X a X

Fig. 2. Maillages M (992 triangles, 529 sommets) et My (9668 triangles, 5368 sommets), le

maillage de la paroi de I’écoulement a pour tailles respectives h = i et h = %. Sur le maillage
My, le triangle T; placé en haut a gauche de 5 a pour coordonnées (0,1), (%, g), (}1,1)

et sur le maillage Moy, le triangle T} placé en haut a gauche de €2 a pour coordonnées
(0,1), (ﬁ, %), (ﬁls, 1). Nombre d’inconnues pour I'approximation P x Pi x P; continue :
6214 inconnues (maillage M) et 62278 inconnues (maillage My).

Nous étudions le role joué par les solutions faibles sur le comportement du point fixe et les
solutions numériques dans plusieurs cas de figures. Au §3.3, nous étudions la convergence de la
solution approchée vers la solution faible sur tout le domaine. Aux §3.1, 3,2 et 3.4, pour étudier
la stabilisation des solutions approchées autour d’une solutions faible, on se place sur une partie
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médiane de I’écoulement ou de la frontiere, choisie de la maniere suivante. On pose pour 1’étude
au voisinage de la frontiere I'y, :

F={(z,y) e R*z€[1,7],y =1}

et on étudiera sur F' le comportement du tenseur des extra-contraintes et de la pression. On
pose aussi

F* = {(z,y) e R,z € [1,7],y = 0.99},

pour ’étude de la vitesse (qui est nulle sur F') au voisinage de I'y, avec le choix des normes, par
unité de longueur, suivantes :

7 7
e =g [ 1#Dldalifle = G [ 17(2.099)]de

Pour I'étude sur le domaine €25, on pose A le domaine suivant, obtenu en prenant une partie
médiane de €1y, privée d’'une bande de largeur 0.1 le long de T',, :

A={(z,y) e R* z € [3,6],y €[0,0.9]},

1lla = /A I

Dans le cas ou la pression est définie & une constante pres (cas des conditions au bord (CFD)),
on utilisera la valeur moyenne de la pression sur A :

a1 /

avec le choix de la norme

ainsi que sa valeur moyenne sur €1, :

_dé 1 /
p= mes(2) QLp'

Au §3.1, dans le cas du modele (COM) et au §3.2 dans le cas du modele (UCM), nous étudions
I'approximation du Probleme (Q) avec des conditions au bord de type (CF2) et nous étudions
la stabilisation des solutions des problemes approchés (Qy,) ou (Qj,) vers une solution faible. Au
§3.3, nous étudions 'approximation du probleme (Q) avec des conditions au bord de type (CFD)
données par une solution faible. Dans le cas du modele (UCM), lorsque A est suffisamment grand,
la solution approchée donnée par la méthode -MSUPG converge alors, avec le raffinement de
maillage vers la solution faible, alors que dans le cas de la méthode SUPG ou 6-SUPG, le point
fixe diverge, la méthode ne capturant pas la solution faible. Au §3.4, pour le modele (UCM),
nous étudions ’approximation du probleme (Q), dans le cas ou la solution de celui-ci est donnée
par ’écoulement de Poiseuille (3) et (7). Lorsque A croit, la méthode de point fixe appliqué a
la méthode SUPG ou #-SUPG se met a diverger, la méthode §-MSUPG donne une solution
approchée qui se stabilise vers une solution faible avec une courbe de convergence qui se place
autour d’une phase plateau. Ce processus se produit aussi lorsque la solution du Probleme (Q)
appartient a I’espace d’'EF et est solution du Probleme (Qj) ou (Qj,) (ceci est du aux erreurs
d’arrondis).

[ty

La norme utilisée pour mesurer la convergence est la norme de ’énergie :
1
[(o,u, p)|| = [/ 035035 + dij(u)dij(u) + p?]2
Q
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et on notera

Ui = (o, u, Ph)

le n-iéme itéré du point fixe (FP). Dans une partie des résultats énoncés ci-dessous, les courbes
de convergence obtenues ne sont pas toutes achevées, notamment pour des temps de calcul qui
peuvent étre longs. En effet, certaines de ces courbes présentent des taux de convergence proches
de 1, ce qui conduit a des temps de calculs tres longs (cf. Fig. 10, par exemple, ou la courbe
de convergence est tracée pour 355729 itérations). Par exemple, sur le maillage Mo, le temps
de calcul moyen d’une itération est de 'ordre de 250 s., ce qui conduit a des temps de calcul
de l'ordre d’'un 1 an pour 126000 itérations. Certains calculs ont été accélérés en parallélisant
I’assemblage de la FEM dans la limite des possibilités de calcul. D’autres courbes présentent
des phases qui sont proches d’'un plateau. Durant ces phases, on peut cependant observer une
variation significative de la norme de 1’énergie comme & la Figure 9 (graphiques de droite) ou
des réajustements de la solution sur des zones de discontinuité, comme a la Figure 9 (figure de
gauche). Dans le cas d’un écoulement dans une contraction 4 en 1, nous avons pu obtenir des
solutions avec glissement a la paroi avale de I’écoulement ainsi qu’une convergence achevée sur
des maillages de méme taille a la paroi avale que ceux utilisés ici. Il semble que la singularité
de coin provoquerait plus facilement le glissement, ce qui améliorerait alors la convergence du
point fixe (cf [15]).

3.1. Modele de Maxwell corotationnel. Nous notons (¢, u/, p/) la solution faible donnée
par Eqn. (2). On considere le probleme (Q) avec une condition au bord de type (CF2). Nous
posons comme condition sur I'™ : ug(x,y) = 4(1 — y?) et 0¢g = 2d(ug) (écoulement de Poiseuille
pour un fluide régi par les équations de Stokes de débit de valeur 1—36) Il n’y a pas de condition
imposée en sortie sur I'" pour u.

La condition de Neumann (o — pI).n = 0 imposée sur I'T permet de déterminer la constante
d’intégration de p. Pour la constante C,, de la solution faible (cf. Eqn. (2)), comme o/ = 0 sur
Q, ceci donne pf = Cp,=0.

Pour cet écoulement, le nombre de Weissenberg est donné par We = ]%—’;0(:6, 1)|A = 8. Le débit

vaut alors D = 1—??, ce qui donne la valeur de Uy = %, dans ’expression de la solution faible

donnée par Eqn. (2).

Pour a = 0, la valeur critique A. (¢f. Proposition 1. Cas 1, a)) est donnée par \. =
0.08047, ce qui donne un nombre de Weissenberg critique de We = 0.6438.

™~

o0l

3
32

Pour A < A, la composante u; de la solution approchée par les méthodes 8-SUPG et §-MSUPG,
se stabilise en milieu d’écoulement vers la solution réguliere u; de la Proposition 1, Eqn. (1),
(cf. [14], [15], Fig. 3.2).

Un résultat de simulation pour une valeur légerement supérieure a A. de A, donnée par
A = 0.0825 est décrit aux Figures 3-5 et au Tableau 1. La méthode utilisée est la méthode
0-MSUPG. On choisit, ainsi qu’au §3.2 et au §3.4, comme itéré initial dans l'itération de point
fixe (FP), la solution (o}, uy,p?) du probleme de Stokes obtenu pour A = 0. Au §3.3, c’est
I'interpolé de la solution faible qui sera choisi comme itéré de départ.

On observe, en aval du domaine et sur la paroi de I’écoulement, une stabilisation de la solution
approchée vers la solution faible (cf. Fig. 3, 4). Il est a noter que la méthode de Galerkin
sans décentrage obtenue en posant § = 0 dans (Qy), dont la méthode de Galerkin classique
obtenue pour 6 = 1, ainsi que la méthode -SUPG, avec ou sans splitting, i.e. § = 1, permettent
d’obtenir des résultats similaires (cf. [14],[15]). Lorsque 6 = 1, ces résultats sont obtenus avec
I'utilisation d’espaces d’EF vérifiant la condition inf-sup tenseur-vitesse qui permet de stabiliser
l’approximation du probleme de Stokes a trois champs obtenu en posant A = 0 dans (Q) (cf.
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[5],[9],[11]). En ce sens, la solution réguliere est stable ces méthodes d’EF.

Coupe de u,, x=4. ,=0.0825, We=0.66 (COM). Maillage M, Graphe de u,. 2=0.0825, (COM). Maillage M1

0 L 1 1 1
0 02 0.4 0.6 y 0.8 1

Coupe de u, x=4. 1=0.0825, We=0.66 (COM). Maillage M2

0 L L L L
0 02 0.4 0.6 y 0.8 1

Fig. 3. Modele de Maxwell corotationnel. Figures de gauche : vue en coupe de u; suivant la
droite x = 4 (u vitesse approchée). Figures de droite : graphe de u; (vue opposée) et graphe
de la courbe z — uy(x,0,99), z € [0, 8]. Modele (COM) a=0,\=0.0825, We =8\ = 0.66,
conditions (CF2). Parametres de (FP) : (6,6, i1, ¢) = (13, 15, 2, 0) Terme MSUPG de décentrage
amont : SAB(ul, 7). Espaces ’EF P! x P§ x P; continu. Résultats sur les maillages M; et Mo.

La Figure 4 donne le graphe de la solution approchée 011 obtenue sur les maillages M et Mo,
ainsi que des vues en coupes de 011 et o022 au voisinage de I',. Sur I, les composantes 011 et
092 de o prennent des valeurs proches de % ~ 12.1212 pour o017 et des valeurs proches de —%
pour o2. Le Tableau 1 donne les valeurs moyennes prises par o sur la partie médiane F' de I'),.

Graphe de Gyq- %=0.0825 (COM). Maillage M1 Coupes de 5, ,, 1=0.0825, UCM). Maillage M Coupes de 5, : Maillage M,
15
15 — 1 I
10 m
G
"o
— y=1 — y=1
— y=0.99 — y=0.999
ol| — y=098 | — y=0998
—— y=0.94 ]\ —— y=0.99 Jﬁ%ﬁiﬂ
y 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Graphe de Oy Maillage |\/|2 Coupes de ., : Maillage M, Coupes de ., : Maillage M,,
o1 — v=1 — !
— y=0.99 20999 / /
—— y=0.96 — 5:06?33
5| — y=0.94
V YV
-10
-15
0 2 4 0 2 4 6 8

X X
Fig. 4. Modele de Maxwell corotationnel (suite de la Figure 3). Figures de gauche : graphe de
la fonction o117 obtenue sur les maillages M; et My et graphe de la courbe x — o11(z, 1),
x € [0, 8]. Figures de droite : vues en coupe de 011 et 099 suivant les droites y = 0.94,0.96,0.99
(traits fins) et y = 1 (trait épais) pour le maillage M et les droites y = 0.99,0.998,0.999 (traits
fins) et y = 1 (trait épais) pour le maillage Mo.

Au Tableau 1, nous regardons la stabilisation de la solution approchée vers la solution faible
sur les segments F' C I',,, F* C 0, et sur la partie avale A C €, de I’écoulement. On observe,
avec le raffinement de maillage, la convergence sur le rectangle A, de la solution approchée
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(0,u,p) vers la solution faible (o7, uf, p/), ainsi que la convergence sur le segment F de (o, p)
vers (of,pf) et sur le segment F*, de la vitesse u vers u/. Posons, pour U = (o, u,p) :

|Ullp,re = |lowillr + llow2llF + llo21llF + [|o2ellF + Jutllp+ + [Juz|l7+ + [Pl F,

1Ulla = llonlla + llowzlla + lloarlla + llozella + [lualla + [luzlla + [plla-

Soit U/ = (o, uf,pf) la solution faible, soit U’ la solution obtenue sur le maillage M;, on a
les rapports
U — U U — U
U/ = U?||pr |US = U?|la

proches du rapport 32 de la taille du maillage M; sur le bord I',, sur la taille correspondante
du maillage My, ce qui donne une indication de convergence vers la solution faible, sur une
une partie restreinte du domaine, respectivement en O(h%%4) et O(h%92), avec h la taille du
maillage de la paroi I'),.

= 26.09, = 24.11,

Méth. -MSUPG, EF P} x P? x P; continu, (6,8, u,¢) = (2, L.20), a =0, A = 0.0825, (CF2).

11’ 10°
Maillage %f:(;u(az,l) dx %ffolg(a:,l) dx %f:azz(:v,l) dx %f: u1(z,0.99) dz %f; uz(z,0.99) dx %f: p(z,1) dx
My 13.39 -0.77 -13.38 1.96 -0.0002 -7.75
Mo 12.14 -0.02 -12.11 2.64 0.0002 -12.15
(@ Norme L lori—ofllr  llowe—olylr  llozz—olylle  fus—uf |l ps lluz —uf || s llp—p |1
My 1.27 0.77 1.26 0.71 0.0043 4.37
Mo 0.028 0.016 0.025 0.028 0.0008 0.24
b
®Norme L' flovi—ofjlla  llowz—ofylla  llose—oylla  fui—uflla llus—ufl.a llp—p” [l4
My 0.16 1.81 0.16 0.44 0.0175 16.07
Mo 0.008 0.076 0.008 0.018 0.0017 0.66

Tableau 1. Modele de Maxwell corotationnel. Etude de convergence. a = 0, A = 0.0825,
% = 12,1212, We = 0.66. Le terme (o,u,p) est la solution du probleme approché (Qp) et
(67, uf, p/) est la solution faible de la Proposition 1, Eqn. (2), avec Uy = g et C, = 0. (@
Normes L', ramenée & I'unité, sur une partie médiane du bord : ||f||r = %ff |f|(x,1)dz ou

de son voisinage || f||p+ = & f: | f(2,0.99)| dz, ® norme L' sur une partie médiane du domaine
|flla = [, |f|. Nombre d’itérations : 956 (M) et 41891 (M), erreur relative entre les deux
derniers itérés : 2.05e — 015 (M) et 7.53e — 015 (M3).

D’autres choix de conditions sur ¢ en entrée d’écoulement, par exemple en choisissant ¢ donné
par la relation (5) (cf. les courbes de convergence de la Fig. 5 obtenues pour cet exemple),
conduisent aussi a des solutions avec glissement pour A > A..

Le premier graphe de la Fig. 5 montre un agrandissement de la coupe suivant la droite x = 5
de la solution approchée u; obtenue sur le maillage My, avec une représentation du maillage
au voisinage de cette droite. Approximativement, la fonction u;(5,y) prend la valeur Uy pour
0 <y <0.99935, puis apres une oscillation, décroit de maniere affine vers la valeur nulle. Ainsi
la variation de wu; se fait sur la derniere rangée de triangle au niveau de la droite Asy. Soit
€= ﬁ, le profil de vitesse est alors proche de celui de la solution u¢ définie au §2 (cf. aussi le
graphe de u€ pour € = %, a la Fig. 1).

Le second graphe de la Figure 5 donne les courbes de convergence en norme de ’énergie (courbe
du logarithme népérien de l'erreur relative, en fonction du nombre d’itérations) de point fixe

13



(FP). On observe une convergence de type linéaire avec un taux de convergence qui croit avec
le raffinement de maillage. Le troisieme graphique de la Figure 5 est un agrandissement du
précédent, sur lequel on a ajouté des courbes de convergences obtenues pour A = 0.08 < A,
et A = 0.0825 > A, avec les conditions aux bord en entrée sur o données par Eqn. (5). Pour
A = 0.0825 > )\, les courbes présentent une phase plateau qui correspond & ’apparition du
glissement au cours du processus de point fixe. Pour A = 0.08 < A, il n’y a pas d’apparition de
glissement ni de phase plateau correspondante.

Coupe de u,, x=5. ,=0.0825, a=0, We=0.66 (COM). Maillage M2 Courbes de convergence, a = 0, . = 0.0825, We = 0.66

1N

---- Axe de Ia_coupe S —— Maillage M1 H
285+ —_ Zoupe suivantx =5 Softre ---- Maillage M2 |
T 2 ‘;'/\_515 ____________
2.8+ Saf 0 T
2,75 =, ]
\c.»/-so L. —
O a5 | | . |
2.7+ ) 05 1 15 2 25 3
n, nombre d'iterations x10°
2.65 Courbes de convergence, a = 0, 2 = 0.0825, We = 0.66
=0 : : : : : : : : :
c__c>5 ‘,.’ —— Maillage M, % = 0.0825
26! 505 DN s
§ ‘_E Maillage Ml A= 0:08, c::'md. (E;)
255 5 L 18
—
2.5¢ -4.95 =25
=30k
245} 8.

7]
&

0.99 0é92 0é94 oége 0é98 09‘993% 0 2(;0 460 660 860 1060 12;30 1460 1660 1860 2000
n, nombre d'iterations

Fig. 5. Modele de Maxwell corotationnel (suite de la Figure 4). Figure de gauche : coupe
de u; suivant x = 5 et tracé d'un agrandissement du maillage Mo au voisinage de x = 5.
Figures de droite, premier graphe : courbes de convergence sur les maillages M; et My, nombre
d’itérations : 956 (M), 41891(Ms). Second graphe, agrandissement des courbes de la figure
au-dessus et ajout des courbes de convergence obtenue sur le maillage M avec la condition o
donnée par la relation (5).

3.2. Modéle de Maxwell surconvecté. Nous notons (of,u/, p/) la solution faible donnée
par Eqn. (4). Les conditions au bord choisies sont identiques a celles du cas précédent, avec la
pression p/ choisie & 0 sur . Par rapport au modele (COM), la situation est différente dans
le cas du modele de Maxwell surconvecté (a = 1), ou il n’y a pas de perte d’existence d’un
écoulement de Poiseuille de classe C!, quelque soit le débit imposé. D’autre part la solution
faible de la Proposition 1 donne un ensemble de solutions 017 définies a un facteur C, pres.

Lorsque A croit dans les simulations numériques, le schéma de point fixe (FP) commence, en
général, par converger vers une solution réguliere, puis, dans le cas des méthodes de type SUPG
ou 6-SUPG, il se met a diverger. Pour les méthodes de type -MSUPG et pour des valeurs de
A qui restent bornées, un écoulement avec glissement a la paroi I', de I’écoulement apparait et
la vitesse se stabilise en aval du domaine vers la vitesse v/ donnée par la solution faible de la
Proposition 1 (¢f. Fig. 6).

Par exemple, sur le maillage M, dans le cas de la méthode /-MSUPG, un écoulement avec
glissement apparait a partir de A ~ 0.25. On observe ce glissement jusqu’a des valeurs de
A = 0.375, accompagné d’un ralentissement de la vitesse de convergence du point fixe, avec les
parametres (6,0, u,c) = (%, 1—10,2, 1), pour toutes ces simulations. Dans le cas de la méthode
0-SUPG, avec ces parametres et ce méme maillage, le point fixe converge jusqu’a A = 0.3 vers
une solution réguliere (la convergence est obtenue apres 600 itérations env.), puis diverge a

partir de A = 0.3125. Cependant, pour cette valeur de A, le point fixe reste convergent si ’on
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augmente suffisamment la valeur de ¢ (ce qui diminue en général le taux de convergence du
point fixe). Ainsi, pour ¢ = 100, la convergence est obtenue apres environ 40000 itérations.

Coupe de ug, x=4. 1=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M1 Graphe de u. 2=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M1

0 0.2 0.4 0.6 y 0.8 1
Coupe de u, x=4. %=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M1
3 . ‘ : ‘

0 . . I I . -
0 02 0.4 0.6 0.8 1
y X

Fig. 6. Modele de Maxwell surconvecté. Figures de gauche : vue en coupe de uq suivant la droite
x = 4 (u vitesse approchée). Figures de droite : graphe de u; (vue opposée) et graphe de la
courbe = — wuy(x,0,99), z € [0,8]. Modele (UCM), a = 1, A = 0.3, We = 8\ = 2.4, conditions
(CF2). Parametres de (FP) : (6,6, p,¢) = (12, 15, 2,1). Terme MSUPG de décentrage amont :
SAB(uy, 7). Espaces d’EF P x P x P; continu. Résultats sur les maillages M et M.

Un résultat de simulation pour une valeur de A = 0.3 avec 'utilisation de la méthode 6-
MSUPG est décrit aux Figures 6-9 et au Tableau 2. La Fig. 6 décrit la composante u; de la
vitesse obtenue sur les maillages My et Ms. Les Figs. 7 et 8 décrivent le tenseur des extra-
contraintes, avec, sur la Fig. 7 (figures de droite), des vues en coupes de o717 dont une coupe
suivant le segment Fj3 défini ci-apres et qui correspond a un minimum pour o1;. Sur ces figures
et le Tableau 2, on observe une stabilisation de la solution approchée vers la solution faible,
en aval du domaine et sur la partie avale de la paroi de ’écoulement (& la détermination pres
du coefficient C, qui intervient dans la définition de la solution faible o11). Le choix de C,
est précisé au Tableau 2 ci-dessous. Sur la partie médiane F' de la paroi de I’écoulement, on
observe une convergence, pour la norme |||, de 012 vers 0 et de 29 vers —1 (cf. aussi la Fig. 8,
graphes de gauche). Le Tableau 2 donne les valeurs moyennes prises par ¢ sur la partie médiane
F de I',. Des oscillations apparaissent au voisinage de la frontiere I';, sur la composante o7 du
tenseur des extra-contraintes (cf. Fig. 7, graphiques a gauche et en haut a droite). Cependant,
ces oscillations disparaissent avec 1'utilisation de maillages plus réguliers (cf. §3.3.4) comme le
maillage M/ (c¢f. Premier graphe de la Fig. 14). Sur la Figure 7 nous avons représenté en ligne
pointillée une coupe de 011 obtenue sur ce maillage, avec un lissage des oscillations. Les courbes
de convergence sont données a la Fig. 9.

Il existe une infinité de solution faibles définies a la constante C,, pres, qui est la valeur prise sur
le bord I',, par la solution faible 0{1. La composante 017 du tenseur des extra-contraintes semble
bien se stabiliser, en moyenne, sur la partie F' de la frontiere, autour d’une valeur constante,
que nous notons C, ;. Cette valeur C, ; dépend du maillage, avec une indétermination sur la
limite éventuelle de C, ;, quand le pas du maillage tend vers 0. On a, en moyennant sur F' :
Cy p, = 5.1714 £ 1.1137 (écart en norme ||.||#) sur le maillage M; et Cy ,, = —2.0094 £ 0.3278
sur Ma, le maillage le plus fin (c¢f. Tab. 2).

Posons, pour 0 < b < 1, F, = {(x,y),z € [1,7],y = b} le segment de Q placé sur la droite
y = b parallele a la paroi de ’écoulement. On cherche § qui minimise la valeur moyenne de o1
sur Fj donnée par %f170'11($, b) dz. Sur le maillage M, on trouve § = % + 5e — 4 ~ 0.9792,
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%ffau(w,ﬁ) dx = —0.3752 (cf. Fig. 7, le tracé de w; suivant la droite y = (). Le segment
Fg est donc inclus dans la droite A;. Sur le maillage Ms, on trouve f = 1 + 2e — 5,
3 f17011(ac, B)dx = —2.0094 (cf. Fig. 7) et le segment Fj est cette fois inclus dans la frontiere I'),.
Ce qui donnerait numériquement I’hypothese suivante de détermination de o1 sur la frontiere,
quand le pas h du maillage de la frontiere tend vers 0, avec § = [}, dépendant de h :

7 7 1 [7 1
(8) / o11(z, Br)dx = inf / o11(z,b)dz, lim B, =1, lim —/ o11(z, Bp) dx = ——.
1 b€l0,1] Jq h—0 h—06 J; A
Graphe de Sq1 2=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M1 Coupes de 5, ,, 2=0.3, (UCM). Maillage M,  Coupes de o, : Maillage M,
15 6
5| — y=0.97917, 1/6 {15, =-0.375 — y=0.97917 4 — y=0.99935
—y=1 — y=1
0~ c 2
11
0
-5
° o2 ” 5 0 2
. 0.6 4 X
y 08 T 6 x 0 5 4 6 8 % 2 4 & 8
Graphe de o4 2=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M2 Coupes de o, : Maillage M, Coupes de 5., : Maillage M,
2 2
o | — vt 1800, =201 |
0 0
0- c c
22 2
2 -2
3
0.2 /.
04 o3 — - : 2 0 4 4
s 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
X X X

y

Fig. 7. Modele de Maxwell surconvecté (suite de la Fig. 6). Figures de gauche : graphe de 011

(vue opposée) et tracé de 017 suivant y = 1 ainsi que suivant y =  pour le maillage M; (sur ce

maillage, 8 # 1). Figures de droite : vue en coupe de 017 suivant les droites y = 0.97,0.98,0.99
1535

(traits fins), y = 1, y = 4% (maillage M1) et y = 1232 (maillage M) (trait épais), et vue en

coupe de oy9 suivant les droites y = 0.9,0,91---,0.99 (traits fins) et y = 1 (trait épais). Sur
le maillage My : B = % ~ 0.9792 avec la valeur moyenne %ffan(x,ﬁ) dx = —0.3752. Sur le
maillage My : § = 1 avec la valeur moyenne % f17011(213, B)dx = —2.0094. Courbe pointillée :
vue en coupe suivant la droite y = 1 de la fonction o1; obtenue sur le maillage M,

Graphe de Oy 1=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M1 Coupes de c,,. 2=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M,
5 0 -
’ S12 /
2i[— vl X
4 — §=gﬁg
02 0.4 2 0 - y:0.
y 08 . 4 - Y i 1 L | I L | |
R ’ o % 1 2 3 4 5 8 7 8
Graphe de Oor 2=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M2 Coupes de o,,. 2=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M,

3 4 5 6 7 8
X X

Fig. 8. Modele de Maxwell surconvecté (suite des Figures 6-7). Figures de gauche : graphe de
022 (vue opposée). Figures de droite : vues en coupe de 012 suivant les droites y = 0,0.2,0.5,0.9

(traits fins) et y = 1 (trait épais).
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Pour I’écoulement monodimensionnel, on a la relation 011 — 2Ao12u1,2 = 0, avec 012 proche de
0 et uy 2 qui tend vers —oo sur I',. Lorsque u; 2 < 0, avec cette relation, o1 est alors du signe
opposé au signe de o15. Sur le Tableau 2 et la Fig. 8 (figures de droite), on voit que la composante
012, négative en moyenne sur I', lorsque 'on résout sur le maillage M, devient positive en
moyenne sur I', avec 'utilisation du maillage M3, ce qui correspond bien au changement de
signe observé sur C, 5. Cette relation pourrait expliquer en partie les instabilités numériques
observées sur o1y (cf Fig. 7), avec la possibilité d’une convergence en valeur absolue de Cy ,

1
vers X

Avec les notations du §3.1 pour les normes || .|| et || .||+, soit U/ = (¢/,uf,p’) la solution
faible, soit U"® la solution obtenue sur le maillage M,;. On a les rapports

U/ = Ul -
|US = U]l

1
= 3.85, 07 = Ul _ 8.78,
|UF = U?]|a
ce qui donne une indication de convergence vers la solution faible, sur une partie restreinte du
domaine, respectivement en O(h%3%) et O(h%%3), avec h la taille du maillage de la paroi T',.
Ce résultat de convergence est a moduler par le fait que ’on choisit comme valeur de 0{1 a la
paroi, la moyenne obtenue sur le maillage (indétermination de la constante C,).

Méth. -MSUPG, EF P{ x P§ x Py continu, (0,6, p,¢) = (12, 4,2,1), a=1, We = 2.4, (CF2).
Maillage %f:au(m,l) dx %f:crlg(a:,l) dx %ffagz(x,l) dx %f: w1 (x,0.99) dz %f; uz(x,0.99) dz %f;p(a:,l) dx
My 5.1714 -0.0244 -3.3562 2.1833 -0.0007 -2.5859
Mo -2.0094 0.0009 -3.3334 2.6884 -0.0009 -3.1281
Norme L' |lon—of,llr  llowe—olyllr  lloze—olllr  [lur—uf|lps s —uf || s lp—p” | r
My 1.1137 0.0283 0.0228 0.4898 0.0064 0.7474
Mo 0.3278 0.0009 0.0001 0.0232 0.0014 0.2781
Norme L' |lo11—07,|la lorz—o{,lla lloaz—od,lla lur—u |l llug—u ||a lp—p7 |l a
My 0.0603 0.1113 0.0586 0.0597 0.0105 1.5266
Mo 0.0539 0.0317 0.0407 0.0042 0.0025 0.0562

Tableau 2. Modele de Maxwell surconvecté. Etude de convergence. Les notations sont celles du
Tableau 1. Le terme (o, u, p) est la solution du probléme approché (Qy,) et (of,ul,p/) est la

solution faible de la Proposition 1, Eqn. (4), avec Uy = % et C, = 0. Sur le bord I'y, 0{1 =C,

est évalué par la valeur moyenne Cy ; = % f17011(90, 1) dz. % = 3.333. Nombre d’itérations :
32605 (M) et 423438 (M), erreur relative entre les deux derniers itérés : 7.38¢ — 015 (M)
et 3.54e — 006 (My).

On remarque que la vitesse est tres sensible aux irrégularités géométriques du maillage situées
aux points (2,1), (4,1), (6,1) (¢f. Fig. 6, figure en haut a droite, le graphe et la coupe suivant
y = 0.99 de la solution u; obtenue sur le maillage M;). Les variations de u; en ces points sont
amplifiées plus particulierement sur o171 (cf. Fig. 7). La question d’un maillage plus régulier est
abordée au prochain § 3.3. Par exemple, les maillages M) et M), représentés a la Figure 14
permettent de lisser les irrégularités qui apparaissent sur les courbes de la Figure 11 (cf. Fig.
15). Comme mentionné ci-dessus, la Figure 7 (graphes en haut a droite) montre une coupe de
la fonction o171 obtenue avec le maillage M/, avec une diminution des oscillations sur les trois
premiers quarts de la paroi.
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D’autres conditions en entrée sur o, comme o = 0, ou des conditions au bord de type (BC1),
donnent des résultats similaires a ceux de ce §. Le choix d’une condition en entrée sur o
donnée par la relation (7) (écoulement de Poiseuille régulier), conduit aussi a des solutions
avec glissement, mais pour des valeurs plus élevées de \. Ce cas est abordé au §4, dans le cadre
des conditions de Dirichtlet (CEFD).

La figure 9 (figure de gauche) montre une vue en coupe de la vitesse obtenue pour x = 5. On
observe, apres un grand nombre d’itérations, un ajustement de la solution au graphe de uf,

1 )
136> alors que la courbe de convergence est proche d’une phase plateau.
Coupe de us, x=5. a=1, »=0.3, We=2.4 (UCM). Maillage M2

avec € =

Courbes de convergence, a=1, A =0.3, We =24

= 0
-- Axe de la coupe s
2.85F —— coupe suivant y = 5; 197252 iterations =0
---- coupe suivant y = 5; 172287 iterations )
28 mmme By S0 ]
275! =i —_ Ma?llage M1 H
Az = —— Maillage M2 H
2.7+ < 5 05 1 15 2 25 B 35 p 45
..... n, nombre dlteratlons x10°
265F e e Courbes norme énergie, a = 1, 0 3, We 2 4
""""""" 350 T T T
26¢ ‘% {5.05
255 % = J 5
25+ =495
245 C 1 I I I I | 50 1 1 I I I I I I
0.99 0.992 0.994 0.996 0.998 0.99931 0 05 ! 5 2 25 3 38 4 45

n, nombre d'iterations x10°

Fig. 9. Modele de Maxwell surconvecté (suite des Figures 6-8). Premier graphe : coupe de uq
suivant x = 5 et tracé d'un agrandissement du maillage My au voisinage de x = 5, sur ce
graphe As est la droite d’équation y = %. Graphiques de droite : courbes de convergence et
courbes de la norme d’énergie des itérés. Nombre d’itérations : 32605 (M), 423438 (My).

3.3. Condition sur la vitesse de type créneau en entrée et en sortie (solution faible).
Nous notons (o, u/, p’) la solution faible donnée par la Proposition 1, Eqn. (2) (cas du modele
COM) ou Eqn. (4) (cas du modele UCM). On étudie le probleme (P) avec des conditions au
bord données par les solutions faibles o/ et u/ (vitesse en forme de créneau). On étudie d’abord
le cas du modele (UCM) pour des valeurs élevées de A avant d’examiner le cas du modele
(COM), des petites valeurs de A et l'influence du maillage.

3.3.1. Condition créneau en entrée et en sortie (solution faible, (UCM)). On se place
dans le cas du modele de Maxwell surconvecté. Nous désignons par (o, uf, pf) la solution faible
donnée par la relation (4). On se donne en entrée et en sortie une condition au bord constante
i.e. on pose comme comme condition au bord ug = u/ la solution faible donnée par Eqn. (4),
avec Uy = %. La condition en entrée sur o est choisie & o9 = of = 0. L’itéré initial choisi pour le
point fixe (FP) est (o9, u),p?) = (0,u?,0), avec u’ € X}, I'interpolé de la solution faible u/ : u’
vaut 0 sur les degrés de liberté placés sur la frontiere I'), et vaut % aux autres degrés de liberté.
Pour ce type de probleme, la pression est définie a une constante pres, la pression choisie est la
pression de moyenne nulle. Pour la solution faible, la constante C), est choisie telle que pl = Cp
soit de moyenne nulle, ce qui donne donc C, = 0. Soit p la pression solution du probleme
approché (Qp) (numériquement, p est obtenue en posant p = 0 sur un degré de liberté de
I'espace d’EF), on pose p = p — p la pression approchée de moyenne nulle. Pour étudier la
convergence de la pression approchée on comparera ]5 A la solution faible p/. La valeur moyenne
de p a la paroi est évaluée par < fo r,1),dr = 3 fo x,1)dx — p. Sur le bord T', 011 est
définie a une constante C', pres, dans I’étude de convergence du Tableau 3, 011 = C, est évalué

par la valeur moyenne C, j, = % fosall(x, 1) dz.
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A titre de comparaison, nous avons conservé la valeur We = 8), bien que |u; 2| soit infini a
la paroi de I’écoulement (en fait u; o(z,.) est une fonction de type Dirac). Dans la suite de ce
paragraphe, nous présentons des résultats de simulation obtenus pour A = 2. Dans le cas de
la méthode 9-MSUPG, nous observons la convergence de la vitesse approchée vers la solution
faible (¢f. Fig. 10, figures de gauche). Sur le maillage M, la convergence de la méthode de
point fixe (FP) est obtenue pour le choix ¢ = 0 (¢f. Fig. 10, graphiques de droite), avec une
solution approchée proche de la solution faible. Pour ¢ = 1, ainsi que sur le maillage Mo, les
courbes de convergence ne sont pas achevées, avec un point fixe qui converge lentement. On
note cependant une stabilisation des courbes en norme de I’énergie (cf. Fig. 14) et des valeurs
du Tableau 3 qui restent stables au cours du processus itératif, et qui montrent une convergence
vers la solution faible.

En général une petite valeur de ¢ améliore le taux de convergence du point fixe, lorsque celui
converge. Une plus grande valeur de ¢ peut permettre d’obtenir la convergence de point fixe,
lorsque celui-ci est instable pour des petites valeurs de c.

Lorsque I'on utilise la méthode §-SUPG ou la méthode SUPG (avec des éléments finis de type P
bulles continus, pour I'approximation des tenseurs, comme dans [14]), le point fixe diverge pour
diverses valeurs de ¢ comme ¢ = 1,100 (¢f. Fig. 10, dernier graphique, les courbes de convergence
obtenues sur le maillage M1, pour la valeur ¢ = 100). Au cours du processus itératif, I'itéré de
point fixe uy, initialisé a 'interpolé de la solution faible, s’en écarte progressivement avant de
diverger.

Graphe de u,. r=2, We=16 (UCM). Maillage M1

Courbes de convergence creneau, a = 1, x 2, We=16

P = c/=j: —_— MalllageM c=1
4 y=099 2 5 — MalllageM c=1 []
= 104 ——— MalllageM ,c=0
— 1:@ ___ Maillage M;, c=0
2 et 2
:I)-zo Fi
0 6-307 - B
O .35 1 1 I 1 1 I 1
1 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
= = i n, nombre d'iterations x10°
Graphe de Uy- »=2, We=16 (UCM). Maillage M2 Courbes de convergence creneau,a=1, A=2, We =16
= 5 T
WL ¥=0999 c:):: h ‘
=i ! \uwl .mw,“ i \“ M‘I‘MM A w M. ) W&
2 C:) TsE T
120 - i
8 S| Ma!llage M,,8-SUPG F~e ]
0 Soof| — Maillage M1, SUPG Rt |
O .35 1 1 | | |
1 8 0 05 1 15 2 25 3
X n, nombre d'iterations x10

y
Fig. 10. Modele de Maxwell surconvecté (§3.3. Créneau), 1’écoulement donné par la solution

faible est imposé en entrée et sortie. Figures de gauche : graphes de u;. Modele (UCM), a = 1,

A =2, We = 8) = 16, conditions (CFD). Parametres : (6,4, u, ¢) = (12, 15,2, 1). Terme MSUPG
de décentrage amont : SAB(u}, 7). Espaces d’EF P x PZx P; continu. Résultats sur les maillages
M et Ms. Figures de droite, premier graphe : courbes de convergence correspondantes obtenues
pour ¢ = 1, avec les nombre d’itérations 769015 (M), 355729 (M3) et courbes obtenues pour
¢ = 0. Figures de droite, second graphe : agrandissement des courbes de la figure au-dessus et
ajout des courbes de convergence obtenues sur le maillage M; pour les méthodes -SUPG et
SUPG (approximation avec 'EF P; @ bulles-continu pour les tenseurs) avec la valeur ¢ = 100
dans le point fixe, on n’obtient pas de convergence sur ces courbes.

Posons, pour 0 < b < 1, F} = {(x,y),z € [0,8],y = b} le segment de Q, placé sur la droite
y = b. On cherche § qui minimise la valeur moyenne de o;; sur Fy donnée par % foscrll(a:, b)dx.
Sur le maillage M, on trouve 8 =1, on a donc Fjg =Ty et %fosall (z,B)dx = —0.2807. Sur

le maillage Mo, on trouve 3 = 1232 ~ 0.9987, & fo o11(x, B) dr = —0.2998 (cf. Fig. 11, figures
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de droite) et F é C Aj. Sur la frontiere I'y, la fonction 017 prend a ses extrémités les valeurs
011(0,1) = —0.4112 et 011 (8,1) = —0.4937, proche de — 1, et vaut —0.0098 & son maximum.

Coupes de u,. r=2, We=16 (UCM). Maillage M1 et M1' Coupes de Sy 2=2, We=16 (UCM). Maillage M1 et I\/I1'
3k - 0 i

e ———""" N peemememmmammmammn T SIS — y=1,1/8 ¢, =-0.281 \

------- Y A— — o —yom

20 T T YN\ —— — y=098

\/\_\N—\ — y=099 G411 -0.2F \// — ¥:_10('l\%ﬁﬁage M,
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X o= ¥=0.99 (M)
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Coupes de u,. A=2, We=16 (UCM). Maillage M2 Coupes de o, .. A=2, We=16 (UCM). Maillage M,

3” \/ S \/‘/\,/‘ i 0 I —

| o

l [ N 02
2 |

Gy 0.4} — ¥=0.9987,1/8 o, =03
1 — y=0.9999 y=1
— y=0.9998 |~ y=09
] ] — y=09997 08/l — o8
—— y=09996 y=09792

0 Il Il 1 Il Il 1 T I} _08 T T T Il Il 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

X X

Fig. 11. Modele de Maxwell surconvecté, §3.3, Créneau (suite de la Figure 10). Figures de
gauche : coupes de uy suivant les droites y = 0.96,0.97,0.98 (trait fin) et y = 0.99 (trait épais)
pour le maillage M; et y = 0.9996,0.9997,0.9998 (trait fin) et y = 0.9999 (trait épais) pour
le maillage M. Figures de droite : coupir)s3 fe 011 suivant les droites y = 3—5,0.98,0.99 (trait

fin), y = 1 et, pour le maillage My, y = {55 (trait épais). Sur le maillage M; : 3 = 1, valeur

moyenne % f08011(a:, B) dxr = —0.2807 et sur le maillage My : = % ~ 0.9987, valeur moyenne

% fogau(x, B)dr = —0.2998. Graphiques du dessus, courbes en pointillé : coupe de u; suivant
la droite y = 0.99 et de 017 suivant la droite y = 1, avec (o, u,p) obtenu sur le maillage M,
pour comparaison aux résultats obtenus sur maillage M; (cf. aussi Fig. 15).

On observe aux Figures 10 et 12, la convergence de la vitesse vers la solution faible. Il apparait
une perte de convergence en norme L>(€p) sur la frontiere I'y, (¢f. Fig. 12), qui évoque le
phénomene de Gibbs.

Coupe de u,, x=5. A=2, We=16 (UCM). Maillage M, Coupes de 5. 2=2, We=16 (UCM). Maillage M,
3
0.02f
ol | 0.01} , X /
S 0P o > D 7&
1 001|[= e
. y -0.021 — Vo5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Coupe de u, x=5. =2, We=16 (UCM). Maillage M2 Coupes de Oy r=2, We=16 (UCM). Maillage M2
3, |
“N\A 0.02}
2
2r ., 0.01+
%12 g vy A )
1+ . — ¥ ) A 1,
0011 — rox
0 L ! L . 0.02 — y=0‘,97 L ! | L L )
0 0.2 0.4 0.6 y 0.8 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Fig. 12. Modele de Maxwell surconvecté, §3.3 (suite des Figs. 10-11). Figures de gauche : coupes
de up suivant x = 5 et, pour le maillage Ms, agrandissement du graphe pour y € [0.999, 1].
Figures de droite : coupes de 012 suivant y = 0.97,0.98,0.99 (trait fin) et y = 1 (trait épais).

Au Tableau 3, la solution faible étant solution du probleme aux limites, les normes sont
prises sur la domaine tout entier, avec les normes en moyenne |f|; = & flg |fl(x,1)dz et
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|flie = % fls |f(x,0.99)| dx et la norme || |1 = fQL | f(x)]. On observe la convergence de maillage
de la méthode d’élément finis avec la convergence de la solution approchée vers la solution faible.
Posons, pour U = (0, u,p) :

WUl11+ = |o11|1 + |o12|1 + o211 + |o22]1 + |ua]ix + |uz|is + |p]1,

[Ullx = llolls + llowells + [loaalls + llo2zlls + lurlls + luzlls + [Ip]1-

Soit U = (of,u’, p/) la solution faible, soit U’ la solution obtenue sur le maillage M;. On a
les rapports

1T = U - ||Uf—U1||1_663

U =U?||1,1+ Ul =02,
ce qui donne une indication de convergence vers la solution faible respectivement en O(h?-¢4)
et O(h5%), avec h la taille du maillage de la paroi I',. Comme au §3.2, la composante o1
du tenseur des extra-contraintes, sur toute la frontiere I', est proche d’une valeur constante
Cy 1 (cf Fig. 11), avec cependant des irrégularités. On obtient Cj j, = —0.2807 £ 0.0510 sur le
maillage M; (écart en norme |.|1) et Cy ; = —0.0855 £ 0.0539 sur My (cf. Tab. 3). Dans le
cas du maillage Ma, la composante 011 est plus réguliere sur la droite A) que sur I', avec une

valeur quasi-constante (cf. Fig. 11) donnée par %f08|011(x, B)|dx = —0.2998 +0.0205. On a, sur
le maillage M1 :

1 [® 1 1 [®
g =1, §/ lo11(zx, B) + X| dxr = 0.2193 et sur A; : g/ lo11(z,
0 0

et sur le maillage Mo :

1534 1

B= 1o

1536° 8

ce qui donne une convergence éventuelle de maillage de o1 vers —% au sens de (8), sur toute
la frontiere cette-fois :

=9.03,

47

1
“ )4 ~|dxr =0.374
48)+)\|90 0.3748

8 8
1 1 1
/ lo11(z, B) + X’ dx = 0.2002 et sur T, : g/ lo11(z, 1) + X\ dr = 0.4145,
0 0

8 8 8

(8") / o11(z, Br) dx = inf / o11(x,b)dx, lim g, =1, lim 1/ o11(z, Br) dx = —l.

0 be(0,1] Jo h—0 h—08 Jy A

Méthode §-MSUPG, (0,6, i1, ¢) = (13, 15,2,1), a=1, A =2,1 = 0.5, (CFD).
Maillage %f:all(m,l) dx %fosolg(m,l) dx %fosazg(aml) dx %fos u1(x,0.99) dz %fos uz(x,0.99) dz %fos p(z,1) dz
My -0.2807 0.0005 -0.5003 1.5254 1.9307e-006 -0.4295
Mo -0.0855 4.9692e-006 -0.5000 2.6658 -6.7215e-008 -0.4538
Norme L1 |011—a{1|1 \012—0{2|1 |O’22—0‘§2|1 |u1—u{|1* |u2—u£|1* |p—p% |1
My 0.0510 0.0005 0.0007 1.1413 0.0019 0.1103
Mo 0.0539 6.1129e-006 2.6195e-006 0.0038 0.0015 0.0854
Norme L' lori—of, It lorz—of,llt loaz—od,ll1 Jur —uf |1 fluz—uf |1 l5—p7 |11
My 0.0962 0.0158 0.2865 0.2531 0.0302 0.4159
Mo 0.0270 0.0039 0.0482 0.0089 0.0044 0.0717

Tableau 3. Modele de Maxwell surconvecté, §3.3, Créneau (suite des Figures 10-12). Etude de
convergence. Le terme (o, u,p) est la solution du probléme approché (Qy) et (of,u/, p/) est
la solution faible de la Proposition 1, Eqn. (4), avec Uy = %. Sur le bord I',, 0{1 = C, est
évalué par la valeur moyenne % fogan(x, 1)dx, Cp = 0. % = % Nombre d’itérations : 769015
(My) et 355729 (My), erreur relative entre les deux derniers itérés : 1.29¢ — 011 (M) et
9.47¢ — 008 (Msy).
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3.3.2. Cas du modele (COM). On considere le modele corotationnel avec A = 2. Nous
désignons par (of,uf,p’) la solution faible donnée par la relation (2). Nous donnons & la Fig.
13, le graphe de la vitesse et de la pression approchées obtenus sur le maillage M. On observe la
convergence de la solution approchée vers la solution faible. Pour la pression, la valeur moyenne
de p sur I', vaut 1 fo x,1) dr = —0.5026, proche de la valeur —l de la solution faible p/ a la
paroi, avec l’ecart en norme |p — pf|; = 0.1357. On note une oscﬂlatlon de la pression au point
(0,0). Ce type d’oscillations, amplifiées par le raffinement de maillage, se produit aussi pour le
modele (UCM) : dans ce cas la solution p converge en norme L!(€r) vers p (cf. Tableau 4),
mais pas en norme L>(€).

Graphe de u. r=2,a =0, (COM). Maillage M1 Graphe de u,. »=0.01, a = 0, (COM). Maillage M1

— x=18,i=0..8
— y=099

y ‘ ’ 178 6 y ‘ ’ 178
Graphe de la pression.x=2, a = 0 (COM). Maillage M Graphe de u,. 2=0.0125, a = %( (UCM). Maillage M1

— x=i/8,i=0...8
{1 — y=099
— y=0 2

08
1 8 6

y X y X

Fig. 13. Modele de Maxwell corotationnel et surconvecté, §3.3, (suite des Figures 10-12). Figures
de gauche, modele (COM), A = 2. Stabilisation vers la solution faible, graphes de la vitesse et
de la pression p. Figures de droite, modele (COM) et (UCM) : stabilisation vers 1’écoulement
de Poiseuille de classe C! avec A = 0.01 pour le modele corotationnel et A = 0.0125 pour le
modele de Maxwell surconvecté. Parametres de (FP) : (6,6, p, ¢) = (12, %,2,1). Maillage M;.

11° 10>
Angle de vue opposé.

3.3.3. Cas des petites valeurs de A. Nous considérons le probleme avec conditions aux
limites de type créneau, pour des petites valeurs de A. Sur le maillage M1, avec A = 0.01 pour
le modele (COM) et A = 0.0125 pour le modele (UCM), la solution obtenue avec les méthodes
SUPG, 6-SUPG et 6-MSUPG se stabilise, sur une partie du domaine, autour de 1’écoulement
de Poiseuille de classe C! (cf. Fig. 13). Sur le maillage raffiné My, le modele (COM) donne des
résultats similaires, avec, pour les méthodes 0-MSUPG et SUPG (avec une convergence presque
achevée pour cette derniere), une solution réguliere similaire & celle de la Fig. 13. La méthode
0-SUPG donne une solution intermédiaire entre solution réguliere et solution faible. Dans le
cas du modele (UCM), le point fixe, associé aux méthodes avec un décentrage de type SUPG,
diverge alors que la méthode §-MSUPG donne une solution réguliere.

Pour étudier de plus grandes valeurs de A dans le cas du modele (UCM), nous avons utilisé
un maillage Mg moins fin que M;. Pour A = 0.125, sur le maillage My, toutes les méthodes
donnent une solution réguliere sur la partie médiane de 1’écoulement. Avec les maillages My
et My, le point fixe diverge pour les méthodes de type SUPG alors qu’il converge, dans le cas
de la méthode 9-MSUPG, vers une solution proche de la solution faible (maillage M5 : nombre
d’itérations : 50438, erreur relative entre les deux derniers itérés : 1.07e — 006). Ainsi, dans le
cas du modele (UCM), nous sommes en présence de deux types de solutions approchées. Avec
le raffinement de maillage, la solution faible devient attractive pour la méthode -MSUPG alors
que le point fixe diverge pour les autres méthodes.
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Ce type de phénomene est aussi observé dans le cas de ’écoulement dans une contraction
4 : 1 pour le modele (UCM) (cf. [13][14][15]), le maillage le moins fin donne une solution
réguliere, ensuite, avec le raffinement de maillage, le point fixe appliqué aux méthodes utilisant
un décentrage de type SUPG diverge (probléme du grand nombre de Weissenberg) alors que
la méthode §-MSUPG donne une solution qui se stabilise autour d’une solution de type faible,
qui est caractérisée par ’apparition d’'un glissement a la paroi avale.

Ainsi, dans le cas du modele (UCM), pour donner un élément d’explication du probleme du
grand nombre de Weissenberg, on peut conjecturer que dans le cas d'une contraction 4 : 1, il
existerait une solution faible (sans exclure I’existence éventuelle d’une solution forte conjointe,
avec une singularité de coin), que cette solution devient attractive avec le raffinement de maillage
et que dans ce cas, les méthodes itératives utilisant une MEF de type SUPG divergent, alors que
I’on obtient une éventuelle convergence des méthodes de type 8-MSUPG vers la solution faible,
comme dans le cas, dans ce Paragraphe, de ’écoulement dans un canal. En fait, le probleme
du grand nombre de Weissenberg se produirait peut-étre pour tout nombre de Weissenberg,
des que 'on raffine suffisamment le maillage a la paroi avale de la contraction (cf [15], ot l'on
observe la divergence de la mthode SUPG pour We = 0.8 et ’apparition d’'un glissement pour
We =0.6).

3.3.4. Influence du maillage, courbes en norme de I’énergie des itérés. Pour étudier
I'influence de la géométrie du maillage sur I'approximation de solutions faibles présentant des
discontinuités et peu régulieres, les 2 triangles du maillage M7 qui ont en commun le sommet
de coordonnées (2,1), ainsi que les deux autres couples de triangles ayant chacun en commun
les sommets de coordonnées respectives (4,1) et (6,1), ont été repositionnés pour obtenir un
maillage uniforme le long de la frontiere (cf. Fig. 14). Le nouveau maillage obtenu est noté M}
(¢f. Premier graphe de la Fig.14). La Figure 11 montre une coupe des solutions approchées u; et
011 obtenues sur M’ (lignes pointillées), avec une disparition des oscillations (cf. aussi Fig. 7 et
Fig. 15). Nous avons aussi testé le maillage M), obtenu par raffinements successifs du maillage

|, ce maillage est de la méme taille que le maillage My sur I',, mais il est plus régulier (cf.
Fig. 14).

. . ,
Maillage M1 Maillage M1 Courbes de convergence, creneau, c=0,a=1,2=2, We =16
| | =0 : : ‘
1 1 < i
0.979 0.979 2 5 Maillage M1
0.9583 0.9583 §-10E; : Maillage M1'
0.9375 0.9375 < AN Mai
T sl —— Maillage M
09167 >.0.9167 CD-C \ . g 2I
0.8958 0.8958 ;o1 —— Maillage M,
0.875 0.875 c2‘:-25 r \
<-30- . I
[ =
O .35 L L L L L
1.5 2 25 15 2 25 0 1 2 3 4 5 6
X X n, nombre d'iterations x10"
Maillage M Maillage M.’ Courbes norme énergie, creneau, c=0,a=1,1 =2, We =16
2 ‘ 2 1000 ‘ : ‘ ;
3 3% — varege ¥,
: } . ,
0.9974 w/ 0.9974\1/ W \V \L Ma!llage IVI1
= 600 —— Maillage |\/|2 I
> > . \
0.9948 A 0.994 = L0 — Maillage |\/|2 o
0.9922>< >< 0.9922 200+
. 0 ‘ ‘ ‘ T
1.95 2 2.05 1.95 2 205 0 1 2 3 4 5 6
X X n, nombre d'iterations x10"

Fig. 14. Figures de gauche :

maillages M7 et My et les maillages M/ (992 triangles, 529

sommets) et M) (9584 triangles, 5326 sommets) correspondants. Figures de droite : courbes

de convergence et courbes de la norme de I’énergie des itérés successifs du point fixe (FP) :
n — ||(op,up,pp)||. Modele (UCM), conditions de type créneau sur la composante u; de la
vitesse, a = 1, A\ = 2, We = 16, (CFD). Parametres : (0,0, u,c) = (:11—(1), %, 2,0). Terme MSUPG
de décentrage amont : SAB(u}, 7). Espaces d’EF P! x PZx P; continu. Résultats sur les maillages

/ /
My, M7, Mo, Ms,.
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Le graphique en haut a droite de la Figure 14, représente les courbes de convergence obtenues
pour les différents maillages My, M|, My, M}, avec la valeur ¢ = 0 dans l'itération de point
fixe (FP). Le maillage plus régulier M’ permet d’améliorer le taux de convergence obtenu sur
le maillage M; au début du processus. Le dernier graphique de la Figure 14 représente les
courbes de la norme de 1’énergie des itérés successifs avec une décroissance de ces courbes vers
une valeur plateau qui croit avec le raffinement ou la régularité du maillage.

La Figure 15, représente une vue en coupe des solutions u; et 17 obtenues sur les maillages
plus réguliers M/ et M. Les courbes de convergence correspondantes sont celles de la Fig.
14, obtenues pour ¢ = 0, elles ne sont pas achevées, avec cependant une norme de I’énergie des
derniers itérés quasi-constante. L'utilisation de maillages réguliers a la frontiere I',, améliore de
maniere significative ’aspect des solutions approchées au voisinage de cette frontiere.

Coupes de u,. r=2, We=16 (UCM). Maillage M1' Coupes de Oy r=2, We=16 (UCM). Maillage M1'
3 T T T T T T T
28k 4 0sl y=097917,1/8 %, =-0.0413 ||
26 - D - " Tyt
2al oer T y=0992
2ol — y=099 G4y 04f - yf0.988
il — y-o098 ol — y=0.984
—y=097 e =
P —— y=096 <~
16 ‘ ‘ . ‘ ‘ : ‘ \ 02 ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7
Coupes de u. r=2, We=16 (UCM). Maillage M2' Coupes de Oy r=2, We=16 (UCM). Maillage M2'
3 | ; . : : [ —r— ; ; : ; ; :
- S Or
2 — 8
o y=0.99935, 1/8 [o, , =-0.204
— y=0.9999 11 -0.5¢ — =1 H
1 —— y=0.9998 K4 ~— y=0.9999
—— y=0.9997 — y=0.9998
— y=0.9996 AL — y=0.9997
0 1 1 1 1 1 T T 1 1 1 T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7
X X

Fig. 15. Modele de Maxwell surconvecté, §3.3, Créneau. Figure correspondant a la Fig. 11,
avec ici, les résultats obtenus sur les maillages M/ et M}. Figures de gauche : coupes de uq
suivant les droites y = 0.96,0.97,0.98 (trait fin) et y = 0.99 (trait épais) pour le maillage M)
et y = 0.9996,0.9997,0.9998 (trait fin) et 0.9999 (trait épais) pour le maillage M/,. Figures de
droite : coupes de 017 suivant les droites y = 0.984,0.988,0.992 (trait fin) et y = 1 (trait épais)
pour le maillage M/ et y = 0.9997,0.9998,0.9999 (trait fin) et y = 1 (trait épais) sur le maillage

M., Vue en coupe de 017 sur la droite y = 3 avec, sur le maillage M/ : § = i—g ~ 0.9792, valeur
moyenne %fogall(x, B) dxr = —0.0413, sur le maillage My : § = % ~ 0.9993, valeur moyenne

§ fogffn(x, B) dxr = —0.2044.

3.4. Condition de Dirichtlet : écoulement de Poiseuille en entrée et sortie. On se place
dans le cas du modele de Maxwell surconvecté, avec des conditions aux bord de type (CFD).
Le tenseur des extra-contraintes est imposé en entrée d’écoulement et la vitesse, en entrée et
en sortie d’écoulement. Les conditions au bord sont données par ’écoulement de Poiseuille de
classe C1(Q2) donné par Eqn. (3) : on pose ug = 4(1 — 3?) et oo est donné par la relation (7),
avec u = 4(1 — y?) dans cette relation, i.e.

2
(7) 0011 = 2)\U01,27 0012 = U01,2) 0022 = 0.

De maniere similaire au § précédent, on choisit p/ = 0 sur €. Avec ce choix de conditions au
bord, le probleme continu (Q) admet comme solution I’écoulement de Poiseuille (o, u, p) donné
par (3), (7) et cette solution appartient & I'espace d’'EF Py x P2 x P; continu. Lorsque ’on résout
le probléeme approché (Q},) avec cet espace d’EF, avec comme itéré de départ dans le schéma de
point fixe (FP), la solution du probleme de Stokes, alors le point fixe converge en une itération
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vers (o, u,p), aux erreurs d’arrondis pres (cf. Fig. 16, graphique en bas a gauche, le début de la
courbe de convergence). Avec les erreurs d’arrondis, lorsque ’on continue le processus itératif,
alors si A est suffisamment grand, des instabilités apparaissent dans le processus de point fixe.
Ces instabilités dépendent du maillage, des coefficients ¢ et u de la méthode du point fixe, du
type d’espaces d’EF et du décentrage choisi. Par exemple, pour A = 0.6 et l'utilisation de la
méthode -MSUPG, on observe en résolvant le probleme approché (Qy,) sur le maillage M3 (cf.
Fig. 16, Figure en haut & gauche), une courbe de I’erreur relative entre deux itérés successifs du
point fixe (FP) qui se stabilise, avec des oscillations, autour d’un plateau (cf. Fig. 16, Figure
en bas a gauche). D’autre part, on obtient des itérés de la vitesse qui se stabilisent en milieu
de I’écoulement, vers la solution faible donnée par (4) (cf. Fig. 16, graphique en bas a droite, le
résultat de simulation obtenu pour ’approximation P, continue des tenseurs). Pour la méthode
SUPG (avec ¢ = 1000 dans (FP)) ou la méthode §-SUPG (avec ¢ = 1 dans (FP)) et cette
valeur de A\ = 0.6, le point fixe diverge, avec la norme énergie de l'erreur entre deux itérés
successifs qui tend vers 4+o0o. Nous n’avons pas observé d’apparition d’un glissement pour ce
type de décentrage. L’approximation P; continue des tenseurs donne des résultats similaires
(¢f. Fig. 16, graphique en haut & droite, un résultat de simulation pour la méthode -MSUPG).

Maillage M, Coupes de u,, % = 0.6 (UCM). Maillage M. P,

VAVAVAWVAVAVAVAVAVAVAVAVAV%AAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAAVAV VAVAVA"AV

VAVAVAVAVAVAVAVAWAVAAVMAVAvmvvvwi u

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAWAVAAVAVAVAVAVAWAVAWVAVAWAVAWAVA" !

4YAVAVAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAWAVAVAVAVAVAVAVAVAAVAVAVAVAVAVAWM |

g

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Courbes de convergence, i = 0.6, We =4.8

1 I. 1 " | ]

b o o

10 4 l.l1

=15 —— Approximation P, de &, 108256 it.

20 — Approximation P ) de , 74632 it.

L S LI B R R R R R
n, nombre d'iterations x10 N

Fig. 16. Modele de Maxwell surconvecté, écoulement de Poiseuille imposé en entrée et sortie.
Figures de gauche : Maillage M3 (6436 triangles 3655 sommets, taille h du maillage de I'), : pour
0.25 <z < 7.95,h = g et aux extrémités h = ) et courbes de convergence. Figures de droite :
coupes de wu; suivant les droites y = 0.996, 0. 997 0.998 (trait fin) et y = 0.999 (tralt épais).
Modele (UCM), a = 1, A = 0.6, We = 4.8, (CFD). Parametres : (6,6, u,c) = (11, 110,2 1).
Terme MSUPG de décentrage amont : dAB(uj, 7). Approximation P; ou P, continue des
tenseurs. Résultats sur le maillage M3. Nombre d’inconnues pour I’approximation Py x P2 x Py

continue : 42110 inconnues, pour I’approximation Py x P§ x P; continue : 72380 inconnues.

Ainsi, au début du processus, la solution est atteinte exactement, aux erreurs d’arrondis pres.
Ensuite, ceci est rendu possible compte-tenu des erreurs d’arrondis, l'itéré de point fixe s’éloigne
de la solution exacte et se stabilise soit vers une solution proche en milieu de ’écoulement de la
solution faible (sans pour autant que 1’on obtienne la convergence du point fixe) soit se met a
diverger. Ainsi, dans ce dernier cas, tout se passe, comme André Fortin en faisait la remarque
en des termes approchants, dans le cas d'un écoulement dans une contraction, «on dirait que la
solution du point fixe est répulsive».

Nous sommes donc en présence de deux solutions du probleme continu, lorsque le nombre
de Weissenberg augmente, la solution faible devient attractive pour la méthode §-MSUPG et
le point fixe diverge pour la méthode SUPG ou #-SUPG, malgré la présence d’une solution
continue réguliere.
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Dans le cas d’un écoulement dans un contraction 4 :1, avec ce type de conditions aux limites
et des valeurs de We = 8\ proches de 1 on obtient, avec la méthode §-MSUPG, la convergence
de l'itération de point de fixe vers une solution dont la vitesse présente un glissement a la
paroi avale de I’écoulement (cf. [13][14][15]). Pour ce type d’écoulement, lorsque 1’on raffine le
maillage le long de la paroi avale de la contraction, le point fixe devient divergent lorsque ’on
utilise des méthodes de type SUPG ou de type Lesaint-Raviart (probléme du grand nombre
de Weissenberg). Dans le cas de la méthode §-MSUPG, le point fixe reste convergent, avec un
taux de convergence qui croit vers 1 lorsque le pas du maillage de la paroi avale décroit. On
observe d’un part une convergence de maillage des solutions obtenues sur chaque maillage et
d’autre part une convergence de ces solutions, sur une partie de ’écoulement aval, vers une
solution du type de la solution faible de la Proposition 1, Eqn. (4), avec un glissement qui peut
présenter des irrégularités plus ou moins prononcées suivant le type d’EF et de maillage utilisés

(cf. [13][14][15]).
La Fig. 17 décrit des vues coupes des composantes 011 et 022 du tenseur des extra-contraintes

obtenues, avec la méthode A-MSUPG, sur le maillage Mg3. Sur cette figure, on remarque
que o017 prend des valeurs proches de la valeur —% sur le premier tiers de la paroi I'p,
avec les valeurs moyennes % f03011(£v, 1)dx = —1.3742 dans le cas de l'approximation P; et
% f03a11(33, 1) dx = —0.5226 dans le cas de I'approximation P,. Ceci donne sur cette partie de

la paroi, une valeur de C,, relativement proche de —% ~ —1.67, avec, donc, une dégénérescence

du tenseur de conformation o + %I d.

Coupes de Cyq 2=0.6, We=4.8 (UCM). P1, Maillage M3 Coupes de Cyp 2=0.6, We=4.8 (UCM). Pz' Maillage M3
10 ‘ ‘ T ‘ : : :
— y=1,18[/c, =-0.479 ‘ y=0.99031,1/6 [', | =-0.365
10 T y=099 ! oyt
: y=0.98 51 \ : y=0.99
o~ y=0.97 ‘ y=0.98
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\ J = — y=085 " \ / y=0.96
A / — Of\\ e —y=085
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Coupes de O 2=0.6, We=4.8 (UCM). Pz, Maillage M3
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Coupes de O 2=0.6, We=4.8 (UCM). P1, Maillage M3
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Fig. 17. Modele de Maxwell surconvecté, §3.4, Poiseuille (suite de la Fig. 16). Figures de gauche :
cas de 'approximation P; continue de o, vues en coupe des composantes o117 et g9 du tenseur
des extra-contraintes suivant les droites y = 0.95,0.96,0.97,0.98,0.99 (trait fin) et y = 1 (trait
épais). Figures de droite : cas de 'approximation P, continue. Sur les graphes du dessus : coupe
de o011 suivant y = 3 avec pour 'approximation Py, 8 =1, %ffau(ac,ﬁ) dx = —0.4787 et pour

Papproximation P, 8 = 0.9903, % 17011(x, B)dxr = —0.3654. % ~ 1.67.

On observe au Tableau 4, dans le cadre de la méthode §-MSUPG sur le maillage M3, une
stabilisation, sur une partie du domaine, de la vitesse et des composantes 012 et 025 du tenseur
des extra-contraintes vers la solution faible de la Proposition 1 donnée par Eqn. (4). Avec les
notations du §3.1 pour les normes || .|| 4 et || .|| r £+, soit U = (¢, u/, p’) la solution faible, soit
U' la solution obtenue avec I’approximation P; des tenseurs, on a les rapports :

|UF = U7y

U —Ua .98
|US = U2||p,p o

—1.25, _
|UF = U?||a

26



qui indiquent un écart a la solution faible, sur une partie restreinte du domaine, du méme ordre
pour les deux types d’approximation des contraintes (approximation P; ou P» continue), avec
une meilleure approximation de la solution faible u/ & proximité de la frontiere, dans le cas de
I'approximation P, des tenseurs (cf. Tab. 4, ainsi que Fig. 16).

Méthode -MSUPG, (0,6, u,c) = (11, 10,2 1), maillage M3, a =1, A = 0.6,% = 1.67, (CFD).

Appr. P /P> —f o11(x,1) dz 5‘[ o12(x,1) dz gf oa2(x,1) dz gf u1(z,0.99) dx gf uz(z,0.99) dx gf p(zx,1) dx

P; continu -0.4787 2.3628e-004 -1.6675 2.8752 -0.0099 -1.0922
P5 continu 1.8207 -0.0024 -1.6659 2.6701 -0.0006 -1.3110
Norme L' [loni—c{llr  llowa—cl,llr  lloza—cdllr  llui—uf|lps lluz—uf || px l5—pf |
P; continu 0.7752 0.0009 0.0010 0.6556 0.1935 0.8638
P5 continu 1.1920 0.0027 0.0012 0.0325 0.0069 0.7533
Norme L' [loui—oflla  llowa—cflla  lloza—cfylla  Jlui—uflla lluz—u |l a 5—p7 1A
P; continu 2.0489 0.3630 0.5679 0.0284 0.0100 0.9363
P5 continu 1.6845 0.3741 0.7578 0.1210 0.0754 1.0216

Tableau 4. Modele de Maxwell surconvecté, §3.4, Poiseuille (suite des Figs. 16-17). Etude de
convergence. Approximation P; ou P, continue de o. Le terme (o,u,p) est la solution du
probleme approché (Qy,) et (o, uf, pf) est la solution faible de la Proposition 1, Eqn. (4), avec
Uy = %. Sur le bord I'p, 0{1 = C, est évalué par la valeur moyenne %ffoll(m, 1)dz, sur Q,
Cp = 0. + = 1.67. Nombre d’itérations : 108256 (P;) et 74632 (P,), erreur relative entre les
deux derniers itérés : 2.13e — 002 (P;) et 2.38¢ — 002 (P).

Coupes de u, , A =0.6 (UCM). P , Maillage M1 Coupes de S 2=0.6, We=4.8 (UCM). P " Maillage M
6r 10 ‘ .
— y=0.998 y=0. 91917, 156 11511--0 776
T —
4 A — y=0.99
U_=8/3 A y=0.99 5 — y=0.98 I
, 0 \ / 7,,\/_0'988 o, ‘ - §=0_97
0
0 X
I I 1 I I 1 I | 5 I I 1 I I 1 I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Coupes de Oy 2=0.6, We=4.8 (UCM). P1, Maillage M1 Coupes de Oy 2=0.6, We=4.8 (UCM). P1, Maillage M1
1r ZW
I 1 ‘
)\
(0) e 11 0 ‘
-1 \ o P - T
e _— N, _— N
-1 I L 1 I L L 2 I L L L L I Il

Fig. 18. Modele de Maxwell surconvecté, §3.4, Poiseuille (suite des Figs. 16-17). Approximation
sur le maillage M. Vue en coupe de la vitesse u; suivant les droites y = 0.988,0.99,0.992,0.994

(trait fin) et y = 0.998 (trait épais) et des composantes du tenseur des extra-contraintes
o suivant les droites y = 0.97,0.98,0.99 (trait fin) et y = 1 (trait épais) ainsi que suivant
y = B = i—g ~ 0.9792 pour o1y, %f:crn(a:,ﬂ)dm = —0.7757. Parametres de (FP)

(0,6, 1, ¢) = (13, 15,2, 1). Nombre d’itérations : 1178379, erreur relative entre les deux derniers
itérés : 1.15e — 006.

Nous remarquons que les courbes de convergence de la Figure 16 atteignent un plateau. La
Figure 18 présente un résultat de simulation obtenu sur le maillage M, avec ici une amélioration
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de la convergence de la méthode du point fixe (avec une erreur relative entre les deux derniers
itérés de 1.15e¢ — 006). On obtient des résultats du méme type qu’avec le maillage M3, avec

ici, g = % ~ 0.9792, une valeur moyenne de 17 = %ff o11(z, B)dr = —0.7757 et Iécart a la
moyenne en norme sur Fj : %ff lo11(z, B) — 711]| dz = 0.4505. Sur la frontiere, o1; prend la

valeur moyenne de %f02.'33 o11(z,1)dz = —1.6787 + 0.0543, proche de —%, avant de croitre en
moyenne pour y > 2.3.

4. Conclusion. Dans le cas d’un écoulement dans un canal, sur un maillage donné, les solutions
de classe C! de la Proposition 1, lorsqu’elles existent, apparaissent stables pour les faibles valeurs
de A, dans le sens o1, lorsque le point fixe (FP) converge, la solution approchée du probleme (Q),
avec diverses conditions au bord, se stabilise vers ces solutions sur une partie de ’écoulement,
ou converge vers une de ces solutions, comme dans le cas du choix des conditions au bord du
§3.4 données par 1’écoulement de Poiseuille régulier. Lorsque A croit ou lorsque l'existence de
la solution de classe C! est perdue comme dans le cas du modele (COM), ce sont les solutions
faibles de la Proposition 1, qui apparaissent alors stables. Comme dans le cas du §3.3.3, ces
solutions peuvent devenir stables avec le raffinement de maillage dans le cas du modele (UCM).
Dans le cas du §3.3.3 et du modele (COM) pour A < A, la solution approchée se stabilise bien,
avec le raffinement de maillage, vers une solution réguliere dans le cas de la méthode §-MSUPG,
cette stabilisation se produit aussi, plus lentement, au cours du processus de point fixe, pour un
décentrage de type SUPG. La méthode #-SUPG donne une solution approchée intermédiaire
entre la solution faible et une solution réguliere.

Dans le cas du modele (UCM), la stabilisation de la solution approchée vers une solution faible
dépend des méthodes d’EF utilisées : méthodes SUPG, -SUPG ou §-MSUPG. Ainsi, la méthode
de point fixe couplée a une MEF de type 8-SUPG, apres avoir convergé pour les petites valeurs
de ) vers une solution réguliere (par exemple vers I’écoulement de Poiseuille de classe C1(Q) si
celui-ci est solution du probleme (Q), comme au §3.4) se met & diverger lorsque A croit. Avec
une MEF de type 6-MSUPG, la méthode de point fixe continue de converger, plus ou moins
bien (pour des valeurs de A bornées) et donne une solution qui se stabilise vers une solution
faible sur une partie de ’écoulement ou, comme au §3.3, qui converge avec le raffinement de
maillage vers une solution faible. Ceci montre un réle des solutions faibles dans le cadre de
lapproximation par la MEF du probléme (Q). Dans le cas du modele (UCM) ce role n’apparait
qu’avec l'utilisation de méthodes de type -MSUPG, avec 'apparition de ces solutions ainsi
que, éventuellement, par la divergence des méthodes de point fixe utilisant un décentrage de
type SUPG dans la formulation variationnelle.

Il existe une infinité de solution faibles définies a la constante C,, pres, qui est la valeur prise sur
le bord I', par la solution faible 0{1. Dans les simulations, cette valeur apparait relativement
constante sur I'y, et pourrait étre donnée par C, = —% au sens de la limite donnée par une
relation du type (8) ou (8’). Elle pourrait aussi dépendre des conditions aux limites ainsi que
de la taille du maillage a la paroi.

Il est & noter que le role prépondérant joué ici par le terme ocw(u) — w(u)o — a(d(u)o + od(u))
sur I’existence des solutions faibles, souligne tout I'intérét d’étudier des modeles viscoélastiques
obtenus en négligeant le terme de transport u.Vo comme par exemple dans [10].

Dans le cas de I’écoulement dans une contraction 4 :1, lorsque ’on utilise une méthode de
type 6-MSUPG, on observe 'apparition de solutions dont la vitesse présente un glissement
a la paroi avale de I’écoulement (cf. [12], [13], [14], [15]) et qui s’apparentent aux solutions
faibles de la Proposition 1. Ceci laisse supposer ainsi I'existence de solutions faibles pour ce
type d’écoulement. Le phénomene du grand nombre de Weissenberg se produit lorsque le
schéma de point fixe se met a diverger avec le raffinement de maillage, pour des nombre de
W e relativement élevés. Ainsi, lors des raffinement successifs, avant que le schéma de point fixe
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ne diverge, on observe une croissance rapide des valeurs de 017 a la singularité du coin réentrant
de la contraction pour les méthodes de type SUPG (cf. [15]). Ce phénomene du grand nombre
de Weissenberg pourrait alors s’expliquer en partie par 'existence éventuelle d’une solution
faible, qui soit du type de celle de la Proposition 1, en aval de ’écoulement, et par ’existence
éventuelle d'une solution de classe C1(£2) avec une singularité de coin ou le long de la paroi avale
de I’écoulement, dont I’existence reste un probleme ouvert, et par la difficulté d’approximation
de ces solutions. Avec le raffinement de maillage, ce serait alors la solution faible qui deviendrait
la plus stable, le schéma numérique n’arrivant alors pas a capturer, ni la solution faible, ni la
solution de classe C1(Q), se met & diverger, ce qui produirait le phénomene. La méthode 6-
MSUPG, capturerait la solution faible, le probleme de I'approximation de 1’éventuelle solution
de classe C1(Q) restant alors ouvert. Il est & noter que dans le cas du modele (COM), on peut
envisager que le probléme n’admet pas de solutions C1(Q) & partir d’'un nombre de Weissenberg
critique, mais qu’il conserve une solution faible.
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