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DÉVELOPPEMENT FIN DE LA CONTRIBUTION

UNIPOTENTE À LA FORMULE DES TRACES SUR UN

CORPS GLOBAL DE CARACTÉRISTIQUE p > 0, I

par

Bertrand Lemaire

Résumé. — Pour un corps commutatif quelconque F et un groupe réductif connexe
G défini sur F , on développe une théorie de Kempf-Rousseau-Hesselink des F -strates
unipotentes dans G(F ) qui devrait permettre d’attaquer des problèmes ouverts en
caractéristique non nulle. En guise d’application, on utilise cette théorie pour établir
le développement fin de la contribution unipotente à la formule des traces sur un
corps global F de caractéristique p > 0, sans restriction sur p (c’est-à-dire que l’on
traite aussi les mauvais p). Les F -strates unipotentes dans G(F ) jouent le rôle des
orbites géométriques unipotentes dans le travail d’Arthur sur un corps de nombres.
La décomposition en termes de produits de distributions locales n’est pas abordée
ici ; elle fera l’objet d’un prochain article.

Abstract. — For any field F and any connected reductive group G defined over F ,
we develop a theory of Kempf-Rousseau-Hesselink unipotent F -strata in G(F ) that
should allow to attack open problems in nonzero characteristic. As an application,
we use this theory to establish the fine expansion of the unipotent contribution to
the trace formula over a global field of characteristic p > 0, whitout any restriction
on p (that is we also treat the bad p). The unipotent F -strata play the role of the
unipotent geometric orbits in Arthur’s work over a number field. The expansion in
terms of products of local distributions is not discussed here ; it will be the subject
of further work.

Table des matières

1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1. Les étapes du développement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. « Vrais » unipotents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3. La théorie de Kempf-Rousseau-Hesselink . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Classification mathématique par sujets (2000). — 20G15, 14L24, 20G35, 11F72.
Mots clefs. — instabilité, co-caractère optimal, strate unipotente, formule des traces, contribution
unipotente.

Je remercie vivement Jean-Pierre Labesse. C’est lui qui m’a patiemment expliqué la formule des
traces et remis dans la voie quand je m’égarais. Sans son aide, ce texte n’aurait probablement jamais
vu le jour.

http://arxiv.org/abs/2212.03792v4


2 BERTRAND LEMAIRE

1.4. Sur les propriétés algébriques des F -lames . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5. Induction parabolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.6. Application à la formule des traces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.7. Sur l’étape suivante (II.2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.8. Organisation des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Partie I : strates unipotentes rationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2. La théorie de Kempf-Rousseau-Hesselink rationnelle . . . . . . . . . . . . 13

2.1. Notations et rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2. Le critère d’instabilité de Hilbert-Mumford . . . . . . . . . . . . 16
2.3. Le critère d’instabilité de Hilbert-Mumford rationnel . . . . 20
2.4. La variante de Hesselink (cas d’une G-variété pointée) . . 24
2.5. La stratification de Hesselink . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.6. Comparaison avec la stratification géométrique . . . . . . . . 42
2.7. Le critère de Kirwan-Ness (cas d’un G-module) . . . . . . . . 47
2.8. Le cas d’un corps topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.9. Récapitulatif des hypothèses dans la section 2 . . . . . . . . . . 59

3. Le cas de la variété unipotente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.1. Les ensembles FU et UF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.2. Morphismes et optimalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.3. F -lames standard de FU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.4. Du groupe à l’algèbre de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.5. F -strates et orbites géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.6. Induction parabolique des ensembles F -saturés . . . . . . . . . . 76
3.7. Induction parabolique des F -strates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.8. Trois exemples en petit F -rang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

Partie II : développement fin de la contribution unipotente à la formule des traces
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4. La distribution JTunip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.1. Troncature(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.2. Convergence et récriture de l’intégrale tronquée . . . . . . . . 96

5. Décomposition suivant les F -strates unipotentes . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.1. La stratégie d’Arthur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.2. La variante de Hoffmann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.3. Énoncé des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.4. Les étapes de la démonstration de 5.3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . 104
5.5. Quelques lemmes utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.6. Majoration de sommes rationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
5.7. Estimée d’une intégrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.8. Démonstration de la proposition 5.3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
5.9. Démonstration de 5.3.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.10. Action de la conjugaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123



CONTRIBUTION UNIPOTENTE À LA FORMULE DES TRACES 3

Partie III : annexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
A. Sur la séparabilité non algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

A.1. Algèbres séparables sur un corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
A.2. Descente séparable non algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

B. Sur la c-F -topologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
B.1. La topologie donnée par les co-caractères rationnels . . . . 127
B.2. Application aux G(F )-orbites dans G̃(F ) . . . . . . . . . . . . . . 129

C. Des F -strates aux FS-strates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
C.1. Les FS-strates, A-strates, etc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
C.2. Approximation faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
C.3. Le cas de la variété unipotente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

1. Introduction

1.1. Les étapes du développement. — Soit G un groupe réductif connexe défini
sur un corps global F de caractéristique p > 0. On a écrit en [LL, 9] le développement
géométrique grossier de la formule des traces tordue pour G(A) où A est l’anneau des
adèles de F ; c’est-à-dire la formule des traces pour (G̃(A), ω) où G̃ est un G-espace
tordu défini sur F (avec G̃(F ) 6= ∅) et ω est un caractère automorphe unitaire de G(A).
Ce développement s’exprime en termes des classes de G(F )-conjugaison des paires
primitives (M̃, δ) dans G̃(F ), lesquelles jouent le rôle des classes de ss-conjugaison du
cas des corps des nombres. Une telle classe o = [M̃, δ] étant fixée, pour une fonction
f ∈ C∞

c (G̃(A)), le développement fin de la contribution

JTo (f) =

∫

YG

kTo (f ;x) dx

associée à o devrait comme dans le cas des corps de nombres comporter deux étapes
principales :

(I) une réduction par descente centrale au centralisateur connexe Gδ(A) — ou au
centralisateur stable, notion qu’il faudra définir si δ est inséparable — de δ dans
G(A) ;

(II) une description de la contribution unipotente à formule des traces (non tordue)
pour Gδ(A).

On s’intéresse ici à l’étape (II). Plus précisément, on s’intéresse au développement fin
de la contribution

JTunip(f) = JTo (f) avec G̃ = G, ω = 1, o = [M0, 1] .

Il s’agit d’adapter le travail d’Arthur [A2] à la caractéristique positive. Rappelons
les deux principales étapes de loc. cit. (pour les corps de nombres) :

(II.1) une décomposition suivant les orbites géométriques unipotentes O qui possèdent
un point F -rationnel ;
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(II.2) pour tout ensemble fini S de places de F , une décomposition de la contri-
bution associée à (O, S) en termes des intégrales orbitales pondérées définies
par les orbites géométriques unipotentes O

M des F -facteurs de Levi M de
G qui s’induisent à O (pour l’application d’induction parabolique des orbites
géométriques unipotentes de Lusztig-Spaltenstein [LS]).

La décomposition (II.2) exprime le développement fin de la contribution associée à
(O, S) comme une combinaison linéaire (finie) d’intégrales orbitales pondérées locales.
Les coefficients de cette combinaison linéaire sont définis par récurrence grâce à la
finitude du nombre de classes de G(FS)-conjugaison dans O(FS). Ce sont des objets
de nature locale-globale du type fonction Zêta de Riemann partielle hors de S, en
général très difficiles à calculer.

Dans les années 2015, Hoffmann [Ho] a conjecturé une variante de (II.1) basée sur
la forme finale de la décomposition (II.2). Cette variante de Hoffmann a été démontrée
par Finis et Lapid [FL] pour des fonctions test bien plus générales que les fonctions
lisses à support compact. Au même moment, Chaudouard [C] démontrait la version
« algèbre de Lie » de cette variante pour les fonctions de Schwartz-Bruhat sur g(A) ;
où g = Lie(G). La version « algèbre de Lie » de la variante de Hoffmann pour les
corps de fonctions avait été établie précédemment par Chaudouard et Laumon [CL]
pour le groupe G = GLn et pour une fonction test très simple(1). Observons que la
formule de Hoffmann permet dans certains cas particuliers (e.g [HW, CL, C]) de
calculer explicitement les coefficients de l’étape (II.2) ; d’où son intérêt.

Nous traitons ici l’analogue de (II.1), précisément la variante de Hoffmann, pour
les corps de fonctions. L’analogue de (II.2) sera traité ultérieurement.

Pour (M̃, δ) comme dans l’étape (I), le centralisateur schématique de δ peut ne pas
être réduit, auquel cas on sort de la théorie des groupes algébriques linéaires de Borel
[B]. Il faudra donc ou bien raffiner la descente centrale (I) de manière à se ramener à la
contribution unipotente dans un « vrai » groupe algébrique linéaire (quitte à changer
le corps de base) ; ou bien modifier le présent travail ainsi que l’analogue de (II.2) de
manière à traiter une classe plus large de schémas en groupes sur un corps (e.g. les
groupes pseudo-réductifs de Conrad-Gabber-Prasad). L’étape (II.1) traitée ici est de
toutes façons un passage obligé.

1.2. « Vrais » unipotents. — Soit F une clôture algébrique de F . On note F sép,
resp. F rad, la clôture séparable, resp. radicielle, de F dans F . Les éléments unipo-
tents de G(F ) que l’on considère ici sont tous vrais(2), c’est-à-dire F -unipotents : un
vrai unipotent est un élément contenu dans le radical unipotent d’un F -sous-groupe
parabolique de G. Observons que si G est F -anisotrope, tout élément de G(F ) est

(1)La démonstration de Chaudouard [C] est essentiellement calquée sur celle de Chaudouard-Laumon
[CL] et donc naturellement généralisable aux corps de fonctions, ce que nous faisons ici pour la version
« groupe ». Il est probablement possible d’adapter les techniques de Finis-Lapid [FL] au cas des corps
de fonctions mais ce n’est pas l’approche que nous avons choisie.
(2)Tits les appelle « bons » [Ti] ; pour éviter la confusion avec les « bons p », nous préférons ici les
appeler « vrais ».
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(F -)primitif au sens de [LL](3) et l’élément neutre est le seul (vrai) unipotent de
G(F ). Insistons sur cette notion, au cœur de la différence entre la caractéristique
p > 0 et la caractéristique nulle :

Exemple 1.2.1. — Soit γ un élément primitif de GLp(F ) d’image γ dans PGLp(F ).
Le polynôme caractéristique φγ de γ est irréductible sur F et on distingue deux cas :
ou bien φγ est séparable, auquel cas il a p racines distinctes (dans F sép) et γ est
(absolument) semi-simple ; ou bien il est inséparable, auquel cas il a une racine de
multiplicité p (dans F rad) et γ est un (vrai) unipotent de PGLp(F

rad) qui est aussi
primitif dans PGLp(F

sép). Dans les deux cas, γ est primitif dans PGLp(F ) et il est
traité dans la formule des traces pour PGLp(A) comme un « vrai » élément semi-simple
régulier elliptique.

On voit apparaître dans l’exemple 1.2.1 une autre notion clé en caractéristique
p > 0, géométrique celle-ci, la séparabilité : un élément x de G est dit séparable si
le morphisme G → IntG(x), g 7→ gxg−1 est séparable, ou ce qui revient au même, si
l’algèbre de Lie du centralisateur réduit(4) {g ∈ G | gxg−1 = x} de x dans G coïncide
avec le centralisateur ker(Adx− Id) de x dans g. On sait que si p≫ 1(5), tout élément
de G est séparable. Observons que l’élément γ de GLp(F ) de l’exemple 1.2.1 est
séparable si et seulement si son polynôme caractéristique est séparable.

Soit U l’ensemble des éléments unipotents de G = G(F ). C’est une sous-variété
algébrique fermée de G, définie sur F et G-invariante pour la conjugaison. L’exemple
1.2.1 montre que l’ensemble U(F ) des points F -rationnels de U est en général plus gros
que l’ensemble des vrais éléments unipotents de G(F ). D’autre part on sait d’après
Lusztig [L1] que U une réunion finie d’orbites géométriques, i.e. de G-orbites. Si O est
une G-orbite dans U qui possède un point F -rationnel et si S est un ensemble fini de
places de F , l’ensemble O(FS) de ses points FS-rationnels est une réunion de G(FS)-
orbites ; où FS =

∏
v∈S Fv. En caractéristique nulle ces G(FS)-orbites sont toutes

formées de vrais unipotents de G(FS) et leur réunion est toujours finie : U(FS) est
réunion finie de G(FS)-orbites FS-unipotentes. En revanche ici, O(FS) peut contenir
des G(FS)-orbites qui ne sont pas FS-unipotentes (cf. 1.2.1) ou un nombre infini de
G(FS)-orbites FS-unipotentes (e.g. si G = SL2, p = 2 et S = {v}). Observons que
l’infinité du nombre d’orbites rationnelles est étroitement relié à l’inséparabilité des
orbites géométriques.

Soit UF l’ensemble des (vrais) éléments unipotents de G(F ). Le découpage de U en
orbites géométriques utilisé par Arthur [A2] est remplacé ici par le découpage de UF en
F -strates (voir 1.3, en particulier 1.3.1). Une F -strate est un ensembleG(F )-invariant,
donc réunion (éventuellement infinie) de G(F )-orbites. Il n’y a qu’un nombre fini de
F -strates et deux éléments à l’intérieur d’une même F -strate partagent les mêmes
invariants (classe deG(F )-conjugaison d’un co-caractère F -optimal λ ∈ Λopt

F,u et niveau

(3)Les éléments primitifs de G(F ) sont ceux qui ne sont contenus dans aucun F -sous-groupe para-
bolique propre de G. Tits les appelle « anisotropes » [Ti].
(4)C’est-à-dire le centralisateur au sens de Borel [B].
(5)Précisément si p > 1 est très bon pour G. Pour les notions de p « bon » et p « très bon » pour G,
on renvoie à 3.5.1.
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mu(λ)) ; d’ailleurs ce sont ces invariants qui définissent les F -strates. Par produit,
on découpe aussi l’ensemble UFS

=
∏

v∈S UFv
en FS-strates. Comme sur F , il n’y

qu’un nombre fini de FS-strates mais une FS-strate peut contenir un nombre infini
de G(FS)-orbites.

1.3. La théorie de Kempf-Rousseau-Hesselink. — Les résultats contenus dans
cette sous-section sont valables pour n’importe quel corps commutatif F . Soit p ≥ 1
l’exposant caractéristique de F . À tout élément unipotent u de G = G(F ), la théorie
de Kempf-Rousseau [K1, R] associe un co-caractère indivisible λ de G dit u-optimal :
la limite limt→ Inttλ(u) existe(6) et vaut 1 = eG (l’élément neutre de G) ; et Inttλ(u)
tend vers 1 « plus vite » que pour tout autre co-caractère λ′ ∈ X̌(G). On renvoie à
2.2 pour une définition précise de la notion d’optimalité. Ce co-caractère λ n’est pas
unique mais l’ensemble Λopt

u des co-caractères u-optimaux forme une seule orbite sous
l’action du sous-groupe parabolique Pλ de G associé à λ ; en particulier Pλ ne dépend
que de u. À tout λ ∈ X̌(G) tel que limt→0 Inttλ(u) = 1 est associé un niveau mu(λ)
qui est un entier > 0. Il vérifie

mpup−1(λ) = mu(λ) pour tout p ∈ Pλ ;

en particulier mu(λ) ne dépend pas de λ ∈ Λopt
u .

Pour u ∈ UF , on a une version rationnelle de cette théorie, qui consiste à ne tester
que les co-caractères λ qui sont F -rationnels. On définit de la même manière la notion
de (F, u)-optimalité et le sous-ensemble (non vide) Λopt

F,u de X̌F (G). Comme dans le

cas géométrique, l’ensemble Λopt
F,u forme une seule orbite sous l’action de Pλ(F ) pour

un (i.e. pour tout) λ ∈ Λopt
F,u ; en particulier Pλ est un F -sous-groupe parabolique de

G qui ne dépend que de u. De même le niveau mu(λ) ne dépend pas de λ ∈ Λopt
F,u.

On note ΛF,u l’ensemble des co-caractères virtuels (F, u)-optimaux normalisés :

ΛF,u =
{
mu(λ)

−1λ |λ ∈ Λopt
F,u

}
.

À la suite de Hesselink [H2], on pose

(1) YF,u = {u′ ∈ UF |ΛF,u′ = ΛF,u} et YF,u = IntG(F )(YF,u) .

Les ensembles YF,u, resp. YF,u, sont appelés F -lames, resp. F -strates (de UF ). Les
F -strates sont donc les classes de G(F )-conjugaison de F -lames. Observons que même
pour F = F , une F -strate (de U = UF ) peut contenir plusieurs orbites géométriques
unipotentes (cf. l’exemple [H1, 8.5]). Le point clé est que UF est réunion finie de
F -strates. Pour u ∈ UF et λ ∈ Λopt

F,u, la F -lame YF,u est Pλ(F )-invariante (c’est une
conséquence de la Pλ(F )-invariance de ΛF,u). De plus l’étude des classes de G(F )-
conjugaison dans YF,u se ramène à celle des classes de Pλ(F )-conjugaison dans YF,u :
l’application naturelle G(F )×Pλ(F ) YF,u → YF,u est bijective.

(6)Au sens où le morphisme de variétés algébriques Gm → V, t 7→ Inttλ(u) se prolonge (de manière
unique) en un morphisme de variétés algébriques Ga → V ; la limite est par définition la valeur en
0 de ce prolongement.
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La théorie de Kempf-Rousseau-Hesselink se comporte très bien par extension sé-
parable (algébrique ou non) du corps de base. Soit E/F une telle extension, avec
(Esép)AutF (Esép) = F . Pour u ∈ UF , on a(7)

ΛF,u = X̌F (G)Q ∩ΛE,u .

On en déduit les égalités

(2) YF,u = G(F ) ∩ YE,u et YF,u = G(F ) ∩YE,u .

Observons que si F est un corps global, le complété Fv de F en une place v est une
extension séparable de F (de degré de transcendance infini). On peut dans les égalités
(2) remplacer E par Fv ou par FS pour un sous-ensemble fini S de places de F .

Remarque 1.3.1. —

(i) Si p = 1 (i.e. si F est de caractéristique nulle) ou p > 1 est bon pour G,
les F -strates de U = UF sont exactement les orbites géométriques unipotentes.
En particulier si p = 1, une F -strate de UF n’est autre que l’ensemble O(F )
des points F -rationnels d’une orbite géométrique O définie sur F et telle que
O(F ) 6= ∅. Cette propriété est encore vraie si p > 1 est très bon pour G.

(ii) Si p > 1 est « assez petit » (par rapport au rang de G), les égalités (2) sont en
général fausses si l’on remplace E par F . En effet l’élément γ de l’exemple 1.2.1
est primitif dans PGLp(F ) mais il est conjugué dans PGLp(F

rad) à un élément
unipotent régulier de PGLp(F ) ; dans ce cas l’orbite géométrique unipotente
régulière de PGLp est une F -strate de U qui contient la F -strate réguliere de
UF ainsi que des éléments primitifs de PGLp(F ).

1.4. Sur les propriétés algébriques des F -lames. — La théorie des F -strates
de UF s’insère dans le cadre plus général d’une G-variété (algébrique) affine pointée
(V, eV ) définie sur F , avec eV ∈ V (F ) ; c’est-à-dire que V est une G-variété affine
définie sur F et eV est un point (F -rationnel) G-invariant de V . Supposons de plus
que eV soit régulier dans V (hypothèse 2.4.20) ; c’est toujours le cas si V est un
groupe algébrique linéaire (e.g. V = G ou V = g). L’ensemble UF correspond au
sous-ensemble NF ⊂ V (F ) formé des éléments F -instables ; c’est-à-dire les v ∈ V (F )
tels que limt→0 t

λ · v = eV pour un λ ∈ X̌F (G). Pour v ∈ NF , on définit comme plus
haut le sous-ensemble ΛF,v ⊂ X̌F (G)Q et la F -lame YF,v, resp. la F -strateG(F )·YF,v,
de V (F ). Pour F = F , les propriétés des F -lames et des F -strates de V = V (F ) ont
été décrites par Hesselink [H2] ; en particulier ce sont des sous-variétés localement
fermées dans V . Pour alléger l’écriture, on supprime l’exposant F en indice : pour
v ∈ N = NF , on pose Λv = ΛF,v, Yv = YF,v, etc.

Revenons à F quelconque. Pour v ∈ NF tel que l’intersection X̌F (G)Q ∩ Λv soit
non vide, on a

YF,v = Yv(F ) et YF,v = NF ∩Yv .

En revanche si X̌F (G)Q∩Λv = ∅, la F -lame YF,v de NF n’a a priori aucune structure
algébrique raisonnable. Cela nous amène à introduire l’hypothèse suivante :

(7)On renvoie à 2.4 (¶ Co-caractères « virtuels » et optimalité) pour la définition de X̌F (G)Q.
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(2.6.9) pour tout v ∈ NF , on a X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.

Si F est parfait (e.g. si p = 1), cette hypothèse est toujours vérifiée par descente
séparable.

Dans le cas où V est un G-module défini sur un corps global F (avec eV = 0), on
donne des conditions suffisantes pour que l’hypothèse 2.6.9 soit vérifiée (cf. 2.8.10).
Par passage au complété Ew d’une extension séparable finie E de F en une place finie
w de E (qui est une extension séparable de F ), on se ramène au cas où F est un corps
local non archimédien et G est F -déployé. Alors G ≃F G ×Z F pour un Z-schéma en
groupes réductif de Chevalley-Demazure G . L’une des conditions est que l’action de
G sur V provienne par le changement de base Z → F d’une action Z-linéaire de G

sur le Z-espace affine An
Z. On prouve alors l’implication

NF 6= V (F ) ⇒ N 6= V .

Autrement dit s’il existe un élément de V (F ) qui soit F -semi-stable (c’est-à-dire qui
ne soit pas F -instable), alors il existe un élément de V = V (F ) qui soit F -semi-
stable. C’est évidemment toujours vrai si F est une extension finie du corps p-adique
Qp (par descente séparable). On en déduit le résultat pour F ≃ Fq((̟)) par la
méthode des corps proches (qui permet de passer de F à une extension finie de Qp),
grâce au théorème de Seshadri [Se] (qui permet de passer de Qp à F ). Si maintenant
v ∈ NF r {0}, λ ∈ Λopt

F,v et k = mv(λ), le critère de Kirwan-Ness rationnel (2.7.6)
assure que l’image de v dans le Mλ-module Vλ(k) est (F,M⊥

λ )-semi-stable ; on renvoie
à 2.7 pour les définitions. En supposant que l’action de Mλ sur Vλ(k) provienne elle
aussi par le changement de base Z → F d’une action Z-linéaire d’un Z-schéma en
groupes réductif Mλ sur le Z-espace affine An′

Z , on en déduit comme ci-dessus que le
co-caractère virtuel 1

kλ appartient à X̌F (G)Q ∩Λv.
On applique ensuite ce résultat au cas de l’action deG sur lui-même par conjugaison

(par passage à l’algèbre de Lie g qui est un G-module). En conclusion, pour un groupe
réductif connexe G défini sur un corps global F , l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée :

X̌F (G)Q ∩Λu 6= ∅ pour tout u ∈ UF .

Remarque 1.4.1. — Insistons sur l’importance des F -lames dans cette approche.

Prenons le cas de G = PGL2 en caractéristique 2. Notons u l’image de

(
1 1
0 1

)

dans G(F ). L’ensemble YF,u = UF r {1} est l’unique F -strate non triviale de UF .
Elle est formée des images dans G(F ) des éléments γ ∈ GL2(F ) tels que Tr(γ) = 0 et
det(γ) ∈ (F×)2 ; elle ne peut donc pas être l’ensemble des points F -rationnels d’une
variété algébrique définie sur F . En revanche YF,u = Yu(F ) est l’ensemble des images

dans G(F ) des matrices

(
1 x
0 1

)
avec x ∈ F×.

1.5. Induction parabolique. — Sur un corps commutatif algébriquement clos
F = F , Lusztig et Spaltenstein [LS] ont défini une notion d’induction parabolique
pour les orbites géométriques unipotentes d’un facteur Levi M de G. Pour un corps
global F et une composante de Levi M d’un sous-groupe parabolique P de G, avec
M et P définis sur F , on définit comme suit une notion d’induction parabolique pour
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les F -strates de UM
F (cf. 3.7) : pour w ∈ UM

F , il existe une unique F -strate de UF qui
intersecte YM

F,wUP de manière (Zariski-)dense ; on la note IGF,P (w). Elle ne dépend

que de la F -strate YM
F,w de UM

F : pour tout w′ ∈ YM
F,w, on a IGF,P (w

′) = IGF,P (w).

Pour cela, on commence par définir Ygéo(w,P ) comme étant l’unique F -strate de
U = UF qui intersecte YM

w UP de manière (ouverte) dense ; cela a une sens car les
F -strates de U sont localement fermées dans G et la variété YM

w UP est irréductible.
Ensuite la propriété 2.6.9 pour M assure que l’intersection Ygéo(w,P ) ∩ YM

F,wUP (F )
est dense dans YwUP ; en particulier elle est non vide. Alors

IGF,P (w) = YF,u pour un (i.e. pour tout) u ∈ Ygéo(w,P ) ∩ Y
M
F,wUP (F ) .

L’induction parabolique des F -strates unipotentes vérifie des propriétés analogues à
l’induction parabolique des orbites géométriques unipotentes de Lusztig-Spaltenstein
(transitivité, etc.) ; en particulier — même si nous n’utiliserons pas cette propriété
ici —, elle ne dépend pas vraiment de P : pour tout F -sous-groupe parabolique P ′

de G de composante de Levi M et tout w ∈ UM
F , on a IGF,P ′(w) = IGF,P (w).

Remarque 1.5.1. —

(i) Pour F = F , si p = 1 ou p > 1 est bon pour M et pour G, l’application IGF,P

coïncide avec celle de Lusztig-Spaltenstein [LS] (cf. 1.3.1 (i)).
(ii) Pour F quelconque (non algébriquement clos), si p = 1 ou p > 1 est très bon

pour M et pour G, alors pour tout w ∈ UM
F , on a IGF,P (w) = O(F ) où O est

l’induite parabolique de Lusztig-Spaltenstein de la M -orbite OM
w = IntM (w) de

w (rappelons que YM
F,w = OM

w (F ), cf. 1.3.1 (i)).

1.6. Application à la formule des traces. — On reprend les notations de [LL].
En particulier F est un corps global de caractéristique p > 1.

Pour un paramètre T ∈ a0 assez régulier, soit

JTunip(f) = JTo (f) avec o = [M0, 1]

la contribution unipotente à la formule des traces (non tordue). Elle est est donnée
par la formule intégrale

JTunip(f) =

∫

XG

kTunip(x) dx , XG = AG(A)G(F )\G(A) ,

où kTunip(x) = kTunip(f ;x) est le noyau unipotent modifié défini par

kTunip(x) =
∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

ξ∈P (F )\G(F )

τ̂P (H0(ξx) − T )KP,unip(ξx, ξx)

avec

KP,unip(x, y) =
∑

η∈UMP (F )

∫

UP (A)

f(x−1ηuy) du .

De plus, la fonction T 7→ JTunip(f) définit un élément de PolExp. Comme le fait Arthur
dans [A2], on commence par récrire JTunip(f) pour T ∈ a0 suffisamment régulier : il
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existe une constante c(f) > 0 (ne dépendant que du support de f) telle que pour
d0(T ) ≥ c(f), on ait(8)

JTunip(f) =

∫

XG

FG
P0
(x, T )Kunip(x, x) dx avec Kunip(x, y) =

∑

η∈UF

f(x−1ηy) ;

où FG
P0
(·, T ) est la fonction caractéristique d’un sous-ensemble compact de XG. Cela

prouve que l’intégrale est absolument convergente.
Notons [UF ] l’ensemble des F -strates de UF . Pour chaque Y ∈ [UF ], on souhaite

approximer l’intégrale (absolument convergente)
∫

XG

FG
P0
(x, T )KY(x, x) dx avec KY(x, y) =

∑

η∈Y

f(x−1ηy) .

Pour cela, on commence par définir pour chaque P ∈ Pst un noyau

KP,Y(x, y) =
∑

Y′∈[U
MP
F

]

IG
F,P (Y′)=Y

∑

η′∈Y′

∫

UP (A)

f(x−1η′uy) du .

Observons que si la F -strate Y de UF n’est l’induite parabolique d’aucune F -strate
de UMP

F , alors KP,Y = 0. Pour T ∈ a0, on pose

kTY(x) =
∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

ξ∈P (F )\G(F )

τ̂P (H0(ξx)− T )KP,Y(ξx, ξx) .

On a la décomposition

kTunip(x) =
∑

Y∈[UF ]

kTY(x) .

Le théorème suivant décrit le développement unipotent fin de la formule des traces
(cf. 5.3 pour des énoncé précis) :

Théorème 1.6.1. — (i) Si le paramètre T ∈ a0 est assez régulier, on a

∑

Y∈[UF ]

∫

XG

|kTY(x)| dx < +∞ .

(ii) Pour chaque Y ∈ [UF ], la fonction

T 7→ JTY(f) =

∫

XG

kTY(x) dx

définit un élément de PolExp.
(iii) Pour chaque Y ∈ [UF ], l’expression JTY(f) est asymptotique à l’intégrale

∫

XG

FG
P0
(x, T )KY(x, x) dx .

(8)Observons qu’ici la formule est exacte. L’analogue sur un corps de nombre est une formule intégrale
asymptotique (en T ).
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On a donc l’égalité dans PolExp :

JTunip(f) =
∑

Y∈[UF ]

JTY(f) .

Si la F -strate Y n’est l’induite parabolique d’aucune F -strate de UMP

F avec P 6= G,
alors la fonction T 7→ JTY(f) ne dépend pas de T et on peut noter JY(f) sa valeur
constante. Dans ce cas on a

JY(f) =

∫

XG


∑

η∈Y

f(x−1ηx)


 dx ;

l’intégrale est absolument convergente. En particulier pour Y = {1}, on a

J{1}(f) = vol(XG)f(1) .

1.7. Sur l’étape suivante (II.2). — Pour un ensemble fini S de places de F , les
FS-strates serviront à décomposer les distributions JTY(f) sur G(A) en produits de
distributions locales. On l’a déjà dit, l’une des difficultés nouvelles par rapport au
cas des corps de nombres est que pour u ∈ UF , le nombre de G(FS)-orbites dans
la FS-strates YFS ,u peut être infini. Dans l’étape (II.2), il ne suffit donc pas de
produire une distribution G(FS)-invariante à support dans YFS ,u pour obtenir une
combinaison linéaire de G(FS)-intégrales orbitales. D’ailleurs ces dernières ne sont pas
définies en caractéristique p > 1(9). Déjà pour le groupe G = SL2 en caractéristique
2, la méthode d’Arthur ne fonctionne pas et le résultat final s’exprime différemment :
il faut après la régularisation classique appliquer une formule sommatoire de Poisson
permettant de récupérer la finitude par un argument global. Nous expliquerons cela
dans un prochain travail consacré à l’étape (II.2).

1.8. Organisation des résultats. — L’article est divisé en trois parties. La partie
I (sections 2 et 3) contient les principaux résultats de la théorie de Kempf-Rousseau-
Hesselink sur un corps commutatif quelconque. Dans la partie II (sections 4 et 5), on
décrit le développement fin de la contribution unipotente à la formule des traces sur
un corps global de caractéristique p > 1. La partie III contient des annexes qu’il nous
a semblé préférable de séparer du reste du texte.

Dans les sections 2 et 3, l’objectif est de définir les objets et d’établir les résultats
qui nous serviront dans les sections 4 et 5 mais aussi de développer la théorie en vue
des applications futures (e.g. [Le]). Dans la section 2, on traite d’abord le cas général
d’une G-variété affine V munie d’une sous-variété ferméeG-invariante non vide Q, puis
on se restreint rapidement au cas d’une G-variété pointée (i.e. Q = {eV }), le cas d’un
G-module V (avec eV = 0) étant l’archétype de la théorie. La théorie géométrique
(i.e. F = F ) est due à Kempf-Rousseau [K1, R] et Hesselink [H2]. La théorie de
l’optimalité dans le cadre rationnel (pour F quelconque) a d’abord été étudiée par
Hesselink [H1], puis par de nombreux auteurs (cf. [BHMR, BMRT]). En ce qui

(9)On peut cependant définir une mesure de Radon G(FS)-invariante sur YFS ,u analogue à celle
définie par Ranga Rao et Deligne sur la G(FS)-orbite de u (cf. [Le]).
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concerne les F -lames et les F -strates de NF pour une G-variété affine pointée (V, eV ),
à notre connaissance rien n’avait été écrit jusqu’à présent dans le cadre rationnel.
Notre étude est bien sûr largement inspirée du cas géométrique. Dans la section 3,
on traite plus profondément le cas de la variété pointée (V = G, eV = 1) donnée par
l’action par conjugaison de G sur lui-même. L’induction parabolique des F -strates
unipotentes est traitée en 3.6 et 3.7. En 3.8, on décrit les F -strates unipotentes des
groupes SL2, SU(2, 1) et Sp4.

Dans la section 4, on reprend en la raffinant la démonstration de la convergence
de la contribution unipotente. Le développement fin est établi dans la section 5. On
commence par rappeler la décomposition d’Arthur puis la variante de Hoffmann (sur
un corps de nombres). Nos principaux résultats sont énoncés en 5.3 et prouvés dans
les sous-sections qui suivent.

L’annexe A contient des rappels sur les F -algèbres séparables non algébriques et
la descente des variétés (algébriques) relativement à une extension de corps séparable
non algébrique. Dans l’annexe B, on introduit la c-F -topologie de [BHMR] et on
prouve que les ensembles Oo de [LL] ont les propriétés voulues pour la c-F -topologie.
Dans l’annexe C, pour un corps global F d’exposant caractéristique p ≥ 1 et un
ensemble fini S de places de F , on définit les FS-lames et les FS-strates de UFS

; puis
on décrit le lien entre une F -lame Y , resp. F -strate Y, de UF et la FS-lame YFS

,
resp. FS-strate YFS

, de UFS
qui lui est naturellement associée pour le plongement

diagonal de UF dans UFS

(10).
L’index figurant après les références bibliographiques renvoie principalement aux

notations introduites dans les sections 2 et 3. Pour celles utilisées dans les sections 4
et 5, on renvoie à (l’index de) [LL].

PARTIE I : STRATES UNIPOTENTES RATIONNELLES

Dans toute cette partie, F est un corps commutatif quelconque — sauf mention
expresse du contraire (e.g. en 2.8) — et G est un groupe algébrique linéaire réductif
connexe défini sur F . On note p l’exposant caractéristique de F : p = 1 si F est
de caractéristique nulle et p > 1 est la caractéristique de F sinon. On note eG, ou
simplement 1, l’élément neutre de G.

(10)Observons que si F est un corps de fonctions, l’inclusion IntG(FS)(Y) ⊂ YFS
peut être stricte.

En revanche c’est toujours une égalité si F est un corps de nombres, ce qui n’est autre que le lemme 7.1
de [A2]. C’est en essayant de prouver ce lemme d’Arthur dans le cas des corps de fonctions que
nous avons été amenés à remplacer l’argument utilisant les sl2-triplet de Jacobson-Morosov par un
argument analogue utilisant les co-caractères optimaux de la théorie de Kempf-Rousseau. Cela nous
a conduits à abandonner le point de vue des orbites géométriques unipotentes et à les remplacer par
les strates unipotentes rationnelles.
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2. La théorie de Kempf-Rousseau-Hesselink rationnelle

2.1. Notations et rappels. — Soient F une clôture algébrique de F et F sép, resp.
F rad, la clôture séparable, resp. radicielle, de F dans F . On note ΓF le groupe
de Galois AutF (F ). Le corps des points fixes de ΓF est F rad et le morphisme de
restriction γ 7→ γ|F sép est un isomorphisme de ΓF sur AutF (F

sép).
On appelle variété algébrique, ou plus simplement variété, une F -variété algébrique,

c’est-à-dire un F -schéma de type fini, réduit et séparé. On ne demande pas qu’elle
soit irréductible. Comme il est d’usage, on identifie une variété à l’ensemble de ses
points F -rationnels(11). On appelle F -variété une variété définie sur F au sens de
Borel [B], c’est-à-dire un F -schéma de type fini, géométriquement réduit et séparé.
Un F -morphisme ou morphisme défini sur F (entre F -variétés) est simplement un
morphisme de F -schémas. Si X est une sous-variété fermée — pas forcément définie
sur F , ni même sur F rad — d’une F -variété V , on pose

X(F ) = X ∩ V (F ) .

Observons que l’on peut avoir X(F ) = ∅ même si F = F sép. En revanche si la variété
X est définie sur F , puisque X(F sép) est dense dans X = X(F ) [B, ch. AG, 13.3], on
a toujours X(F sép) 6= ∅.

Si V est une F -variété, une sous-variété F -fermée de V au sens de Borel [B, ch. AG,
12.2] « est » un sous-F -schéma fermé réduit (mais pas forcément géométriquement
réduit) du F -schéma V . Si V est une F -variété affine, une sous-variété F -fermée,
resp. fermée et définie sur F , de V correspond à un idéal I de l’algèbre affine F [V ]
de V tel que le quotient F [V ]/I soit réduit (i.e. sans éléments nilpotents 6= 0), resp.
tel que F ⊗F F [V ]/I soit réduit (cf. [B, ch. AG, 12.1])(12).

À un groupe algébrique linéaire H défini sur F correspond un F -schéma en groupes
affine lisse dont l’algèbre affine est l’algèbre affine de H , notée F [H ]. Le produit, resp.
l’inverse, dans le groupe algébrique H ou dans le F -schéma en groupes H est donné
par le même homomorphisme de F [H ] dans F [H ]⊗F F [H ], resp. F [H ]. Un F -sous-
groupe fermé de H , i.e. un sous-groupe fermé de H défini sur F , correspond à un
sous-F -schéma en groupes fermé lisse.

¶ Descente séparable (algébrique). — Si V est une F -variété, le groupe de Galois
ΓF opère sur l’ensemble V (F sép) de ses points F sép-rationnels. Rappelons le « critère
galoisien » (cf. [B, ch. AG, 14.4)]) :

Proposition 2.1.1. — Soit V une F -variété et soit X une sous-variété fermée de
V . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(11)Ainsi on écrira « élément v ∈ V », resp. « sous-ensemble Z ⊂ V », pour « élément v ∈ V (F )»,
resp. « sous-ensemble Z ⊂ V (F )».
(12)Les notions de F -variété et de sous-variété F -fermée ont été supplantées depuis les années 60 par
celle, plus souple, de F -schéma. Nul doute que pour traiter les questions fines liées à l’inséparabilité,
le langage des schémas et la topologie plate sont indispensables. Le langage « daté » du livre de Borel
[B] permet néanmoins de développer une théorie rapide et efficace des groupes algébriques linéaires
sur un corps commutatif, largement suffisante pour cet article. C’est pourquoi, concernant cette
théorie, nous avons adopté [B] comme référence principale.
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(i) X est définie sur F ;
(ii) X est définie sur F sép et X(F sép) est ΓF -stable ;
(iii) il existe un sous-ensemble ΓF -stable de X(F sép) = X∩V (F sép) qui soit Zariski-

dense dans X = X(F ).

En particulier pour qu’une sous-variété fermée X d’une F -variété V soit définie sur
F rad — i.e. « soit » une sous-variété F -fermée de V (cf. [B, ch. AG, 12.2]) —, il faut
et il suffit qu’elle soit ΓF -stable (au sens où l’ensemble X = X(F ) est ΓF -stable).

D’autre part si V et W sont deux F -variétés, pour qu’un morphisme de variétés
f : V → W soit défini sur F , il faut et il suffit qu’il soit défini sur F sép et qu’il
induise une application ΓF -équivariante V (F sép) → W (F sép) (cf. [B, ch. AG, 14.3]).
En d’autres termes, une F -variété V est déterminée (à F -isomorphisme unique près)
par la F sép-variété VF sép = V ×F F

sép et l’action de ΓF sur V (F sép) : le foncteur

(1) V 7→ (VF sép , ΓF -ensemble V (F sép))

est pleinement fidèle(13).

¶ Orbites séparables. — Soit H un groupe algébrique affine et soit V une variété
non vide, a priori ni affine, ni lisse, munie d’une action algébrique de H (à gauche)

H × V → V , (h, v) 7→ h · v .

On suppose que cette action est définie sur F , c’est-à-dire que H , V et le morphisme
ci-dessus sont définis sur F . Pour v ∈ V , d’après [B, ch. I, 1.8] l’orbite

H · v = {h · v |h ∈ H} ⊂ V

est une variété lisse, localement fermée dans V ; on la notera parfois OH
v ou simplement

Ov si aucune confusion n’est possible. Le stabilisateur schématique de v dans le F -
schéma en groupes HF = H ×F F est noté Hv

F
; c’est un sous-F -schéma en groupes

fermé de HF (qui peut ne pas être lisse, i.e. réduit). Le groupe Hv
F
(F ) de ses points

F -rationnels est le stabilisateur de v dans H = H(F ) au sens de Borel [B, ch. I, 1.7],
c’est-à-dire le sous-groupe fermé

StabH(v)
déf
= {h ∈ H |h · v = v} ⊂ H .

En d’autres termes, StabH(v) est le stabilisateur schématique réduit (Hv
F
)réd de v

dans HF (correspondant au quotient de l’algèbre affine F [Hv
F
] par son nilradical).

Remarque 2.1.2. — Pour v ∈ V (F ), la sous-variété fermée Ov de V est définie sur
F et le sous-groupe fermé StabH(v) de H est F -fermé. Le stabilisateur schématique
Hv

F
provient par le changement de base F → F d’un sous-F -schéma en groupes fermé

Hv de H , à savoir le stabilisateur schématique de v dans (le F -schéma en groupes)
H : on a Hv

F
= Hv×F F . Le sous-groupe F -fermé StabH(v) de H coïncide — en tant

(13)La description de l’image du foncteur (1) est plus difficile. Il s’agit de déterminer si une F sép-
variété Ṽ est définie sur F , autrement dit s’il existe une F -variété V et un F sép-isomorphisme
ϕ : Ṽ → VF sép ; on dit alors que le couple (V, ϕ) est un F -modèle de Ṽ . Une condition nécessaire

pour l’existence d’un tel couple (V, ϕ) est l’existence d’une donnée de descente à la Weil pour Ṽ .
Cette condition est souvent suffisante (e.g. si Ṽ est quasi-projective).
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que sous-F -schéma en groupe fermé réduit de H — avec le stabilisateur schématique
réduit (Hv)réd de v dans H (correspondant au quotient de l’algèbre affine F [Hv] par
son nilradical).

Pour v ∈ V , le morphisme de variétés

πv : H → Ov, h 7→ h · v

se factorise en un morphisme bijectif de variétés

πv : H/StabH(v) → Ov

qui n’est en général pas un isomorphisme. Notons Tv(Ov) l’espace tangent de Ov au
point v et d(πv)1 : Lie(H) → Tv(Ov) la différentielle de πv au point 1. Alors on a les
inclusions

Lie(StabH(v)) ⊂ ker( d(πv)1) et d(πv)1(Lie(H)) ⊂ Tv(Ov) .

D’après [B, ch. AG, 10.1], on a toujours l’égalité

dim(H) = dim(StabH(v)) + dim(Ov) .

On en déduit le lemme suivant [B, ch. II, 6.7] :

Lemme 2.1.3. — Pour v ∈ V , les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) πv est un isomorphisme de variétés, i.e. la H-orbite Ov est « le » quotient
géométrique de H par StabH(v) ;

(ii) πv est un morphisme séparable ;
(iii) Lie(StabH(v)) = ker( d(πv)1) ;
(iv) Im( d(πv)1) = Tv(Ov) ;
(v) le stabilisateur schématique Hv

F
est lisse (i.e. réduit), autrement dit il coïncide

avec StabH(v).

Pour v ∈ V , on dira que la H-orbite Ov est séparable si les conditions équivalentes
du lemme 2.1.3 sont vérifiées (ces conditions ne dépendent que de l’orbite Ov et pas
du point-base v dans cette orbite). Si p = 1, toutes les orbites sont séparables.

Par abus de langage, lorsque V est le groupe H lui-même muni de l’action par
conjugaison, on dira aussi qu’un élément x ∈ H est séparable(14) si sa H-orbite Ox

est séparable. Par exemple si x ∈ H est semi-simple, alors il est séparable ; et si de
plus x ∈ H(F ), alors StabH(x) est défini sur F (cf. [B, ch. III, 9.1]), autrement dit le
centralisateur schématique Hx de x dans H est lisse (i.e. géométriquement réduit).

¶ Conventions topologiques. — Tout sous-ensemble X d’une variété V est muni de
la topologie de Zariski induite par celle de V . Sauf mention expresse du contraire,
les notions d’ouvert, de fermé, de densité (etc.) se réfèrent à la topologie de Zariski.
Pour un sous-ensemble X de V , la fermeture (de Zariski) de X dans V est notée X .
Si X est une partie d’une F -variété V (i.e. X ⊂ V (F )), la F -fermeture de X dans

(14)À ne pas confondre avec un élément de H(F sép) !
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V au sens [B, ch. AG, §12] est notée X(F ) ; c’est le plus petit sous-F -schéma fermé
réduit de V contenant X(15).

Si V est une G-variété affine définie sur F (cf. 2.2), on peut la munir de la c-F-G-
topologie, ou simplement c-F-topologie (sous-entendu pour la F -action de G sur V ),
définie par l’action de l’ensemble X̌F (G) des co-caractères algébriques de G qui sont
définis sur F (cf. l’annexe B). La c-F-fermeture d’une partie X de V est notée X(c-F).
La c-F-topologie sur V ne nécessite aucune topologie sur F (mais bien sûr elle dépend
de la F -action de G sur V ) : elle a un sens pour tout corps commutatif F .

Si F est un corps commutatif topologique (séparé, non discret) et V est une F -
variété, on peut munir l’ensemble V (F ) des points F -rationnels de V de la topologie
(forte) définie par F , cf. 2.8. Nous la noterons TopF . Par exemple si F est un
corps global et v est une place de F , le complété F̂ = Fv de F en v est un corps
topologique localement compact (non archimédien si v est finie) ; pour toute F -variété
V , l’ensemble V (F ) est TopF̂ -dense dans V (F̂ ).

Ces topologies — Zariski et c-F-topologie pour un corps (commutatif) quelconque ;
TopF pour un corps topologique — sont les seules que nous utiliserons dans cet article.

2.2. Le critère d’instabilité de Hilbert-Mumford. — Dans cette sous-section,
on introduit le critère d’instabilité de Hilbert-Mumford puis on rappelle le théorème de
Kempf-Rousseau géométrique (2.2.5), c’est-à-dire sur F = F (16), ainsi qu’une version
rationnelle de ce dernier dans le cas où F est parfait (2.2.9).

Soit V une G-variété affine, c’est-à-dire une variété algébrique affine munie d’une
action algébrique à gauche G× V → V, (g, v) 7→ g · v. Rappelons qu’un co-caractère
(algébrique) de G est un morphisme de groupes algébriques Gm → G. On note X̌(G)
l’ensemble des co-caractères de G.

Définition 2.2.1. — Un élément λ ∈ X̌(G) est dit primitif ou indivisible s’il
n’existe aucun λ′ ∈ X̌(G) tel que λ = kλ′ avec k ∈ Z≥2.

Observons que X̌(G) est un groupe si G est commutatif et que c’est un Z-module
libre de rang fini si G est un tore. L’ensemble X̌(G) est muni d’une action de G
donnée par

g • λ = Intg ◦ λ pour tout (g, λ) ∈ G× X̌(G) .

(15)Rappelons que nous identifions une sous-variété F -fermée de V au sens de loc. cit. à un sous-F -
schéma fermé réduit de V (cf. 2.1).
(16)Nous avons choisi de rappeler brièvement la théorie géométrique plutôt que démarrer d’emblée
par la théorie rationnelle, ce qui est discutable puisque la seconde ne se déduit en général pas de
la première. D’un autre côté la théorie rationnelle peut être vue comme une variante de la théorie
géométrique, qui consiste à ne ne tester que les co-caractères qui sont définis sur F ou, ce qui revient
au même, sur F sép. Le lecteur familier avec la théorie géométrique peut directement commencer la
lecture par la sous-section 2.3.
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Pour (v, λ) ∈ V ×X̌(G), on note φv,λ : Gm → V le morphisme de variétés t 7→ tλ·v(17).
On note Λv l’ensemble des λ ∈ X̌(G) tels que la limite limt→0 t

λ · v existe, au sens où
φv,λ se prolonge en un morphisme de variétés φ+v,λ : Ga → V . Ce prolongement est
alors unique et l’on a

lim
t→0

tλ · v = φ+v,λ(0) .

Observons que
Λg·v = g • Λv pour tout g ∈ G .

Pour v ∈ V , la fermeture de Zariski Ov de la G-orbite Ov = G · v contient une
unique G-orbite fermée que l’on note Fv. Le critère d’instabilité de Hilbert-Mumford
dit qu’il existe un co-caractère λ ∈ Λv tel que la limite φ+λ,v(0) appartienne à Fv.

Puisque pour tout λ ∈ Λv, la limite φ+v,λ(0) appartient à Ov, on a en particulier :

l’orbite Ov est fermée (dans V ) si et seulement si φ+v,λ(0) ∈ Ov pour tout λ ∈ Λv.

¶ Définition « dynamique » des sous-groupes paraboliques. — À tout co-caractère
λ ∈ X̌(G) est associé comme suit un sous-groupe parabolique Pλ de G muni d’une
décomposition de Levi Pλ =Mλ ⋉ Uλ :

Pλ = {g ∈ G | limt→0 Inttλ(g) existe} ,

Uλ = {g ∈ G | lim
t→0

Inttλ(g) = 1} ,

Mλ = {g ∈ G | Intg ◦ λ = λ} .

On a un morphisme surjectif naturel Pλ →Mλ donné par g 7→ φ+v,λ(0). Enfin on sait
que pour tout sous-groupe parabolique P de G et toute composante de Levi M de P ,
il existe un λ ∈ X̌(G) tel que P = Pλ et M = Mλ (voir B.2.2 pour la preuve d’une
variante plus générale de ce résultat).

¶ Le théorème de Kempf-Rousseau. Le théorème de Kempf-Rousseau (voir 2.2.5)
est une version renforcée du critère de Hilbert-Mumford.

Soit Q une sous-variété fermée G-invariante(18) non vide de V . Pour v ∈ V et
λ ∈ Λv, on définit comme suit un invariant mQ,v(λ) ∈ N ∪ {+∞}. Si v ∈ Q, c’est-
à-dire si la G-orbite Ov est contenue dans Q, on pose mQ,v(λ) = +∞. Si v /∈ Q, la
fibre schématique (φ+v,λ)

−1(Q) est un sous-Gm-schéma fermé de Ga, où Gm opère sur
Ga par multiplication. C’est donc un diviseur (effectif) de support t = 0 et on note
mQ,v(λ) ∈ N son degré. En résumé on a :

– mQ,v(λ) = 0 si et seulement si φ+v,λ(0) /∈ Q ;

– mQ,v(λ) ∈ N∗ si et seulement si v /∈ Q et φ+v,λ(0) ∈ Q ;
– mQ,v(λ) = +∞ si et seulement si v ∈ Q.

(17)L’ensemble X̌(G) n’est en général pas un groupe mais on le note néanmoins additivement : pour
λ, λ′ ∈ X̌(G), l’application t 7→ tλtλ

′
n’est a priori pas un élément de X̌(G) ; c’en est un si les co-

caractères λ et λ′ commutent entre eux, auquel cas on le note λ+λ′. Ainsi pour n ∈ Z et λ ∈ X̌(G),
on note nλ l’élément t 7→ (tλ)n de X̌(G). Enfin on note « 0» le co-caractère trivial t 7→ 1 (= eG).
(18)Au sens où G ·Q = Q. Plus généralement, sauf mention expresse du contraire, nous utiliserons le
terme « invariant » pour « globalement invariant ».
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Observons que

mQ,g·v(g • λ) = mQ,v(λ) pour tout g ∈ G .

Lemme 2.2.2 ([K1]). — Pour v ∈ V , λ ∈ Λv et p ∈ Pλ, on a

λ ∈ Λp·v et mQ,p·v(λ) = mQ,v(λ) .

Fixons une norme G-invariante sur X̌(G), i.e. une application ‖ ‖ : X̌(G) → R+

telle que :

– ‖g · λ‖ = ‖λ‖ pour tout g ∈ G et tout λ ∈ X̌(G) ;
– pour tout tore maximal T de G, il existe une forme bilinéaire symétrique définie

positive (·, ·) : X̌(T )× X̌(T ) → Z telle que (λ, λ)
1
2 = ‖λ‖ pour tout λ ∈ X̌(T ).

L’existence d’une telle norme est une conséquence de la propriété de conjugaison dans
G = G(F ) des tores maximaux de G. Il suffit en effet de fixer un tore maxiaml T0 de G
et une forme bilinéaire symétrique définie positive (·, ·) : X̌(T0)× X̌(T0) → Z qui soit
invariante sous l’action du groupe de Weyl WG(T0). La norme WG(T0)-invariante
sur X̌(T0) définie par ‖λ‖ = (λ, λ)

1
2 se prolonge (de manière unique) en une norme

G-invariante sur X̌(G).

Remarque 2.2.3. — Soit X(T0) le groupe des caractères algébriques de T0, na-
turellement identifié à Hom(X̌(T0),Z). Observons que la forme bilinéaire symétrique
définie positive WG(T0)-invariante sur X̌(T0) ne permet en général pas d’identifier
X(T0) à X̌(T0). Elle permet en revanche toujours d’identifier X̌(T0)Q = X̌(T0)⊗Z Q

à X(T0)Q = Hom(X̌(T0),Q).

Pour v ∈ V et λ ∈ Λv, on pose

ρQ,v(λ) =
mQ,v(λ)

‖λ‖
∈ R+ ∪ {+∞} .

Observons que pour k ∈ N∗, on a ρQ,v(kλ) = ρQ,v(λ). On définit comme suit un
sous-ensemble de co-caractères (Q, v)-optimaux (relativement à l’action de G sur V )

Λopt
Q,v ⊂ Λv .

Si v ∈ Q, on pose Λopt
Q,v = {0} ; sinon, on note Λopt

Q,v l’ensemble des λ ∈ Λv r {0}

qui sont primitifs et tels que φ+λ,v(0) ∈ Q avec ρQ,v(λ) ≥ ρQ,v(λ
′) pour tout λ′ ∈ Λv.

Observons que si λ ∈ Λopt
Q,v alors ρQ,v(λ) > 0. On a

Λopt
Q,g·v = g • Λopt

Q,v pour tout g ∈ G .

Remarque 2.2.4. — A priori la notion d’optimalité dépend du choix de la norme
G-invariante sur X̌(G).

Théorème 2.2.5 ([K1], voir aussi [R, K2]). — Soit v ∈ V tel que Ov ∩ Q 6= ∅.

(i) L’ensemble Λopt
Q,v est non vide.

(ii) Le sous-groupe parabolique Pλ ne dépend pas de λ ∈ Λopt
Q,v ; on le note PQ,v.
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(iii) Le radical unipotent UQ,v de PQ,v opère simplement transitivement sur Λopt
Q,v. En

d’autres termes, pour toute composante de Levi M de PQ,v, il existe un unique

λ ∈ Λopt
Q,v tel que Mλ =M .

(iv) L’invariant mQ,v(λ) ne dépend pas de λ ∈ Λopt
Q,v ; on le note mQ,v.

Corollaire 2.2.6. — (i) Pour g ∈ G, on a PQ,g·v = Intg(PQ,v).
(ii) Pour g ∈ G, on a mQ,g·v = mQ,v.
(iii) Le stabilisateur StabG(v) = {g ∈ G | g · v = v} est contenu dans PQ,v.

Définition 2.2.7. — Les éléments v ∈ V tels que Ov ∩ Q 6= ∅ sont dits (G,Q)-
instables ou simplement Q-instables (sous-entendu pour l’action de G sur V ).

On note
N

G(V,Q) ⊂ V

le sous-ensemble formé des éléments Q-instables. Tout élément v ∈ V est par définition
Fv-instable et l’on a

N
G(V,Fv) = {v′ ∈ V |Fv′ = Fv} = {v′ ∈ V |Fv ⊂ Ov′} .

Remarque 2.2.8. —

(i) D’après [K1, lemma 1.1.b], il existe un G-module W , c’est-à-dire un F -espace
vectoriel (de dimension finie) muni d’une action algébrique linéaire de G (i.e. un
morphisme de variétésG→ GL(W )), et un morphisme de variétésG-équivariant
π : V → W tels que Q soit la fibre schématique π−1(0) au-dessus de la sous-
variété fermée {0} de W . Ce morphisme permet de ramener l’étude du sous-
ensemble NG(V,Q) ⊂ V à celle de NG(W, 0) ⊂W .

(ii) Supposons que V soit un G-module et considèrons la sous-variété G-invariante
fermée Q = {0} de V . Un élément v ∈ V est dit instable s’il appartient à
NG(V, 0) et semi-stable sinon. Notons F [V ] l’algèbre des fonctions polynomiales
sur V et F [V ]G ⊂ F [V ] la sous-F -algèbre formée des éléments G-invariants. On
sait que F [V ]G est une F -algèbre unifère de type fini (Nagata). La « conjecture
de Mumford » dit qu’un élément v ∈ V r {0} est semi-stable si et seulement s’il
existe une fonction polynomiale f ∈ F [V ]G homogène de degré ≥ 1 telle que
f(v) 6= 0. Si p = 1, c’est une conséquence du théorème de Weyl sur la complète
réductibilité des représentations de G ; d’ailleurs on peut prendre f de degré 1.
Si p > 1, la conjecture de Mumford a été prouvée par Haboush [Ha] ; et l’on
peut prendre f de degré une puissance de p.

¶ Une version rationnelle du théorème de Kempf-Rousseau. — Supposons de plus
que la G-variété (affine) V soit définie sur F , c’est-à-dire que le groupe G, la variété
V et l’action de G sur V soient définis sur F . On peut supposer que la norme G-
invariante ‖ ‖ sur X̌(G) est une F -norme, c’est-à-dire qu’elle vérifie ‖γλ‖ = ‖λ‖ pour
tout λ ∈ X̌(G) et tout γ ∈ ΓF . Il suffit pour cela de fixer un tore maximal T0 de G
qui soit défini sur F . Ce tore se déploie sur une sous-extension finie F ′/F de F sep/F ,
par conséquent l’action de ΓF sur X̌(T0) se factorise par un quotient fini et l’on peut
s’arranger pour que la forme bilinéaire symétrique définie positive WG(T0)-invariante
(·, ·) : X̌(T0)× X̌(T0) → Z soit aussi ΓF -invariante.
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On suppose aussi que la sous-variété fermée G-invariante Q de V est définie sur F .
Sous ces hypothèses, on peut toujours choisir un morphismeG-équivariant π : V →W
comme dans la remarque 2.2.8 (i) qui soit défini sur F . De plus Kempf [K1] donne une
version rationnelle de son résultat, valable seulement si F est parfait (i.e. F = F rad) :

Proposition 2.2.9 ([K1]). — On suppose que F est parfait. Soit v ∈ V (F ) tel

que Ov ∩ Q 6= ∅.

(i) L’ensemble Λopt
Q,v est ΓF -invariant.

(ii) Le sous-groupe parabolique PQ,v de G est défini sur F .

(iii) Il existe un co-caractère λ ∈ Λopt
Q,v qui soit défini sur F .

Remarque 2.2.10. — Pour v ∈ V (F ), l’ensemble Ov(F ) est réunion de G(F )-
orbites. Si F est parfait, la structure de ces G(F )-orbites est contrôlée par le groupe
de cohomologie galoisienne H1(ΓF , G

v(F )). La structure des G(F )-orbites contenues
dans Ov(F ) est nettement plus compliquée, encore plus si F n’est pas parfait.

Exemple 2.2.11. — Supposons F non parfait, de caractéristique p. Considérons
l’action par conjugaison de G = GLp sur lui-même. Soit γ ∈ G(F ) un élément primitif
tel que l’extension F [γ]/F soit radicielle (de degré p). Le polynôme caractéristique de
γ est de la forme (T − δ)p pour un élément δ ∈ F rad tel que δp = det(γ). La G-orbite
fermée Fγ dans Oγ est donnée par Fγ = {γ1} avec γ1 = diag(δ, . . . , δ) ∈ G(F rad).
Il existe un co-caractère λ1 ∈ X̌(G) défini sur F [δ] tel que limt→0 Inttλ1 (γ) = γ1.
En revanche il n’existe aucun co-caractère λ ∈ X̌(G) qui soit défini sur F et tel que
limt→0 Inttλ(γ) = γ1. En effet si un tel λ existait, on aurait γ ∈ Pλ(F ) ce qui contredit
l’hypothèse de primitivité sur γ (puisque γ /∈ Oγ1 = {γ1}, on a Pλ ( G).

2.3. Le critère d’instabilité de Hilbert-Mumford rationnel. — On continue
avec les hypothèses du dernier paragraphe de 2.2 : G, V et l’action de G sur V sont
définis sur F ; ‖ ‖ est une F -norme G-invariante sur X̌(G) ; Q est une sous-F -variété
fermée G-invariante de V .

La suppression de l’hypothèse «F parfait » dans la version rationnelle du résultat
de Kempf (2.2.9) est due à Hesselink [H1], dans le cas où Q = {eV } pour un point
F -rationnel G-invariant eV de V . Le cas d’une sous-F -variété fermée G-invariante Q

quelconque est dû à Bart-Herpel-Martin-Röhrle-Tange [BMRT, BHMR]. Dans les
deux cas, les auteurs prouvent une version « uniforme » du critère de Hilbert-Mumford
rationnel. C’est cette version uniforme que nous reprenons ici.

Soit

X̌F (G) ⊂ X̌(G)

le sous-ensemble formé des co-caractères de G qui sont définis sur F . Observons que
pour v ∈ V (F ) et λ ∈ X̌F (G), le morphisme φv,λ est défini sur F ; si de plus λ ∈ Λv

alors le morphisme φ+v,λ est lui aussi défini sur F et φ+v,λ(0) appartient à V (F ).
Pour tout sous-ensemble non vide Z ⊂ V , on pose

ΛZ =
⋂

v∈Z

Λv et ΛF,Z = X̌F (G) ∩ ΛZ .
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On a
ΛF,g·Z = g • ΛF,Z pour tout g ∈ G(F ) .

Définition 2.3.1. — Un sous-ensemble non vide Z ⊂ V est dit uniformément
(F,G,Q)-instable, ou simplement uniformément (F,Q)-instable (sous-entendu pour
l’action de G sur V ), s’il existe un co-caractère λ ∈ ΛF,Z tel que φ+λ,v(0) ∈ Q pour
tout v ∈ Z.

Pour λ ∈ ΛZ , on pose

mQ,Z(λ) = inf{mQ,v(λ) | v ∈ Z} ∈ N ∪ {+∞} .

On a donc :

– mQ,Z(λ) = 0 si et seulement s’il existe un v ∈ Z tel que φ+λ,v(0) /∈ Q ;

– mQ,Z(λ) ∈ N∗ si et seulement si Z 6⊂ Q et φ+λ,v(0) ∈ Q pour tout v ∈ Z ;
– mQ,Z(λ) = +∞ si et seulement si Z ⊂ Q.

On pose aussi

ρQ,Z(λ) =
mQ,Z(λ)

‖λ‖
∈ R+ ∪ {+∞} .

On définit comme plus haut un sous-ensemble de co-caractères (F,Q, Z)-optimaux
(relativement à l’action de G sur V )

Λopt
F,Q,Z ⊂ ΛF,Z .

Si Z ⊂ Q, on pose Λopt
F,Q,Z = {0} ; sinon, on note Λopt

F,Q,Z l’ensemble des λ ∈ ΛF,Z r{0}
qui sont primitifs et tels que :

– φ+λ,v(0) ∈ Q pour tout v ∈ Z ;
– ρQ,Z(λ) ≥ ρQ,Z(λ

′) pour tout λ′ ∈ ΛF,Z.

Observons que si λ ∈ Λopt
Q,Z alors ρQ,Z(λ) > 0. On a

Λopt
F,Q,g·Z = g • Λopt

F,Q,Z pour tout g ∈ G(F ) .

Remarque 2.3.2. — Comme dans le cas géométrique (F = F ), la notion de F -
optimalité dépend a priori du choix de la F -norme G-invariante ‖ ‖ sur X̌(G). Plus
précisément, elle dépend de la norme G(F )-invariante sur X̌F (G) induite par ‖ ‖.

Convention 2.3.3. — Lorsque Z = {v} pour un élément v ∈ V , on supprimera
l’adjectif « uniformément » et on remplacera l’indice {v} par un indice v dans les
notations. Lorsque F = F , on supprimera l’indice F dans les notations. Ainsi pour
Z = {v} et F = F , on retrouve les notations de 2.2.

Remarque 2.3.4. — Soit v ∈ V (F rad) tel que Ov ∩ Q 6= ∅. D’après 2.2.9,
l’ensemble Λopt

F rad,Q,v
est non vide et il est égal à X̌F rad(G) ∩ Λopt

Q,v.

On note
FN

G(V,Q) ⊂ N
G(V,Q)

le sous-ensemble formé des éléments qui sont (F,Q)-instables et on pose

N
G
F (V,Q) = V (F ) ∩ FN

G(V,Q) .
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Remarque 2.3.5. — Soit v ∈ V .

(i) Si v ∈ V (F ), l’orbite Ov est définie sur F , par conséquent la G-orbite fermée
Fv ⊂ Ov l’est aussi. Mais cela n’implique pas que l’ensemble Fv(F ) soit non
vide. Si de plus il existe un λ ∈ ΛF,v tel que φ+v,λ(0) ∈ Fv, alors Fv(F ) 6= ∅ (car

φ+v,λ(0) ∈ Fv(F )).
(ii) Si v ∈ V (F ) et si la G-orbite fermée Fv n’est pas définie sur F , alors il n’existe

aucun co-caractère qui soit (F,Fv , v)-optimal (cf. l’exemple 2.2.11).
(iii) Si λ ∈ Λopt

F,Q,v, alors Ov ∩ Q 6= ∅ et pour tout µ ∈ Λopt
Q,v, on a ρQ,v(λ) ≥ ρQ,v(µ).

Si F n’est pas parfait, cette inégalité est en général stricte : un co-caractère
λ ∈ ΛF,v peut être (F,Q, v)-optimal sans être (Q, v)-optimal (voir plus loin
l’exemple 2.6.8 (ii)).

Le résultat suivant [BMRT, theorem 4.5], valable pour F quelconque, est la version
uniforme du critère de Hilbert-Mumford rationnel.

Théorème 2.3.6. — Soit Z ⊂ V un sous-ensemble non vide uniformément (F,Q)-
instable.

(i) L’ensemble Λopt
F,Q,Z est non vide.

(ii) Le F -sous-groupe parabolique Pλ de G ne dépend pas de λ ∈ Λopt
F,Q,Z ; on le note

FPQ,Z et on pose PF,Q,Z = FPQ,Z(F ).
(iii) On note FUQ,Z le radical unipotent de FPQ,Z et on pose UF,Q,Z = FUQ,Z(F ). Le

groupe UF,Q,Z opère simplement transitivement sur Λopt
F,Q,Z. En d’autres termes,

pour toute F -composante de Levi M de FPQ,Z , il existe un unique co-caractère

λ ∈ Λopt
F,Q,Z tel que Mλ =M .

(iv) L’invariant mQ,Z(λ) ne dépend pas de λ ∈ Λopt
F,Q,Z ; on le note mF,Q,Z .

Corollaire 2.3.7. — (i) Pour g ∈ G(F ), on a FPQ,g·Z = Intg(FPQ,Z).
(ii) Pour g ∈ G(F ), on a mF,Q,g·Z = mF,Q,Z .
(iii) Si Z = {v}, le stabilisateur Gv(F ) de v dans G(F ) est contenu dans PF,Q,v.

Définition 2.3.8. — Si Z ⊂ V est un sous-ensemble non vide uniformément
(F,Q)-instable, un tore F -déployé maximal S de G est dit (F,Q, Z)-optimal (rela-
tivement à l’action de G sur V ) s’il est contenu dans FPQ,Z . Pour un tel S, on a
(d’après 2.3.6 (iii))

X̌(S) ∩ Λopt
F,Q,Z = {λ} .

¶ Descente séparable. — Pour tout sous-ensemble non vide Z ⊂ V , on note Z(F )

la F -fermeture de Z dans V au sens de Borel [B, ch. AG, 11.3], c’est-à-dire le plus
petit sous-F -schéma fermé réduit de V contenant Z. C’est une sous-variété fermée
de V définie sur F rad ou, ce qui revient au même, ΓF -invariante pour l’action de
ΓF = Gal(F/F rad) sur V (cf. [B, ch. AG, 14.3]). On a toujours l’inclusion

Z ⊂ Z(F )

où Z est la fermeture de Zariski de Z dans V . Observons que pour tout sous-ensemble
ΓF -stable non vide Z ⊂ V (F sép), en particulier pour tout sous-ensemble non vide
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Z ⊂ V (F ), la fermeture de Zariski Z de Z dans V est définie sur F [B, ch. AG, 14.4] ;
en particulier elle coïncide avec Z(F ).

Remarque 2.3.9. — Si v ∈ V (F sép), alors v ∈ V (E) pour une sous-extension
galoisienne finie E/F de F sép/F et la F -fermeture Z(F ) de Z = {v} est la ΓF -orbite

ΓF (v) = {γ(v) | γ ∈ ΓF } = {γ(v) | γ ∈ Gal(E/F )} .

On a la propriété de descente séparable [BMRT, theorem 4.7] :

Théorème 2.3.10. — Soit Z ⊂ V un sous-ensemble non vide.

(i) Z est uniformément (F,Q)-instable si et seulement si Z(F ) est uniformément
(F sép,Q)-instable.

(ii) Si Z est uniformément (F,Q)-instable, alors Λopt
F,Q,Z = X̌F (G) ∩ Λopt

F sép,Q,Z(F ) et
mF,Z,Q = mF sép,Z(F ),Q.

Lemme 2.3.11. — Le théorème 2.3.10 reste vrai si l’on remplace F sép par n’importe

quelle extension séparable (algébrique ou non) E de F telle que (Esép)AutF (Esép) = F .
(Rappelons que cette égalité est toujours vérifiée si l’extension E/F est algébrique ou
de degré de transcendance infini.)

Démonstration. — D’après la preuve de [BMRT, theorem 4.7], Z est uniformément
(F,Q)-instable si et seulement si Z(F ) est uniformément (F,Q)-instable, auquel cas

Λopt
F,Z,Q = Λopt

F,Z(F ),Q
et mF,Z,Q = mF,Z(F ),Q .

On peut donc supposer que Z = Z(F ), c’est-à-dire que Z est une sous-variété F -
fermée de V . Alors ZE = Z ×F E est une sous-variété E-fermée de VE . Si E/F est
algébrique, on peut prendre Esép = F sép et le résultat est directement impliqué par
2.3.10 (appliqué à F sép/F et à Esép/E).

Supposons que E/F ne soit pas algébrique. Si Z (= Z(F )) est uniformément
(F,Q)-instable, alors Z est a fortiori uniformément (E,Q)-instable. Réciproque-
ment, supposons que Z soit uniformément (E,Q)-instable. Alors (d’après 2.3.6 (i)) on
peut choisir un λ ∈ Λopt

E,Q,Z. Puisque Z est ΓF -invariant, le sous-groupe parabolique

PEsép,Q,Z = Pλ(E
sép) de G(Esép) vérifie

σ(PEsép,Q,Z) = PEsép,Q,Z pour tout σ ∈ AutF (E
sép) .

On en déduit d’après A.2.1 que le sous-groupe parabolique EsépPQ,Z = Pλ de G est
défini sur F . On peut donc choisir un tore Esép-déployé maximal T de EsépPQ,Z qui
soit défini sur F . On peut aussi supposer que λ appartient à X̌(T ), c’est-à-dire que λ
soit l’unique élément de X̌(T )∩Λopt

Esép,Q,Z
. Alors σ(λ) = λ pour tout σ ∈ AutF (E

sép),
ce qui entraîne (à nouveau d’après A.2.1) que λ est défini sur F . Cela prouve que Z est
uniformément (F,Q)-instable si et seulement si Z est uniformément (Esép,Q)-instable,
et que dans ce cas on a l’égalité

Λopt
F,Q,Z = X̌F (G) ∩ Λopt

Esép,Q,Z
et mF,Z,Q = mEsép,Z,Q .

D’où le lemme, d’après 2.3.10 appliqué à l’extension Esép/E.
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2.4. La variante de Hesselink (cas d’une G-variété pointée). — On suppose
dans cette sous-section que V est une G-variété affine pointée au sens des G-variétés,
c’est-à-dire qu’elle est munie d’un point (fermé) G-invariant eV . On note

N = N
G(V, eV )

l’ensemble des v ∈ V tels que eV appartienne à Ov ; ou, ce qui revient au même, tels
que Fv = {eV }. C’est une sous-variété fermée G-invariante de V : d’après le critère
de Hilbert-Mumford géométrique, N est l’ensemble des v ∈ V tels que f(v) = 0 pour
toute fonction polynomiale G-invariante f sur V telle que f(eV ) = 0.

On suppose de plus comme en 2.3 que G, V et l’action de G sur V sont définis
sur F et que X̌(G) est muni d’une F -norme G-invariante ‖ ‖. On suppose aussi que
eV appartient à V (F ). On conserva ces hypothèses jusqu’à la fin de la section 2. Si
de plus V est un groupe, sauf mention expresse du contraire, on supposera toujours
que eV est l’élément neutre (e.g. eV = 0 si V est un G-module). D’après le critère
galoisien, la variété N est définie sur F rad.

Le point eV va jouer le rôle de la sous-F -variété fermée G-invariante Q de 2.3. Pour
alléger l’écriture et quand aucun risque de confusion ne sera possible, on supprimera
l’indice eV dans les notations : on écrira ΛF,Z = ΛF,eV ,Z et pour λ ∈ ΛF,Z, on écrira
mZ(λ) = meV ,Z(λ). Au lieu de (F, eV )-instable, resp. uniformément (F, eV )-instable,
on dira simplement F -instable, resp. uniformément F -instable. Si Z ⊂ V est un
sous-ensemble (non vide) uniformément F -instable, on écrira

Λopt
F,Z = Λopt

F,eV ,Z , mF,Z = mF,eV ,Z , FPZ = FPeV ,Z , etc.

Lorsqu’on voudra spécifier le groupe G relativement auquel sont définis ces objets, on
les affublera d’un exposant G.

On pose

FN = FN
G(V, eV ) et NF = N

G
F (V, eV ) (= V (F ) ∩ FN) .

Ainsi FN, resp. NF , est l’ensemble des éléments F -instables de V , resp. V (F ). Tout
sous-ensemble uniformément F -instable de V est contenu dans FN. Les éléments de
V r FN sont dits F -semi-stables(19). Plus généralement, on introduit la

Définition 2.4.1. — Soit H est un sous-groupe fermé de G défini sur F (par
forcément réductif ni même connexe). Un élément v ∈ V est dit (F,H)-instable
s’il existe un co-caractère λ ∈ ΛH

F,v = X̌F (H) ∩ ΛF,v tel que φ+v,λ(0) = eV et il est

dit (F,H)-semi-stable sinon. On note FN
H = FN

H(V, eV ) l’ensemble des éléments
(F,H)-instables de V et NH

F = NH
F (V, eV ) l’ensemble V (F ) ∩ FN

H .

Remarque 2.4.2. —

(i) Un élément de V qui est F -instable est a fortiori F -instable. Mais en général il
existe des éléments dans N (= FN = NF ), et même dans N∩ V (F ), qui ne sont
pas F -instables (cf. l’exemple 1.2.1).

(19)La terminologie, empruntée à la théorie géométrique (F = F ) est un peu perturbante mais
standard : le contraire de «F -instable » n’est pas «F -stable ».
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(ii) Si H ⊂ G est un tore F -déployé, puisque X̌F (H) = X̌(H), un élément v ∈ V
est (F,H)-instable si et seulement s’il est (F ,H)-instable.

¶ Propriétés des ensembles FN et NF . — Les ensembles FN et NF sont G(F )-
invariants. On a les inclusions

FN ⊂ N et NF ⊂ V (F ) ∩N .

Insistons sur le fait que si F 6= F , les deux inclusions ci-dessus sont en général strictes.
D’après 2.2.9, on a cependant le

Lemme 2.4.3. — Si F est parfait, alors NF = V (F ) ∩N.

Même si FN ( N, on peut toujours munir FN, resp. NF , de la topologie de Zariski
induite par celle de N ; mais il faut faire attention car FN, resp. NF , n’est en général
pas fermé dans N, resp. V (F ) ∩N, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 2.4.4. — Considérons le cas où V = G = PGL2 est muni de l’action
par conjugaison. Notons π : G̃ = GL2 → G l’application naturelle. Supposons p = 2.
Alors :

– N est l’image par π de l’ensemble des éléments de G̃ de trace nulle ;
– FN est l’image par π de l’ensemble des éléments de G̃ de trace nulle et de

déterminant un carré dans F× ;
– NF = G(F )∩FN est l’image par π de l’ensemble des éléments de G̃(F ) de trace

nulle et de déterminant un carré dans F× ;
– G(F ) ∩ N est l’image par π de l’ensemble des γ ∈ G̃(F ) tels que γ2 ∈ F× (où

l’on identifie F× au centre de G̃(F )).

Si F est infini, NF est Zariski-dense dans N ; et si de plus F n’est pas parfait, il est
distinct de G(F ) ∩ N. Si F n’est pas parfait, la propriété « être un carré dans F× »
définit un sous-ensemble de F× qui n’est pas un ensemble algébrique.

Remarque 2.4.5. — Si V est distinct de N, c’est-à-dire s’il existe un élément de
V qui soit F -semi-stable, alors V r FN contient l’ouvert non vide V rN de V . Si de
plus V est irréductible, alors V r FN est dense dans V .

Compte-tenu de la définition de FN, il est naturel de considérer la c-F -topologie
donnée par l’action de X̌F (G) sur V (voir l’annexe B) :

Lemme 2.4.6. — FN est c-F -fermé (dans V ).

Démonstration. — D’après B.1.5, NF est l’ensemble des éléments v ∈ V (F ) tels que
FF,v = {eV } où (rappel) FF,v est l’unique G(F )-orbite c-F -fermée contenue dans la
c-F -fermetureXc-F de la G(F )-orbite X = OF,v de v. D’où le lemme puisque (d’après
loc. cit.) Xc-F ⊂ FN.

¶ Co-caractères « virtuels » et optimalité. — La variante de Hesselink consiste à
normaliser les co-caractères optimaux de telle sorte qu’au lieu de maximaliser la valeur
ρZ(λ) =

mZ(λ)
‖λ‖ , on se ramène à minimiser la norme d’un co-caractère virtuel.
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Soit X̌(G)Q le quotient de N× X̌(G) par la relation d’équivalence

(n, λ) ∼ (m,λ′) si et seulement si mλ = nλ′ .

L’action de G sur X̌(G) se prolonge naturellement en une action sur X̌(G)Q. Si T
est un tore, alors X̌(T )Q = X̌(T )⊗ZQ est un Q-espace vectoriel (de dimension finie).
Pour µ ∈ X̌(G)Q, on note Pµ le sous-groupe parabolique de G défini par Pµ = Pλ

pour un (i.e. pour tout) λ ∈ X̌(G) ∩N∗µ ; on définit de la même manière Uµ et Mµ.
Pour un sous-ensemble non vide Z ⊂ V , on note Λ̃Z l’ensemble des µ ∈ X̌(G)Q

tels que nµ ∈ ΛZ (= ΛF,eV ,Z) pour un n ∈ N∗. On étend la mesure de l’instabilité
mZ(µ) = meV ,Z(µ) à tout µ ∈ Λ̃Z de la manière suivante : on choisit un n ∈ N∗ tel
que nµ ∈ ΛZ et on pose

mZ(µ) = n−1mZ(nµ) ∈ Q+ ∪ {+∞} .

On a donc mZ(µ) > 0 si et seulement s’il existe un n ∈ N∗ tel que nµ ∈ X̌(G)
et limt→0 t

nµ · v = eV pour tout v ∈ Z ; auquel cas Z est uniformément instable.
Observons que pour Z = {eV }, on a

mZ(µ) = +∞ pour tout µ ∈ Λ̃Z = X̌(G)Q .

On définit de la même manière l’ensemble X̌F (G)Q ; c’est un sous-ensemble de
X̌(G)Q. L’action de G(F ) sur X̌F (G) se prolonge naturellement en une action sur
X̌F (G)Q. Pour Z ⊂ V , Z 6= ∅, on pose

Λ̃F,Z = X̌F (G)Q ∩ Λ̃Z .

La F -norme G-invariante ‖ ‖ sur X̌(G) se prolonge naturellement à X̌(G)Q. On
rappelle qu’on l’a définie à partir d’une norme ΓF -invariante et WG(T0)-invariante
sur X̌(T0) pour un tore maximal T0 de G défini sur F . On commence par étendre
linéairement cette dernière au Q-espace vectoriel X̌(T0)Q = X̌(T0)⊗ZQ, puis on pose
‖g • µ‖ = ‖µ‖ pour tout g ∈ G et tout µ ∈ X̌(T0)Q. Pour un sous-ensemble (non
vide) Z ⊂ FN uniformément F -instable, Z 6= {eV }, on pose

qF (Z) = inf{‖µ‖ |µ ∈ Λ̃F,Z , mZ(µ) ≥ 1} > 0

et
ΛF,Z = {µ ∈ Λ̃F,Z |mZ(µ) ≥ 1, ‖µ‖ = qF (v)} .

On a clairement

qF (v) = inf{‖µ‖ |µ ∈ Λ̃F,Z, mZ(µ) = 1}

= (sup{ρZ(µ) |µ ∈ ΛF,Z r {0}})−1

et
µ ∈ ΛF,Z ⇒ mZ(µ) = 1 .

On pose aussi
qF (eV ) = 0 et ΛF,eV = {0} .

Pour Z ⊂ FN uniformément F -instable et λ ∈ ΛF,Z tels que mZ(λ) > 0, on pose

λ̃Z =
1

mZ(λ)
λ ∈ Λ̃F,Z .
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Puisque

‖λ̃Z‖ = ρZ(λ)
−1 et mZ(λ̃Z ) = 1 ,

on en déduit le

Lemme 2.4.7. — Pour Z ⊂ FN uniformément F -instable, l’application λ 7→ λ̃Z
induit une bijection de Λopt

F,Z sur ΛF,Z .

Remarque 2.4.8. — Si la G-variété affine pointée V est de type adjoint au sens
de [H1, 7.1], alors d’après [H1, 7.2] la notion de F -optimalité pour les sous-ensembles
uniformément F -instables Z ⊂ V ne dépend pas du choix de la F -norme G-invariante
‖ ‖ sur X̌(G) : l’ensemble Λopt

F,Z , l’invariantmF,Z et le F -sous-groupe parabolique FPZ

ne dépendent pas de ‖ ‖. Observons que le groupe V = G lui-même muni de l’action
par conjugaison, est de type adjoint [H1, 7.1 (c)].

Remarque 2.4.9. — Soit Z ⊂ FN uniformément F -instable. Pour tout v ∈ Z,
on a qF (v) ≤ qF (Z). On en déduit que pour v′ ∈ FN et µ ∈ ΛF,Z ∩ Λ̃v′ , on a

mv′(µ) ≥ 1 ⇒ qF (v
′) ≤ qF (Z) = ‖µ‖ .

¶ Des filtrations. — Pour µ ∈ X̌(G)Q et r ∈ Q+ ∪ {+∞}, on pose

Vµ,r = {v ∈ V |µ ∈ Λ̃v, mv(µ) ≥ r} .

C’est une sous-variété fermée Pµ-invariante de V . On a :

– Vµ,r ⊂ Vµ,s si r ≥ s ;
– Vµ,0 = {v ∈ V |µ ∈ Λ̃v} ;
–
⋂

r∈Q≥0
Vµ,r = Vµ,+∞ = {eV } ;

– mv(µ) = sup{r ∈ Q+ ∪ {+∞} | v ∈ Vµ,r} pour tout v ∈ N ;
– Vg•µ,r = g · Vµ,r pour tout g ∈ G.

La famille (Vµ,r)r∈Q+ est appelée la µ-filtration de V . On pose aussi

Vµ(0) = {v ∈ V | tλ · v = v, ∀t ∈ F×}

pour un (i.e. pour tout) λ ∈ X̌(G)∩N∗µ. C’est une sous-variété fermée Mµ-invariante
de Vµ,0.

Remarque 2.4.10. — Pour µ ∈ X̌F (G)Q, les sous-variétés fermées Vµ,r (r ∈ Q+)
et Vµ(0) de V sont a priori seulement F -fermées dans V . On verra plus loin qu’elles
sont toujours définies sur F (2.4.15).

Si λ ∈ X̌(G) ∩ N∗µ, on a :

– φ+λ,v(0) ∈ Vµ(0) = Vλ(0) pour tout v ∈ Vµ,0 = Vλ,0 ;

– φ+λ,v(0) = eV si et seulement si v ∈ Vµ,s pour un s > 0.

Puisque pour tout s ∈ Q∗
+, on a Vµ,s = V 1

µ
s,1, on obtient que

N =
⋃

µ∈X̌(G)Q

Vµ,1 et FN =
⋃

µ∈X̌F (G)Q

Vµ,1 .
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Pour V = G muni de l’action par conjugaison (avec eV = eG = 1), µ ∈ X̌(G)Q et
r ∈ Q+, on pose

Gµ,r = Vµ,r .

D’après [H1, 2.5, 5.1], on a les propriétés :

– Gµ,r est un sous-groupe algébrique fermé de G ;
– Gµ,0 = Pµ, Gµ(0) =Mµ et

⋃
r>0Gµ,r = Uµ ;

– pour r > 0, Gµ,r est un sous-groupe unipotent connexe distingué de Pµ ;
– Gµ,r est défini sur F si µ ∈ X̌F (G)Q (c’est évident si r = 0 car Gµ,0 = Pµ ; si
r > 0, cela résulte de [BT, 3.13] car Gµ,r est un sous-groupe F -fermé connexe
de G normalisé par Mµ).

¶ Interlude sur le cas des G-modules. — Le cas des G-modules est l’archétype de
la théorie, c’est pourquoi nous le reprenons brièvement ici (cf. [K2, H1]). On peut
toujours s’y ramener grâce au résultat bien connu suivant (cf. [K1, 1.1], [H1, 2.3]) :

Lemme 2.4.11. — Soit (V, eV ) une G-variété pointée définie sur F . Il existe un G-
module W défini sur F (20), et une F -immersion fermée G-équivariante ι : V → W
telle que ι(eV ) = 0.

On suppose dans ce paragraphe que V est un G-module défini sur F (avec eV = 0).
On a toujours N = NG(V, 0), FN = FN

G(V, 0) et NF = V (F ) ∩ FN.
Pour λ ∈ X̌(G) et i ∈ Z, on pose

Vλ(i) = {v ∈ V | tλ · v = tiv, ∀t ∈ F×} .

C’est un sous-espace Mλ-invariant de V . Pour k ∈ Z, on pose

V ′
λ,k =

⊕

i≥k

Vλ(i) .

C’est un sous-espace Pλ-invariant de V . Observons que pour v ∈ V ′
λ,k, la composante

vλ(k) de v sur Vλ(k) est donnée par

vλ(k) = lim
t→0

t−ktλ · v .

On verra plus loin (2.4.14) que pour k ≥ 0, le sous-espace V ′
λ,k coïncide avec la variété

Vλ,k définie plus haut.

Remarque 2.4.12. — D’après [B, ch. II, 5.2], pour λ ∈ X̌F (G) et k ∈ Z, les
sous-espaces Vλ(k) et V ′

λ,k de V sont définis sur F .

Pour µ ∈ X̌(G)Q et r ∈ Q, on écrit µ = 1
nλ et r = k

n avec n ∈ N∗, λ ∈ X̌(G) et
k ∈ Z ; et l’on pose

Vµ(r) = Vλ(k) et V ′
µ,r = V ′

λ,k .

(20)C’est-à-dire un F -espace vectoriel W défini sur F muni d’un morphisme de variétés G → GL(W )
lui aussi défini sur F .
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Si T est un tore de G (pas forcément maximal, ni même défini sur F ), on a la
décomposition

V =
⊕

χ∈X(T )

Vχ avec Vχ = {v ∈ V | t · v = tχv, ∀t ∈ T } .

On note(21) R
′
T (V ) ⊂ X(T ) le sous-ensemble (fini) formé des χ tels que Vχ 6= {0},

c’est-à-dire l’ensemble des « poids » de T dans V . Pour v ∈ V , on écrit v =
∑

χ vχ
avec vχ ∈ Vχ et on pose

R
′
T (v) = {χ ∈ X(T ) | vχ 6= 0} ⊂ R

′
T (V ) .

On a donc R′
T (0) = ∅. Pour Z ⊂ V , Z 6= ∅, on pose

R
′
T (Z) =

⋃

v∈Z

R
′
T (v) ;

et pour µ ∈ X̌(T )Q, on pose

m′
Z(µ)

déf
= inf{〈χ, µ〉 |χ ∈ R

′
T (Z)}

avec par conventionm′
Z(µ) = +∞ si Z = {0}. Ainsi µ appartient à Λ̃Z si et seulement

si m′
Z(µ) ≥ 0 ; et pour n ∈ N∗ tel que λ = nµ ∈ X̌(T ), la limite limt→0 t

λ · v
existe et vaut 0 pour tout v ∈ Z si et seulement si m′

Z(µ) > 0 (observons que
m′

Z(λ) = nm′
Z(µ)). Cette définition ne dépend pas du tore T tel que µ ∈ X(T )Q : on

a T ⊂Mµ et quitte à remplacer T par un tore plus gros, on peut supposer que T est
un tore maximal de Mµ ; ensuite on utilise la propriété de Mµ-conjugaison des tores
maximaux de Mµ. Si de plus µ ∈ Λ̃Z , cette définition coïncide avec la précédente :

Lemme 2.4.13. — Soit Z ⊂ V , Z 6= ∅. Pour µ ∈ X̌(T )Q ∩ Λ̃Z , on a

m′
Z(µ) = mZ(µ) (= m0,Z(µ)) ≥ 0 .

Démonstration. — Puisque

m′
Z(µ) = inf{m′

v(µ) | v ∈ Z} et mZ(λ) = inf{mv(λ) | v ∈ Z} ,

on peut supposer que Z = {v} avec v 6= 0. On peut aussi supposer que µ ∈ X(T ).
Écrivons v =

∑
χ∈R′

T (v) vχ avec vχ ∈ Vχ. Pour χ ∈ R′
T (v), posons mχ = 〈χ, µ〉 ∈ N.

S’il existe un χ ∈ R′
T (v) tel que mχ = 0, alors limt→0 t

µ · v 6= 0 et dans ce cas on
a m′

v(µ) = 0 = m0,v(µ). On peut donc supposer m′
v(µ) ≥ 1. La fibre schématique

φ−1(0) du morphisme φ = φ+v,µ : Ga → Vµ,1 donné par

φ(t) =
∑

χ∈R′
T (v)

tmχvχ

est d’algèbre affine F [T ]/I où I est l’idéal engendré par les Tmχ pour χ ∈ R′
T (v).

Donc I = (T k) avec k = min{mχ |χ ∈ R′
T (v)}. Cela prouve le lemme.

(21)Le « prime » dans la notation est dû au fait que pour V = Lie(G) muni de l’action adjointe, on
notera RT l’ensemble des racines de T dans Lie(G) et on posera R′

T = RT ∪ {0}.
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Remarque 2.4.14. — Pour µ ∈ X̌(G)Q et r ∈ Q, le sous-espace V ′
µ,r est donné

par

V ′
µ,r = {v ∈ V |m′

µ(v) ≥ r} .

Si r ≥ 0, d’après 2.4.13, on a l’égalité V ′
µ,r = Vµ,r.

Soit ιT : X(T )Q → X̌(T )Q l’isomorphisme Q-linéaire donné par

(ιT (χ), λ) = 〈χ, λ〉 pour tout λ ∈ X̌(T ) .

Pour Z ⊂ V , Z 6= ∅, on note KT (Z) l’enveloppe convexe (i.e. le polytope de Newton)
de ιT (R′

T (Z)) dans X̌(T )Q avec par convention KT (0) = {0}. Pour µ ∈ X̌(T )Q et
Z 6= {0}, on a donc

m′
Z(µ) = inf{(η, µ) | η ∈ KT (Z)} .

Par convexité, il existe un unique élément µT(Z) ∈ KT (Z) qui minimise la norme ‖ ‖
sur X̌(T )Q (cf. [H1, 3.2]). On a µT(Z) 6= 0 si et seulement si 0 /∈ KT (Z), auquel cas,
d’après le théorème de la projection sur un convexe fermé, (η − µT(Z), µT(Z)) ≥ 0
pour tout η ∈ KT (Z) et donc

‖µT(Z)‖2 = m′
Z(µ

T(Z)) = mZ(µ
T(Z)) > 0 .

Si 0 /∈ KT (Z), l’élément µ̃T(Z) = µT(Z)
mZ(µ T(Z)) vérifie mZ(µ̃

T(Z)) = 1 et (cf. loc. cit.)

‖µ̃T(Z)‖ = inf{‖µ‖ |µ ∈ X̌(T )Q, mZ(µ) ≥ 1}
déf
= qT(Z) .

Enfin, toujours si 0 /∈ KT (Z), on note λT(Z) l’unique élément primitif de X̌(T ) qui
soit de la forme kµ̃T(v) pour un k ∈ N∗.

Si maintenant Z ⊂ FN est uniformément F -instable et si S est un tore F -déployé
maximal de G, on a toujours

qF (Z) = qG
F (Z) ≤ qS

F (Z) = qS(Z) .

La propriété de G(F )-conjugaison des tores F -déployés maximaux de G entraîne que

qF (Z) = inf{qg−1Sg(Z) | g ∈ G(F )} = inf{qS(g · v) | g ∈ G(F )} .

Si S est choisi (F,Z)-optimal, c’est-à-dire contenu dans FPZ , alors

qF (Z) = qS(Z) = ‖µ̃S(Z)‖ et ΛF,Z ∩ X̌(S)Q = {µ̃S(Z)} .

En écrivant λS(v) = kµ̃S(Z) avec k ∈ N∗, on a donc

mZ(λ
S(Z)) = k et Λopt

F,Z ∩ X̌(S) = {λS(Z)} .

¶ Les sous-ensembles F -saturés. — Reprenons les hypothèses du début de 2.4 :
(V, eV ) est une G-variété pointée définie sur F , avec eV ∈ V (F ).

Lemme 2.4.15. — Pour µ ∈ X̌F (G)Q et r ∈ Q+, la sous-variété fermée Vµ,r de V
est définie sur F ; et la sous-variété fermée Vµ(0) de V est elle aussi définie sur F .
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Démonstration. — D’après 2.4.11, il existe un G-module W défini sur F et une F -
immersion fermée G-équivariante ι : V →W telle que ι(eV ) = 0. Pour µ ∈ X̌(G)Q et
r ∈ Q+, on a ι(Vµ,r) = ι(V ) ∩Wµ,r . Or d’après 2.4.14 et 2.4.12, le sous-espace Wµ,r

de W est défini sur F . D’autre part on a ι(Vµ(0)) = ι(V ) ∩Wµ(0) et le sous-espace
Wµ(0) de W est défini sur F (2.4.12). D’où le lemme.

Si Z ⊂ FN est uniformément F -instable, l’ensemble ΛF,Z forme une seule orbite
sous le F -sous-groupe parabolique FPZ de G. Par conséquent le sous-ensemble (lui
aussi uniformément F -instable) Vµ,1 ⊂ FN ne dépend pas de µ ∈ ΛF,Z . On pose

FXZ = Vµ,1 pour un (i.e. pour tout) µ ∈ ΛF,Z .

De manière équivalente, on a

FXZ = Vλ,mZ (λ) pour un (i.e. pour tout) λ ∈ Λopt
F,Z .

D’après 2.4.15, FXZ est une sous-variété fermée de V définie sur F .

Définition 2.4.16. — Pour Z ⊂ FN uniformément F -instable, le sous-ensemble
FXZ ⊂ FN est appelé le F -saturé de Z. Un sous-ensemble uniformément F -instable
de FN est dit F -saturé s’il coïncide avec son F -saturé.

On a la version rationnelle de [H2, lemma 2.8] :

Lemme 2.4.17. — Soient Z et Z ′ deux sous-ensembles (non vides) de FN unifor-
mément F -instables. Posons X = FXZ et X ′ = FXZ′ .

(i) X est uniformément F -instable et ΛF,X = ΛF,Z .
(ii) Z ⊂ X = FXX .
(iii) ΛF,Z = ΛF,Z′ si et seulement si qF (Z) = qF (Z

′) et Z ⊂ X ′.
(iv) FPZ = {g ∈ G | g · Z ⊂ X}.

Démonstration. — Les points (i) et (ii) sont clairs. On en déduit que ΛF,Z = ΛF,Z′ si
et seulement si X = X ′, d’où le point (iii). Quant au point (iv), si g ·Z ⊂ X , d’après
(iii) on a g • FPZ = FPg·Z = FPZ . Puisque FPZ est son propre normalisateur, cela
entraîne que g ∈ FPZ . Réciproquement si g ∈ FPZ , puisque X est par définition
FPZ -invariant, a fortiori on a g · Z ⊂ X .

Pour Z ⊂ FN uniformément F -instable, on pose

FXZ = G(F ) · FXZ =
⋃

g∈G(F )

FXg·Z .

Pour s ∈ Q+, on pose

FN<s = {v ∈ FN | qF (v) < s} .

On a vu que pour Z ⊂ FN uniformément F -instable, FXZ est une sous-F -variété
fermée de V . En revanche FXZ , tout comme FN, n’est en général pas fermé dans V .
On a cependant la variante rationnelle suivante de [H2, 2.9] :

Proposition 2.4.18. — (i) Il n’y a qu’un nombre fini d’ensembles FXZ avec
Z ⊂ V uniforménent F -instable, c’est-à-dire de G(F )-orbites de sous-ensembles
F -saturés de FN.
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(ii) Pour Z ⊂ FN uniformément F -instable, FXZ est c-F -fermé (dans V ).
(iii) Pour s ∈ Q+, FN<s est c-F -fermé (dans V ) ; c’est la réunion (finie) des

ensembles FXv avec v ∈ FN tel que qF (v) < s.

Démonstration. — On peut grâce à 2.4.11 supposer que V est un G-module défini
sur F (avec eV = 0).

Prouvons (i). Soit S un tore F -déployé maximal de G. Rappelons qu’on a noté
R′

S(V ) l’ensemble (fini) des poids de S dans V et R′
S(Z) ⊂ R′

S(V ) le sous-ensemble
formé des poids de S dans Z. La propriété de G(F )-conjugaison des tores F -déployés
maximaux de G entraîne qu’il existe un g ∈ G(F ) tel que S soit (F, g · Z)-optimal,
c’est-à-dire que ΛF,g·Z ∩ X̌(S)Q = {µ̃S(g · Z)} avec µ̃S(g · Z) =

µS(g·Z)
mZ(µS(g·Z)) > 0. On

a donc
FXZ = g−1 · FXg·Z = g−1 · Vµ̃S(g·Z),1 .

Le co-caractère virtuel µ̃S(g · Z) ∈ X̌(S)Q ne dépend que de l’ensemble R′
S(g · Z).

Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-ensembles de R′
S(V ), cela prouve (i).

Prouvons (ii). Soient v1 ∈ FXZ et µ ∈ ΛF,v1 . On veut prouver que v′ = φ+µ,v1 (0)
appartient à FXZ . Soit S un tore F -déployé maximal de Mµ et soit P0 un F -sous-
groupe parabolique minimal de G tel que S ⊂ P0 ⊂ Pµ. Quitte à remplacer Z par
g · Z pour un g ∈ G(F ), on peut supposer que P0 ⊂ FPZ . Écrivons FXZ = Vλ,k
avec X̌(S) ∩ Λopt

F,Z = {λ} et k = mZ(λ) ≥ 1. Soit x ∈ G(F ) tel que x−1 · v1 ∈ FXZ ;
l’élément v1 appartient donc à x · Vλ,k ∩ Vµ,0. Écrivons (décomposition de Bruhat)
x = unwp avec u ∈ UP0(F ), w ∈ WG(S) = NG(S)/ZG(S) et p ∈ P0(F ), où nw

désigne un représentant de w dans NG(S)(F ). Puisque Vλ,k et Vµ,0 sont P0-invariant,
u−1 · v1 appartient à nw · Vλ,k ∩ Vµ,0 = Vw•λ,k ∩ Vµ,0. Comme S ⊂ Pw•λ = nwPλn

−1
w ,

pour tout v2 ∈ Vw•λ,k ∩ Vµ,0, la limite limt→0 t
µ · v2 existe et elle appartient à Vw•λ,k.

D’autre part puisque u ∈ U0(F ) ⊂ Pµ(F ), la limite limt→0 t
µut−µ existe et elle

appartient à Mµ(F ) ; on la note m. On a donc

v′ = lim
t→0

tµ · v1 =
(
lim
t→0

tµut−1
)
·
(
lim
t→0

tµ · (u−1 · v1)
)
∈ m · Vw•λ,k .

Par conséquent v′ ∈ mnw · Vλ,k ⊂ G(F ) · Vλ,k = FXZ .
Le point (iii) est clair.

Remarque 2.4.19. —

(i) Pour s ∈ Q+, posons

FN≤s = {v ∈ FN | qF (v) ≤ s} .

D’après 2.4.18 (i), c’est la réunion (finie) des ensembles FXv avec v ∈ FN tel
que qF (v) ≤ s. Observons que FN≤s =

⋂
s<r FN<r et qu’il existe un ǫ > 0 tel

que FN≤s = FN<s+ǫ.
(ii) Pour tout sous-ensemble Z ⊂ FN uniformément F -instable, puisque le quotient

G/FPZ est une variété projective (donc complète), l’ensemble

G · FXZ = {g · v | g ∈ G, v ∈ FXZ}

est une sous-variété fermée de V (cf. la preuve de [B, ch. IV, 11.9 (1)]). Si le
corps F est infini, puisque G(F ) est dense dans G [B, 18.3], on en déduit que
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FXZ = G(F ) · FXZ est dense dans G · FXZ . Par conséquent (toujours si F
est infini), l’ensemble FXZ est fermé dans FN si et seulement s’il coïncide avec
l’intersection (G · FXZ) ∩ FN (c’est bien sûr toujours le cas si F = F ).

(iii) Si pour tout v ∈ FN, FXv est fermé dans FN, alors pour tout s ∈ Q+, FN<s

est fermé dans FN.

¶ Une hypothèse de régularité. — Jusqu’à présent on n’a fait aucune hypothèse de
régularité sur le point-base eV . On la fait maintenant.

Hypothèse 2.4.20. — Le point-base eV est régulier (i.e. non singulier) dans la
variété V . (Cela n’entraîne pas que eV soit régulier dans N = NG(V, eV ) !)

On suppose jusqu’à la fin de 2.4 que l’hypothèse 2.4.20 est vérifiée.
Hesselink a prouvé [H2, 3.8] que pour tout sous-ensemble Z ⊂ N uniformément

instable, la sous-variété fermée XZ = FXZ de N = FN est isomorphe à son espace
tangent TeV (XZ), qui est un espace affine ; en particulier elle est irréductible et non-
singulière. Puisque G est connexe donc irréductible, la sous-variété fermée (d’après
2.4.19 (ii)) G-invariante XZ = G · XZ de N est elle aussi irréductible.

On a un résultat analogue à [H2, 3.8] pour les sous-ensembles Z ⊂ FN qui sont
uniformément F -instables :

Proposition 2.4.21. — (On suppose que l’hypothèse 2.4.20 est vérifiée.) Soit
Z ⊂ FN un sous-ensemble uniformément F -instable. L’espace tangent TeV (X) du F -
saturé X = FXZ de Z est un sous-ensemble F -saturé de TeV (V ) qui est F -isomorphe
à X et vérifie

ΛF,TeV
(X) = ΛF,X = ΛF,Z .

Démonstration. — Elle est identique à celle de [H2, 3.8], compte-tenu de la propriété
suivante : si S est un tore F -déployé maximal de G, puisque S est linéairement
réductif, il existe un S-logarithme φ : V → TeV (V ) au sens de [H2, 3.1] qui soit
défini sur F (cf. [EGA-IV, 17.6]).

Si Z ⊂ FN est uniformément F -instable, d’après 2.4.21, son F -saturé FXZ est un
F -espace affine (i.e. FXZ ≃F An

F ) ; en particulier c’est une variété irréductible non
singulière.

Remarque 2.4.22. — Supposons que le corps F soit infini. Puisque Fn est
(Zariski-)dense dans An

F , pour tout sous-ensemble Z ⊂ FN uniformément F -instable,
l’ensemble XF,Z = V (F ) ∩ FXZ est dense dans X .

2.5. La stratification de Hesselink. — Continuons avec les hypothèses de 2.4.
On ne suppose pas que eV soit régulier dans V (hypothèse 2.4.20).

¶ Les F -lames et les F -strates. — Pour v ∈ FN, on pose

FYv = {v′ ∈ FN |ΛF,v′ = ΛF,v} .

Lemme 2.5.1. — Pour v ∈ FN, on a

FYv = {v′ ∈ FN |Λopt
F,v′ = Λopt

F,v et mF,v′ = mF,v} .
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Démonstration. — Si v = eV , il n’y a rien à démontrer. Si v ∈ FNr{eV }, l’inclusion

{v′ ∈ N |Λopt
F,v′ = Λopt

F,v et mF,v′ = mF,v} ⊂ FYv

est claire (d’après 2.4.7). Quant à l’inclusion inverse, soient λ ∈ Λopt
F,v et k = mv(λ).

Puisque λ̃ = 1
kλ appartient à ΛF,v (2.4.7), pour v′ ∈ FYv on a mv′(λ̃) ≥ 1 c’est-à-dire

mv′(λ) ≥ k. Par conséquent FYv ⊂ Vλ,k (= FXv). Si v′ ∈ Vλ,k+1, alors λ′ = 1
k+1λ

vérifie mv′(λ′) ≥ 1 et ‖λ′‖ = k
k+1‖λ̃v‖ < ‖λ̃v‖ ; par conséquent v′ /∈ FYv. D’où

l’inclusion inverse.

Pour v ∈ FN, on pose

FYv = G(F ) · FYv =
⋃

g∈G(F )

FYg·v .

Puisque ΛF,g·v = g •ΛF,v pour tout g ∈ G(F ), on a aussi

FYv = {v′ ∈ FN | il existe un g ∈ G(F ) tel que ΛF,v′ = g •ΛF,v} .

Définition 2.5.2. — Les ensembles FYv, resp. FYv, avec v ∈ FN sont appelés
F -lames, resp. F -strates (de FN). Les F -strates sont donc les classes de G(F )-
conjugaison de F -lames.

Remarque 2.5.3. — D’après 2.4.11, il existe un G-module W défini sur F et une
F -immersion fermée G-équivariante ι : V → W tels que ι(eV ) = 0. Soit v ∈ FN.
Posons w = ι(v) ; c’est un élément de FN

G(W, 0). Il définit comme plus haut des
sous-ensembles FXw, FYw, FXw et FYw de FN

G(W, 0). Puisque ΛF,w = ΛF,v, on
a

ι(FXv) = ι(V ) ∩ FXw et ι(FYv) = ι(V ) ∩ FYw .

On a aussi
ι(FXv) = ι(V ) ∩ FXw et ι(FYv) = ι(V ) ∩ FXv .

On peut donc en principe ramener la plupart des questions concernant les F -lames et
les F -strates de FN au cas où V est un G-module défini sur F (avec eV = 0).

Lemme 2.5.4. — Soit v ∈ FN.

(i) FYv = {v′ ∈ FXv | qF (v′) = qF (v)}.
(ii) v′ ∈ FXv ⇒ qF (v

′) ≤ qF (v).
(iii) FYv = {v′ ∈ FXv | qF (v′) = qF (v)}.
(iv) v′ ∈ FXv ⇒ qF (v

′) ≤ qF (v).
(v) FXv est FPv-invariant et FYv est PF,v-invariant.

Démonstration. — Écrivons FXv = Vµ,1 avec µ ∈ ΛF,v.
Prouvons (i). Si v′ ∈ FYv alors µ ∈ ΛF,v′ ; par conséquent v′ ∈ Vµ,1 = FXv et

qF (v
′) = ‖µ‖ = qF (v). Inversement si v′ ∈ FXv vérifie qF (v

′) = qF (v) = µ, alors µ
appartient à ΛF,v′ et ΛF,v′ = Pµ • µ = ΛF,v.

Prouvons (ii). Si v′ ∈ FXv, puisque mv′(µ) ≥ 1, on a qF (v
′) ≤ ‖µ‖ = qF (v).

Puisque qF (g · v′) = qF (v
′) pour tout g ∈ G(F ), les points (iii) et (iv) résultent de

(i) et (ii).
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Prouvons (v). L’ensemble FXv = Vµ,0 est clairement FPv (= Pµ)-invariant. Quant
à FYv, si p ∈ PF,v et v′ ∈ FYv, alors p ·v′ est dans FXv et comme qF (p ·v′) = qF (v

′),
il est dans FYv (d’après (i)).

Observons que pour v, v′ ∈ FN, on a

FYv = FYv′ si et seulement si FXv = FXv′ ,

FYv = FYv′ si et seulement si FXv = FXv′ .

On a aussi
FXv r FYv = FXv ∩ FN<qF (v) ,

FXv r FYv = FXv ∩ FN<qF (v) .

La géométrie du bord FXvrFYv est a priori assez compliquée. Pour v′ ∈ FXvrFYv,
la F -lame FYv′ n’est pas forcément contenu dans FXv ; ou, ce qui revient au même,
la F -strate FYv′ n’est pas forcément contenu dans FXv (même si F = F [H2, 4.3,
remark]). En général, on a

FXv r FYv =
⋃

v′∈FN|qF (v′)<qF (v)

FXv′ ∩ FXv =
∐

Y′

Y′ ∩ FXv

où Y′ parcourt l’ensemble des F -strates de FN telles que Y′ ∩ (FXv r FYv) 6= ∅ ;
ou, ce qui revient au même, telles que Y′ ∩ (FXv r FYv) 6= ∅. On parle néanmoins
de « stratification » car la fonction qF définit un ordre total strict sur FN.

Les F -lames sont en bijection avec les sous-ensembles FXv ⊂ FN (v ∈ FN) qui sont
des cas particuliers d’ensembles F -saturés FXZ (Z ⊂ FN uniformément F -instable).
Déterminer parmi les sous-ensembles F -saturés de FN ceux qui sont de la forme FXv

avec v ∈ FN est une question difficile, reliée à l’autre question difficile suivante : pour
deux F -strates FYv, FYv′ de FN, quand a-t-on l’inclusion FYv′ ⊂ FXv? Pour ces
questions dans le cas géométrique (i.e. F = F ), on renvoie à [H2, 5]. Cela nous
amène naturellement à considérer l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.5.5. — Pour tout v ∈ FN, le bord FXvrFYv est réunion (finie) de
F -strates de FN ; en d’autres termes pour tout v′ ∈ FXv r FYv, on a FYv′ ⊂ FXv.

Remarque 2.5.6. —

(i) L’hypothèse 2.5.5 n’est en général pas vérifiée, même si F = F [H2, 4.3, remark]
(cf. l’exemple des « ternary sextic forms » dans [H2, 6.4]).

(ii) Supposons F = F . Supposons aussi que V soit le groupe G lui-même muni de
l’action par conjugaison. Clarke et Premet « démontrent » dans [CP] que les
strates de N coïncident avec les morceaux unipotents de Lusztig [L2]. La preuve
de [CP, theorem 5.2 (ii)] utilise la proposition [CP, 2.7], qui n’est valable que
si l’hypothèse 2.5.5 est vérifiée. Pour que le résultat de [CP] soit complet, il
faudrait donc prouver que l’hypothèse 2.5.5 est toujours vérifiée (dans le cas
où V est le groupe G lui-même muni de l’action par conjugaison). Observons
que si p = 1 ou p ≫ 1, les morceaux unipotents de Lusztig sont exactement
les orbites géométriques unipotentes et ces dernières coïncident avec les strates
géométriques unipotentes (cf. 3.5.2 pour un résultat plus précis) ; dans ce cas
l’hypothèse 2.5.5 est vérifiée.
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D’après 2.4.18, on a la

Proposition 2.5.7. — (i) Il n’y a qu’un nombre fini de F -strates FYv avec
v ∈ FN.

(ii) FN est la réunion (finie) disjointe des F -strates FYv avec v ∈ FN.
(iii) Pour v ∈ FN, la F -strate FYv est la réunion disjointe (en général infinie) des

F -lames qu’elle contient : on a FYv =
∐

g∈G(F )/PF,v
FYg·v.

(iv) Pour v ∈ FN, FXv r FYv est c-F -fermé (dans V ).
(v) Pour s ∈ Q+, l’ensemble FN≤srFN<s est la réunion (éventuellement vide) des

F -strates FYv avec v ∈ NF tel que qF (v) = s.

Corollaire 2.5.8. — Les F -strates sont localement c-F-fermées (dans V ).

Démonstration. — Pour tout v ∈ FN, la F -strate FYv est c-F-ouverte dans FXv

(2.5.7 (iv)) et d’après 2.4.18 (ii), FXv est c-F-fermé (dans V ), d’où le corollaire.

Remarque 2.5.9. — Pour v ∈ FN, le fait que la F -strate FYv soit c-F-ouverte
dans FXv n’implique a priori pas qu’elle soit c-F-dense dans FXv : on a toujours
FYv

(c-F) ⊂ FXv mais l’inclusion peut être stricte.

Remarque 2.5.10. —

(i) Si F = F , les lames et les strates de N sont des sous-variétés localement fermées
dans V . En effet les ensembles Xv (v ∈ N) sont des sous-variétés fermées de
V , par conséquent les ensembles N<s (s ∈ Q+) sont eux aussi des sous-variétés
fermées de V ; et pour tout v ∈ N, on a :

– Yv = Xv r (Xv ∩N<q(v)) est une sous-variété ouverte de Xv ;
– Yv = Xv r (Xv ∩N<q(v)) est une sous-variété ouverte de Xv.

(ii) Si pour tout v ∈ FN, FXv est (Zariski-)fermé dans FN, alors pour tout s ∈ Q+,
FN<s est fermé dans FN. Dans ce cas pour tout v ∈ FN, on a (comme dans le
cas où F = F ) :

– la F -lame FYv est (Zariski-)ouverte dans son F -saturé FXv ;
– la F -strate FYv est ouverte dans FXv.

(iii) Supposons F infini. Pour v ∈ FN, l’ensemble FXv est fermé dans FN si et
seulement s’il coïncide avec l’intersection (G · FXv) ∩ FN (cf. 2.4.19 (ii)). Il est
en général difficile de calculer cette intersection car FN n’est pas (en général)
un sous-ensemble algébrique de V (cf. 2.4.4).

¶ F -lames standard. — Soit P0 un F -sous-groupe parabolique minimal de G. Un
F -sous-groupe parabolique P de G est dit standard s’il contient P0.

Définition 2.5.11. — Un élément v ∈ FN est dit en position standard si le F -
sous-groupe parabolique FPv de G est standard. Une F -lame FYv de FN est dite
standard si v (i.e. si tout élément de FYv) est en position standard.

Si FYv et FYv′ sont deux F -lames standard de FN avec FYv′ = g · FYv pour un
élément g ∈ G(F ), alors FPv′ = g(FPv)g

−1 ; par suite on a FPv′ = FPv (puisque les
F -sous-groupes paraboliques FPv et FPv′ sont standard) et g ∈ PF,v = FPv(F ) (car
FPv est son propre normalisateur), donc FY ′

v = FYv. Ainsi toute F -strate de FN



CONTRIBUTION UNIPOTENTE À LA FORMULE DES TRACES 37

contient une unique F -lame standard et l’application FYv 7→ FYv = G(F ) · FYv est
une bijection de l’ensemble des F -lames standard de FN sur l’ensemble des F -strates
de FN. Les ensembles finis suivants sont naturellement en bijection :

– les F -lames standard de FN ;
– les ensembles F -saturés FXv avec v ∈ FN en position standard ;
– les F -strates de FN ;
– les ensembles FXv avec v ∈ FN ;

Soit A0 un tore F -déployé maximal de P0. Si v ∈ FN, il existe un g ∈ G(F ) tel
que la F -lame FYg·v soit standard. Alors le co-caractère virtuel µ ∈ X̌(A0)Q défini
par ΛF,g·v ∩ X̌(A0)Q = {µ} est en position standard (relativement à (P0, A0)), c’est-
à-dire qu’il vérifie P0 ⊂ Pµ et A0 ⊂Mµ ; on dit alors que µ est un co-caractère virtuel
F -optimal (au sens où il est (F, v)-optimal pour un v ∈ FN) en position standard.
Observons que µ est l’unique élément de G(F )•ΛF,v = {Intg◦µ | g ∈ G(F ), µ ∈ ΛF,v}
qui soit en position standard. On obtient de cette manière une bijection naturelle
entre :

– l’ensemble des F -strates de FN ;
– le sous-ensemble (fini)

ΛF,st = Λ
G
F,st(V, eV ) ⊂ X̌(A0)Q

formé des co-caractères virtuels qui sont F -optimaux et en position standard.

Remarque 2.5.12. —

(i) Notons FN
′
st l’ensemble des éléments de FN en position standard, c’est-à-dire

la réunion (finie) des F -lames standard, et posons

FNst
déf
=

⋃

v∈FN′
st

FXv ⊂ FN .

Observons que FN
′
st est P0(F )-invariant et FNst est P0-invariant, et que l’on a

G(F ) · FN
′
st = G(F ) · FNst = FN .

Puisque FNst est la réunion finie des ensembles FXv avec v ∈ FN en position
standard, c’est une sous-variété fermée de V définie sur F . Par exemple si V
est le groupe G lui-même muni de l’action par conjugaison, alors FNst est le
radical unipotent U0 = UP0 de P0.

(ii) On définit comme en 2.5.11 la notion de sous-ensemble uniformément F -instable
Z ⊂ FN en position standard. Notons ΛF,u−st le sous-ensemble de X̌(A0)Q
formé des µ tels que ΛF,Z∩X̌(A0)Q = {µ} pour un sous-ensemble uniformément
F -instable Z ⊂ FN en position standard. Puisque ΛF,Z = ΛF,F XZ

(2.4.17 (i))
et que l’ensemble des classes de G(F )-conjugaison de sous-ensembles F -saturés
de FN est fini (2.4.18 (i)), l’ensemble ΛF,u−st est lui aussi fini. On a clairement
l’inclusion ΛF,st ⊂ ΛF,u−st. Supposons de plus que V soit un G-module. Alors
on peut comme en [H2, 5.4] définir la notion de sous-ensemble (F -instable) F -
saturé de l’ensemble des poids R′

A0
(V ) de A0 dans V , et prouver l’analogue de

la proposition [H2, 5.5] : ΛF,u−st est en bijection naturelle avec l’ensemble des
classes de WG(A0)-conjugaison de sous-ensembles F -saturés de R′

A0
(V ).
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¶ Les applications Fπv et Fπ
′
v. — Pour v ∈ FN, notons G(F )×PF,v

FXv le quotient
du produit G(F ) × FXv par PF,v pour l’action de PF,v à droite donnée par

(g, x) · p = (gp, p−1 · x) .

Pour un élément (g, x) ∈ G(F )×FXv, on note [g, x] son image dans G(F )×PF,v
FXv

et on munit G(F )×PF,v
FXv de l’action de G(F ) (à gauche) donnée par

g′ · [g, x] = [g′g, x] pour tout g′ ∈ G(F ) .

Considèrons l’application

Fπv : G(F )×PF,v
FXv → FXv , [g, x] 7→ g · x .

Elle est G(F )-équivariante et surjective.

Lemme 2.5.13. — Soit v ∈ FN.

(i) (Fπv)
−1(FYv) = G(F )×PF,v

FYv.
(ii) Fπv induit une application bijective Fπ

′
v : G(F )×PF,v

FYv → FYv.

Démonstration. — Pour (g, v′) ∈ G(F )× FXv, si g · v′ ∈ FYv, alors qF (v′) = qF (v)
et v′ ∈ FYv. Cela prouve (i). Quant au point (ii), soient (g1, v1) et (g2, v2) deux
éléments de G(F ) × FYv tels que g1 · v1 = g2 · v2. Posons g = g−1

1 g2. On a donc
g · v2 = v1 ∈ FYv = FYv1 ⊂ FXv1 . Cela entraîne que g appartient à PF,v1 = PF,v et
donc que [g1, v1] = [g1g, g

−1 · v1] = [g2, v2].

¶ Points F -rationnels. — Rappelons que l’on a posé

NF = V (F ) ∩ FN .

Pour s ∈ Q+, on pose

NF,<s = V (F ) ∩ FN<s et NF,≤s = V (F ) ∩ FN≤s .

Pour v ∈ NF , on pose

XF,v = V (F ) ∩ FXv et XF,v = V (F ) ∩ FXv ,

YF,v = V (F ) ∩ FYv et YF,v = V (F ) ∩ FYv .

On a donc
XF,v = G(F ) · XF,v et YF,v = G(F ) · YF,v .

Définition 2.5.14. — Par abus de langage, on utilise la même définition que 2.5.2
pour les ensembles de points F -rationnels : les ensembles YF,v, resp. YF,v, avec
v ∈ NF sont appelés F -lames, resp. F -strates, de NF . Les F -strates de NF sont donc
les classes de G(F )-conjugaison de F -lames de NF .

Les principales propriétés des F -lames et les F -strates de FN restent vraies pour
les F -lames et les F -strates de NF . En particulier :

– Il n’y a qu’un nombre fini de F -strates de NF .
– On a les décompositions en union disjointe : NF =

∐
v YF,v où v ∈ NF parcourt

un ensemble (fini) de représentants des F -strates de NF ; et pour chaque v ∈ NF ,
YF,v =

∐
g∈G(F )/PF,v

g · YF,v.
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– Pour v ∈ NF ,
XF,v r XF,v = XF,v ∩NF,<qF (v) ,

XF,v rXF,v = XF,v ∩NF,<qF (v) .

– Pour v ∈ NF , l’application Fπv donne par restriction une application G(F )-
équivariante surjective

πF,v : G(F )×PF,v XF,v → XF,v

qui (d’après 2.5.13) vérifie (πF,v)
−1(YF,v) = G(F ) ×PF,v YF,v et induit une

application bijective π′
F,v : G(F )×PF,v YF,v → YF,v.

Pour v, v′ ∈ NF , on a

YF,v = YF,v′ si et seulement si FYv = FYv′ ,

YF,v = YF,v′ si et seulement si FYv = FYv′ .

D’après ce qui précède, l’application Y 7→ V (F ) ∩ Y induit une bijection entre :

– les F -lames, resp. F -strates, de FN qui possèdent un point F -rationnel ;
– les F -lames, resp. F -strates, de NF .

On note
Λ

∗
F,st = Λ

G,∗
F,st(V, eV ) ⊂ ΛF,st

le sous-ensemble associé aux F -strates de FN qui possèdent un point F -rationnel.
Observons qu’un élément µ ∈ ΛF,st est dans Λ

∗
F,st si et seulement s’il existe un

v ∈ NF tel que µ ∈ ΛF,v ; auquel cas v appartient à Vµ,1(F ). On aimerait que
l’inclusion ci-dessus soit une égalité, c’est-à-dire que toute F -lame, ou ce qui revient
au même toute F -strate, de FN possède un point F -rationnel.

Lemme 2.5.15. — Supposons F infini et que l’hypothèse 2.4.20 soit vérifiée. Pour
v ∈ FN tel que la F -lame FYv soit ouverte dans son F -saturé FXv, on a YF,v 6= ∅.

Démonstration. — Puisque FXv ≃F An
F (d’après 2.4.21), l’ensemble XF,v est dense

dans FXv et tout ouvert de FXv intersecte XF,v non trivialement.

Considérons la variante (moins forte) suivante(22) de l’hypothèse sur le bord 2.5.5 :

Hypothèse 2.5.16. — Pour tout v ∈ NF , le bord XF,v rYF,v est réunion (finie)
de F -strates de NF ; i.e. pour tout v′ ∈ XF,v rYF,v, on a YF,v′ ⊂ XF,v.

Si toute F -strate de FN possède un point F -rationnel, les hypothèses 2.5.5 et 2.5.16
sont équivalentes.

¶ Descente séparable. — Soit E/F une extension séparable (algébrique ou non)
telle que (Esép)AutF (Esép) = F . Le lemme suivant est une conséquence de 2.3.10 et
2.3.11.

Lemme 2.5.17. — NF = V (F ) ∩NE.

(22)On s’attend à ce que dans le cas où F est un corps localement compact ou un corps global et
V est le groupe G lui-même muni de l’action par conjugaison (avec eV = 1), l’hypothèse 2.5.16 soit
toujours vérifiée.



40 BERTRAND LEMAIRE

D’après 2.3.10, 2.3.11 et 2.4.7, on a aussi :

Lemme 2.5.18. — Soit v ∈ NF
(23).

(i) ΛF,v = X̌F (G)Q ∩ΛE,v et qF (v) = qE(v).
(ii) FXv = EXv et FYv = EYv.
(iii) XF,v = V (F ) ∩ XE,v et YF,v = V (F ) ∩ YE,v.

On en déduit la

Proposition 2.5.19. — Pour v ∈ NF , on a YF,v = V (F ) ∩YE,v.

Démonstration. — L’inclusion YF,v (= G(F ) ·YF,v) ⊂ V (F )∩YE,v est claire. Pour
l’inclusion inverse, soit v′ ∈ V (F ) ∩ YE,v (⊂ NF ). Fixons des éléments µ ∈ ΛF,v

et µ′ ∈ ΛF,v′ . Puisque l’extension E/F est séparable, µ appartient à ΛE,v et µ′

appartient à ΛE,v′ (2.3.10 et 2.3.11). Puisque YE,v′ = G(E) · YE,v′ , d’après 2.3.6, il
existe un y ∈ G(E) tel que y · v ∈ YE,v′ et y • µ = µ′. On a donc

Pµ′ = yPµy
−1 et Mµ′ = yMµy

−1

Comme les paires paraboliques (Pµ,Mµ) et (Pµ′ ,Mµ′) sont conjuguées dans G(E) et
définies sur F , elles sont conjuguées dans G(F ) : il existe un x ∈ G(F ) tel que

Pµ′ = xPµx
−1 et Mµ′ = xMµx

−1 .

Posons g = x−1y ∈ G(E). On a donc

gPµg
−1 = Pµ et gMµg

−1 =Mµ .

Cela entraîne que g appartient à Mµ(E). Par conséquent g•µ = µ et µ′ = x•µ. Donc
ΛF,v′ = x•ΛF,v et YF,v′ = YF,v, ce qui prouve l’inclusion V (F )∩YE,v ⊂ YF,v.

Remarque 2.5.20. —

(i) Pour v ∈ NF , on a bien sûr l’inclusion XF,v ⊂ V (F ) ∩ XE,v mais en général
cette inclusion est stricte. Précisément, on a l’égalité

V (F ) ∩XE,v = YF,v ∪
(
(V (F ) ∩XE,v)rYF,v

)

avec
(V (F ) ∩XE,v)rYF,v = XE,v ∩NF,<qF (v)

et l’inclusion XF,v rYF,v ⊂ XE,v ∩NF,<qF (v) est en général stricte.
(ii) Supposons de plus que l’extension E/F soit algébrique. On peut supposer E ⊂

F sép. Pour v ∈ NF , tout élément v′ ∈ V (F ) ∩ YE,v définit de la manière
suivante un élément

zv(v
′) ∈ H1(ΓF , PE,v) .

On commence par écrire v′ = g · v′′ avec g ∈ G(E) et v′′ ∈ YE,v. Pour γ ∈ ΓF ,
puisque v′ = γ(v′) = γ(g) ·γ(v′′), d’après 2.5.13 (ii) il existe un (unique) élément
pγ ∈ PE,v tel que γ(g) = gpγ et γ(v′′) = p−1

γ · v′′. L’application γ 7→ pγ est un
cocycle de ΓF à valeurs dans PE,v. Ce cocycle définit un élément de H1(ΓF , PE,v)

(23)L’hypothèse « v ∈ NF » est indispensable ici : pour v ∈ FN, la ΓF -orbite ΓF (v) = {γ(v) | γ ∈ ΓF }
est uniformément E-instable et on a ΛF,v = X̌F (G)Q ∩ΛE,ΓF (v).
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qui ne dépend pas de la décomposition v′ = g ·v′′ choisie ; on le note zv(v
′). On

écrit simplement « zv(v
′) = 0 » au lieu de « le cocycle γ 7→ pγ est un cobord ».

La proposition 2.5.19 dit précisément que l’on a toujours zv(v
′) = 0.

D’après ce qui précède, l’application qui à v ∈ NF associe YE,v, resp. YE,v, induit
une bijection entre :

– les F -lames, resp. F -strates, de NF ;
– les E-lames, resp. E-strates, de NE qui possèdent un point F -rationnel.

La bijection réciproque est donnée par l’application Y 7→ V (F ) ∩ Y .
Soit (P1, A1) une E-paire parabolique minimale de G telle que A0 ⊂ A1 et P1 ⊂ P0.

On peut supposer que le tore E-déployé maximal A1 de G est défini sur F . À l’aide de
cette paire (P1, A1), on définit comme plus haut le sous-ensemble ΛE,st = Λ

G
E,st(V, eV )

de X̌F (A1)Q.

Lemme 2.5.21. — On a les inclusions

Λ
∗
F,st ⊂ X̌(A0)Q ∩ΛE,st ⊂ ΛF,st .

En particulier si ΛF,st = Λ
∗
F,st, i.e. si toute F -strate de FN possède un point F -

rationnel, ces inclusions sont des égalités.

Démonstration. — Puisque X̌F (A1)Q = X̌(A0)Q, l’inclusion Λ
∗
F,st ⊂ X̌(A0)Q ∩ΛE,st

est impliquée par 2.5.18 (i). Quant à l’autre inclusion, si µ ∈ X̌(A0)Q ∩ ΛE,st, alors
Pµ ⊃ P0. La sous-variété fermée Vµ,1 ⊂ V est contenue dans FN et pour tout v′

dans la E-lame standard {v ∈ Vµ,1 | qE(v) = ‖µ‖} ⊂ Vµ,1 de EN associée à µ, puisque
qF (v

′) ≥ qE(v
′) = ‖µ‖, on a qF (v

′) = ‖µ‖. Par conséquent µ appartient ΛF,st.

Remarque 2.5.22. — Si le rang F -déployé de G coïncide avec son rang E-déployé
(i.e. si A1 = A0), alors X̌(A0)Q ∩ΛE,st = ΛE,st. En ce cas l’inclusion ΛE,st ⊂ ΛF,st

fournit une injection naturelle entre les E-strates de EN et les F -strates de FN, qui
est une bijection si ΛF,st = Λ

∗
F,st.

Notation 2.5.23. — Pour alléger l’écriture, on introduit les notations suivantes.
Si Y est une F -lame de NF , on note X (Y ) son F -saturé, c’est-à-dire le sous-ensemble
de NF défini par X (Y ) = XF,v pour un (i.e. pour tout v ∈ YF,v) ; et si Y est une F -
strate de NF , on note X(Y) le sous-ensemble de NF défini par X(Y) = G(F ) ·X (Y )
pour une (i.e. pour toute) F -lame Y de NF contenue dans Y.

(On suppose toujours que E/F est une extension séparable.) Si Y est une F -lame
de NF , on note YE la E-lame de NE définie par YE = YE,v, pour un (i.e. pour tout)
v ∈ Y ; et si Y est une F -strate de NF , on note YE la E-strate de NE définie par
YE = YE,v pour un (i.e. pour tout) v ∈ Y. On définit X (YE) et X(YE) comme
plus haut (en remplaçant F par E). On a donc les égalités

Y = V (F ) ∩ YE , X (Y ) = V (F ) ∩ X (YE) et Y = V (F ) ∩YE .
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2.6. Comparaison avec la stratification géométrique. — Continuons avec les
hypothèses de 2.4 et 2.5. À l’exception du lemme 2.6.1, tous les autre résultats de cette
sous-section supposent que l’hypothèse 2.4.20 (eV est régulier dans V ) est vérifiée.

Pour v ∈ FN, on a l’inégalité q(v) ≤ qF (v) avec égalité si et seulement s’il existe
un µ ∈ ΛF,v tel que ‖µ‖ = q(v), i.e. si et seulement si l’intersection X̌F (G)Q ∩Λv est
non vide. On en déduit un critère très simple assurant que la F -lame FYv est ouverte
dans son F -saturé FXv :

Lemme 2.6.1. — Soit v ∈ FN. Si X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅ alors

ΛF,v = X̌F (G)Q ∩Λv , FXv = Xv et FYv = Yv .

Dans ce cas, la F -lame FYv est (Zariski-)ouverte dans son F -saturé FXv.

Démonstration. — Soit µ ∈ X̌F (G)Q ∩ Λv. Puisque ΛF,v, resp. Λv, est un espace
principal homogène sous Uµ(F ), resp. Uµ, pour µ′ = u • µ ∈ Λv avec u ∈ Uµ, on a

µ′ ∈ X̌F (G)Q ⇔ u ∈ Uµ(F ) ⇔ µ′ ∈ ΛF,v ;

d’où l’égalité ΛF,v = X̌F (G) ∩Λv. D’autre part on a (par définition)

FYv = {v′ ∈ FN |µ ∈ ΛF,v′} et Yv = {v′ ∈ N |µ ∈ Λv′} .

Par conséquent FYv = FN ∩ Yv. Comme d’autre part

Yv ⊂ Xv = Vµ,1 = FXv ⊂ FN ,

on obtient que la F -strate FYv coïncide avec la F -strate Yv, laquelle est ouverte dans
FXv = Xv.

Remarque 2.6.2. — Supposons F infini. Soit v ∈ FN tel que X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.

(i) D’après [B, ch. V, 18.3], le groupe G(F ) est (Zariski-)dense dans G. Puisque
FYv = Yv est ouvert (dense) dans FXv = Xv, on en déduit que la F -strate
FYv = G(F ) · FYv de FN est dense dans Xv = G · Xv.

(ii) Supposons de plus que l’hypothèse 2.4.20 soit vérifiée. Alors FXv ≃F An
F

(d’après 2.4.21) et YF,v est dense dans FXv. Comme G(F ) est dense dans G
(loc. cit.), on en déduit que la F -strate YF,v = G(F ) · YF,v de NF est dense
dans Xv = G · Xv.

Jusqu’à la fin de 2.6, on suppose de plus de plus que l’hypothèse 2.4.20 est vérifiée :
eV est régulier dans V . Cela assure que les sous-ensembles F -saturés de FN — et
donc en particulier les variétés FXv avec v ∈ FN — sont des F -variétés affine.

Pour v ∈ FN, puisque les F -strates de N = FN sont localement fermées dans V ,
il en existe une et une seule Yv1 (avec v1 ∈ N que l’on peut choisir dans FXv) telle
que l’intersection Yv1 ∩ FXv soit dense dans la variété irréductible FXv ; on la note

Ygéo(FXv) = Yv1 .

Le corps F étant fixé dans toute cette section 2.6, pour alléger l’écriture on la notera
plus simplement

Ygéo(v) = Ygéo(FXv) .
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Observons que l’intersection Ygéo(v) ∩ FXv est ouverte dans FXv. On pose aussi

qgéo(v) = q(v1) et Xgéo(v) = Xv1 = G · Xv1 .

On a donc qgéo(v) = q(v′) et Xgéo(v) = Xv′ pour tout v′ ∈ Ygéo(v). Puisque
Ygéo(v) est ouvert (dense) dans la sous-variété fermée irréductible Xgéo(v) de V , on
a l’inclusion FXv ⊂ Xgéo(v). On en déduit que

Ygéo(v) ∩ FXv = {v′ ∈ FXv | q(v
′) = qgéo(v)} .

Puisque v ∈ Xgéo(v), on a toujours l’inégalité

q(v) ≤ qgéo(v)

avec égalité si et seulement si v ∈ Ygéo(v).

Lemme 2.6.3. — Soit v ∈ FN.

(i) Si X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅, alors Ygéo(v) = Yv et Ygéo(v) ∩ FXv = FYv.

(ii) Si X̌F (G)Q ∩Λv = ∅, alors qgéo(v) < qF (v) et on distingue deux cas : ou bien
Ygéo(v) ∩ FXv est contenu dans le bord FXv r FYv ; ou bien l’intersection
Ygéo(v) ∩ FYv est non vide et pour tout v′ ∈ Ygéo(v) ∩ FYv, on a

Ygéo(v
′) = Ygéo(v) et X̌F (G)Q ∩Λv′ = ∅ .

Démonstration. — Écrivons Ygéo(v) = Yv1 avec v1 ∈ FXv.
Supposons que l’intersection X̌F (G)Q ∩ Λv soit non vide. Puisque FYv = Yv est

ouvert (dense) dans FXv (2.6.1), on peut prendre v1 = v. On a donc Ygéo(v) = Yv.
L’inclusion Yv = FYv ⊂ Yv ∩ FXv est claire. D’autre part si v′ ∈ Yv ∩ FXv, on a

q(v′) ≤ qF (v
′) ≤ qF (v) = q(v) .

Or q(v′) = q(v) par conséquent toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités et
v′ ∈ FYv. D’où l’inclusion Yv ∩ FXv ⊂ FYv. Cela prouve (i).

Supposons maintenant que X̌F (G)Q ∩ Λv = ∅, i.e. q(v) < qF (v). On a donc a
priori les inégalités

q(v) ≤ q(v1) ≤ qF (v1) ≤ qF (v) .

Si l’intersection Yv1 ∩ FYv est vide, alors v1 ∈ FXv r FYv par suite qF (v1) < qF (v)
et donc q(v1) < qF (v). Supposons qu’il existe un v′ ∈ Yv1 ∩ FYv. On a FYv′ = FYv

et FXv′ = FXv, par conséquent

Ygéo(v
′) = Yv1 .

Si q(v′) = qF (v
′), alors Yv′ = Ygéo(v

′) et d’après (1) on a l’égalité Yv′∩FXv = FYv ;
en particulier v appartient à Yv′ , par conséquent q(v) = q(v′) = qF (v

′) = qF (v) ce
qui contredit l’hypothèse q(v) < qF (v). On a donc

q(v1) = q(v′) < qF (v
′) = qF (v) .

Cela prouve (ii).



44 BERTRAND LEMAIRE

L’application qui à v ∈ FN associe la F -strate Ygéo(v) de N est constante sur les
F -strates de FN : on a

Ygéo(v
′) = Ygéo(v) pour tout v′ ∈ FYv .

L’application FYv 7→ Ygéo(v) n’est en général ni injective ni surjective.

Lemme 2.6.4. — Soit v ∈ N tel que X̌F (G)Q ∩ G • Λv 6= ∅. Il existe une unique
F -strate FYv1 de FN (avec v1 ∈ FN) telle que

X̌F (G)Q ∩Λv1 6= ∅ et Ygéo(v1) = Yv .

Démonstration. — Supposons X̌F (G)Q∩G•Λv 6= ∅. Soit g ∈ G tel que l’intersection
X̌F (G)Q ∩Λg·v soit non vide, et soit µ ∈ X̌F (G)Q ∩Λg·v. Quitte à remplacer g par
un élément de G(F )g, on peut supposer que Pµ ⊃ P0. On peut aussi supposer que
Im(µ) ⊂ A0. Alors

X̌(A0)Q ∩Λg·v = {µ} = Λst ∩G •Λv .

L’élément v1 = g · v appartient à FN et Ygéo(v1) = Yv1 = Yv. Le co-caractère
virtuel µ appartient à ΛF,st et FYv1 est la F -strate de FN associée à µ.

Observons que si le groupe G est F -déployé, puisque Λst ⊂ X̌(A0) ⊂ X̌F (G), on a

X̌F (G)Q ∩G •Λv 6= ∅ pour tout v ∈ N .

Proposition 2.6.5. — Supposons que F soit infini et que G soit F -déployé (e.g.
si F = F sép). Pour v ∈ FN tel que X̌F (G)Q ∩Λv = ∅, le sous-ensemble

{v′ ∈ FXv | X̌F (G)Q ∩Λv′ 6= ∅ et Yv′ = Ygéo(v)} ⊂ Ygéo(v) ∩ FXv

est dense dans FXv (en particulier il est non vide) et contenu dans FXv r FYv.

Démonstration. — Soit v ∈ FN tel que X̌F (G)Q ∩ Λv = ∅. D’après 2.6.4, il existe
une unique F -strate FYv1 de FN telle que X̌F (G)Q∩Λv1 6= ∅ et Ygéo(v1) = Ygéo(v).
On a Ygéo(v1) = Yv1 et qgéo(v) = q(v1) = qF (v1). Puisque le corps F est infini, la
F -strate FYv1 = G(F ) · FYv1 est dense dans la F -strate Yv1 = G · Yv1 (2.6.2 (i)).
Comme l’intersection Yv1 ∩ FXv est un ouvert (dense) de FXv, on obtient que
l’intersection FYv1 ∩ FXv est dense dans FXv. Cette intersection coïncide avec le
sous-ensemble de l’énoncé (d’après la propriété d’unicité dans 2.6.4). Observons que
puisque l’ensemble FYv1 ∩ FXv est non vide, on peut prendre v1 dans FXv. D’après
2.6.3 (ii), on a (qF (v1) =)qgéo(v) < qF (v). D’autre part pour v′ ∈ FYv1 ∩ FXv, on a
qF (v

′) = qF (v1) ; donc qF (v
′) < qF (v) et v′ ∈ FXv r FYv.

Corollaire 2.6.6. — (Sous les hypothèses de 2.6.5.) Pour v ∈ FN, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅ ;
(ii) la F -lame FYv est ouverte dans FXv ;
(iii) la F -lame FYv est FPv-invariante(24).

(24)Rappelons que pour tout v ∈ FN, on sait seulement que la F -lame F Yv est PF,v-invariante.
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Démonstration. — Si X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅ alors FYv = Yv ; par conséquent (i) ⇒ (ii)
et (i) ⇒ (iii). Si la F -lame FYv est ouverte dans FXv, le bord FXv r FYv est fermé
dans FXv et il ne peut peut pas être dense dans FXv ; par conséquent (ii) ⇒ (i)
(d’après 2.6.5).

Prouvons (iii) ⇒ (ii). Choisissons un tore maximal T ′ de G (pas forcément défini
sur F ) qui soit contenu dans FPv ∩ Pv. Il existe un p ∈ FPv tel que T = pT ′p−1 soit
un tore F -déployé maximal de FPv. Soit v′ = p′ · v. On a

Pv′ = p′Pvp
′−1 ⊃ p′T ′p′−1 = T et X̌(T )Q ∩Λv′ = {µ′} .

En particulier v′ appartient à FN et X̌F (G)Q ∩Λv′ 6= ∅ ce qui assure que la F -lame
FYv′ est ouverte dans son F -saturé FXv′ . Si la F -lame FYv est FPv-invariante, alors
v′ appartient à FYv, FYv′ = FYv et FXv′ = FXv. Par conséquent (iii) ⇒ (ii).

Corollaire 2.6.7. — Pour v ∈ NF (= V (F ) ∩ FN), la proposition 2.6.5 et le
corollaire 2.6.6 restent vrais sans hypothèse sur F ou G (hormis l’hypothèse 2.4.20
que l’on suppose toujours vérifiée).

Démonstration. — Pour v ∈ NF , on a (2.5.18)

ΛF,v = X̌F (G)Q ∩ΛF sép,v , FXv = F sépXv , FYv = F sépYv .

D’où le corollaire puisque F sép est infini et que G est F sép-déployé.

Exemple 2.6.8. — Reprenons l’exemple de [H1, 5.6]. Supposons p > 1.

(i) Considérons l’action du groupe G = SL2 sur V = A2
F définie par le morphisme

G → G, g 7→ ρ(g) donné par ρ(g)i,j = gpi,j (pour g = (gi,j)1≤i,j≤2) ; c’est-à-
dire que pour v = (x, y) ∈ V , on note g · v = (x′, y′) ∈ V l’élément défini par

ρ(v)

(
x
y

)
=

(
x′

y′

)
. Supposons xy 6= 0 et xy−1 /∈ F p. L’élément v n’est pas

F -instable : il appartient à V (F ) r NF . En revanche il appartient à NF rad :
pour α ∈ F rad tel que αp = xy−1, le co-caractère λα ∈ X̌F [b](G) défini par

tλα =

(
t−1 α(t− t−1)
0 t

)
vérifie tλα · v = tpv.

(ii) Considérons l’action du groupe G = SL3 sur V = A3
F définie comme en (i)

par le morphisme G → G, (gi,j) 7→ (gpi,j). L’élément v = (x, y, 0) est dans
NF . Supposons xy 6= 0 et xy−1 /∈ F p. Le co-caractère t 7→ diag(t, t, t−2)

appartient à Λopt
F,v ; d’autre part le co-caractère t 7→ diag(tλα , 1) appartient à

Λopt
v , où l’on a identifié diagonalement SL2 à SL2 × {1} ⊂ SL3. Dans ce cas on

a X̌F (G)Q ∩ Λv = ∅. La F -lame FYv de FN est l’ensemble des v′ = (x′, y′, z′)
tels que z′ = 0, x′y′ 6= 0 et x′y′−1 /∈ F p. Son F -saturé FXv est le sous-espace
F × F × {0} de V . La F -lame Yv de N est l’ensemble des v′ = (x′, y′, z′)
tels que z′ = 0, x′y′ 6= 0 et yx′ = xy′. Son F -saturé Xv est le sous-espace
{(x′, yx−1x′, 0) |x′ ∈ F} de V . D’autre part pour tout v′ ∈ FXv r FYv tel que
x′y′ 6= 0, on a X̌F (G)Q ∩Λv′ 6= ∅ et Ygéo(v) = Yv′ .

¶ Une hypothèse simplificatrice. — On a vu en 2.5 que les F -strates de FN qui
possèdent un point F -rationnel — ou, ce qui revient au même, les F -strates de NF
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— se comportent bien par extension séparable (algébrique ou non) du corps de base.
On ramène donc facilement la théorie au cas où F = F sép, ce qui entraîne automa-
tiquement que G est F -déployé. Le passage de F = F sép à F = F rad est, comme on
vient de le voir, nettement plus compliqué.

Les difficultés proviennent des éléments v ∈ NF tels que X̌F (G)Q ∩Λv = ∅. Pour
F quelconque, ces difficultés disparaissent si l’on fait l’hypothèse suivante(25) :

Hypothèse 2.6.9. — Pour tout v ∈ NF , on a X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.

Considérons aussi l’hypothèse (plus forte) suivante :

Hypothèse 2.6.10. — Pour tout v ∈ FN, on a X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.

Soit F̃ ⊂ F sép une extension galoisienne finie de F déployant G. Fixons une F̃ -
paire parabolique minimale (P̃0, Ã0) de G telle que A0 ⊂ Ã0 et P̃0 ⊂ P0. On peut
supposer que le tore F̃ -déployé maximal Ã0 de G est défini sur F . La paire (P̃0, Ã0)
définit un sous-ensemble

ΛF̃ ,st = Λ
G
F̃,st

(V, eV ) ⊂ X̌(Ã0)Q

de co-caractères virtuels F̃ -optimaux qui sont en position standard (relativement à
(P̃0, Ã0)). Elle définit aussi un sous-ensemble

Λst = Λ
G
st(V, eV ) ⊂ X̌(Ã0)Q

de co-caractères virtuels F -optimaux qui sont en position standard (relativement à
(P̃0, Ã0)). D’après 2.6.4, on a l’inclusion

Λst ⊂ ΛF̃ ,st

avec égalité si l’hypothèse 2.6.10 est vérifiée pour F̃ , c’est-à-dire si X̌F̃ (G)Q ∩Λv 6= ∅
pour tout v ∈ F̃N.

Lemme 2.6.11. — Si l’hypothèse 2.6.10 est vérifiée, on a l’égalité

X̌(A0)Q ∩Λst = X̌(A0)Q ∩ΛF̃ ,st .

Démonstration. — On a clairement l’inclusion X̌(A0)Q∩Λst ⊂ X̌(A0)Q∩ΛF̃ ,st. Soit
µ ∈ X̌(A0)Q∩ΛF̃ ,st et soit v ∈ Vµ,1 tel que µ ∈ ΛF̃ ,v. On a donc X̌(Ã0)Q∩ΛF̃ ,v = {µ}
et Vµ,1 = F̃Xv. Puisque par hypothèse le co-caractère virtuel µ est défini sur F , la
variété Vµ,1 est contenue dans FN et µ appartient à ΛF,v (i.e. X̌(A0)Q∩ΛF,v = {µ}).
Si l’hypothèse 2.6.10 est vérifiée, alors q(v) = qF (v) et µ appartient à Λv.

Lemme 2.6.12. — On a l’inclusion

X̌(A0)Q ∩Λst ⊂ ΛF,st

avec égalité si F est infini et si l’hypothèse 2.6.10 est vérifiée (on suppose toujours
que l’hypothèse 2.4.20 est vérifiée) ; auquel cas toute F -strate de FN possède un point

(25)On verra dans la section 3 que dans le cas où F est un corps localement compact ou un corps
global et V est le groupe G lui-même muni de l’action par conjugaison (avec eV = 1), l’hypothèse
2.6.9 est toujours vérifiée.
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F -rationnel et l’application Y 7→ FN ∩ Y induit une bijection entre les F -strates de
N qui intersectent non trivialement FN et les F -strates de FN.

Démonstration. — Puisque Λst ⊂ ΛF̃ ,st, on a X̌(A0)Q ∩ Λst ⊂ X̌(A0)Q ∩ ΛF̃ ,st.
D’autre part puisque l’extension F̃ /F est séparable, on a X̌(A0)Q ∩ ΛF̃ ,st ⊂ ΛF,st

avec égalité si toute F -strate de FN possède un point F -rationnel (2.5.21). D’où
l’inclusion X̌(A0)Q ∩Λst ⊂ ΛF,st.

Supposons que F soit infini et que l’hypothèse 2.6.10 soit vérifiée. Jointes à 2.4.20,
ces hypothèses assurent que toute F -strate de FN possède un point F -rationnel (cf.
2.5.15). D’où l’égalité ΛF,st = X̌(A0)Q ∩ΛF̃ ,st ; puis l’égalité X̌(A0)Q ∩Λst = ΛF,st

(grâce à 2.6.11). Quant à la dernière assertion du lemme, soit v′ ∈ Yv ∩ FN pour un
élément v ∈ FN. Soient µ et µ′ les éléments de ΛF,st associés respectivement à v et
v′. Quitte à remplacer v par g · v et v′ par g′ · v′ pour des éléments g, g′ ∈ G(F ),
on peut supposer que FPv ⊃ P0 et FPv′ ⊃ P0. Posons X̌(A0)Q ∩ ΛF,v = {µ} et
X̌(A0)Q ∩ ΛF,v′ = {µ′}. Alors µ ∈ Λv et µ′ ∈ Λv′ . Puisque µ et µ′ appartiennent
à Λst et que v et v′ sont dans la même F -strate de N, on a forcément µ = µ′. Par
conséquent v et v′ sont dans la même F -strate de FN.

Lemme 2.6.13. — Si l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée, on a l’inclusion

Λ
∗
F,st ⊂ X̌(A0)Q ∩Λst

et l’application Y 7→ NF ∩ Y induit une bijection entre les F -strates de N qui inter-
sectent non trivialement NF et les F -strates de NF .

Démonstration. — Pour µ ∈ Λ
∗
F,st, il existe un v ∈ Vµ,1(F ) tel que µ ∈ ΛF,v. Puisque

v ∈ NF , si l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée, on a ΛF,v = X̌F (G)Q ∩Λv. Par conséquent
µ appartient à X̌(A0)Q ∩Λst. On prouve la dernière assertion du lemme comme dans
la preuve de 2.6.12.

2.7. Le critère de Kirwan-Ness (cas d’un G-module). — Dans cette sous-
section, on suppose que V est un G-module défini sur F (avec eV = 0). Puisque V
est lisse, l’hypothèse de régularité 2.4.20 est automatiquement vérifiée. On reprend
les notations introduites en 2.4 (¶ Interlude dans le cas d’un G-module).

Pour un co-caractère λ ∈ X̌(G)r {0} et un tore T de Mλ contenant Im(λ), notons
T λ le sous-tore de T défini par

T λ = 〈Im(µ) |µ ∈ X̌(T ), (µ, λ) = 0〉 .

On a la décomposition

T = T λIm(λ) et X̌(T λ)Q =

{
µ−

(µ, λ)

(λ, λ)
λ

∣∣∣∣ µ ∈ X̌(T )Q

}
.

Précisément, le morphisme produit T λ× Im(λ) → T est surjectif et c’est une isogénie
(pas forcément séparable), d’où la décomposition

X̌(T )Q = X̌(T λ)Q ⊕Qλ .
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On a défini en 2.4 des isomorphismes Q-linéaires

ιT : X(T )Q → X̌(T )Q et ιTλ : X(T λ)Q → X̌(T λ)Q .

Pour χ ∈ X(T ), on a

ιTλ(χ|Tλ) = ιT (χ)−
(ιT (χ), λ)

(λ, λ)
λ .

Remarque 2.7.1. — Si v ∈ Vλ(k)r {0} pour un entier k > 0, alors

KTλ(v) =

{
µ−

k

(λ, λ)
λ

∣∣∣∣ µ ∈ KT (v)

}

et (puisque λ est orthogonal à X̌(T λ)Q)

µTλ

(v) = µT(v)−
k

(λ, λ)
λ .

Supposons de plus que T soit un tore maximal de Mλ. On pose alors

M⊥
λ = 〈T λ, (Mλ)der〉 .

Puisque Intm(T λ) = (Intm(T ))λ pour tout m ∈Mλ et que (Mλ)der est distingué dans
Mλ, le groupe M⊥

λ ne dépend pas de T . On a la décomposition

M⊥
λ = T λ(Mλ)der

et le groupe M⊥
λ est réductif connexe ([Sp, cor. 2.2.7], [B, IV.14.2]). Si α est une

racine de T dans Mλ, alors 〈α, λ〉 = 0 d’où (α̌, λ) = 0 et Im(α̌) ⊂ T λ. Puisque les
Im(α̌) engendrent un tore maximal du groupe dérivé (Mλ)der, cela prouve que T λ est
un tore maximal de M⊥

λ .

¶ Le critère de Kirwan-Ness géométrique. — Pour un co-caractère λ ∈ X̌(G)r{0}
et un entier k ∈ N∗, le F -espace vectoriel Vλ(k) est muni d’une structure de Mλ-
module. Si de plus λ est primitif, le critère de Kirwan-Ness géométrique dit que la
v-optimalité de λ pour un élément v ∈ Vλ,k équivaut à la M⊥

λ -semi-simplicité de la
composante vλ(k) de v sur Vλ(k). Précisément (cf. [Ts, 2.8] pour une démonstration
valable en toute caractéristique) :

Proposition 2.7.2. — λ ∈ Λopt
v si et seulement si vλ(k) est M⊥

λ -semi-stable, i.e.

appartient à Vλ(k)rNM⊥
λ (Vλ(k), 0) ; auquel cas Λopt

v = Λopt
vλ(k)

et Pλ = Pv = Pvλ(k).

En particulier on a

λ ∈ Λopt
v ⇒ Yv + Vλ,k+1 = Yv .

Remarque 2.7.3. — D’après 2.2.8 (ii), on a aussi que λ ∈ Λopt
v si et seulement

s’il existe une fonction polynomiale f ∈ F [Vλ(k)]
M⊥

λ homogène de degré ≥ 1 telle que
f(vλ(k)) 6= 0.
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L’espace projectif

P(V ) = (V r {0})/F×

est encore un G-module. On note q = qV : V r {0} → P(V ) la projection naturelle.
Pour v ∈ N r {0}, λ ∈ Λopt

v et k = mv(λ), d’après le critère de Kirwan-Ness, la
composante v = vλ(k) de v sur Vλ(k) est dans la lame Yv et elle vérifie

F× · v ⊂Mλ · v ⊂ Vλ(k) ∩ Yv .

On en déduit (grâce à loc. cit.) que

F× · Yv = Yv .

Notons StabG(q(v)) = Gq(v)(F ) le stabilisateur de q(v) dans G [B, ch. II, 1.7] :

StabG(q(v)) = {g ∈ G | g · v ∈ F×v} .

C’est un sous-groupe fermé de G qui contient Im(λ) et le stabilisateur StabG(v) de v
dans G.

Lemme 2.7.4. — Soient v ∈ Nr {0}, λ ∈ Λopt
v , k = mv(λ) et v = vλ(k).

(i) On a StabG(q(v)) = Im(λ)⋉ StabG(v).
(ii) Si T ♮ est un tore maximal de StabG(q(v)), on a X̌(T ♮) ∩ Λopt

v = {λ♮}.

Démonstration. — PosonsG♮ = StabG(q(v)). Pour g ∈ G♮, notons ag ∈ F× l’élément
défini par g · v = agv. L’application g 7→ ag est un élément de X(G♮) et pour chaque
g ∈ G♮, il existe un t ∈ F× tel que tλag = 1. Cela implique (i).

Comme StabG(v) ⊂ Pv = Pλ et Im(λ) ⊂ Pλ, d’après (i) on a l’inclusion G♮ ⊂ Pλ.
Soit T ♮ un tore maximal de G♮. Puisque tous les tores maximaux de G♮ sont conjugués
dans G♮, il existe un g♮ ∈ G♮ tel que

Im(g♮ • λ) = g♮ • Im(λ) ⊂ T ♮ .

Comme g♮ ∈ Pλ, le co-caractère λ♮ = g♮ • λ est v-optimal et c’est l’unique élément de
X̌(T ♮) ∩ Λopt

v .

¶ Le critère de Kirwan-Ness rationnel. — On prouve dans ce paragraphe la version
F -rationnelle du critère de Kirwan-Ness. Il suffit pour cela de reprendre la preuve de
Tsuji [Ts, 2.8] en remplaçant les tores maximaux par les tores F -déployés maximaux.

Pour λ ∈ X̌F (V ) et i ∈ Z, le sous-espace Vλ(i) est muni d’une structure de Mλ-
module défini sur F . La projection Vλ,i → Vλ(i), v 7→ vλ(i) est elle aussi définie sur
F . On a défini plus haut le sous-groupe M⊥

λ = 〈T λ, (Mλ)der〉 de Mλ, où T est un
tore maximal de Mλ. C’est un groupe réductif connexe, défini sur F puisque Mλ l’est
(il suffit de prendre T défini sur F ). Soit S un tore de Mλ contenant Im(λ). Si S
est défini sur F , resp. F -déployé, alors Sλ l’est aussi ; et si S est un tore F -déployé
maximal de Mλ, alors Sλ est un tore F -déployé maximal de M⊥

λ . En effet dans ce
dernier cas, en prenant pour T un tore maximal de Mλ défini sur F et contenant S,
on a

X̌(S) = X̌F (T ) et Sλ = S ∩ T λ .
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Lemme 2.7.5. — Soit S un tore F -déployé maximal de G et soit v ∈ V r {0} un
élément S-instable (donc (F, S)-instable puisque X̌F (S) = X̌(S)). Posons λ = λS(v)
et k = mv(λ). Pour tout v′ ∈ v + Vλ,k+1, on a µS(v′) = µS(v) et λS(v′) = λ (cf. 2.4
pour les notations).

Démonstration. — La preuve est identique à celle de [Ts, lemma 2.7] ; le fait que S
ne soit pas un tore maximal de G ne change rien à l’affaire.

Proposition 2.7.6. — Soient λ ∈ X̌F (G), k ∈ N∗ et v ∈ V tels que mv(λ) = k.

On suppose que λ est primitif. Alors λ ∈ Λopt
F,v si et seulement si vλ(k) est (F,M⊥

λ )-

semi-stable, i.e. appartient à Vλ(k)r FN
M⊥

λ (Vλ(k), 0), auquel cas

Λopt
F,v = Λopt

F,vλ(k)
et Pλ = FPv = FPvλ(k) .

Démonstration. — On reprend celle de [Ts, theorem 2.8]. Observons que l’élément
v = vλ(k) est (F,M⊥

λ )-semi-stable si et seulement si pour tout tore F -déployé maximal

S de Mλ, il est Sλ-semi-stable ; ce qui équivaut à µSλ

(v) = 0, ou encore (d’après 2.7.1)
à µS(v) = k

(λ,λ)λ. Soit S un tore F -déployé maximal de Mλ. Puisque Im(λ) ⊂ S, v

est S-instable. Posons λ1 = λS(v) et k1 = mv(λ1). D’après 2.7.5, on a donc

µS(v) = µS(vλ1(k1)) et λ1 = λS(vλ1 (k1)) .

Supposons que λ soit (F, v)-optimal. Alors S est (F, v)-optimal (relativement à
l’action de G sur V ) et λ1 = λ. Par conséquent µS(v) et λ sont proportionnels, ce qui
équivaut (d’après 2.7.1) à µSλ

(v) = 0. Puisque cela vaut pour tout tore F -déployé
maximal S de Mλ, on a montré que v est (F,M⊥

λ )-semi-stable.
Réciproquement, supposons que v soit (F,M⊥

λ )-semi-stable. Soit S′ un tore F -
déployé maximal de G contenu dans Pλ ∩ FPv. Choisissons un u ∈ Uλ(F ) tel que
S = uS′u−1 soit contenu dans Mλ. Alors v est Sλ-semi-stable par hypothèse. Par
conséquent µSλ

(v) = 0 et λ = k
(λ,λ)µ

S(v) (2.7.1). On a donc λ = λS(v) = λS(v) (2.7.5).

Puisque u · v − v ∈ Vλ,k+1, on a (u · v)λ(k) = v. On a donc aussi λ = λS(u · v). Or
FPu·v = u(FPv)u

−1 ⊃ S et S est un tore F -déployé maximal de G qui est (F, u · v)-
optimal. Donc X̌(S) ∩ Λopt

F,u·v = {λ} et Λopt
F,u·v = Λopt

F,v.

Corollaire 2.7.7. — Si λ ∈ Λopt
F,v alors FYv + Vλ,k+1 = FYv.

On aimerait pouvoir tester la F -semi-stabilité sur un tore F -déployé maximal de
M⊥

λ plutôt que sur le groupe M⊥
λ tout entier. L’intersection Pλ ∩ FPv contient un

tore F -déployé maximal S′ de G et l’on peut toujours choisir un élément u ∈ Uλ(F )
tel que le tore S = uS′u−1 soit contenu dans Mλ (cet argument est utilisé dans la
preuve de 2.7.6). On en déduit le

Corollaire 2.7.8. — (Sous les hypothèses de 2.7.6.) λ ∈ Λopt
F,v si et seulement

s’il existe un tore F -déployé maximal S de Mλ et un élément u ∈ Uλ(F ) tel que
u−1Su ⊂ FPvλ(k) et vλ(k) soit Sλ-semi-stable.
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Démonstration. — Posons v = vλ(k). Si λ ∈ Λopt
F,v, alors v est (F,M⊥

λ )-semi-stable et
FPv = FPv = Pλ. Dans ce cas, pour tout tore F -déployé maximal S de Mλ et tout
élément u ∈ Uλ(F ), on a u−1Su ⊂ FPv et v est Sλ-semi-stable. Réciproquement,
supposons qu’il existe une telle paire (S, u). Alors S est contenu dans FPv′ où l’on a
posé v′ = u · v. Par conséquent X̌(S) ∩ Λopt

F,v′ = {λ′} et λ′ est l’unique co-caractère
primitif de S qui soit proportionnel à µS(v′). Comme v′ ∈ v + Vλ,k+1, on a (d’après
2.7.1) µS(v′) = µS(v) ; et comme v est Sλ-semi-stable, on obtient µS(v′) = k

(λ,λ)λ.

Donc λ′ = λ appartient à Λopt
F,v′ . Comme v′ − v appartient à Vλ,k+1 et que (d’après

2.7.7) FYv′ + Vλ,k+1 = FYv′ , cela entraîne que v appartient à FYv′ et donc que λ
appartient à Λopt

F,v = Λopt
F,v′ .

Notons Aλ le tore central F -déployé maximal de Mλ et posons

A⊥
λ = (Aλ)

λ (= 〈Im(µ) |µ ∈ X̌(Aλ), (λ, µ) = 0〉) .

Observons que le F -sous-groupe parabolique Pλ de G est minimal (parmi les F -sous-
groupes paraboliques de G) si et seulement si Aλ est l’unique tore F -déployé maximal
de Mλ ; auquel cas un élément est (F,M⊥

λ )-semi-stable si et seulement s’il est A⊥
λ -

semi-stable. En général (i.e. sans supposer Pλ minimal), on se ramène au tore Aλ

grâce au

Lemme 2.7.9. — (Sous les hypothèses de 2.7.6.) Soit S un tore F -déployé maximal
de Mλ. L’élément vλ(k) est Sλ-semi-stable si et seulement s’il est A⊥

λ -semi-stable et
‖µS(vλ(k))‖ = ‖µAλ(vλ(k))‖.

Démonstration. — Posons v = vλ(k). Rappelons qu’on a noté R
′
S(v) l’ensemble des

χ ∈ X(S) tels que vχ 6= 0 et KS(v) l’enveloppe convexe de ιS(R′
S(v)) dans X̌(S)Q.

La surjection naturelle X(S) → X(Aλ), χ 7→ χ|Aλ
se restreint en une application

surjective R′
S(v) → R′

Aλ
(v). Posons

X = ker (X(S) → X(Aλ)) = ker
(
X(Sλ) → X(A⊥

λ )
)
.

On a la décomposition

X̌(S)Q = X̌(Aλ)Q ⊕Hom(X,Q)

et KAλ
(v) est la projection orthogonale de KS(v) sur X̌(Aλ)Q. D’où l’inégalité

‖µAλ(v)‖ ≤ ‖µS(v)‖ .

D’autre part on a

µAλ(v) = µA⊥
λ(v) +

k

(λ, λ)
λ et µS(v) = µSλ

(v) +
k

(λ, λ)
λ .

On en déduit que µSλ

(v) = 0 si et seulement si µA⊥
λ(v) = 0 et ‖µS(v)‖ = ‖µAλ(v)‖.

D’où le lemme.

On peut comparer le critère de Kirwan-Ness rationnel avec le critère de Kirwan-
Ness géométrique :
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Proposition 2.7.10. — Soient v ∈ FN, λ ∈ Λopt
F,v et k = mv(λ). Supposons que

F soit infini et G soit F -déployé ; ou bien que v appartienne à NF . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) λ ∈ Λopt
v (i.e. 1

kλ ∈ Λv) ;

(ii) vλ(k) /∈ NM⊥
λ (Vλ(k), 0) ;

(iii) NM⊥
λ (Vλ(k), 0) 6= Vλ(k). ;

(iv) l’ensemble Vλ(k)r FN
M⊥

λ (Vλ(k), 0) est ouvert dans Vλ(k) ;

(v) l’ensemble Vλ(k)r FN
M⊥

λ (Vλ(k), 0) est Mλ-invariant.

Démonstration. — L’équivalence (i) ⇔ (ii) est le critère de Kirwan-Ness géométrique.
D’après le critère de Kirwan-Ness rationnel (2.7.6) on a

Vλ(k)r FN
M⊥

λ (Vλ(k), 0) = {v′λ(k) | v
′ ∈ FYv} .

D’après 2.7.7, on en déduit que Vλ(k) r FN
M⊥

λ (Vλ(k), 0) est ouvert dans Vλ(k) si
et seulement si FYv est ouvert dans Vλ,k ; et que Vλ(k) r FN

M⊥
λ (Vλ(k), 0) est Mλ-

invariant si et seulement si FYv est Pλ-invariant. Grâce à 2.6.6 et 2.6.7, on obtient
que les conditions (i), (iv) et (v) sont équivalentes.

L’implication (ii) ⇒ (iii) est claire. Supposons que N
M⊥

λ (Vλ(k), 0) 6= Vλ(k).
Puisque NM⊥

λ (Vλ(k), 0) est fermé dans Vλ(k) et contient FN
M⊥

λ (Vλ(k), 0), cela en-
traîne que Vλ(k) r FN

M⊥
λ (Vλ(k), 0) contient un ouvert non vide de Vλ(k). Par con-

séquent la F -lame FYv contient un ouvert non vide de FYv = Vλ,k, ce qui n’est
possible que si λ ∈ Λopt

v (d’après 2.6.5 et 2.6.7). Donc (iii) ⇒ (i).

¶ Séparabilité et rationalité. — Reprenons l’espace projectif

P(V ) = (V r {0})/F×

et la projection naturelle q = qV : V r {0} → P(V ). Soient v ∈ Nr {0}, λ ∈ Λopt
v et

k = mv(λ) ∈ N∗. Notons v = vλ(k) la composante de v sur Vλ(k).
Si λ′ est un autre élément de Λopt

v , alors λ′ = u •λ pour un unique u ∈ Uv = Uλ et

vλ′ (k) = (u · v)λ′(k) = u · v ∈ v + Vλ,k+1 ;

en particulier vλ′(k) est séparable si et seulement si v est séparable.
Plus généralement, pour p ∈ Pv = Pλ, on a

(p · v)p•λ(k) = p · v ∈ m · v + Vλ,k+1 si p ∈ mUv avec m ∈Mλ .

On en déduit que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

– v est séparable ;
– il existe un w ∈ Pv · v et un λ′ ∈ Λopt

v = Λopt
w tels que wλ′(k) soit séparable.

Lemme 2.7.11. — Supposons que l’élément v = vλ(k) soit séparable, i.e. que le
morphisme G→ Ov, g 7→ g · v soit séparable.

(i) L’élément q(v) est séparable, i.e. le morphisme G→ Oq(v), g 7→ g ·q(v) = q(g ·v)
est séparable.

(ii) Si v ∈ V (F ), alors v appartient à NF , ΛF,v = X̌F (G)Q ∩Λv, FPv = Pv et

YF,v = V (F ) ∩ Yv .
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(iii) Si v ∈ V (F ) et si pour tout v′ ∈ V (F )∩ (YvrYv), il existe un élément w ∈ Yv′

et un co-caractère λ′ ∈ Λopt
w = Λopt

v′ tels que l’élément wλ′ (k) soit séparable et
appartienne à V (F ), alors

YF,v = V (F ) ∩Yv .

Démonstration. — Prouvons (i). Posons O = Ov et O = Oq(v). Notons πv : G → O

et πq(v) : G → O les morphismes orbites. Le morphisme d(πv)1 : g → Tv(O)

est par hypothèse surjectif. Puisque πq(v) = (O
q

−→ O) ◦ πv, pour prouver que le
morphisme πq(v) est séparable, il suffit de prouver que le morphisme q|O : O → O est
séparable. Comme tλ · v = tkv pour tout t ∈ F×, la G-orbite O contient F×v et q|O
est un Gm-fibré principal localement trivial. Cela assure que pour chaque v′ ∈ O, le
morphisme

d(q|O)v′ : Tv′(O) → Tq(v′)(O)

est surjectif.
Prouvons (ii). Supposons v ∈ V (F ). Alors q(v) ∈ P(V )(F ) et puisque q(v) est

séparable (d’après (i)), le stabilisateur schématiqueG♮ = Gq(v) est lisse, i.e. il coïncide
avec le stabilisateur StabG(q(v)) au sens de Borel (cf. [B, ch. II, 6.7]). On peut donc
choisir un tore maximal T ♮ de G♮ qui soit défini sur F . D’après 2.7.4 (ii), on a
X̌(T ♮) ∩ Λopt

v = {λ♮}. Puisque T se déploie sur F sép, le co-caractère λ♮ est défini sur
F sép. En particulier v appartient à V (F ) ∩NF sép = NF et l’on a

ΛF sép,v = X̌F sép(G)Q ∩Λv et YF sép,v = V (F sép) ∩ Yv .

Par descente séparable (2.5.18), on a aussi

ΛF,v = X̌F (G)Q ∩ΛF sép,v et YF,v = V (F ) ∩ YF sép,v .

Cela prouve (ii).
Prouvons (iii). Puisque YF,v = G(F ) ·YF,v et (d’après (ii)) YF,v = V (F )∩Yv, on

a l’inclusion YF,v ⊂ V (F ) ∩Yv. Quant à l’inclusion inverse, d’après (ii) il suffit de
prouver l’inclusion

V (F ) ∩ (Yv r Yv) ⊂ YF,v .

Soient v′, w et λ′ comme dans l’énoncé. Posons w = wλ′ (k) ; par hypothèse w est
séparable et appartient à V (F ). Il s’agit de prouver que v et w sont dans la même F -
strate. D’après (ii), il existe des co-caractères µ ∈ X̌F (G)Q∩Λv et µ′ ∈ X̌F (G)Q∩Λw.
Puisque v et w sont dans la même F -strate, il existe un g ∈ G = G(F ) tel que
µ′ = Intg ◦ µ. On a donc (Pµ′ ,Mµ′) = Intg(Pµ,Mµ). Comme les paires paraboliques
(Pµ,Mµ) et (Pµ′ ,Mµ′) sont définies sur F et conjuguées dans G, elles le sont dans
G(F ) : il existe un x ∈ G(F ) tel que (Pµ′ ,Mµ′) = Intx(Pµ,Mµ). L’élément y = x−1g
stabilise (Pµ,Mµ) ; il appartient donc à Mµ et y • µ = µ. On a donc µ′ = x • µ.
Puisque (d’après (ii)) µ ∈ ΛF,v et µ′ ∈ ΛF,w, cela entraîne que v et w sont dans la
même F -strate et donc que V (F ) ∩ Yv′ = YF,w est une F -lame contenue dans YF,v.
D’où le point (iii).
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2.8. Le cas d’un corps topologique. — Si F est un corps commutatif topologique
(séparé, non discret) et si X est une variété définie sur F , on peut munir X(F ) de la
topologie (forte) définie par F . On a (pour des F -variétés X et Y ) :

– si X = Ga, la topologie définie par F sur X(F ) = F est celle de F ;
– tout morphisme de F -variétés α : X → Y induit une application continue
αF : X(F ) → Y (F ) qui est un morphisme topologiquement fermé, resp. ouvert,
si α est une immersion fermée, resp. ouverte.

– la bijection canonique (X × Y )(F ) → X(F )× Y (F ) est un homéomorphisme.

Pour alléger l’écriture, nous dirons «TopF » au lieu de « la topologie définie par F ».
Nous dirons aussi TopF -ouvert, resp. TopF -fermé (etc.), pour ouvert pour TopF ,
fermé pour TopF (etc.).

Continuons avec les hypothèses de 2.4. Il n’est pas nécessaire ici de supposer vérifiée
l’hypothèse de régularité 2.4.20. On suppose jusqu’à la fin de 2.8 que F est un corps
topologique et on munit V (F ) et G(F ) de TopF . Cela fait de V (F ) un G(F )-espace
topologique, c’est-à-dire que l’application G(F ) × V (F ) → V (F ), (g, v) 7→ g · v est
continue pour TopF .

Supposons tout d’abord que F soit un corps commutatif localement compact (non
discret), c’est-à-dire :

– un corps local archimédien (i.e. isomorphe à R ou C) ;
– un corps local non archimédien (i.e. une extension finie de Qp ou une extension

fini du corps des séries formelles Fp((t))).

D’après [MB, 2.1.1], on a le

Lemme 2.8.1. — (F est un corps commutatif localement compact.) Soit X une F -
variété irréductible et non singulière (i.e. lisse). Si Ω est un sous-ensemble non vide
TopF -ouvert de X(F ), alors Ω est Zariski-dense dans X.

Remarque 2.8.2. — D’après loc. cit., si de plus X = An
F , le lemme 2.8.1 reste

vrai pour n’importe quel corps commutatif topologique F (séparé, non discret).

Si P est un F -sous-groupe parabolique de G, puisque la variété quotient G/P
est projective, l’ensemble (G/P )(F ) = G(F )/P (F ) [B, ch. V, 20.5] de ses points F -
rationnels est TopF -compact. C’est cette propriété qui implique toutes les assertions
qui vont suivrent.

Pour v ∈ NF , l’ensemble XF,v est TopF -fermé dans V (F ). Comme l’espace quo-
tient G(F )/PF,v est TopF -compact, l’ensemble XF,v = G(F )·XF,v est lui aussi TopF -
fermé dans V (F ). Puisque d’après 2.4.18 (i), il n’y a qu’un nombre fini d’ensembles
XF,v avec v ∈ NF , l’ensemble NF est TopF -fermé dans V (F ) ; et pour s ∈ Q+,
l’ensemble NF,<s est lui aussi TopF -fermé dans V (F ). Par conséquent pour v ∈ NF ,
les ensembles

XF,v r YF,v = XF,v ∩NF,<qF (v) et YF,v rYF,v = XF,v ∩NF,<qF (v)

sont TopF -fermés dans V (F ) ; en d’autres termes, la F -lame YF,v est TopF -ouverte
dans XF,v et la F -strate YF,v est TopF -ouverte dans XF,v. En particulier les F -lames
et les F -strates,de NF sont des sous-ensembles localement fermés de V (F ) pour TopF .
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Supposons maintenant que le corps (commutatif) topologique F soit un corps valué
admissible, c’est-à-dire qu’il soit muni d’une valeur absolue ν telle que :

– (F, ν) est hensélien (i.e. si F ′ est une extension finie de F , il existe une unique
valeur absolue ν′ sur F ′ qui prolonge ν) ;

– le complété F̂ de F pour la valeur absolue ν est une extension séparable de F .

Remarque 2.8.3. — Tout corps localement compact est a fortiori un corps valué
admissible. D’autre part si F est un corps global et si v est une place de F , le corps
valué (F, v) est admissible (cf. A.1.5) et le complété Fv de F en v est un corps
localement compact.

D’après [GMB, 3.6.2], on a la

Proposition 2.8.4. — ((F, ν) est un corps valué admissible.)

(i) Si X est une F -variété, alors X(F ) est TopF̂ -dense dans X(F̂ ).
(ii) Si π : X → Y est un morphisme propre de F -variétés, alors πF (X(F )) est

TopF̂ -fermé dans Y (F ).

Corollaire 2.8.5. — Pour v ∈ NF , XF,v est TopF̂ -fermé dans V (F ).

Démonstration. — On reprend en l’adaptant celle de [B, ch. IV, 11.9]. Soit v ∈ NF .
Posons P = FPv et X = FXv. Considérons les F -morphismes

α : G× V → G× V et β : G× V → G/P × V

définis par α(g, v) = (g, g · v) et β(g, v) = (ġ, v) avec ġ = gP . Observons que α est un
isomorphisme et que β est un morphisme ouvert. Posons W = β ◦α(G×X). Puisque
X est une sous-F -variété fermée P -invariante de V , β−1(W ) = α(G × X) est une
sous-F -variété fermée de G× V et (puisque β est ouverte) W est une sous-F -variété
fermée de G/P ×V . L’immersion fermée ι :W →֒ G/P ×V et la projection naturelle
q : G/P × V → V sont des F -morphismes propres ; donc π = q ◦ ι : W → V est
un F -morphisme propre. On lui applique 2.8.4 (ii) : πF (W (F )) est TopF̂ -fermé dans
V (F ). Il nous reste à identifier πF (W (F )). Observons que

W = {(ġ, v) ∈ G/P × V |g−1 · v ∈ X}

(la condition g−1 ·X ne dépend que de ġ car X est P -invariant). Par conséquentW (F )
est l’ensemble des (ġ × v) ∈ G(F )/P (F )× V (F ) tels que g−1 · v ∈ X(F ) = XF,v ; et
πF (W (F )) = G(F ) · XF,v = XF,v.

Comme dans le cas où F est localement compact, on en déduit que :

– NF est TopF̂ -fermé dans V (F ) ;
– pour s ∈ Q+, NF,<s est TopF̂ -fermé dans V (F ) ;
– pour v ∈ NF , la F -lame YF,v est TopF̂ -ouverte dans XF,v et la F -strate YF,v

est TopF̂ -ouverte dans XF,v.
– les F -lames, resp. F -strates, de NF sont des sous-ensembles localement fermés

de V (F ) pour TopF̂ .
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¶ Sur l’hypothèse 2.6.9. — On utilisera ce paragraphe dans la section 3 pour
prouver dans le cas où F est un corps global et V est le groupe G lui-même muni de
l’action par conjugaison, l’hypothèse 2.6.9 est toujours vérifiée.

Soit G un Z-schéma en groupes réductif (connexe), c’est-à-dire un Z-groupe réductif
de Chevalley-Demazure (cf. [Dem]), et soit V un Z-schéma affine réduit. On dit que
G opère sur V si pour chaque Z-algèbre A, il existe une application

ρA : G (A)× V (A) → V (A), (g, v) 7→ ρA(g, v) = g ·A v

donnée par des polynômes en A, qui soit fonctorielle en A. Si V est l’espace affine An
Z

(vu comme un Z-schéma), on dit que cette action est linéaire si pour toute Z-algèbre
A et tout g ∈ G (A), l’application An → An, v 7→ g ·A v est A-linéaire. Dans ce cas
le changement de base Z → F fournit une action F -linéaire du F -groupe réductif
GF = G ×Z F sur le F -espace affine VF = An

F ; c’est-à-dire que VF est muni d’une
structure de GF -module défini sur F .

Le résultat suivant est dû à Seshadri [Se]. Il permet en particulier de transférer
la semi-stabilité géométrique de la caractéristique > 0 à la caractéristique nulle (et
réciproquement).

Théorème 2.8.6. — Soit G un Z-schéma en groupes réductif opérant linéairement
sur l’espace affine V = An

Z (avec n ∈ N∗) et soit W = Spec(B) un sous-schéma fermé
G -invariant de V .

(i) Soit w ∈ W (F ) un point (F ,GF )-semi-stable, i.e. tel que la fermeture de Zariski

de la G (F )-orbite de w dans W (F ) ne contienne pas 0. Il existe un polynôme
f ∈ Z[V ]G homogène de degré strictement positif tel que f(w) 6= 0.

(ii) Il existe un sous-schéma ouvert W ss de W tel que pour tout corps (commutatif)
k algébriquement clos, W ss(k) soit l’ensemble des points (k,Gk)-semi-stables de
W (k). Précisément, W r W ss est le sous-schéma fermé de W défini par l’idéal
de B engendré par les images des polynômes homogènes de degré strictement
positifs f ∈ Z[V ]G par le morphisme naturel Z[V ] → B.

Si G est un Z-schéma en groupes réductif opérant linéairement sur l’espace affine
V = An

Z, en identifiant GF à un groupe algébrique réductif connexe défini sur F et
VF à une variété algébrique affine définie sur F , on a le sous-ensemble

FN
GF (VF , 0) ⊂ V (F ) = Fn

des éléments (F,GF )-instable de V (F ) = Fn et le sous-ensemble

N
GF

F (VF , 0) = V (F ) ∩ FN
GF (VF , 0) ⊂ V (F ) = Fn .

Proposition 2.8.7. — Soit G un Z-schéma en groupes réductif opérant linéaire-
ment sur l’espace affine V = An

Z (avec n ∈ N∗) et soit F un corps localement compact.
On a

N
GF

F (VF , 0) 6= V (F ) ⇒ V
ss(F ) 6= ∅ .

Autrement dit s’il existe un élément de V (F ) qui soit (F,GF )-semi-stable, alors il
existe un élément de V (F ) qui soit (F ,GF )-semi-stable.
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Démonstration. — Observons tout d’abord que si F est archimédien (i.e. F ≃ R ou
C) ou si F est une extension finie d’un corps p-adique Qp, il n’y a rien à démontrer :
si v ∈ V (F ) ∩NGF (VF , 0), puisque d’après Kempf [K1] (cf. 2.2.9) X̌F (G) ∩Λv 6= ∅,
v est forcément (F,GF )-instable ; par conséquent

v ∈ V (F )rN
GF

F (VF , 0) ⇒ v /∈ N
GF (VF , 0) (= N

GF (VF , 0)) ⇔ v ∈ V
ss(F ) .

On va se ramener à ce résultat par la méthode des corps proches.
On suppose que F est de caractéristique p > 1, c’est-à-dire que F ≃ Fq((̟)) avec

q = pf . Notons oF l’anneau des entiers de F et pF l’idéal maximal de o. Fixons un
tore maximal A0 de G et un sous-groupe de Borel P0 de G (cf. [Dem]). Posons
G = GF , A0 = A0 ×Z F et P0 = P0 ×Z F . Posons aussi V = VF , FN = FN

G(V, 0) et
NF = V (F )∩FN. Le groupe K = G (oF ) est un sous-groupe ouvert compact maximal
de G(F ) pour TopF et on a la décomposition d’Iwasawa

G(F ) = KP0(F ) = P0(F )K .

La paire (P0, A0) définit un sous-ensemble (fini) ΛF,st ⊂ X̌(A0)Q de co-caractères
virtuels F -optimaux en position standard ; on a aussi le sous-ensemble Λ

∗
F,st ⊂ ΛF,st

correspondant aux F -strate de FN qui possèdent un point F -rationnel (cf. 2.5). Pour
v ∈ NF , il existe un k ∈ K tel que k ·v appartienne à une F -lame standard de NF . On
en déduit qu’un élément v ∈ V (F ) est dans NF si et seulement s’il existe un µ ∈ Λ

∗
F,st

tel que K · v ∩ Vµ,1 6= ∅.

Le groupe X̌(A0) s’identifie à X̌(A0)
déf
= HomZ(Gm/Z,A0), c’est-à-dire que tout

co-caractère λ ∈ X̌(A0) provient par le changement de base Z → F d’un élément
de X̌(A0), encore noté λ. On a donc une identification X̌(A0)Q = X̌(A0)Q et pour
chaque µ ∈ X̌(A0)Q, la sous-F -variété fermée Vµ,1 de V provient par le changement
de base Z → F d’un sous-Z-schéma fermé Vµ,1 de V .

Soit v ∈ V (F )rNF . Quitte à multiplier v par un élément de F×, on peut supposer
que v appartient à V (oF )rpFV (oF ). Puisque V (F )rNF est TopF -ouvert dans V (F ),
il existe un plus petit entier m ≥ 1 tel que v+pmF V (oF ) soit contenu dans V (F )rNF .
Alors K · (v+ pmF V (oF )) = K · v+ pmF V (oF ) est contenu dans V (F )rNF . On a donc

(K · v + pmF V (oF )) ∩ Vµ,1(F ) = ∅ pour tout µ ∈ X̌(A0)Q .

Observons que K ·v+pmF V (oF ) est contenu dans V (oF ) et que pour tout µ ∈ X̌(A0)Q,
on a V (oF ) ∩ Vµ,1(F ) = Vµ,1(oF ). Notons oF,m l’anneau tronqué oF /p

m
F et

πF,m : V (oF ) → V (oF,m) = V (oF )/p
m
F V (oF )

la projection naturelle. Elle estK-équivariante pour l’action deK sur V (oF,m) donnée
par la projection naturelle K → G (oF,m). On obtient les égalités dans V (oF,m) :

G (oF,m) · πF,m(v) ∩ Vµ,1(oF,m) = ∅ pour tout µ ∈ X̌(A0)Q .

Soit F ′/Qp une extension finie telle que les anneaux tronqués oF ′,m et oF,m soient
isomorphes (i.e. telle que oF ′/pF ′ = Fq et l’indice de ramification de F ′/Qp soit ≥ m).

Fixons un tel isomorphisme d’anneaux φ : oF,m
≃
−→ oF ′,m. Pour tout Z-schéma S , φ

induit par transport de structure une application bijective φS : S (oF,m) → S (oF ′,m)



58 BERTRAND LEMAIRE

qui est un isomorphisme de groupes si S est un Z-schéma en groupes. L’application
bijective φV : V (oF,m) → V (oF ′,m) vérifie les propriétés :

– φV est un isomorphisme de oF,m-modules pour l’action de oF,m sur V (oF ′,m)
donnée par l’isomorphisme d’anneaux φ ;

– φV est G (oF,m)-équivariante pour l’action de G (oF,m) sur V (oF ′,m) donnée par
l’ismorphisme de groupes φG ;

– pour tout co-caractère virtuel µ ∈ X̌(A0)Q, la restriction de φV à Vµ,1 coïncide
avec φVµ,1 : Vµ,1(oF,m) → Vµ,1(oF ′,m).

Soit v′ ∈ V (oF ′) tel que

πF ′,m(v′) = φV ◦ πF,m(v) .

D’après ce qui précède, on a

G (oF ′,m) · πF ′,m(v′) ∩ Vµ,1(oF ′,m) = ∅ pour tout µ ∈ X̌(A0)Q .

On en déduit que G (oF ′)·v′∩Vµ,1(F
′) = ∅ pour tout µ ∈ X̌(A0)Q, donc a fortiori pour

tout µ ∈ Λ
∗
F ′,st, ce qui assure que v′ appartient à V (F ′)rNF ′ . Par conséquent (d’après

le premier paragraphe de la démonstration) v′ /∈ NGF ′ (VF ′ , 0), i.e. v′ ∈ V ss(Qp). On
a donc prouvé que V ss(Qp) 6= ∅. Grâce à 2.8.6, cela entraîne que V ss(F ) 6= ∅ (et aussi
que V ss(Fp) 6= ∅).

Soit G un Z-schéma en groupes réductif opérant linéairement sur l’espace affine
V = An

Z. Posons G = GF et V = VF . Pour λ ∈ X̌F (G), on a le F -sous-groupe
parabolique Pλ =Mλ ⋉ Uλ de G. Le facteur de Levi Mλ de G est un F -sous-groupe
fermé de G qui provient par le changement de base Z → F d’un sous-Z-schéma en
groupes réductif fermé de G : en notant Mλ le centralisateur schématique de λ dans
G , on a Mλ = Mλ ×Z F . D’après [CP, 4.3], le F -sous-groupe fermé M⊥

λ de Mλ

provient lui aussi par le changement de base Z → F d’un sous-Z-schéma en groupes
réductif fermé M⊥

λ de Mλ.
Soit v ∈ FN

G(V, 0). Le F -saturé FXv de la F -lame FYv de FN
G(V, 0) est muni

d’une structure de FPv-module défini sur F . Pour λ ∈ Λopt
F,v et k = mv(λ), on a

FPv = Pλ et FXv = Vλ,k. La sous-variété fermée Vλ(k) de Vλ,k est munie d’une
structure de Mλ-module défini sur F . On peut demander que cette action F -linéaire
de Mλ sur Vλ(k) provienne par le changement de base Z → F d’une action Z-linéaire
de Mλ sur un espace affine V ′ ≃Z An′

Z . Observons que cette propriété ne dépend pas
du choix de λ ∈ Λopt

F,v (par transport de structure, puisque tout co-caractère λ1 ∈ Λopt
F,v

est de la forme λ1 = u • λ pour un (unique) u ∈ Uλ(F )).

Corollaire 2.8.8. — (Sous les hypothèses de 2.8.7.) Soit v ∈ N
GF

F (VF , 0) tel que

pour un (i.e. pour tout) λ ∈ Λopt
F,v, l’action F -linéaire de Mλ sur Vλ(k) avec k = mv(λ)

provienne par le changement de base Z → F d’une action Z-linéaire de Mλ sur un
espace affine V ′ ≃Z An′

Z . Alors X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.

Démonstration. — Posons G ′ = M⊥
λ . D’après le critère de Kirwan-Ness rationnel

(2.7.6), l’élément vλ(k) appartient à V ′(F ) r N
G

′
F

F (VF , 0). D’après la proposition
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2.8.7 appliquée au couple (G ′,V ′), on a V ′ss(F ) 6= ∅. D’après le critère de Kirwan-
Ness géométrique (cf. 2.7.2), il existe un v′ ∈ Vλ,k(F ) tel que λ ∈ Λopt

v′ . Posons
µ = 1

kλ. Alors FXv′ = Xv′ = Vµ,1 = FXv. Comme qF (v
′) = q(v′) = ‖µ‖ = qF (v),

on a aussi FYv′ = Yv′ = FYv. La F -lame Yv′ de N est ouverte dans son F -saturé
Xv′ . Par conséquent la F -lame FYv de FN est ouverte dans son F -saturé FXv, ce
qui assure (d’après 2.6.6 et 2.6.7) que µ appartient à Λv.

Corollaire 2.8.9. — (Sous les hypothèses de 2.8.7.) Supposons que tout élément

de N
GF

F (VF , 0) vérifie l’hypothèse de 2.8.8. Alors l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée : pour

tout v ∈ N
GF

F (VF , 0), on a X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.

On peut affaiblir les hypothèses et remplacer le corps de base (supposé local non
archimédien) par un corps global :

Lemme 2.8.10. — La proposition 2.8.7 et les corollaires 2.8.8 et 2.8.9 restent vrais
si l’on remplace le corps de base (supposé localement compact dans loc. cit.) par un

corps valué admissible (F, ν) tel que le complété F̂ de F en ν soit un corps localement

compact vérifiant la propriété (F̂ sép)AutF (F̂ sép) = F ; e.g. un corps global F muni
d’une place finie ν (cf. A.1.5).

Démonstration. — Les hypothèses sont celles de 2.8.7 (à l’exception bien sûr de celle

sur le corps de base). Posons NF = N
GF

F (VF , 0) et NF̂ = N
G

F̂

F̂
(VF̂ , 0). D’après 2.5.17,

on a NF = V (F ) ∩ NF̂ . Par suite si V (F̂ ) = NF̂ , alors V (F ) = V (F ) ∩ NF̂ = NF .
Puisque F̂ est un corps localement compact, si k est une clôture algébrique de F̂ , on
a (d’après 2.8.7 pour F̂ )

NF 6= V (F ) ⇒ NF̂ 6= V (F̂ ) ⇒ V
ss(k) 6= ∅ ⇒ V

ss(F ) 6= ∅ .

Cela prouve 2.8.7 pour F . Quant aux corollaires 2.8.8 et 2.8.9, pour tout v ∈ NF ,
d’après 2.5.18, on a ΛF,v = X̌F (G)Q ∩ΛF̂ ,v. On en déduit que si X̌F̂ (G)Q ∩Λv 6= ∅,
alors puisque ΛF̂ ,v = X̌F̂ (G)Q ∩Λv, on a ΛF,v = X̌F (G)Q ∩Λv. Par conséquent les
corollaires 2.8.8 et 2.8.9 pour F̂ impliquent les mêmes corollaires pour F .

2.9. Récapitulatif des hypothèses dans la section 2. — Pour une G-variété
pointée (V, eV ) définie sur F avec eV ∈ V (F ), on a introduit plusieurs hypothèses qui,
si elles sont vérifiées, permettent d’obtenir des propriétés intéressantes. On rappelle
ici ces hypothèses et les propriétés qui en découlent.

Tout d’abord une hypothèse de régularité :

(2.4.20) le point-base eV est régulier (i.e. non singulier) dans V .

L’hypothèse 2.4.20 assure que pour tout v ∈ FN, le F -saturé FXv de la F -lame FYv

est F -isomorphe à son espace tangent TeV (FXv) ; en particulier c’est un F -espace
affine (i.e. FXv ≃F An

F ) et donc une F -variété irréductible.
Ensuite une hypothèse simplificatrice :

(2.6.10) pour tout v ∈ FN, on a X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.

Et aussi celle (moins forte) :

(2.6.9) pour tout v ∈ NF , on a X̌F (G)Q ∩Λv 6= ∅.
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L’hypothèse 2.6.10, resp. 2.6.9, assure que pour tout v ∈ FN, resp. tout v ∈ NF ,
la F -lame FYv est ouverte dans son F -saturé FXv ; si de plus l’hypothèse 2.4.20
est vérifiée, cela entraîne que la F -lame FYv est dense dans la F -variété irréductible
FXv. Si F est infini, les hypothèses 2.4.20 et 2.6.10 assurent que toute F -lame, ou ce
qui revient au même toute F -strate, de FN possède un point F -rationnel. Dans le cas
où V est un G-module défini sur F , l’hypothèse 2.6.10, resp. 2.6.9, assure que pour
tout v ∈ FN, resp. tout v ∈ NF , si λ ∈ Λopt

F,v et k = mv(λ), la sous-variété (ouverte)

Vλ(k)rN
M⊥

λ (Vλ(k), 0) est non vide.
Enfin l’hypothèse sur le bord :

(2.5.5) pour tout v ∈ FN, le bord FXvrFYv est réunion (finie) de F -strates de FN ;
en d’autres termes pour tout v′ ∈ FXv r FYv, on a FYv′ ⊂ FXv.

Et aussi celle (moins forte) :

(2.5.16) pour tout v ∈ FN, le bord XF,v r YF,v est réunion (finie) de F -strates de
NF ; en d’autres termes pour tout v′ ∈ XF,v rYF,v, on a YF,v′ ⊂ XF,v.

Si F est infini et si les hypothèses 2.4.20 et 2.6.10 sont vérifiées, alors les hypothèses
2.5.5 et 2.5.16 sont équivalentes.

3. Le cas de la variété unipotente

Les hypothèses sont celles de la section 2. On se limite désormais à l’action de G
sur lui-même par conjugaison (c’est-à-dire que V = G et eV = eG = 1) donnée par

g • x = gxg−1 .

3.1. Les ensembles FU et UF . — Le groupe G est une G-variété pointée pour
l’action par conjugaison, lisse et définie sur F . On note U = UG la variété précédem-
ment notée NG(G, 1). C’est la sous-variété fermée de G, définie sur F (26) et G-
invariante, formée des éléments x ∈ G tels que Fx = {1} ; où Fx est l’unique G-orbite
fermée contenue dans la fermeture de Zariski de la G-orbite Ox = G • x. D’après le
critère d’instabilité de Hilbert-Mumford, un élément de G est dans U si et seulement
s’il est dans le radical unipotent d’un sous-groupe de Borel de G. On note FU = FU

G

l’ensemble précédemment noté FN
G(G, 1), c’est-à-dire le sous-ensemble de U formé

des éléments qui sont (F,G)-instables. Un élément u ∈ G est dans FU si et seulement
s’il est dans le radical unipotent d’un F -sous-groupe parabolique de G. Enfin on note
UF = UG

F l’ensemble des (vrais) éléments unipotents de G(F ) :

UF = G(F ) ∩ FU .

Pour u ∈ FU, on a défini les sous-ensembles

FYu ⊂ FXu = Gµ,1 ⊂ Uµ ⊂ FU avec µ ∈ ΛF,u ,

FYu = G(F ) • FYu ⊂ FXu = G(F ) • FXu ⊂ FU .

(26)Puisque U = G · Ũ0 où Ũ0 est le radical unipotent d’un sous-groupe de Borel de G défini sur F sép,
la variété U est définie sur F sép ; donc sur F d’après le critère galoisien (2.1.1).
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Rappelons que ces ensembles sont définis via le choix d’une F -norme G-invariante ‖ ‖
sur X̌(G) mais qu’ils ne dépendent pas de ce choix (cf. 2.4.8). En revanche la fonction
qF : FU → R+ dépend bien sûr du choix de ‖ ‖. Les ensembles FYu et FYv sont
respectivement les F -lames et les F -strates de FU ; on les appellera aussi F -lames
unipotentes et F -strates unipotentes de G.

L’hypothèses 2.4.20 est vérifiée (eG = 1 est régulier).
Pour µ ∈ X̌F (G) et r ∈ Q>0, la variété Gµ,r est un F -sous-groupe unipotent

connexe de G. Cela s’applique en particulier au F -saturé FXu d’une F -lame FYu de
FU (avec u ∈ FU) : on a FXu = Gµ,1 avec µ ∈ ΛF,u.

Pour u ∈ UF , on a noté YF,u, resp. XF,u, YF,u, XF,u l’intersection de FYu, resp.
FXu, FYu, FXu avec G(F ), c’est-à-dire avec UF . Les ensembles YF,u et YF,u sont
respectivement les F -lames et les F -strates de UF ; on les appellera aussi F -lames
unipotentes et F -strates unipotentes de G(F ).

¶ Passage au groupe dérivé. — On note avec un exposant « der » les objets définis
comme ci-dessus en remplaçant G par son groupe dérivé Gder. La sous-F -variété
fermée Uder = UGder de Gder coïncide avec U et le sous-ensemble FU

der = FU
Gder de

U coïncide avec FU. La F -norme G-invariante ‖ ‖ sur X̌(G) définit par restriction
une F -norme Gder-invariante sur X̌F (Gder) et donc une fonction qder

F : FU → R+ qui
coïncide avec qF .

Lemme 3.1.1. — Soit u ∈ FU.

(i) Λ
der
F,u = ΛF,u et FPu

der = Gder ∩ FPu.

(ii) FXu
der = FXu et FYu

der = FYu.

(iii) FXu
der = FXu et FYu

der = FYu.

Démonstration. — D’après [H1, 7.3], l’ensemble ΛF,u est contenu dans X̌(Gder)Q.
Cela prouve (i) et (ii). Si S est un tore F -déployé maximal de FPu, on a l’égalité

G(F ) = Gder(F )G
S(F )

où GS est le centralisateur de S dans G. Comme GS(F ) ⊂ PF,u, le point (iii) est une
conséquence de (ii).

3.2. Morphismes et optimalité. — Soit H un groupe réductif connexe défini sur
F . On note avec un exposantH les objets définis comme précédemment en remplaçant
G par H . Ainsi UH

F = H(F )∩ FU
H est l’ensemble des (vrais) éléments unipotents de

H(F ). Pour un F -morphisme de groupes f : G → H , resp. f : H → G, on peut
se demander ce que devient la théorie de l’optimalité à travers f . Si H = Gder et
f : H → G est l’immersion fermée naturelle (donnée par l’inclusion), on a vu que la
réponse est très simple (3.1.1). On se limite ici aux deux cas particuliers suivants :
le cas d’un sous-groupe critique et le cas d’un morphisme spécial. Les F -morphismes
naturels G→ Gad et Gsc → G sont spéciaux.

¶ Le cas d’un sous-groupe critique [H1, 9.4]. — Soit H = GS le centralisateur
dans G d’un tore S ⊂ G. C’est un sous-groupe fermé réductif connexe de G. Un
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tel sous-groupe H ⊂ G est dit critique(27). Si de plus S est défini sur F , ce que
l’on suppose, alors H l’est aussi. La norme ‖ ‖ définie par restriction une F -norme
H-invariante sur X̌F (H) et donc une fonction qH

F : FU
H → R+. On a clairement les

inclusions
FU

H ⊂ FU et UH
F ⊂ UF .

D’après [H1, 9.4], on a le

Lemme 3.2.1. — Soient S ⊂ G un F -tore, H = GS et u ∈ FU
H .

(i) Λ
H
F,u = X̌F (H)Q ∩ΛF,u, q

H
F (u) = qF (u) et FPu

H = H ∩ FPu ;

(ii) FXu
H = H ∩ FXu et FYu

H = H ∩ FYu ;
(iii) FXu

H ⊂ H ∩XF,u et FYu
H ⊂ H ∩ FYu.

Démonstration. — Puisque H = GS , le F -tore S est contenu dans le centralisateur
Gu de u dans G. Or d’après 2.3.7 (iii) et 2.3.10, on a

Gu(F sép) ⊂ PF sép,u = FPu(F
sép) .

Comme S(F sép) est Zariski-dense dans S, on a S ⊂ FPu. On peut donc choisir un
tore F -déployé maximal S′ dans FPu tel que S ⊂ S′. Ce tore S′ est (F, u)-optimal
relativement à l’action de G par conjugaison et comme il est contenu dans H , il est
aussi (F, u)-optimal relativement à l’action de H par conjugaison. On a donc

ΛF,u ∩ X̌(S′)Q = Λ
H
F,u ∩ X̌(S′)Q = {µ} .

On en déduit (i). D’autre part, on a

FXu
H = Hµ,1 = H ∩Gµ,1 = H ∩ FXu .

Un élément x ∈ FXu
H appartient à FYu

H si et seulement si qH
F (x) = ‖µ‖. D’après le

point (i) et l’égalité FXu
H = H ∩ FXu, on obtient

FYu
H = H ∩ FYu .

Cela prouve (ii). Quant aux inclusions du point (iii), elles se déduisent des égalités
du point (ii) par conjugaison dans H(F ) ⊂ G(F ).

¶ Le cas d’un morphisme spécial. — Soit f : G → H un morphisme surjectif de
groupes algébriques réductifs connexes. Si T un tore maximal de G, alors TH = f(T )
est un tore maximal de H et f induit des morphismes Z-linéaires

ϕT = X(TH) → X(T ) et φT : X̌(T ) → X̌(TH) .

Le morphisme f est dit spécial si ϕT envoie le système de racines de H dans celui de
G. Cette définition ne dépend pas du choix de T . Observons que f est spécial si et
seulement le morphisme fder : Gder → Hder est (surjectif et) spécial.

Remarque 3.2.2. — Si le morphisme surjectif f : G → H est séparable, ou s’il
est central(28), alors il est spécial [B, 22.4].

(27)Typiquement, un facteur de Levi de G est un sous-groupe critique.
(28)Rappelons qu’un morphisme surjectif f est central si et seulement si ker(f) est central dans G et
ker(Lie(f)) est central dans Lie(G). Si p > 1, le morphisme naturel SLp → PGLp est une isogénie
centrale mais il n’est pas séparable.
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Le morphisme (surjectif) f : G→ H induit des applications

φ : X̌(G) → X̌(H) et φQ : X̌(G)Q → X̌(H)Q .

Si de plus f est défini sur F , ce que l’on suppose, alors les applications φ et φQ le sont
aussi, c’est-à-dire qu’elles sont ΓF -équivariantes. Elles induisent des applications

φF : X̌F (G) → X̌F (H) et φF,Q : X̌F (G)Q → X̌F (H)Q .

On a les inclusions
f(FU) ⊂ FU

H et f(UF ) ⊂ UH
F .

Pour µ ∈ X̌(H)Q, notons ιQ(µ) l’unique élément de φ−1
Q (µ) de norme minimale. Cela

définit une application ιQ : X̌(H)Q → X̌(G)Q qui vérifie les propriétés [H1, 10.3] :

– ιQ est une « section » de φQ, i.e. φQ ◦ ιQ = Id ;
– pour tout tore maximal T de G, ιQ se restreint en une application Q-linéaire
ιT,Q : X̌(T )Q → X̌(TH)Q.

Par construction, l’application ιQ est définie sur F . Pour µ ∈ X̌(H)Q, on pose

‖µ‖ = inf{‖λ‖ |λ ∈ φ−1
Q (µ)} = ‖ιQ(µ)‖ .

Cela définit une F -norme H-invariante sur X̌(H)Q, laquelle définit par restriction une
F -norme H-invariante sur X̌(H). On a donc une fonction qH

F : FU
H → R≥0. D’après

[H1, 10.6], on a la

Proposition 3.2.3. — Soit f : G → H un F -morphisme de groupes algébriques
réductifs connexes définis sur F , tel que le morphisme fder : Gder → Hder soit surjectif
et spécial. Soit u ∈ FU.

(i) φQ(ΛF,u) ⊂ Λ
H
F,f(u), qF (u) ≥ qH

F (f(u)) et f(FPu) ⊂ FP
H
f(u). Si de plus f est

surjectif, on a l’égalité f(FPu) = FP
H
f(u).

(ii) f(FXu) ⊂ FX H
f(u) et f(FYu) ⊂ FY H

f(u).

(iii) f(FXu) ⊂ FX
H
f(u) et f(FYu) ⊂ FY

H
f(u).

Démonstration. — D’après 3.1.1, quitte à remplacerG etH par leurs groupes dérivés,
on peut supposer f surjectif. Alors d’après [H1, 10.6], on a φQ(ΛF,u) ⊂ Λ

H
F,f(u) et

f(FPu) = FP
H
f(u). Pour λ ∈ ΛF,u et µ = φQ(λ) ∈ Λ

H
F,f(u), on a donc

qH
F (f(u)) = ‖µ‖ = ‖ιQ(µ)‖ ≤ ‖λ‖ = qF (u) .

Cela prouve (i). Puisque FXu = Gλ,1 et f(Gλ,1) = Hµ,1, on a

f(FXu) = f(Gλ,1) ⊂ Hµ,1 = FX
H
f(u) .

Si u′ ∈ FYu, alors λ ∈ ΛF,u′ et (d’après (i)) µ ∈ ΛF,f(u′), par conséquent

qH
F (f(u′)) = ‖µ‖ = qH

F (f(u))

et f(u′) ∈ FY H
f(u). Cela prouve (ii). On en déduit (iii) par conjugaison dans G(F )

grâce à l’inclusion f(G(F )) ⊂ H(F ).

D’après [H1, 10.7], on a le

Corollaire 3.2.4. — (Sous les hypothèses de 3.2.3.)
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(i) ΛF,u = φ−1
Q (ΛH

F,f(u)), qF (u) = qH
F (f(u)) et FPu = f−1(FP

H
f(u)).

(ii) Les inclusions 3.2.3 (ii) sont des égalités. De plus

FXu = f−1(FX
H
f(u)) et FYu = f−1(FY

H
f(u)) .

(iii) Les inclusions 3.2.3 (iii) sont des égalités. De plus

FXu = f−1(FX
H
f(u)) et FYu = f−1(FY

H
f(u)) .

(iv) f induit une application bijective FU → FU
H .

Démonstration. — D’après 3.1.1, quitte à remplacerG etH par leurs groupes dérivés,
on peut supposer que f est une isogénie centrale. Alors d’après [H1, 10.7 (a)],
l’application φQ : X̌(G)Q → X̌(H)Q est bijective et elle induit une application bijec-
tive φF,Q : X̌F (G)Q → X̌F (H)Q. D’après [H1, 10.7 (b)], on a ΛF,u = φ−1

Q (ΛH
F,f(u)) et

FPu = f−1(FP
H
f(u)). De plus, avec les notations de la preuve de 3.2.3, on a ιQ(µ) = λ

par conséquent qH
F (f(u)) = qF (u). Cela prouve (i). Le point (ii) est une conséquence

de [B, 22.4] : pour tout sous-groupe fermé unipotent connexe U ⊂ G, f induit un
isomorphisme de U sur f(U). En particulier f induit un F -isomorphisme de Gλ,1 sur
f(Gλ,1) = Hµ,1. Compte-tenu de (i), cela prouve (ii). Quant au point (iii), soit S un
tore F -déployé maximal de FPu et soit M = GS le centralisateur de S dans G. Alors
SH = f(S) est un tore F -déployé maximal de FP

H
f(u) = f(FPu) et MH = f(M) est le

centralisateur HSH de SH dans H . Soit G∗ ⊂ G le F -sous-groupe distingué engendré
par les les sous-groupes radiciels U(α) pour α ∈ RS ; où RS = RG

S est l’ensemble des
racines de S dans G. On a

G(F ) =M(F )G∗(F ) = G∗(F )M(F ) .

On définit de la même manière H∗ = 〈UH
(β) |β ∈ RH

SH
} ⊂ H ; on a aussi

H(F ) =MH(F )H∗(F ) = H∗(F )MH(F ) .

D’après [B, ch. V, 22.6], le morphisme Z-linéaire ϕT : X(SH) → X(S) induit par f
envoie RH

SH
bijectivement sur RS ; par conséquent si β ∈ RH

SH
et α = ϕT (β), f induit

un F -isomorphisme de U(α) sur U(β). On a donc

H(F ) =MH(F )f(G∗(F )) = f(G∗(F ))MH(F ) .

Puisque

FXu = G∗(F ) • FXu et FYu = G∗(F ) • FYu ,

le point (iii) découle de (ii) par conjugaison dans G∗(F ). Quant au point (iv), c’est
une conséquence de (ii) et (iii).

Corollaire 3.2.5. — (Sous les hypothèses de 3.2.3.) f induit une application

bijective FU → FU
H qui envoie bijectivement les F -lames, resp. F -strates, de FU sur

celles de FU
H .

¶ Application : passage au groupe adjoint. — On note Gad ⊂ Aut(Lie(G)) le
groupe adjoint de G. Le corollaire 3.2.4 s’applique au F -morphisme naturel

f = Ad : G→ Gad (⊂ Aut(Lie(G)) .
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D’après le début de la preuve de 3.2.4, le F -morphisme fder : Gder → Gad induit une
identification canonique

X̌F (Gder)Q = X̌F (Gad)Q .

On remplace l’exposant H = Gad par un simple exposant « ad » dans les notations
précédentes. D’après 3.2.4 (iv), le morphisme f = Ad induit une application bijective

FU = FU
der → FU

ad via laquelle on identifie FU et FU
ad.

Corollaire 3.2.6. — Soit u ∈ FU.

(i) ΛF,u (= Λ
der
F,u) = Λ

ad
F,u, qF (u) = qad

F (u) et FPu = f−1(FP
ad
u ) ;

(ii) FXu = FX ad
u et FYu = FY ad

u ;

(iii) FXu = FX
ad
u et FYu = FY

ad
u .

¶ Application : passage au revêtement simplement connexe. — Le corollaire 3.2.4
s’applique aussi au F -morphisme naturel

f : Gsc → G ,

c’est-à-dire le revêtement simplement connexe de Gder. Il induit une identification
canonique

X̌F (Gsc)Q = X̌F (Gder)Q .

On remplace l’exposant H = Gsc par un simple exposant « sc » dans les notations
précédentes. D’après 3.2.4 (iv), le morphisme f induit une application bijective

FU
sc → FU = FU

der via laquelle on identifie FU
sc et FU.

Corollaire 3.2.7. — Soit u ∈ FU.

(i) Λ
sc
F,u = ΛF,u (= Λ

der
F,u), q

sc
F (u) = qF (u) et FP

sc
u = f−1(FPu) ;

(ii) FX sc
u = FXu et FY sc

u = FYu ;
(iii) FX

sc
u = FXu et FY

sc
u = FYu.

3.3. F -lames standard de FU. — On fixe une F -paire parabolique minimale
(P0, A0) de G, c’est-à-dire un F -sous-groupe parabolique minimal P0 de G et un tore
F -déployé maximal A0 de P0. On note M0 le centralisateur de A0 dans G et U0 le
radical unipotent de P0. Ils sont tous les deux définis sur F et P0 =M0⋉U0. On note
R = R

G
A0

⊂ X(A0) l’ensemble des racines de A0 dans G et R
+ ⊂ R le sous-ensemble

formé des racines dans P0. Pour un co-caractère virtuel µ ∈ X̌F (G)Q, on note Aµ le
tore central F -déployé maximal de Mµ. Rappelons que µ est dit en position standard
(relativement à (P0,M0)) si la paire parabolique (Pµ, Aµ) est standard, c’est-à-dire
si P0 ⊂ Pλ et Aµ ⊂ A0 ; auquel cas µ appartient à X̌(A0)Q. Inversement, un co-
caractère virtuel µ ∈ X̌(A0)Q est en position standard si et seulement si 〈α, µ〉 ≥ 0
pour toute racine α ∈ R

+.

Remarque 3.3.1. — Pour λ ∈ X̌(A0) en position standard et u ∈ U0, la limite
limt→0 Inttλ(u) existe ; et elle vaut 1 si et seulement si u appartient à Uλ.

Notons ∆0 = ∆P0 ⊂ R+ le sous-ensemble formé des racines simples et posons

d0(λ)
déf
= min{〈α, λ〉 |α ∈ ∆0} .
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Observons que λ est en position standard si et seulement si d0(λ) ≥ 0. Observons
aussi que (Pλ, Aλ) = (P0, A0) si et seulement si d0(λ) > 0, auquel cas

lim
t→0

Inttλ(u) = 1 pour tout u ∈ U0 .

Par conséquent U0 ⊂ FU et G(F ) • U0 ⊂ FU. Réciproquement, tout élément u ∈ FU

est contenu dans le radical unipotent FUu de FPu. En choisissant un g ∈ G(F ) tel
que g(FPu)g

−1 = FPg•u contienne P0, on obtient que g • u ∈ U0. On en déduit que

FU = G(F ) • U0 et UF = G(F ) • U0(F ) .

On a défini en 2.5.11 les notions d’élément de FU en position standard et de F -lame
standard de FU (relativement à P0). Un élément u ∈ FU est en position standard si
et seulement si le tore A0 est (F, u)-optimal et si l’unique (d’après 2.3.6 (iii)) élément
de Λopt

F,u ∩ X̌(A0) est en position standard ; auquel cas u appartient à Uλ ⊂ U0. Tout
élément de FU est G(F )-conjugué à un élément en position standard et on a vu (cf.
2.5) que :

– deux F -lames standard de UF qui sont conjuguées dans G(F ) sont égales ;
– l’application v 7→ FYv induit une bijection de l’ensemble des F -lames standard

de FU sur l’ensemble des F -strates de FU.

3.4. Du groupe à l’algèbre de Lie. — Posons u0 = Lie(U0) et fixons un F -
isomorphisme de variétés j0 : u0 → U0 qui soit compatible à l’action de A0, c’est-à-
dire tel que

j0 ◦Ada = Inta ◦ j0 pour tout a ∈ A0

(cf. la preuve de [LL, 9.1.1]). Puisque tout élément de FU est G(F )-conjugué à
un élément de FU en position standard, via j0 on ramène l’étude de l’action par
conjugaison de X̌F (G) sur UF à celle de l’action adjointe de X̌(A0) sur u0(F ).

¶ L’algèbre de Lie comme G-module. — Posons

g = Lie(G) .

On considère g comme un G-module pour l’action adjointe donnée par

g ·X = Adg(X) .

C’est en particulier une G-variété pointée (avec eg = 0). On note N = NG la variété
précedemment notée N

G(g, 0). C’est une sous-variété fermée de g définie sur F et
G-invariante. On note FN le sous-ensemble de N précédemment noté FN

G(g, 0) et
on pose NF = g(F ) ∩ FN. On a donc

FN = G(F ) · u0 et NF = G(F ) · u0(F ) .

On définit comme en 3.3 les notions d’élément de FN en position standard et de
F -lames standard de NF .

Soit S un tore F -déployé maximal de G. On note GS le centralisateur de S dans
G et on pose gS = Lie(GS). Observons que gS coïncide avec l’intersection des noyaux
gt = ker(Adt − Id | g) pour t ∈ S. On note RS ⊂ X̌(S) l’ensemble des racines de S
dans G et, pour chaque α ∈ RS , on note uα ⊂ g le sous-espace radiciel associé à α ;
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c’est-à-dire le sous-espace noté Vα en 2.4 (¶ Interlude sur le cas des G-modules) pour
V = g. On a la décomposition en somme directe, définie sur F ,

g = gS ⊕

(
⊕

α∈RS

uα

)
.

Posons R′
S = RS ∪ {0} et pour X ∈ g, écrivons X =

∑
α∈R′

S
Xα avec Xα ∈ uα et

X0 ∈ gS . Pour λ ∈ X̌(S), on a

Adtλ(X) =
∑

α∈R′
S

t〈α,λ〉Xα .

La somme porte en fait sur le sous-ensemble R′
S(X) ⊂ R′

S formé des α ∈ R′
S tels que

Xα 6= 0. On définit l’invariant m′
X(λ) ∈ Z∪ {+∞} comme en 2.4 : si X = 0, on pose

m′
X(λ) = +∞ et sinon, on pose

m′
X(λ) = min{〈α, λ〉 |α ∈ R

′
S(X)} ∈ Z .

Si la limite limt→0 t
λ ·X existe (i.e. si m′

X(λ) ≥ 0), on a (2.4.13)

m′
X(λ) = mX(λ) (= m0,X(λ)) .

Pour λ ∈ X̌(S) et i ∈ Z, on a défini en 2.4 des sous-espaces gλ(i) et gλ,i de g.
Notons RS,λ(i) l’ensemble des racines α ∈ RS telles que 〈α, λ〉 = i. On a

gλ(i) =

{
gS ⊕

(⊕
α∈RS,λ(0)

uα

)
si i = 0⊕

α∈RS,λ(i)
uα sinon

et gλ,i =
⊕

j≥i

gλ(j) .

Observons que

gλ,0 = Lie(Pλ) , gλ,1 = Lie(Uλ) et gλ(0) = Lie(Mλ) .

Puisque λ est défini sur F , la filtration {gλ,i}i∈Z et la graduation gλ(i) de g définies
ci-dessus le sont aussi. Rappelons que d’après 2.4.13, la filtration {gλ,i}i∈N coïncide
avec celle définie en 2.4 dans le cas d’un G-variété pointée quelconque.

¶ Passage du groupe à l’algèbre de Lie. — Commençons par préciser la construction
du F -isomorphisme j0 : u0 → U0. Fixons une extension galoisienne finie F̃ ⊂ F sép

de F déployant G et un tore F̃ -déployé maximal Ã0 de G, défini sur F et contenant
A0. Soit R̃ = RÃ0

l’ensemble des racines de Ã0 dans G. Pour α̃ ∈ R̃, fixons un
F̃ -isomorphisme eα̃ : Ga/F → Uα̃. Posons

ǫα̃ = eα̃(1) et Eα̃ = Lie(eα̃)(1) .

Alors pour t ∈ F et X ∈ F [t]⊗F g, on a

Adeα̃(t)(X) ≡ X + t[Eα̃, X ] (mod t2F [t]⊗F g) .

Puisque l’ensemble R̃ est ΓF -invariant, on peut imposer γ(eα̃) = eγ(α̃) pour tout

γ ∈ ΓF et tout α̃ ∈ R̃ ; alors γ(ǫα̃) = ǫγ(α̃) et γ(Eα̃) = Eγ(α̃). La restriction à

A0 donne une application R̃ → R′ = R ∪ {0} d’image R ou R′ (l’image est R si et
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seulement si G est déployé sur F ). Pour α ∈ R, notons R̃(α) ⊂ R̃ la fibre au-dessus
de α. Comme en [B, 21.7], on pose

(α) =

{
{α, 2α} si 2α ∈ R

{α} sinon

et on note U(α) le sous-groupe unipotent deG correspondant à (α). On pose U2α = {1}

si 2α /∈ R. Alors le choix d’un ordre α̃1, . . . , α̃r(α) sur R̃(α) permet de définir un F -
isomorphisme de variétés

jα : uα → Uα/U2α ,

r(α)∑

i=1

tiEα̃i
7→ eα̃1

(t1) · · · eα̃r(α)
(tr(α))U2α avec ti ∈ F .

Par construction jα est compatible à l’action de A0 et même à celle de Ã0. Si 2α ∈ R,
on définit de même un F -isomorphisme de variétés j2α : u2α → U2α compatible à
l’action de A0 et on note

j(α) : u(α)
déf
= uα ⊕ u2α → U(α)

le F -isomorphisme de variétés obtenu en composant jα× j2α avec un F -isomorphisme
de variétés Uα/U2α × U2α → U(α) compatible à l’action de A0 (cf. [B, 21.19, 21.20]).
Le choix d’un ordre α1, . . . , αs sur les racines non-divisibles dans R+ permet alors de
définir j0 : on pose

j0 = j(α1) × · · · × j(αs) : u0 =

s⊕

i=1

u(αi) → U(α1)U(α2) · · ·U(αs) = U0 .

Remarque 3.4.1. — Pour tout F -sous-groupe parabolique standard Q de G, j0
induit par restriction un F -isomorphisme de variétés A0-équivariant

jQ : uQ = Lie(UQ) → UQ .

Pour µ ∈ X̌(G)Q, on a défini en 2.4 une filtration (Gλ,r)r∈Q+ . Les Gµ,r sont des
sous-groupes fermés de G, qui sont définis sur F si µ ∈ X̌F (G)Q. D’après 2.4.13, pour
λ ∈ X̌(A0) en position standard, on a

mu(λ) = m′
j−1
0 (u)

(λ) pour tout u ∈ Uλ .

On en déduit que pour λ ∈ X̌F (G) et i ∈ N∗, Gλ,i est le sous-groupe de Uλ engendré
par les sous-groupes radiciels U(α) pour α ∈ RS avec 〈α, λ〉 ≥ i ; où S est un tore
F -déployé maximal de G contenant Im(λ). De plus

gλ,i = Lie(Gλ,i) .

Pour λ ∈ X̌F (G) et i ∈ N, on pose

Gλ(i) = Gλ,i/Gλ,i+1 .

Puisque le groupe Gλ,i+1 est distingué dans Gλ,0 = Pλ, il l’est a fortiori dans Gλ,i.
Par conséquentGλ(i) est un groupe algébrique, défini sur F puisque λ l’est. Observons
que

Gλ(0) = Pλ/Uλ .
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Observons aussi que pour i ∈ N, l’action par conjugaison de Pλ sur Gλ(i) se factorise
en une action de Gλ(0) (≃Mλ).

Pour λ ∈ X̌(A0) en position standard et k ∈ N∗, j0 induit un F -isomorphisme de
variétés gλ,k → Gλ,k qui se factorise un en F -isomorphisme de variétés

jλ(k) : gλ(k) = gλ,k/gλ,k+1 → Gλ(k) .

Par construction jλ(k) est A0-équivariant.

Lemme 3.4.2. — Pour λ ∈ X̌(A0) en position standard et k ∈ N∗, jλ(k) est Mλ-
équivariant et c’est un F -isomorphisme de groupes. En particulier, jλ(k) munit Gλ(k)

d’une structure de Mλ-module défini sur F̃ .

Démonstration. — Notons Rλ(k) l’ensemble des α ∈ R tels que 〈α, λ〉 = k. On définit
de la même manière R̃λ(k). Si α ∈ Rλ(k) alors 2α /∈ Rλ(k) et l’inclusion U(α) ⊂ Gλ,k

induit par passage aux quotients une application injective U(α)/U2α → Gλ(k). En

la composant avec jα, on obtient un F -morphisme injectif uα → Gλ(k) qui est Ã0-
équivariant. Pour X ∈ gλ(k), on écrit X =

∑
α̃∈R̃λ(k)

xα̃Eα̃ avec xα̃ ∈ F . D’après
les relations de commutateurs de Chevalley, jλ(k)(X) est l’image de

∏
α̃∈R̃λ(k)

eα̃(xα̃)

dans Gλ(k) pour n’importe quel ordre sur le produit. En particulier jλ(k) est un F -
isomorphisme de groupes. Par construction jλ(k) est Ã0-équivariant et munit Gλ(k)

d’une action linéaire de Ã0. À nouveau d’après les relations de commutateurs de
Chevalley, pour α̃ ∈ R̃ tel que 〈α̃, λ〉 = 0, jλ(k) est Uα̃-équivariant et munit Gλ(k)
d’une action linéaire de Uα̃. Par conséquent jλ(k) est Mλ-équivariant et munit Gλ(k)

d’une structure de Mλ-module. Puisque les Eα̃ sont F̃ -rationnels, cette structure est
définie sur F̃ .

Proposition 3.4.3. — Soient λ ∈ X̌F (G), k ∈ N∗ et u ∈ Gλ,k(F ) r Gλ,k+1(F ).

Alors λ ∈ Λopt
F,u si et seulement si l’image uλ(k) de u dans Gλ(k) est (F̃ ,M⊥

λ )-semi-
stable.

Démonstration. — Quitte à remplacer λ (et u) par un conjugué dans G(F ), on peut
supposer λ en position standard. Alors d’après 3.4.2 et le critère de Kirwan-Ness
rationnel (2.7.6), λ ∈ Λopt

F̃ ,u
si et seulement si uλ(k) est (F̃ ,M⊥

λ )-semi-stable. D’où le

lemme, puisque Λopt
F,u = X̌F (G) ∩ Λopt

F̃ ,u
(2.5.18 (i)).

Corollaire 3.4.4. — Soient u ∈ UF r {1}, λ ∈ Λopt
F,u et k = mu(λ). On a

FYuGλ,k+1 = Gλ,k+1 FYu = FYu .

Démonstration. — Puisque λ appartient à Λopt

F̃ ,u
, on a (2.7.7)

F̃YuGλ,k+1 = Gλ,k+1 F̃Yu = F̃Yu .

Or FYu = F̃Yu (2.5.18 (ii)). D’où le corollaire.

Proposition 3.4.5. — Soit X ∈ u0(F ).
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(i) Si λ ∈ X̌(A0) est en position standard, alors

λ ∈ Λopt
F,X si et seulement si λ ∈ Λopt

F,j0(X) .

(ii) Si X est en position standard, alors j0(X) l’est aussi et

FYj0(X) = {u ∈ FU |ΛF,u = ΛF,X} .

(iii) L’application X 7→ j0(X) induit une bijection entre l’ensemble des F -lames
standard de FN qui possèdent un point F -rationnel et l’ensemble des F -lames
standard de FN qui possèdent un point F -rationnel.

Démonstration. — Puisque j0(0) = 1, on peut supposer X 6= 0. Notons u l’élément
j0(X) ∈ U0(F )r {1}.

Prouvons (i). Posons k = mX(λ). On a mu(λ) = k. Si k = 0 il n’y a rien
à démontrer. On peut donc supposer k > 0. D’après 3.4.2, la composante Xλ(k)

de X sur gλ(k) est (F̃ ,M⊥
λ )-semi-stable si et seulement l’image uλ(k) de u dans

Gλ(k) = Gλ,k/Gλ,k+1 est (F̃ ,M⊥
λ )-semi-stable. D’après 2.7.6 et 3.4.3, on a donc

λ ∈ Λopt

F̃ ,X
si et seulement si λ ∈ Λopt

F̃ ,u
.

D’où le point (i) grâce à 2.5.18 (i).
Prouvons (ii). On suppose X en position standard. Si Λopt

F,X ∩ X̌(A0) = {λ}, alors

d’après (i) on a Λopt
F,u ∩ X̌(A0) = {λ}, d’où l’on déduit l’égalité Λopt

F,u = Λopt
F,X . Comme

mu(λ) = k = mX(λ), on a aussi l’égalité ΛF,u = ΛF,X . Cela prouve (ii).
Le point (iii) découle de (ii).

Corollaire 3.4.6. — Soit u ∈ UF . Pour u′ ∈ FYu, u
′−1 appartient à FYu.

Démonstration. — On peut supposer u 6= 1. On peut aussi supposer u en position
standard. Soient λ ∈ Λopt

F,u et k = mu(λ). Soit X = j−1
0 (u). Soient aussi u′ ∈ FYu et

X ′ = j−1
0 (u′) ∈ FYX . Alors j−1

0 (u′−1) = X ′′ ∈ −X ′ + gλ,k+1. Comme −X ′ ∈ FYX

et FYX + gλ,k+1 = FYX (d’après 2.7.7), X ′′ appartient à FYX . On en déduit que

ΛF,u−1 = ΛF,X′′ = ΛF,X = ΛF,u ,

ce qui prouve le corollaire.

Corollaire 3.4.7. — (i) Pour X ∈ NF , l’ensemble

FY
G
X

déf
= {u ∈ UF |ΛF,u = ΛF,X}

est une F -lame de FU.
(ii) L’application X 7→ FY G

X induit une bijection entre l’ensemble des F -lames qui
possèdent un point F -rationnel et l’ensemble F -lames de FU qui possèdent un
point F -rationnel.

Démonstration. — Pour X ∈ NF , on choisit un g ∈ G(F ) tel que X ′ = Adg(X) soit
en position standard. Alors

FY
G
X = g−1 • FY

G
X′ = g−1 • FYj0(X′) ,
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ce qui prouve (i). Si X, X ′ ∈ NF sont tels que FY G
X′ = FY G

X , alors ΛF,X′ = ΛF,X

et par conséquent FYX′ = FYX ; d’où l’injectivité dans (ii). Si u ∈ UF , on choisit un
g ∈ G(F ) tel que u′ = g •u soit en position standard et on pose X = Adg−1(j−1

0 (u′)).
Alors

FYu = g−1 • FYu′ = g−1 • FY
G
j−1
0 (u′)

= FY
G
X ;

d’où la surjectivité dans (ii).

La bijection 3.4.7 (ii) s’étend naturellement aux F -strates :

Corollaire 3.4.8. — (i) Pour X ∈ NF , l’ensemble

FY
G
X

déf
= {u ∈ UF | ∃g ∈ G(F ) tel que ΛF,u = g •ΛF,X}

est une F -strate de FU.
(ii) L’application X 7→ FY

G
X induit une bijection entre l’ensemble des F -strates de

FN qui possèdent un point F -rationnel et l’ensemble des F -strates de FU qui
possèdent un point F -rationnel.

Démonstration. — PourX ∈ NF , on a FY
G
X = G(F )•FY G

X ce qui prouve (i) (d’après
3.4.7 (i)). Si X, X ′ ∈ NF sont tels que FY

G
X′ = FY

G
X , alors ΛF,X′ = g •ΛF,X pour

un g ∈ G(F ), ce qui entraîne l’égalité FYX′ = FYX ; d’où l’injectivité dans (ii).
D’autre part toute F -strate de FU qui possède un point F -rationnel est de la forme
FYu avec u ∈ UF en position standard, et on a FYu = FY

G
j−1
0 (u)

; d’où la surjectivité

dans (ii).

Remarque 3.4.9. — La bijection de 3.4.7 (ii) est entièrement caractérisée par
l’égalité de 3.4.7 (i) et la bijection de 3.4.8 (ii) est entièrement caractérisée par l’égalité
de 3.4.8 (i) : elles ne dépendent ni du choix du F -isomorphisme A0-équivariant
j0 : u0 → U0, ni de celui de la F -paire parabolique minimale (P0,M0) de G.

¶ L’hypothèse 2.6.9 pour G. — Le passage du groupe à l’algèbre de Lie permet
aussi de prouver l’hypothèse 2.6.9 pour (la G-variété pointée) G, c’est-à-dire pour les
élements de UF , à partir de l’hypothèse 2.6.9 pour le G-module g, c’est-à-dire pour
les éléments de NF .

Le cas suivant est celui qui nous servira par la suite :

Proposition 3.4.10. — Soit (F, ν) un corps (commutatif) valué admissible tel

que le complété F̂ de F en ν soit un corps localement compact vérifiant la propriété

(F̂ sép)AutF (F̂ sép) = F ; e.g. un corps localement compact F = F̂ ou un corps global F
muni d’une place finie ν (cf. A.1.5). L’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour le G-module
g : pour tout X ∈ NF , on a X̌F (G)Q ∩ΛX 6= ∅.

Démonstration. — Pour X ∈ NF , on a ΛF,X = X̌F (G) ∩ ΛF̃ ,X ; par conséquent si
X̌F̃ (G) ∩ΛX 6= ∅, auquel cas ΛF̃ ,X = X̌F̃ (G) ∩ΛX , alors X̌F (G) ∩ΛX 6= ∅. Quitte
à remplacer (F, ν) par (F̃ , ν̃) où ν̃ est l’unique valuation de F̃ prolongeant ν, on peut
donc supposer que G est déployé sur F (i.e. F̃ = F ).



72 BERTRAND LEMAIRE

On suppose aussi, ce qui est loisible, que G provient par le changement de base
Z → F d’un Z-schéma en groupes réductif G (cf. 2.8), c’est-à-dire que G = G ×Z F .
Le tore maximal F -déployé A0 de G provient lui aussi par le changement de base
Z → F d’un tore maximal A0 de G . Chaque racine α ∈ R provient par le changement
de base Z → F d’un morphisme de Z-schémas en groupes A0 → Gm/Z, encore noté
α ; et chaque co-caractère λ ∈ X̌(A0) provient par le changement de base Z → A0

d’un élément de X̌(A0) = HomZ(Gm/Z,A0), encore noté λ. Pour α ∈ R, on note Uα

le sous-Z-schéma en groupes fermé lisse de G associé à α, de sorte que Uα = Uα×ZF .
On peut supposer que la famille d’épinglages (eα)α∈R fixée plus haut (rappelons que
F̃ = F ) soit un F -système de Chevalley définissant la donnée radicielle schématique
(A0, (Uα)α∈R), c’est-à-dire que chaque F -isomorphisme eα : Ga → Uα se prolonge en
un isomorphisme de Z-schémas en groupes Gα/Z → Uα. Cela entraîne en particulier
que les relations de commutateurs (eα(x), eβ(y)) pour α, β ∈ R, β 6= −α, sont à
coefficients dans Z.

Rappelons que l’on a posé Eα = Lie(eα)(1). Soit V ≃Z An
Z l’espace affine défini

par le Z-module libre de type fini L = X̌(A0) ⊕
⊕

α∈R
ZEα ; c’est-à-dire que pour

chaque Z-algèbre A, on a V (A) = L⊗Z A. Le Z-schéma en groupes réductif G opère
linéairement sur V : pour chaque Z-algèbre A, le groupe G (A) opère A-linéairement
sur V (A). Observons que VF = g (= Lie(G)). Pour λ ∈ X̌(A0) = X̌(A0) et
k ∈ N∗, on note Vλ(k) ≃Z An′

Z l’espace affine défini par le Z-module libre de type fini
L′ =

⊕
α∈Rλ(k)

ZEα avec (rappel) Rλ(k) = {α ∈ R | 〈α, λ〉 = k}. Ainsi Vλ(k) est un
sous-Z-schéma en groupes fermé de V et Vλ(k)F = gλ(k). Par construction l’action
F -linéaire de Mλ sur Vλ(k) provient par le changement de base F → Z d’une action
Z-linéaire de Mλ sur Vλ(k). Cela s’applique en particulier au cas où λ ∈ Λopt

F,X et
k = mX(λ) pour un élément X ∈ NF . On peut donc appliquer 2.8.9.

Corollaire 3.4.11. — (Sous les hypothèses de 3.4.10.) L’hypothèse 2.6.9 est
vérifiée pour la G-variété G : pour tout u ∈ UF , on a X̌F (G)Q ∩Λu 6= ∅.

Démonstration. — On peut supposer que G est F -déployé (cf. le début de la démon-
stration de 3.4.10). D’autre part il suffit de vérifier l’hypothèses 2.6.9 pour les u ∈ UF

qui sont en position standard. Pour un tel u, posons X = j−1
0 (U) ∈ NF . D’après

3.4.5 pour F = F , on a Λu = ΛX . D’où le corollaire.

On sait que si p ≥ 1 est très bon pour G, toutes les G-orbites de g sont séparables
(cf. 2.1.3). On en déduit le cas particulier suivant :

Lemme 3.4.12. — Si p ≥ 1 est très bon pour G, l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour
le G-module g et pour la G-variété G (sans hypothèse supplémentaire sur F ).

Démonstration. — Si p = 1, il n’y a rien à démontrer. Si p > 1 est très bon pour
G, ce que l’on suppose, alors toutes les orbites unipotentes de g sont séparables.
On en déduit (2.7.11 (ii)) que l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour le G-module g :
pour tout X ∈ NF , on a X̌F (G)Q ∩ ΛX 6= ∅. Maintenant si u ∈ UF , on choisit un
g ∈ G(F ) tel que u′ = gug−1 soit en position standard et on pose X ′ = j−1

0 (u′) ∈ NF .
D’après la preuve de 3.4.5, on a ΛF,u′ = ΛF,X′ et on a aussi Λu′ = ΛX′ . Puisque
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ΛF,X′ = X̌F (G)Q ∩ΛX′ , on a donc ΛF,u′ = X̌F (G)Q ∩Λu. En conjugant par g−1, on
obtient l’égalité ΛF,u = X̌F (G)Q ∩Λu.

3.5. F -strates et orbites géométriques. — On a déjà dit (2.5.6 (ii)) que si
p = 1 ou p ≫ 1, les F -strates unipotentes de Hesselink coïncident avec les orbites
géométriques unipotentes. Dans cette sous-section, on précise cette affirmation et on
en déduit une description analogue pour les F -strates unipotentes, resp. nilpotentes,
de UF avec F quelconque.

Commençons par rappeler la

Définition 3.5.1. —

(i) Pour G (absolument) quasi-simple, on dit que p ≥ 1 est « bon » pour G si p = 1
ou si p > 1 ne divise aucun cœfficient de la plus grande racine (exprimée comme
combinaison linéaire de racines simples) du système de racines de G. Ainsi les
« mauvais » p > 1 pour G, c’est-à-dire ceux qui ne sont pas bons, sont :

– aucun si G est de type An ;
– p = 2 si G n’est pas de type An ;
– p = 3 si G est de type exceptionnel (G2, F4 ou E∗) ;
– p = 5 si G est de type E8.

(ii) Pour G réductif connexe quelconque, on dit que p est « bon » pour G si pour
tout sous-groupe distingué quasi-simple H de G, p est bon pour H .

(iii) Pour G comme en (ii), on dit que p est « très bon » pour G si p = 1 ou si p > 1
est bon pour G et pour tout sous-groupe distingué quasi-simple de G de type
An, p ne divise pas n+1. Observons que cette définition (aujourd’hui standard)
n’est pas celle de Morris dans [M, 3.13].

Lemme 3.5.2 ([CP, L2]). — Si p est bon pour G, les F -strates unipotentes de G
coïncident avec les orbites géométriques unipotentes et les F -strates nilpotentes de g

coïncident avec les orbites géométriques nilpotentes.

Remarque 3.5.3. —

(i) Supposons que p ≥ 1 soit bon pour G. Pour un élément unipotent v de G, la F -
strate unipotente Yv coïncide avec l’orbite géométrique Ov = {gug−1 |g ∈ G},
caractérisée par la propriété d’être l’unique G-orbite ouverte dans Xv ; et Yv est
l’unique Pv-orbite ouverte dans Xv. Observons que le bord XvrYv = OvrOv

est une réunion (finie) de strates, c’est-à-dire d’orbites géométriques unipotentes,
et l’hypothèse 2.5.5 est vérifiée (pour F = F ). Si de plus Xv = UPv

, alors Yv

est la Pv-orbite de Richardson dans UPv
.

(ii) Si p > 1 n’est pas bon pour G, une F -strate unipotente peut contenir plusieurs
orbites géométriques unipotentes (cf. l’exemple [H1, 8.5]).

On s’intéresse maintenant à la version F -rationnelle de 3.5.2. D’après 2.5.19 (en
prenant E = F sép), pour p ≥ 1 et u, u′ ∈ UF , les trois conditions équivalentes
suivantes sont équivalentes :

– u et u′ sont dans la même F -strate de UF ;
– u et u′ sont dans la même F sép-strate de UF sép ;
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– il existe un g ∈ G(F sép) tel que g •ΛF sép,u = ΛF sép,u′ .

On en déduit que si p = 1, pour u, u′ ∈ UF , les trois conditions suivantes sont
équivalentes (d’après 3.5.2) :

– u et u′ sont dans la même F -strate de FU ;
– u et u′ sont conjugués dans G (= G(F ) = G(F sép)) ;
– il existe un g ∈ G tel que g •Λu = Λu′ .

Nous allons vérifier que cela reste vrai si p > 1 est très bon pour G.

D’après Richardson-Springer-Steinberg [SS, ch. I, §5] (cf. [Ti, 2.3]), on a le

Lemme 3.5.4. — Si p ≥ 1 est très bon pour G, alors tous les éléments de G sont
séparables (au sens de 2.1.3) et tous les éléments de g sont séparables.

Remarque 3.5.5. — Rappelons que la séparabilité est une notion géométrique (on
peut donc supposer F = F ). Notons CG le tore central maximal de G. Le morphisme
produit

π̃ : G̃ = CG ×Gsc → G = CG ·Gder

est une isogénie centrale (pas forcément séparable) ; où Gsc → Gder est le revêtement
simplement connexe du groupe dérivé deG. Supposons de plus que p soit très bon pour
G. Alors il existe une forme bilinéaire G̃-invariante non dégénérée symétrique B(·, ·)

sur g̃ = Lie(G̃). De plus π̃ est séparable, i.e. d(π̃)1 : g̃ → g est un isomorphisme,
et B est une forme bilinéaire G-invariante non dégénérée symétrique sur g. Cette
propriété assure que G vérifie la condition (*) de [SS, ch. I, 5.1].

Pour les éléments séparables, les points F -rationnels de l’orbite géométrique sont
contenus dans la F -strate :

Lemme 3.5.6. — (i) Pour u ∈ UF séparable, on a l’inclusion Ou(F ) ⊂ YF,u.
(ii) Pour X ∈ NF séparable, on a l’inclusion OX(F ) ⊂ YF,X .

Démonstration. — Soit u ∈ UF séparable. Le centralisateur schématique Gu lisse,
i.e. géométriquement réduit (d’après [B, ch. II, 6.7]) et le F -morphisme de variétés
G→ Ou, g 7→ gug−1 se factorise en un F -isomorphisme G/Gu ≃

−→ Ou. De plus on a
la suite exacte courte (cf. [M, 3.1])

1 → Gu(F sép) → G(F sép) → Ou(F
sép) → 1 .

On en déduit que si u′ ∈ Ou(F ), alors u′ est conjugué à u dans G(F sép) et par
conséquent u′ appartient à YF,u (d’après 2.5.19). D’où l’inclusion

Ou(F ) ⊂ YF,u .

L’inclusion de (ii) s’obtient de la même manière.

Proposition 3.5.7. — On suppose que p est très bon pour G.

(i) Pour u ∈ UF , on a Ou(F ) = YF,u.
(ii) Pour X ∈ NF , on a OX(F ) = YF,X .
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Démonstration. — Soit u ∈ UF . Quitte à remplacer u par un conjugué dans G(F ),
on peut supposer u en position standard. Soit X ∈ u0(F ) tel que j0(X) = u. Soient
λ ∈ Λopt

X et k = mu(λ) ∈ N∗.
D’après 3.5.5, il existe une forme bilinéaire G-invariante symétrique non dégénérée

B sur g. On en déduit comme dans la preuve de [J, lemma 5.7] que pour tout n ∈ Z,
on a

[X, gλ(n− k)] = gλ(n) ⇔ gX ∩ gλ(−n) = {0}

où l’on a posé (rappel) gX = {H ∈ g |[X,H ] = 0}. Puisque GX ⊂ Pλ et que X est
séparable (d’après 3.5.4), on a gX ⊂ pλ = gλ,0. On en déduit que

[X, gλ(n− k)] = gλ(n) pour tout n ∈ N∗ .

D’où l’égalité (cf. la démonstration de [Ts, prop. 3.1])

AdUλ
(X) = X + gλ,k+1 .

Par conséquent quitte à remplacer λ par Intu′ ◦ λ pour un u′ ∈ FUX = Uλ, on peut
supposer que X appartient à gλ(k). On peut donc appliquer 2.7.11 (iii) :

YF,X = g(F ) ∩YX .

Or YX = OX (3.5.2), d’où le point (ii).
Quant au point (i), d’après 2.5.19, on peut supposer F = F sép. En ce cas P0 est un

sous-groupe de Borel de G (défini sur F ). Puisque YF,u = Ysc
F,u (3.2.7 (iii)), on peut

aussi supposer G quasi-simple et simplement connexe. Il existe un F -isomorphisme
G-équivariant (appelé F -isomorphisme de Springer) [SS, ch. III, 3.12] ζ : N → U.
Il se restreint en un F -isomorphisme P0-équivariant ζ0 : u0 → U0. En particulier ζ
induit une bijection entre les orbites géométriques nilpotentes qui rencontrent u0(F )
et les orbites géométriques unipotentes qui rencontrent U0(F ). D’autre part, d’après
3.4.8, on a une bijection canonique

YF,X 7→ YG
F,X = G(F ) ∩ FY

G
X

entre les F -strates de NF et les F -strates de UF qui, d’après 3.4.9, coïncide avec
celle construite à partir de ζ0 : pour X ∈ NF , on choisit X0 ∈ YF,X en position

standard ; alors on a YG
F,X = YF,ζ0(X). D’après 3.5.2 et le point (ii) déjà prouvé, les

F -strates de NF sont en bijection avec les orbites géométriques nilpotentes de g qui
rencontrent u0(F ). On en déduit qu’une F -strate de UF rencontre au plus une orbite
géométrique unipotente. Cela prouve que l’inclusion Ou(F ) ⊂ YF,u (3.5.7 (i)) est une
égalité, c’est-à-dire le point (i).

Remarque 3.5.8. — Supposons G quasi-simple. Si p ≥ 1 est très bon pour G, on
a utilisé dans la preuve 3.5.7 l’existence d’un F -isomorphisme de Springer ζ : N → U ;
observons qu’un tel F -isomorphisme existe même si G n’est pas simplement connexe
(pourvu que p soit très bon pour G). Il induit une bijection entre les G-orbites de
N qui rencontrent NF et les G-orbites de U qui rencontrent UF . Compte-tenu des
égalités de 3.5.7, cette bijection coïncide avec celle déduite de 3.4.8 (ii). En particulier
elle ne dépend pas du F -isomorphisme de Springer choisi pour la définir. Pour F = F ,
cela redonne un résultat connu.



76 BERTRAND LEMAIRE

3.6. Induction parabolique des ensembles F -saturés. — On appelle F -facteur
de Levi de G une composante de Levi définie sur F d’un F -sous-groupe parabolique de
G. Si M est un F -facteur de Levi de G, on note AM le sous-tore F -déployé maximal
du centre (schématique) ZM de M .

Soit P un F -sous-groupe parabolique de G. Supposons pour commencer que P soit
standard (i.e. P0 ⊂ P ). La composante de Levi semi-standard MP de P (c’est-à-dire
celle contenant M0) est définie sur F et on pose AP = AMP

. Puisque M0 ⊂ MP , on
a l’inclusion AP ⊂ A0 = AP0 . D’autre part l’inclusion AP ⊂ P définit un morphisme
injectif à conoyau fini XF (P ) → X(AP ) qui, dualement, donne un isomorphisme de
Q-espaces vectoriels

X̌(AP )Q = Hom(X(AP ),Q)
≃
−→ aP,Q = Hom(XF (P ),Q) .

L’inclusion P0 ⊂ P induit une inclusion XF (P ) ⊂ XF (P0) et donc un morphisme
surjectif a0,Q = aP0,Q → aP,Q. D’autre part l’inclusion X̌(AP ) ⊂ X̌(A0) induit
un morphisme injectif X̌(AP )Q → X̌(A0)Q qui, compte-tenu des isomorphismes
X̌(AP )Q ≃ aP,Q et X̌(A0)Q ≃ a0,Q, fournit une section de la surjection a0,Q → aP,Q.
On a donc la décomposition

a0,Q = aP,Q ⊕ aP0,Q avec aP0,Q = ker[a0,Q → aP,Q] .

On identifie l’ensemble R = RA0 des racines de A0 dans G à un sous-ensemble de a0,Q
via l’isomorphisme X̌(A0)Q ≃ a0,Q. L’ensemble ∆P

0 des racines simples de A0 dans
MP ∩U0 est une base du dual (aP0,Q)

∗ = Hom(aP0,Q,Q). On dispose aussi de l’ensemble
∆P = ∆G

P des restrictions non nulles des éléments de ∆0 = ∆G
P0

au sous-espace aP,Q

de a0,Q ; c’est une base du dual (aGP,Q)
∗ de aGP,Q = ker[aP,Q → aG,Q]. Notons aP,Q,1 le

cône dans aP,Q formé des éléments µ tels que 〈α, µ〉 ≥ 1 pour tout α ∈ ∆P . On note
µP l’élément de norme minimale dans aP,Q,1

(29). Cet élément existe par convexité et
il appartient au cône aP,Q,1 ∩ aGP,Q de aGP,Q. On l’identifie à un élément de X̌(AP )Q

via l’isomorphisme X̌(AP )Q ≃ aP,Q. Notons {µP,α |α ∈ ∆P } la base de aGP,Q duale de
∆P . Observons que l’application

∆0 r∆P
0 → ∆P , α 7→ αP = α|aP,Q

est bijective et que pour tout α ∈ ∆0 r∆P
0 , on a µP0,α = µP,αP

.

Lemme 3.6.1. — µP =
∑

α∈∆P
µP,α.

(29)Rappelons que la F -norme G-invariante sur X̌(G) est construite à partir d’une forme bilinéaire
symétrique définie positive WG(T )-invariante et ΓF -invariante (·, ·) sur X̌(T ), où T est un tore
maximal de G défini sur F . Si T contient A0, ce que l’on peut supposer, cette forme induit une
forme Q-bilinéaire symétrique définie positive WG(A0)-invariante sur X̌(A0)Q ≃ aP0,Q. À chaque
composante irréductible Ri du système de racine R = RA0

correspond un sous-espace vectoriel Vi de
aGP0,Q

et (·, ·) se restreint en une forme bilinéaire symétrique définie positive sur Vi qui est déterminée
de manière unique à une constante positive près. En particulier la structure euclidienne sur aP0,Q

définie par (·, ·) est compatible à la décomposition aP0,Q = aPP0,Q
⊕ aGP,Q ⊕ aG,Q.
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Démonstration. — Écrivons µP =
∑

α∈∆P
aαµP,α avec aα ∈ Q. Pour α ∈ ∆P , on a

〈α, µP 〉 = aα ≥ 1. D’autre part on a

‖µP ‖
2 =

∑

α∈∆P

∑

β∈∆P

aαaβ(µP,α, µP,β) .

Or on sait (cf. [LW, 1.2.6]) que {µP,α |α ∈ ∆P } est une base aigüe de aGP,Q : pour
tous α, β ∈ ∆P , on a (µP,α, µP,β) ≥ 0. Cela entraîne le lemme.

Remarque 3.6.2. — Rappelons que pour construire le F -isomorphisme A0-
équivariant j0 : u0 → U0, on a introduit une sous-extension galoisienne finie F̃ /F de
F sép/F déployant G (cf. 3.4). On a choisi un tore maximal Ã0 de G défini sur F
et contenant A0. Soit P̃M0

0 un sous-groupe de Borel de M0 contenant Ã0 ; on note
ŨM0
0 son radical unipotent. Alors P̃0 = P̃M0

0 ⋉ U0 est un sous-groupe de Borel de G
contenant U0, de radical unipotent Ũ0 = ŨM0

0 ⋉ U0. Soit ∆̃0 l’ensemble des racines
simples de Ã0 dans Ũ0. On note ã0,Q, ãP,Q, ãP0,Q (etc.), les objets définis comme plus

haut en remplaçant F par F̃ . Soit {µ̃P̃0,α̃
| α̃ ∈ ∆̃0} la base de ãG0,Q duale de ∆̃0 et

soit {µ̃P,α̃ | α̃ ∈ ∆̃P } la base de ãGP,Q duale de ∆̃P . Posons

µ̃P =
∑

α̃∈∆̃P

µ̃P,α̃ =
∑

α̃∈∆̃0r∆̃P
0

µ̃P̃0,α̃
.

Soit ÃP = ÃMP
le sous-tore F̃ -déployé maximal du centre ZMP

deMP . Le morphisme
de restriction X(ÃP ) → X(AP ) induit une application surjective ∆̃P → ∆P et pour
α ∈ ∆P , on a µP,α =

∑
α̃∈∆̃P (α) µ̃P,α̃ où ∆̃P (α) ⊂ ∆̃P est la fibre au-dessus de α.

D’après 3.6.1, on a donc
µ̃P = µP .

Puisque UP est une sous-F -variété de V uniformément F -instable, l’égalité ci-dessus
se déduit aussi de 2.3.10.

La base ∆P de (aGP,Q)
∗ est indépendante du choix du F -sous-groupe parabolique

minimal P0 ⊂ P (elle ne dépend pas non plus du choix de la composante de Levi M0 de
P0 définie sur F ). On peut donc définir µP ∈ aP,Q,1∩ aGP,Q sans supposer P standard.

Si M est une composante de Levi de P définie sur F , on note µM,P ∈ X̌(AM )Q
l’élément correspondant à µP via l’isomorphisme naturel X̌(AM )Q ≃ aP,Q (si P est
standard, on a donc l’identification µP = µMP ,P ). Si M ′ est une autre composante
de Levi de P définie sur F , il existe un unique u ∈ UP (F ) tel que M ′ = uMu−1 et
on a µM ′,P = u • µM,P . En particulier le sous-ensemble

{µM,P |M composante de Levi de P définie sur F} ⊂ X̌F (P )Q

est un espace principal homogène sous UP (F ).
Le sous-ensemble UP ⊂ FU est uniformément F -instable : pour M une composante

de Levi de P définie sur F et n ∈ N∗ tel que λ = nµM,P ∈ X̌(AM ), on a

lim
t→0

tλ • u = 1 pour tout u ∈ UP .
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Il lui est donc associé un sous-ensemble ΛF,UP
de X̌F (G)Q. Rappelons que le F -saturé

FXUP
de UP est le sous-ensemble uniformément F -instable de FU défini par

FXUP
= Gµ,1 pour un (i.e. pour tout) µ ∈ ΛF,UP

.

Lemme 3.6.3. — Soit P un F -sous-groupe parabolique de G.

(i) ΛF,UP
= {µM,P |M composante de Levi de P définie sur F} et FPUP

= P .
(ii) FXUP

= UP (i.e. UP est F -saturé).
(iii) UP est le F -saturé d’une F -lame de FU si et seulement s’il existe un élément

u ∈ UP tel que qF (u) = qF (UP ), i.e. si et seulement si l’ensemble

FYUP

déf
= {u ∈ UP |ΛF,u = ΛF,UP

}

est non vide ; auquel FYUP
est la F -lame en question.

(iv) Si P est un F -sous-groupe parabolique minimal de G, alors FYUP
6= ∅. Précisé-

ment (pour P = P0), FYU0 est l’ensemble des u = j0(X) avec X ∈ u0 tels que
pour toute racine α ∈ ∆0, la composante Xα de X sur uα soit non nulle.

Démonstration. — On peut supposer P standard.
Si µ′ ∈ ΛF,UP

, tout élément deG(F ) qui normalise UP normalise aussi Pµ′ = FPUP
.

Puisque le normalisateur de UP dans G(F ) est égal à P (F ) et que Pµ′ est son propre
normalisateur, on obtient l’inclusion P (F ) ⊂ Pµ′(F ). D’où l’inclusion P ⊂ Pµ′ .
Le tore A0 est donc (F,UP )-optimal (relativement à l’action de G par conjugaison).
L’unique élément de ΛF,UP

∩ X̌(A0)Q est le co-caractère virtuel µ ∈ X̌(A0)Q tel que
〈α, µ〉 ≥ 1 pour toute racine α de A0 dans UP et ‖µ‖ soit minimal pour cette propriété.
Identifions µ à un élément de aP0,Q via l’isomorphisme naturel X̌(A0)Q ≃ aP0,Q. La
projection orthogonale de µ sur aGP,Q pour la décomposition

aP0,Q = aPP0,Q ⊕ aGP,Q ⊕ aG,Q

appartient au cône aP,Q,1 ∩ aGP,Q de aGP,Q et la condition de minimalité sur µ entraîne
que µ appartient déjà à ce cône. Donc µ = µP . Par conséquent FPUP

= Pµ = P et
FXUP

= Gµ,1 = UP . Puisque

ΛF,UP
= {u • µ |u ∈ UP (F )} et u • µ = µuMPu−1,P ,

les points (i) et (ii) sont démontrés.
Quant au point (iii), pour u ∈ UP , on a qF (u) ≤ ‖µP‖ (= qF (UP )) avec égalité si

et seulement si ΛF,u = ΛF,UP
(2.4.17 (iii)).

Supposons P = P0 et prouvons (iv). Soit un élément u = j0(X) ∈ U0. Écrivons
X =

∑
α∈R+ Xα avec Xα ∈ uα. On a qF (u) ≤ ‖µP0‖ (= qF (U0)) et on veut prouver

que
u ∈ FYU0 ⇔ Xα 6= 0 pour toute racine α ∈ ∆0 .

Supposons que Xα 6= 0 pour tout α ∈ ∆0. Soit S un tore F -déployé maximal de G
qui soit contenu dans P0 ∩ FPX . Alors A0 = u′Su′−1 pour un u′ ∈ U0(F ) et puisque
A0 ⊂ u′(FPX)u′−1 = FPX′ avec X ′ = Adu′(X), le tore A0 est (F,X ′)-optimal.
Observons que pour tout α ∈ ∆0, on a X ′

α = Xα 6= 0. Soit η l’unique élément de
X̌(A0)Q ∩ ΛF,X′ . Écrivons η = ηG +

∑
α∈∆0

aαµP0,α avec ηG ∈ aG et aα ∈ Q. La
condition de minimalité sur ‖η‖ assure que ηG = 0. Pour α ∈ ∆0, comme X ′

α 6= 0,
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on a aα ≥ 1 ; et puisque {µP,α |α ∈ ∆0} est une base aigüe de aG0,Q (cf. [LW, 1.2.6]),
on a ‖η‖ ≥ ‖µP0‖ avec égalité si et seulement si aα = 1 pour tout α ∈ ∆0, i.e. si et
seulement si η = µP0 . Comme d’autre part qF (X

′) = ‖η‖ ≤ ‖µP0‖, cela prouve que
η = µP0 . On en déduit que ΛF,X′ = ΛF,U0 et donc que ΛF,X = u′−1 •ΛF,U0 = ΛF,U0 .
En particulier X est en position standard ce qui entraîne que u l’est aussi et que l’on
a ΛF,u = ΛF,X = ΛF,U0 ; i.e. u ∈ FYU0 . Réciproquement, supposons que Xα = 0
pour une racine α ∈ ∆0. Soit k le plus petit entier ≥ 1 tel que λ = kµP0 appartienne
à X̌(A0) et soit η ∈ X̌(A0)Q le co-caractère virtuel défini par

η =
k

k + 1
µP0,α +

∑

β∈∆0r{α}

µP0,β .

Puisque 〈γ, η〉 ≥ 1 pour toute racine γ ∈ R+r{α}, on a mu(η) = mX(η) ≥ 1. Comme
{µP0,α |α ∈ ∆0} est une base aigüe de aG0,Q (cf. loc. cit.), on a ‖η‖ < ‖µP0‖. Par
conséquent qF (u) < ‖µP0‖ et u /∈ FYU0 . Cela achève la preuve du point (iv).

¶ L’application Z 7→ F iP (Z). — Continuons avec le F -sous-groupe parabolique P
de G. Soit M une composante de Levi de P définie sur F . On note avec un exposant
M les objets définis comme précédemment en remplaçant G par M (cf. 3.2)(30).

Posons
X̌(AM , P ) = {µ ∈ X̌(AM ) |Pµ = P} .

Un co-caractère µ ∈ X̌(AM ) est dans X̌(AM , P ) si et seulement si 〈α, µ〉 > 0 pour
tout α ∈ ∆P . Pour λ ∈ X̌(M) et µ ∈ X̌(AM ), puisque λ et µ commutent entre eux,
le co-caractère λ+ µ est bien défini.

Lemme 3.6.4. — Soient λ ∈ X̌F (M) et µ ∈ X̌(AM , P ). Il existe un entier m0 > 0
tel que pour tout entier m ≥ m0, on ait

Pλ+mµ = PM
λ UP ⊂ P avec PM

λ =M ∩ Pλ .

Démonstration. — Choisissons un tore F -déployé maximal T dans M contenant
Im(λ). Pour m0 ∈ N∗ suffisamment grand, la propriété suivante est vérifiée : pour
toute racine α ∈ RT telle que 〈α, µ〉 6= 0, on a 〈α, µ〉〈α, λ+m0µ〉 > 0 ; autrement dit
〈α, λ+m0µ〉 est non nul et de même signe que 〈α, µ〉. Alors pour tout entier m ≥ m0,
on a Pλ+mµ ⊂ P et Pλ+mµ = (M ∩ Pλ)UP .

Pour w ∈ FU
M , λ ∈ ΛM

F,w, v ∈ UP et µ ∈ X̌(AM , P ), puisque limt→0 t
µ • v = 1, le

co-caractère λ+ µ appartient à ΛF,wv : on a

lim
t→0

tλ+µ • wv = lim
t→0

tλ •
(
w
(
lim
t→0

tµ • v
))

= lim
t→0

tλ • w .

Si de plus limt→0 t
λ • w = 1, par exemple si λ ∈ ΛM,opt

F,w , alors limt→0 t
λ+µ • u = 1

pour tout u ∈ wUP . D’où le

Lemme 3.6.5. — FU ∩ P = FU
MUP .

(30)Pour λ ∈ X̌(G), on a noté Mλ = Gλ(0) le facteur de Levi de G associé à λ. Pour λ ∈ X̌(M),
le conflit de notations empêche de noter MM

λ = Mλ(0) le facteur de Levi de M associé à λ ; pour
éviter toute ambiguïté, on le notera donc Gλ(0) ∩M .
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Démonstration. — L’inclusion FU
MUP ⊂ FU ∩ P est claire. Pour l’autre inclusion,

soit u ∈ FU ∩ P . Soit T un tore F -déployé maximal de G contenu dans FPu ∩ P et
soit M ′ une F -composante de Levi de P contenant T . Alors X̌(T ) ∩ Λopt

F,x = {λ′} et

u ∈ Uλ′ ∩ P ⊂ UM ′

λ′ UP ⊂ FU
M ′

UP .

Soit u′ ∈ UP tel que M ′ = u′Mu′−1. On a FU
M ′

= u′FU
Mu′−1 ⊂ FU

MUP . Par
conséquent FU

M ′

UP = FU
MUP et le lemme est démontré.

Si Z ⊂ FU
M est un sous-ensemble uniformément (F,M)-instable, c’est-à-dire uni-

formément F -instable pour l’action de M par conjugaison, alors ZUP ⊂ FU∩P est un
sous-ensemble uniformément (F,G)-instable. Il lui est donc associé un sous-ensemble
ΛF,ZUP

de X̌F (G)Q.

Proposition 3.6.6. — Soit Z ⊂ FU
M un sous-ensemble uniformément (F,M)-

instable.

(i) ΛF,ZUP
= UP (F ) • (ΛM

F,Z + µM,P ) et FPZUP
= FP

M
Z ⋉ UP .

(ii) FXZUP
= FXM

Z UP ; en particulier ZUP est (F,G)-saturé si et seulement si Z
est (F,M)-saturé.

(iii) FXZUP
est le F -saturé d’une F -lame de FU si et seulement s’il existe un élément

u ∈ ZUP tel que qF (u) = qF (ZUP ), i.e. si et seulement si l’ensemble

FYZUP

déf
= {u ∈ FU |ΛF,u = ΛF,ZUP

}

est non vide ; auquel cas FYZUP
est la F -lame en question.

(iv) Si Z est le radical unipotent d’un F -sous-groupe parabolique minimal de M ,
alors FYZUP

6= ∅.

Démonstration. — On peut supposer P standard et M = MP . On peut aussi sup-
poser que Z est en position standard, c’est-à-dire que le F -sous-groupe parabolique
FP

M
Z de M contient PM

0 = P0 ∩M . Alors le tore A0 est (F,Z)-optimal relativement
à l’action de M par conjugaison.

Prouvons (i). Soit ξ l’unique élément de ΛM
F,Z∩X̌(A0)Q. On l’identifie à un élément

de aP0,Q via l’isomorphisme naturel X̌(A0)Q ≃ aP0,Q. Par minimalité, ξ appartient à
aPP0,Q

: ξG = 0 et 〈α, ξ〉 = 0 pour tout α ∈ ∆P . D’autre part puisque FP
M
Z ⊃ PM

0 ,
on a 〈α, ξ〉 ≥ 0 pour toute racine α ∈ ∆P

0 . D’après la preuve de 3.6.4, cela assure
que Pξ+µP

= PM
ξ ⋉ UP où (rappel) on a identifié µP ∈ aGP,Q à µM,P . À nouveau

par minimalité, l’élément η = ξ + µP appartient à ΛF,ZUP
; c’est donc l’unique

élément de ΛF,ZUP
∩ X̌(A0)Q. Puisque ΛF,ZUP

est formé d’une unique orbite sous
Uλ(F ) = UM

ξ (F )⋉ UP (F ), on obtient que

ΛF,ZUP
= Uη(F ) • η = UP (F ) • ((U

M
ξ (F ) • ξ) + µP ) .

Or UM
ξ (F ) • ξ = Λ

M
F,Z . D’où le point (i).

D’après (i), on a FXZUP
= Gη,1. Pour toute racine α ∈ R, en écrivant α = αP +αP

avec αP ∈ aP0,Q et αP (= α|aP,Q
) ∈ aP,Q, on a

〈α, η〉 = 〈αP, ξ〉+ 〈αP , µP 〉 .



CONTRIBUTION UNIPOTENTE À LA FORMULE DES TRACES 81

On en déduit que Gη,1 =Mξ,1GµP ,1 avec Mξ,1 (= Gξ,1 ∩M) = FXM
Z et GµP ,1 = UP .

D’où le point (ii).
Quant au point (iii), pour u ∈ ZUP , on a qF (u) ≤ ‖η‖ (= qF (ZUP )) avec égalité

si et seulement si ΛF,u = ΛF,ZUP
(2.4.17 (iii)).

Le point (iv) est une conséquence de 3.6.3 (iv) : si Z = UM
0 , on a ZUP = U0.

Lemme 3.6.7. — L’application Z 7→ ZUP induit une bijection entre :

– les sous-ensembles uniformément (F,M)-instables de FU
M ;

– les sous-ensembles uniformément F -instables Z ′ de FU vérifiant

Z ′UP = Z ′ ⊂ P .

La bijection réciproque est donnée par Z ′ 7→ Z ′ ∩M .

Démonstration. — On peut supposer P standard et M = MP . Si Z ′ est un sous-
ensemble uniforménent F -instable de FU vérifiant Z ′UP = Z ′ ⊂ P , on a l’égalité

Z ′ = (Z ′ ∩M)UP .

Il suffit donc de prouver que pour un tel Z ′, Z ′∩M est uniformément (F,M)-instable.
Soit S un tore F -déployé maximal de G qui soit contenu dans FPZ ∩ P0. Il existe
un u′ ∈ U0(F ) tel que u′Su′−1 = A0. Puisque Z ′UP = Z ′, on a u′Z ′u′−1 = Z ′. Par
conséquent le tore A0 est (F,Z ′)-optimal. Soit η l’unique élément de X̌(A0)Q∩ΛF,Z′ .
Par minimalité, η appartient à aG0,Q. Écrivons η = ηP+ηP avec ηP ∈ aP0,Q et ηP ∈ aGP,Q.

On en déduit qu’il existe un entier k ≥ 1 tel que kηP soit dans X̌(AP , P ) ; et par
minimalité on a forcément ηP = µP . Si de plus kηP ∈ X̌(A0) (en identifiant ηP à un
élément de X̌(A0)Q ≃ a0,Q), pour tout w ∈ Z ′ ∩M et tout v ∈ UP , on a

lim
t→0

tkη • wv = lim
t→0

tkη
P

• w = 1 .

Par conséquent Z ′ ∩M est uniformément (F,M)-instable.

Pour Z ⊂ FU
M un sous-ensemble uniformément (F,M)-instable, on note F i

P (Z)
le sous-ensemble F -saturé de FU défini par

F i
P (Z) = FX

M
Z UP = FXZUP

.

Il ne dépend que du (F,M)-saturé FXM
Z de Z : on a

F i
P (Z) = F i

P (FX
M
Z ) .

On pose aussi

iPF (Z) = F i
P (Z)(F ) = X

M
F,ZUP (F ) avec X

M
F,Z =M(F ) ∩ FX

M
Z .

Si F est infini, puisque F i
P (Z) est F -isomorphe à An

F , l’ensemble iPF (Z) est dense
dans F i

P (Z) ; en particulier il est non vide.
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3.7. Induction parabolique des F -strates. — Pour les orbites géométriques
unipotentes, on a une notion d’induction parabolique due à Lusztig et Spaltenstein
[LS]. On définit dans cette sous-section une variante de cette construction pour les
F -strates unipotentes (en supposant F infini et l’hypothèse 2.6.9 vérifiée pour G).

¶ L’application Z 7→ F I
G
P (Z). — Soient P un F -sous-groupe parabolique de G et

M une composante de Levi de P définie sur F . Pour tout sous-ensemble uniformément
(F,M)-instable Z de FU

M , le sous-ensemble F -saturé F i
P (Z) = FXZUP

de FU est
un F -sous-groupe unipotent fermé connexe de P ; on a

F i
P (Z) = Gµ,1 pour un (i.e. pour tout) µ ∈ ΛF,ZUP

.

En particulier F i
P (Z) est une F -variété irréductible. Puisque U = FU est réunion

finie de F -strates et que ces F -strates sont localement fermées dans G, il en existe une
et une seule Yu (avec u ∈ U que l’on peut choisir dans F i

P (Z)) telle que l’intersection
Yu ∩ F i

P (Z) soit dense dans F i
P (Z)(31) ; on la note

Ygéo(F i
P (Z)) = Yu .

Le corps F étant fixé dans toute cette sous-section 3.7 (à l’exception du paragraphe
sur la descente séparable), on la notera aussi

Ygéo(Z, P ) = Ygéo(F i
P (Z)) .

Observons que l’intersection Ygéo(Z, P ) ∩ F i
P (Z) est ouverte dans F i

P (Z).
On aimerait associer à cette strate unipotente géométrique Ygéo(Z, P ) une F -

strate unipotente. On dispose pour cela du lemme 2.6.4 : si pour un (i.e. pour tout)
u ∈ Ygéo(Z, P ), on a X̌F (G) ∩G •Λu 6= ∅, alors il existe une unique F -strate FYu′

de FU (avec u′ ∈ FU) telle que Ygéo(Z, P ) = Ygéo(u
′) (= Ygéo(FXu′)).

Lemme 3.7.1. — Supposons que le corps F soit infini et que l’hypothèse 2.6.9 soit
vérifiée pour G. Alors pour tout sous-ensemble uniformément (F,M)-instable Z de

FU
M , l’intersection Ygéo(Z, P ) ∩ i

P
F (Z) est non vide et on a

Ygéo(Z, P ) = Ygéo(u) pour tout u ∈ UF ∩Ygéo(Z, P ) .

Démonstration. — La F -variété F i
P (Z) = FX M

Z UP est un F -espace affine, par con-
séquent iPF (Z) = F i

P (Z)(F ) est dense dans F i
P (Z). On en déduit que l’intersection

Ygéo(Z, P ) ∩ iPF (Z) est non vide. L’hypothèse 2.6.9 assure que pour tout u ∈

UF ∩Ygéo(Z, P ), on a X̌F (G) ∩Λu 6= ∅. On conclut grâce à 2.6.4.

Désormais et jusqu’à la fin de 3.7, on suppose que le corps F est infini et que
l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour G(32). Pour tout sous-ensemble uniformément
(F,M)-instable Z de FU

M , on note F I
G
P (Z) la F -strate de FU définie par

F I
G
P (Z) = FYu pour un (i.e. pour tout) u ∈ UF ∩Ygéo(Z, P ) .

(31)Il s’agit là d’une simple variante de la construction de 2.6 : pour P = G et Z = {w}, on a

F i
G(w) = F Xw et Ygéo(w,G) est la F -strate de U notée Ygéo(w) = Ygéo(F Xw) dans loc. cit.

(32)On peut aussi supposer d’emblée que l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour tous les F -facteurs de
Levi de G, ce qui est le cas si F est un corps global ; mais ce n’est pas nécessaire pour définir F I

G
P (w).
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Par construction, la F -strate F I
G
P (Z) de FU possède un point F -rationnel, que l’on

peut choisir dans iPF (Z) = F i
P (Z)(F ). On note IGF,P (Z) la F -strate de UF définie par

IGF,P (Z) = G(F ) ∩ F I
G
P (Z) .

Rappelons que l’application Y 7→ G(F ) ∩ Y induit une bijection entre l’ensemble des
strates de FU qui possèdent un point F -rationnel et l’ensemble des F -strates de UF .

Lemme 3.7.2. — Soit Z ⊂ FU
M un sous-ensemble uniformément (F,M)-instable.

(i) IGF,P (Z) = UF ∩Ygéo(Z, P ).

(ii) F I
G
P (Z) est l’unique F -strate de FU telle que l’intersection F I

G
P (Z) ∩ iPF (Z) =

IGF,P (Z) ∩ i
P
F (Z) soit dense dans iPF (Z).

(iii) Pour m ∈M(F ), on a F I
G
P (m • Z) = F I

G
P (Z) et donc IGF,P (m • Z) = IGF,P (Z).

Démonstration. — Le point (i) résulte de 2.6.13.
Prouvons (ii). Observons que si une F -strate FYu de FU (avec u ∈ FU) intersecte

non trivialement iPF (Z), alors elle possède un point F -rationnel ; on peut donc prendre
u dans UF et elle est entièrement déterminée par la F -strate YF,u de UF . Cela étant
dit, puisque iPF (Z) est dense dans F i

P (Z) et que Ygéo(Z, P ) ∩ F i
P (Z) est ouvert

(dense) dans F i
P (Z), l’intersection Ygéo(Z, P ) ∩ iPF (Z) est dense dans iPF (Z). Or

d’après (i), Ygéo(Z, P ) ∩ i
P
F (Z) coïncide avec IGF,P (Z) ∩ i

P
F (Z). Quant à l’unicité, si

YF,u′ est une autre F -strate de UF (avec u′ ∈ UF ) telle que YF,u′ ∩ iPF (Z) soit dense
dans iPF (Z), alors Ygéo(u

′) = Yu′ et Yu′ ∩ iPF (Z) = FYu′ ∩ iPF (Z). Par conséquent
Yu′ ∩ iPF (Z) est dense dans F i

P (Z). Donc Yu′ = Ygéo(Z, P ) et (puisque u′ ∈ UF )

F I
G
P (Z) = FYu′ . Cela prouve (ii).
Prouvons (ii). Pour m ∈ M(F ), l’ensemble m • Z = mZm−1 est uniformément

(F,M)-instable et on a

F i
P (m • Z) = (m • FXZ)UP = m • F i

P (Z) .

Puisque les F -strates de U sont G-invariantes, on a

Ygéo(m • Z, P ) = Ygéo(Z, P ) .

D’où le point (iii). (On peut aussi le déduire directement de (ii).)

Remarque 3.7.3. — Supposons P standard et M = MP . Soit Z ⊂ FU
M un

sous-ensemble uniformément (F,M)-instable et soit FYu′ une F -strate de FU avec
u′ ∈ FU en position standard. Pour déterminer si l’intersection FYu′ ∩ iPF (Z) est
dense dans iPF (Z), quitte à remplacer Z par m • Z pour un m ∈ M(F ), on peut
d’après 3.7.2 (iii) supposer que le F -sous-groupe parabolique FP

M
Z de M associé à Z

est standard, c’est-à-dire qu’il contient PM
0 = M ∩ P0. Puisque la F -lame FYu′ de

FU est P0(F )-invariante, d’après la décomposition de Bruhat on a

FYu′ = U0(F )W0 • FYu′ avec W0 = NG(A0)/M0 .

Puisque iPF (Z) = X M
F,ZUP (F ) avec X M

F,Z = M(F ) ∩ FX M
Z et que X M

F,Z est PM
0 (F )-

invariant, l’ensemble iGF (Z) est P0(F )-invariant et donc a fortiori U0(F )-invariant.
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On en déduit que

FYu′ ∩ iPF (Z) = U0(F ) •
(
W0 • FYu′ ∩ iPF (Z)

)
.

Lemme 3.7.4. — Soit Z ⊂ FU
M un sous-ensemble uniformément (F,M)-instable.

Si l’ensemble F i
P (Z) est le F -saturé d’une F -lame de FU qui possède un point F -

rationnel, i.e. (compte-tenu de l’hypothèse 2.6.9) si l’ensemble FYZUP
défini en

3.6.6 (iii) est un ouvert non vide de F i
P (Z), alors on a

F I
G
P (Z) = G(F ) · FYZUP

.

Démonstration. — Si u ∈ FYZUP
, alors FYZUP

= FYu et F i
P (Z) = FXu. Si de

plus on peut choisir u dans G(F ), i.e. dans UF , alors (d’après 2.6.9) FYu est ouvert
(dense) dans FXu et YF,u est dense dans XF,u. Puisque FYu ∩ XF,u = YF,u, on
conclut grâce à 3.7.2.

Exemple 3.7.5. — On a vu (3.6.3 (iv)) que U0 est le F -saturé d’une F -lame FYU0

de FU. On en déduit (d’après 3.7.4) que la F -strate G(F ) · FYU0 de FU est l’induite
parabolique F I

G
P0
(1) de la F -strate triviale {1} de FU

M0 . On appelle cette induite la
F -strate régulière de FU.

¶ L’application w (∈ FU
M ) 7→ F I

G
P (w). — D’après 3.7.2 (iii), l’application qui à

w ∈ FU
M associe la F -strate F I

G
P (w) de FU est constante sur les F -strates de FU

M :
on a

F I
G
P (w′) = F I

G
P (w) pour tout w′ ∈ FY

M
w .

Remarque 3.7.6. — Pour P = G et u ∈ UF , on a F I
G
G (u) = FYu. En revanche

pour u ∈ FU tel que la F -strate FYu de FU ne possède aucun point F -rationnel, on
a F I

G
G (u) 6= FYu.

Pour u ∈ FU ∩ P , on écrit u = wv avec w ∈ FU
M et v ∈ UP (3.6.5), et on pose

F I
G
P (u) = F I

G
P (w) et IGF,P (u) = G(F ) ∩ F I

G
P (u) (= IGF,P (w)) .

Remarque 3.7.7. — Pour u ∈ FU ∩ P , la F -strate F I
G
P (u) de FU ne dépend pas

de M (raison pour laquelle M n’apparaît pas dans la notation). En effet si M ′ est une
autre composante de Levi de P définie sur F , alors M ′ = u′Mu′−1 pour un (unique)
élément u′ ∈ UP (F ). Écrivons u = wv avec w ∈ FU

M et v ∈ UP . On a u = w′v′ avec
w′ = u′wu′−1 ∈ FU

M ′

et v′ = u′w−1u′−1wv ∈ UP . Donc

FX
M ′

w′ UP = (u′ • FX
M
w )UP = u′ • (FX

M
w UP ) .

Pour une F -strate Yu1
de U, l’intersection Yu1

∩ FXM
w UP est dense dans FXM

w UP

si et seulement si l’intersection Yu1
∩ FXM ′

w′ UP est dense dans FXM ′

w′ UP .

Le lemme 3.7.2 caractérise les F -strates de FU qui sont induites à partir des F -
strates de FU

M . Pour celles qui sont induites à partir des F -strates de FU
M qui

possèdent un point F -rationnel, en supposant l’hypothèse 2.6.9 vérifiée pour M , on à
la caractérisation alternative suivante :
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Lemme 3.7.8. — On suppose de plus que l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour M (on
suppose toujours que F est infini et que l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour G). Soit
w ∈ UM

F (=M(F ) ∩ FU
M ) et soit Y = FYu une F -strate de FU (avec u ∈ FU). Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Y = F I
G
P (w), auquel cas on peut prendre u dans UF et même dans iPF (w).

(ii) Y ∩ FYM
w UP est dense dans F i

P (w) ;
(iii) Y ∩ YM

F,wUP (F ) est dense dans iPF (w) ;

(iv) Y ∩ FY
M
w UP est dense dans FX

M
w UP ;

(v) Y ∩YM
F,wUP (F ) est dense dans XM

F,wUP (F ) ;

Démonstration. — L’hypothèse 2.6.9 pour M assure que la F -lame FY M
w de FU

M est
ouverte dans son (F,M)-saturé FX M

w (2.6.1). Par conséquent l’ensemble FYM
w UP

est ouvert (dense) dans F i
P (w) et Ygéo(w,P ) est l’unique F -strate de U qui intersecte

FYM
w UP de manière dense. D’où l’équivalence (i) ⇔ (ii).
Observons que l’intersection F I

G
P (w)∩ FYM

w UP est ouverte dans F i
P (w). Puisque

FX M
w ≃F An

F , la F -lame Y M
F,w de UM

F est dense dans FX M
w (cf. 2.6.2 (ii)). Par

conséquent Y M
F,wUP est dense dans F i

P (w). On en déduit que Y ∩ FY M
w UP est

ouvert (dense) dans F i
P (w) si et seulement si Y∩Y M

F,wUP (F ) est dense dans F i
P (w).

D’où l’équivalence (ii) ⇔ (iii).
Comme

Y ∩ FY
M
w UP =

∐

m∈M(F )/PM
F,w

m • (Y ∩ FY
M
w UP )

et

FX
M
w UP =M(F ) • F i

P (w) ,

on a aussi l’équivalence (ii) ⇔ (iv). On obtient l’équivalence (iii) ⇔ (v) de la même
manière.

Remarque 3.7.9. — Observons que pour w ∈ UM
F , non seulement la F -lame FY M

w

est ouverte dans son F -saturé FX M
F , mais on a FY M

w = Y M
w et FX M

w = X M
w (2.6.1).

Par conséquent on a aussi

F i
P (w) = iP (w) = XwUP .

¶ Transitivité des applications w (∈ FU
M ) 7→ F I

G
P (w). — Soit P ′ un F -sous-

groupe parabolique de G contenant P et soit M ′ l’unique composante de Levi de P ′

contenant M . Puisque M est défini sur F , M ′ l’est aussi ; et l’intersection P ∩M ′

est un F -sous-groupe parabolique de M ′ de composante de Levi M .
On suppose de plus que l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour M ′. Pour w ∈ FU

M , on
définit comme plus haut la F -strate F I

M ′

P∩M ′(w) de FU
M ′

.

Lemme 3.7.10. — Pour w ∈ FU
M et w′ ∈ F I

M ′

P∩M ′(w), on a

F I
G
P (w) = F I

G
P ′(w′) .
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Démonstration. — Posons

Y′ = F I
M ′

P∩M ′(w) et Y = F I
G
P ′(w′) .

Par construction Y′ = FYu′ avec u′ ∈ UM ′

F ∩ YM ′

géo(w,P ∩M ′) et Y = FYu avec

u ∈ UF ∩Ygéo(w
′, P ′). L’ensemble (YM ′

u′ ∩ F i
P∩M ′

(w))UP ′ est ouvert (dense) dans

F i
P∩M ′

(w)UP ′ = (FX
M
w UP∩M ′)UP ′ = FXw

MUP = F i
P (w) .

Puisque d’autre part Yu∩F i
P ′

(w′) est par définition ouvert (dense) dans F i
P ′

(w′)UP ′ ,
on en déduit que l’ensemble Yu∩(Y

M ′

u′ ∩FXM
w UP∩M ′)UP ′ est lui aussi ouvert (dense)

dans F i
P (w) ; et donc a fortiori que l’ensemble Yu∩FXM

w UP∩M ′UP ′ = Yu∩F i
P (w)

est dense dans F i
P (w). Cela prouve que Yu = Ygéo(w,P ) et donc (puisque u ∈ UF )

que FYu = F I
G
P (w).

¶ Application w (∈ UM
F ) 7→ IGF,P (w) et descente séparable. — Soit E/F une exten-

sion séparable (algébrique ou non) telle que (Esép)AutF (Esép) = F . D’après 2.5.17, on
a

UF = G(F ) ∩ UE .

Rappelons aussi (2.5.23) que si Y est une F -strate de UF , on a noté YE la E-strate
de UE définie par YE = YE,u pour un (i.e. pour tout) u ∈ Y. D’après 2.5.19, on a

Y = G(F ) ∩YE .

L’application qui à w ∈ UM
F associe la F -strate IGF,P (w) = G(F ) ∩ F I

G
P (w) de UF

commute à la descente séparable :

Lemme 3.7.11. — Soit w ∈ UM
F .

(i) IGF,P (w)E = IGE,P (w).

(ii) IGF,P (w) = G(F ) ∩ IGE,P (w).

Démonstration. — D’après 2.5.18 (ii), on a FXM
w = EXM

w , d’où l’égalité F i
P (w) =

Ei
P (w). Pour u ∈ UF ∩Ygéo(w,P ), on a F I

G
P (w) = FYu ; et puisque u appartient

a fortiori à UE ∩Ygéo(w,P ), on a aussi EI
G
P (w) = EYu. Cela prouve (i). Le point

(ii) est une conséquence de (i), d’après 2.5.19.

¶ Lien avec l’induction de Lusztig-Spaltenstein [LS]. — Pour un élément unipotent
w de M (i.e. w ∈ UM = FU

M ), notons OM
w l’orbite géométrique unipotente M • u de

M et
IG,LS

P (w) = IG,LS

P (OM
w )

l’induite parabolique de O
M
w au sens de Lusztig-Spaltenstein [LS] : c’est l’unique

orbite géométrique unipotente O deG telle que l’intersection O∩OM
w UP soit dense dans

la variété irréductible OM
w UP . L’intersection IG,LS

P (OM
w ) ∩ OM

w UP est alors ouverte
dans OM

w UP ; et d’après [LS, theorem 1.3 (c)], elle forme une unique P -orbite.

Remarque 3.7.12. —
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(i) Pour w ∈ UM , on a la caractérisation équivalente de IG,LS

P (w) suivante : c’est
l’unique orbite géométrique unipotente O de G telle que l’intersection O∩wUP

soit dense dans la variété irréductible wUP . Cette intersection est alors ouverte
dans wUP .

(ii) Si l’ensemble OM
w (F ) = M(F ) ∩ OM

w est non vide, i.e. si la M -orbite OM
w

possède un point F -rationnel, alors la G-orbite IG,LS

P (w) possède elle aussi un
point F -rationnel(33). En effet si w′ ∈ OM

w (F ), alors M(F ) • w′ (⊂ OM
w (F ))

est dense dans OM
w ; par suite OM

w (F )UP (F ) est dense dans OM
w UP et puisque

l’intersection IG,LS

P (w) ∩ O
M
w UP est ouverte (dense) dans O

M
w UP , l’intersection

IG,LS

P (w) ∩ OM
w (F )UP (F ) est non vide.

Pour Z ⊂ FU
M uniformément F -instable, on a défini la F -strate Ygéo(Z, P ) de

U = FU comme étant l’unique F -strate de U qui intersecte la variété irréductible
F i

P (Z) de manière dense. On peut faire la même construction avec les G-orbites de
U, compte-tenu du fait qu’elles sont localement fermées dans G : il existe une unique
G-orbite Ou de U (avec u ∈ U) telle que l’intersection Ou ∩ F i

P (Z) soit dense dans
F i

P (Z). On la note

Ogéo(Z, P ) = Ogéo(F i
P (Z)) = Ou .

Comme pour la F -strate Ygéo(Z, P ) de U, l’intersection Ogéo(Z, P ) ∩ F i
P (Z) est

ouverte dans F i
P (Z) et la G-orbite Ogéo(Z, P ) contient un point F -rationnel. De plus

comme Ygéo(Z, P ) est réunion (finie) de G-orbites, on a l’inclusion

Ogéo(Z, P ) ⊂ Ygéo(Z, P ) .

L’application qui à w ∈ FU
M associe la G-orbite Ogéo(w,P ) ne dépend que de la

F -strate FY
M
w de FU

M : on a

Ogéo(w
′, P ) = Ogéo(w,P ) pour tout w′ ∈ FY

M
w .

Pour P = G et u ∈ FU, on écrit simplement Ogéo(u) = Ogéo(u,G) ; on a l’inclusion

Ogéo(u) ⊂ Ygéo(u) .

Remarque 3.7.13. — L’hypothèse 2.6.9 (pour G) assure que pour tout u ∈ UF ,
la F -lame FYu de FU est ouverte (dense) dans son F -saturé FXu = Xu. Puisque
YF,u est dense dans FXu ≃F An

F , cela assure aussi que l’intersection Ogéo(u) ∩ YF,u

est dense dans FXu ; en particulier elle est non vide et pour u′ ∈ Ogéo(u) ∩ YF,u, on
a Ogéo(u) = Ou′ . En d’autres termes, quitte à remplacer u ∈ UF par un élément dans
YF,u, on peut toujours supposer que Ogéo(u) = Ou.

Lemme 3.7.14. — Soient w ∈ FU
M et w1 ∈ FU

M ∩ O
M
géo(w).

(i) IG,LS

P (w1) = Ogéo(w,P ) (⊂ Ygéo(w,P )).

(ii) UF ∩ IG,LS

P (w1) 6= ∅ et F I
G
P (w) = FYu pour tout u ∈ UF ∩ IG,LS

P (w1).

(33)On suppose toujours que P et M sont définis sur F même si, bien sûr, l’induction parabolique
de [LS] est définie sans ces hypothèses (dans loc. cit. les auteurs travaillent sur F ).
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Démonstration. — Posons O = IG,LS

P (w1) et Y = Ygéo(w,P ).
Puisque O

M
w1

∩ FX M
w est ouvert (dense) dans FX M

w , l’ensemble

(OM
w1

∩ FX
M
w )UP = O

M
w1
UP ∩ F i

P (w)

est ouvert (dense) dans F i
P (w) = FX M

w UP . Comme d’autre part O ∩ OM
w1
UP est

ouvert (dense) dans OM
w1
UP , on obtient que O ∩ OM

w1
UP ∩ F i

P (w) est ouvert (dense)
dans F i

P (w). Par suite O ∩ F i
P (w) est dense dans F i

P (w). Cela prouve (i).
Quant au point (ii), puisque (d’après (i)) O∩F i

P (w) est ouvert (dense) dans F i
P (w)

et que iPF (w) est dense dans F i
P (w), l’intersection O ∩ iPF (w) est dense dans iPF (w).

D’où le point (ii) puisque F I
G
P (w) = FYu pour tout u ∈ UF ∩Ygéo(w,P ).

Remarque 3.7.15. —

(i) Pour F = F , si p est bon pour G, les F -strates de U coïncident avec les orbites
géométriques unipotentes (3.5.2) ; si de plus p est bon pour M , alors il en est de
même pour les F -strates de UM et d’après 3.7.14, l’induction parabolique des
F -strates de UM donnée par l’application IGP = F I

G
P coïncide avec l’induction

parabolique des orbites géométriques unipotentes de Lusztig-Spaltenstein.
(ii) Si p est très bon pour G, alors (3.5.7 (i)) les F -strates de UF sont les points

F -rationnels des orbites géométriques unipotentes de G qui rencontrent UF .
Dans ce cas pour w ∈ FU

M , l’orbite géométrique IG,LS

P (w) rencontre UF et on
a l’égalité IG,LS

P (w)(F ) = IGF,P (w).
(iii) Pour G = GLn, quel que soit p, les F -strates de U = UGLn coïncident avec

les orbites géométriques unipotentes, et pour une telle orbite O, l’intersection
O(F ) = O∩G(F ) est non vide et c’est une F -strate de UGLn

F . D’ailleurs il en est
de même pour M puisque M est F -isomorphe à un produit GLn1 × · · · ×GLnr

avec n1 + · · · + nr = n. Pour w ∈ FU
M , quel que soit F , on a toujours les

égalités IG,LS

P (w) = IGF,P (w) et IG,LS

P (w)(F ) = IGF,P (w).

¶ Indépendance par rapport à P . — L’un des principaux résultats de loc. cit.
est que la G-orbite IG,LS

P (w) ne dépend pas du sous-groupe parabolique P de G de
composante de Levi M [LS, 2.2] : pour tout sous-groupe parabolique P ′ =M ⋉ UP ′

de G, on a l’égalité IG,LS

P ′ (w) = IG,LS

P (w). On peut donc la noter

IG,LS

M (w) = IG,LS

M (OM
w ) .

La proposition suivante est la version F -strates de [LS, 2.2]. D’ailleurs c’est une
conséquence de loc. cit.

Proposition 3.7.16. — Pour w ∈ FU
M , la F -strate F I

G
P (w) de FU ne dépend

pas du F -sous-groupe parabolique P de G de composante de Levi M . On peut donc
poser

F I
G
M (w) = F I

G
P (w) et IGF,M (w) = IGF,P (w) .

Démonstration. — Soient w1 ∈ OM
géo(w) et O = IG,LS

P (w1). D’après 3.7.14 (ii)), pour
u ∈ UF ∩ O, on a F I

G
P (w) = FYu. Si P ′ est un autre F -sous-groupe parabolique
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de G de composante de Levi M , puisque O = IG,LS

P ′ (w1), d’après loc. cit. on a aussi
F I

G
P ′(w) = FYu. Donc F I

G
P (w) = F I

G
P ′ (w).

Remarque 3.7.17. — Soient P et P ′ deux sous-groupes paraboliques standard
de G définis sur F , et soient M = MP et M ′ = MP ′ leurs composantes de Levi
contenantM0. La proposition 3.7.16 est équivalente à l’énoncé suivant, pour w ∈ FU

M

et w′ ∈ FU
M ′

: s’il existe un élément s ∈ W = NG(A0)/M0 tel que

ns •M =M ′ et ns • FY
M
w = FY

M ′

w′

où ns est un représentant de w dans NG(A0)(F ), alors on a l’égalité

F I
G
P (w) = F I

G
P ′(w′) .

Dans [LS], Lusztig et Spaltenstein donnent deux démonstrations de leur théorème
2.2 sur l’indépendance de l’induite d’une orbite géométrique unipotente par rapport
au parabolique induisant. La première, basée sur la théorie des représentations d’un
groupe réductif connexe sur un corps fini, n’est valable que si p > 1. La seconde (cf.
[LS, 2.8]), valable en toute caractéristique, utilise l’automorphisme d’opposition. Il est
possible d’adapter ici cette seconde démonstration pour donner une preuve « directe »
de 3.7.16 — c’est-à-dire sans utiliser [LS, 2.2] —, au moins pour les F -strates de FU

M

qui possèdent un point F -rationnel (qui sont celles qui nous intéressent vraiment), en
supposant que l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée pour tous les F -facteurs de Levi de G.
C’est cette preuve que nous esquissons jusqu’à la fin de 3.7.

Pour w ∈ UM
F , puisque (d’après 3.7.11 (ii)) IGF,P (w) = G(F ) ∩ IGF sép,P (w), si P ′ est

un autre F -sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M , on a

F I
G
P (w) = F I

G
P ′(w) si et seulement si F sépIGP (w) = F sépIGP ′ (w) .

Par conséquent quitte à remplacer F par F sép, on peut supposer que G est déployé
sur F . Alors A0 est un tore maximal de G défini et déployé sur F . Soit φ un
F -automorphisme de G tel que φ(A0) = A0 et φ opère par −1 sur le système de
racines R = RA0 . Un tel φ existe et il est appelé F -automorphisme d’opposition (par
rapport à A0). Si H est un F -sous-groupe réductif connexe fermé de G contenant
A0, alors H est déployé sur F et la restriction de φ à H est un F -automorphisme
d’opposition de H . On choisit φ de telle manière que φ2 = IdG et la restriction de
φ à A0 soit le passage à l’inverse. L’automorphisme de W = NG(A0)/A0 induit par
φ est l’identité et si w0 ∈ W est l’élément de plus grande longueur, alors w0 ◦ φ est
l’unique automorphisme involutif de R qui laisse invariants R+ et ∆.

Lemme 3.7.18. — (On suppose que G est F -déployé.) Soit φ un F -automorphisme
d’involution de G. Pour u ∈ UF , on a φ(FYu) = FYu.

Démonstration. — Soit u ∈ UF . Alors φ(u) ∈ UF et (par transport de structures)
φ(FYu) = FYφ(u). On a aussi φ(Ygéo(u)) = Ygéo(φ(u)) et φ(Ogéo(u)) = Ogéo(φ(u)).
D’après [LS, 2.10], l’automorphisme d’opposition φ opère trivialement sur les orbites
géométriques unipotentes ; en particulier φ(Ogéo(u)) = Ogéo(u). Par conséquent la
G-orbite Ogéo(u) est contenue dans l’intersection Ygéo(φ(u)) ∩Ygéo(u), ce qui n’est
possible que si les strates géométriques unipotentes Ygéo(φ(u)) et Ygéo(u) sont égales.
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Puisque (d’après 2.6.9 et 2.6.13) YF,u = UF ∩Ygéo(u) et YF,φ(u) = UF ∩Ygéo(φ(u)),
on a l’égalité YF,φ(u) = YF,u, laquelle entraîne l’égalité FYφ(u) = FYu.

Remarque 3.7.19. — (On suppose toujours que G est F -déployé.) Pour prouver
que u et φ(u) appartiennent à la même F -strate de UF , on a utilisé [LS, 2.10] mais on
doit pouvoir s’en passer. En effet, on peut supposer u en position standard. On peut
aussi supposer G (absolument) quasi-simple. Soit λ l’unique élément de X̌(A0)∩Λopt

F,u

et soit k = mu(λ). Alors φ ◦ λ = −λ est l’unique élément de X̌(A0) ∩ Λopt
F,φ(u) et

mφ(u)(−λ) = mu(λ) = k. Le lemme 3.7.18 est donc équivalent à l’énoncé suivant : il
existe un g ∈ G(F ) tel que g • λ = −λ. Cela est immédiat si −1 ∈ W ou si Pλ = P0

(car w0 ◦ φ(P0) = P0). Il reste à traiter les cas où G est de type An avec n ≥ 2,
D2n+1 et E6, ce que nous n’avons pas eu le courage de faire !

Le lemme 3.7.18 a son intérêt propre. De plus, compte-tenu de la propriété de
transitivité 3.7.10, il permet de prouver 3.7.16 (précisément, l’énoncé de la remarque
3.7.17) pour les éléments de UM

F comme en [LS, 2.11], en supposant que l’hypothèse
2.6.9 est vérifiée pour tous les F -facteurs de Levi de G (condition nécessaire pour
pouvoir leur appliquer 3.7.18). En conclusion, si l’on sait prouver 3.7.18 sans utiliser
[LS, 2.10] (cf. la remarque 3.7.19), alors en supposant que l’hypothèse 2.6.9 est vérifiée
pour tous les F -facteurs de Levi de G, on a une preuve de 3.7.16 pour les éléments
de UM

F (c’est-à-dire pour les F -strates de FU
M qui possèdent un point F -rationnel)

n’utilisant que la théorie des F -strates.

3.8. Trois exemples en petit F -rang. — On décrit dans cette sous-section les
F -strates unipotentes pour les groupes suivants : SL2, SU2,1 et Sp4. Dans les trois
cas, p = 2 est le mauvais nombre premier.

¶ Les F -strates de UF = UG
F pour G = SL2. — Pour x ∈ F , notons u(x) l’élément

unipotent

(
1 x
0 1

)
de SL2. Notons A0 le tore diagonal de SL2 et λ ∈ X̌(A0) le co-

caractère défini par tλ = diag(t, t−1). Tout élément de UF est conjugué dans SL2(F )
à un u(x) avec x ∈ F . Pour x 6= 0, on a

Λopt
E,u(x) ∩ X̌(A0) = {λ} et mu(x)(λ) = 2 .

Ainsi UF est constitué de deux F -strates : YF,eG = {eG} et YF,u(x) = UF r {eG}

pour tout x ∈ F×. D’autre part, pour tous x, y ∈ F×, les éléments u(x) et u(y) sont
conjugués dans SL2(F ) si et seulement si x−1y ∈ (F×)2. La F -strate non triviale
UF r {eG} est constituée des SL2(F )-orbites unipotentes non triviales de SL2(F ), qui
sont paramétrées par F×/(F×)2. Si p 6= 2 ou F est parfait, l’ensemble F×/(F×)2 est
fini. Si p = 2 et F n’est pas parfait, l’ensemble F×/(F×)2 est infini.

Remarque 3.8.1. — Soit u = u(x) pour un x ∈ F r {0}. Le centralisateur
Gu de u dans G est l’ensemble des u(y) avec y ∈ F . Si p = 2, le centralisateur
gu = ker(Adu − Id) de u dans g est la sous-algèbre de Borel pλ = gλ,0 de g formée
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des

(
t y
0 t

)
avec t, y ∈ F et l’inclusion Lie(Gu) ⊂ gu est stricte, i.e. le morphisme

G→ Ou, g 7→ gug−1 n’est pas séparable (cf. 2.1).

¶ Les F -strates de UF = UG
F pour G = SU2,1. — On considère maintenant le

groupe spécial unitaire G = SU2,1 (défini et quasi-déployé sur F ) relativement à
une extension quadratique séparable E/F . Concrêtement, G est le groupe spécial
unitaire de la forme hermitienne (x−1, x0, x1) 7→ xσ−1x1 + xσ0x0 + xσ1x−1 sur E3, où
σ est le générateur de Gal(E/F ). Soit H(E/F ) l’ensemble des (u, v) ∈ E × E tels
que v + vσ = uσu et soit U0(F ) est le sous-groupe de SL3(E) formé des matrices
triangulaires supérieures de la forme

η(u, v) =




1 −uσ −v
0 1 u
0 0 1


 avec (u, v) ∈ H(E/F ) .

La loi de composition sur U0(F ), qui munit H(E/F ) d’une structure de groupe, est
donnée par

η(u, v)η(u′, v′) = η(u + u′, v + v′ + uσu′) .

En particulier η(u, v)−1 = η(−u, vσ) et

η(u, v)η(u′, v′)η(u, v)−1 = η(u′, v′ + uσu′ − u′σu) .

Il peut être commode d’utiliser une autre description du groupe H(E/F ). Soit E0 le
sous-F -espace vectoriel de E formé des éléments de trace nulle et soit e ∈ E un élément
tel que e+ eσ = 1. L’application φe : (u, v) 7→ (u, v − euσu) est un isomorphisme de
H(E/F ) sur E × E0 muni de la loi de groupe

(x, y) · (x′, y′) = (x+ x′, y + y′ − exx′σ − eσxσx′) .

Pour (u, v0) ∈ E × E0, en notant ηe(u, v0) l’élément η(u, v0 + euσu) de U(F ). on a

ηe(u, v
0) = ηe(u, 0)ηe(0, v

0) .

Remarque 3.8.2. — Écrivons E = F [z] avec z2 − αz + β = 0 et α, β ∈ F . Si
p 6= 2, on peut remplacer z par z− 1

2 ce qui a pour effet d’annuler le terme linéaire de
l’équation z2 −αz + β = 0 ; autrement dit on peut supposer α = 0. Dans ce cas on a
E0 = zF et E1 = 1

2 + zF ; où l’on a noté E1 l’ensemble des éléments de E de trace
1. En revanche si p = 2, ce qui entraîne α 6= 0 car E/F est séparable, alors E0 = F
et E1 = α−1zF .

Le sous-groupe de SL3(E) formé des matrices diagonales de la forme

δ(t) =




t 0 0
0 t−1tσ 0
0 0 (tσ)−1


 avec t ∈ E×

est le groupe des points F -rationnels d’un F -tore maximal M0 de G. Le groupe
P0 = M0 ⋉ U0 est un sous-groupe de Borel de G défini sur F . Pour t ∈ E× et
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(u, v) ∈ H(E/F ), on a

δ(t) • η(u, v) = η(t−1(tσ)2u, ttσv) = η(ψ(t)u,NE/F (t)v)

avec

ψ(t) = (t−1tσ)tσ = (t−1tσ)2t et NE/F (t) = NE/F (ψ(t)) .

Observons que le morphisme de groupes ψ : E× → E× est l’identité sur F×. De
manière équivalente, on a

δ(t) • ηe(u, v
0) = ηe(ψ(t)u,NE/F (t)v

0) .

Soit λ ∈ X̌F (M0) le co-caractère défini par tλ = diag(t, 1, t−1). Son image Im(λ)
est le tore F -déployé maximal A0 = AM0 de M0 et l’on a Mλ =M0. Pour t ∈ F× et
(u, v) ∈ H(E/F ), on a tλ • η(u, v) = η(tu, t2v). Par conséquent

Gλ,1(F ) = U0(F ) et Gλ,2(F ) = {η(0, v) | v ∈ E, v + vσ = 0} .

On note η(u, v) l’image de η(u, v) dans Gλ(1;F ) = Gλ,1(F )/Gλ,2(F ). Soit ξ ∈ X̌(M0)
le co-caractère de M0 défini par tξ • diag(a, b, c) = diag(ta, t−2b, tc). Il est défini sur
E et son image Im(ξ) est le sous-tore M⊥

λ = (M0)
λ de M0 orthogonal à λ : on a

〈ξ〉 = X̌(M⊥
λ ). Pour (u, v) ∈ H(E/F ), si u 6= 0 alors 〈ξ〉 ∩ ΛE,η(u,v) = {0} (i.e.

pour ξ′ ∈ 〈ξ〉 r {0}, la limite limt→0 t
ξ • η(u, v) n’existe pas) ; et si v 6= 0, alors

tξ
′

•η(0, v) = η(0, v) pour tout ξ′ ∈ 〈ξ〉. Par conséquent si u 6= 0, η(u, v) est (E,M⊥
λ )-

semi-stable (dans Gλ(1)) ; et si v 6= 0, η(0, v) est (E,M⊥
λ )-semi-stable (dans Gλ(2)).

On peut donc dans les deux cas appliquer 3.4.3 : on a

Λopt
F,η(u,v) ∩ X̌(A0) = {λ} avec mη(u,v)(λ) =

{
1 si u 6= 0
2 si u = 0 et v 6= 0

.

En d’autres termes, λ ∈ ΛF,η(u,v) si u 6= 0 et 1
2λ ∈ ΛF,η(0,v) si v 6= 0. Les deux

F -strates unipotentes non triviales de UF sont donc :

Y1 = {gη(u, v)g−1 |u 6= 0, g ∈ G(F )} ,

Y2 = {gη(0, v)g−1 | v 6= 0, g ∈ G(F )} .

Observons que Y1 est la F -strate de UF induite de l’unique F -strate de UM0

F = {1},
à savoir la F -strate triviale ; c’est-à-dire que Y1 = IGF,P0

(1) et λ = µP0 où µP0 est
le co-caractère (virtuel) de A0 défini en 3.6 . D’autre part Y2 est une F -strate non
induite.

¶ Les F -strates de UF = UG
F pour G = Sp4. — Soit V un F -espace vectoriel de

dimension 4 muni d’une base (e1, . . . , e4). Soit G le groupe symplectique (défini sur
F ) qui laisse invariante la forme bilinéaire alternée non dégénérée (·, ·) sur F (4) définie

par la matrice

(
0 J
−J 0

)
avec J =

(
0 1
1 0

)
. Soit P0 = A0⋉U0 le F -sous-groupe

de Borel de G défini comme suit : U0 est formé des matrices triangulaires supérieures
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de la forme

η(u, v, w, x) =




1 u w + uv x+ uw
0 1 v w
0 0 1 −u
0 0 0 1


 avec (u, v, w, x) ∈ F (4)

et A0 est formé des matrices diagonales de la forme

diag(z, t, t−1, z−1) avec (z, t) ∈ F× × F× .

On a

δ(z, t) • η(u, v, w, x) = η(zt−1u, t2v, ztw, z2x) .

Soient α, β ∈ X(A0) les caractères définis par

δ(z, t)α = zt−1 et δ(z, t)β = t2 .

Alors ∆0 = {α, β} est la base de l’ensemble R+ = {α, β, α+β, 2α+β} des racines deA0

dans U0. Pour (u, v, w, x) ∈ F (4), on pose eα(u) = µ(u, 0, 0, 0), eβ(v) = µ(0, v, 0, 0),
eα+β(w) = µ(0, 0, w, 0) et e2α+β(x) = µ(0, 0, 0, x). On a

η(u, v, w, x) = eα(u)eβ(v)eα+β(w)e2α+β(x) .

Puisque pour γ ∈ R+ et X ∈ F , on a

δ(z, t) • eγ(X) = eX(δ(z, t)γX) ,

η défini un F -isomorphisme A0-équivariant j0 : u0 → U0.
Soit λ, µ ∈ X̌(A0) les co-caractères défini par tλ = δ(t, 1) et tµ = δ(t, t). On a

donc

δ(z, t) = zλtµ−λ = (zt−1)λtµ .

Observons que la base {µα, µβ} de X̌(A0)Q duale de ∆0 est donnée par

µα = λ et µβ =
1

2
µ .

Les groupes Pλ et Pµ sont les deux F -sous-groupes paraboliques standard maximaux
(propres) de G. Le premier est donné par Pλ = Mλ ⋉ Uλ où Mλ ≃ Gm × SL2 est

le groupe des matrices de la forme




a 0 02
0 A 0
0 0 a−1


 avec a ∈ F× et A ∈ SL2, et

Uλ = η(F , 0, F , F ). Le second (dit de Siegel) est donné par Pµ = Mµ ⋉ Uµ où Mµ

où Mµ ≃ GL2 est le groupe des matrices de la forme

(
A 0

0 Ã

)
avec A ∈ GL2 et

Ã = J(tA−1)J , et Uµ = η(0, F , F , F ).
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Posons

Y1 = {gη(u, v, w, x)g−1 |uv 6= 0, g ∈ G(F )} , µ1 = λ+
1

2
µ ,

Y2 = {gη(u, 0, w, x)g−1 |uw 6= 0, g ∈ G(F )} , µ2 = λ ,

Y3 = {gη(0, v, w, x)g−1 |w 6= 0 ou vx 6= 0, g ∈ G(F )} , µ3 =
1

2
µ ,

Y4 = {gη(0, 0, 0, x)g−1 |x 6= 0, g ∈ G(F )} , µ4 =
1

2
λ .

Pour i = 1, . . . , 4, Yi est une F -strate (non triviale) de UF et µi est l’unique élément
de X̌(A0)Q∩ΛF,ui

pour n’importe quel élément ui dans l’unique F -lame standard Yi

contenue dans Yi. La vérification est laissée au lecteur (on peut dans les quatre cas
passer à l’algèbre de Lie et utiliser le critère de Kirwan-Ness rationnel). Observons
que pour u ∈ F× et x ∈ F , l’élément η(u, 0, 0, x) appartient à Y3 (en notant rβ la
reflexion associée à la racine β, on a rβ(α) = α+ β et rβ(2α+ β) = 2α+ β) ; et pour
v 6= 0, l’élément η(0, v, 0, 0) appartient à Y4 (on a rα(β) = 2α+β). Les co-caractères
virtuels (en position standard) µ1, . . . , µ4 ∈ X̌(A0)Q étant deux-à-deux distincts, les
F -strates Y1, . . . ,Y4 sont deux-à-deux disjointes : on a

UF = {1}
∐

Y1

∐
Y2

∐
Y3

∐
Y4 .

Les F -strates Y1, Y2 et Y3 sont toutes les trois induites à partir de la F -strate
triviale {1} : Y1 = IGF,P0

(1), Y2 = IGF,Pλ
(1) et Y3 = IGF,Pµ

(1). La F -strate Y4 est
non induite.

PARTIE II : DÉVELOPPEMENT FIN DE LA CONTRIBUTION
UNIPOTENTE À LA FORMULE DES TRACES

4. La distribution JTunip

Dans cette section, on reprend sans les réintroduire les notations de [LL] dans le cas
non tordu (G̃ = G et ω = 1). En particulier, F est un corps global de caractéristique
p > 1.

4.1. Troncature(s). — Rappelons que l’on a noté UF = UG
F l’ensemble des (vrais)

éléments unipotents de G(F ) :

UF = {gug−1 | g ∈ G(F ), u ∈ U0(F )} .

Pour une fonction f ∈ C∞
c (G(A)) et un paramètre T ∈ a0, on rappelle la définition

du noyau unipotent modifié kTunip(x) = kTunip(f ;x) :

kTunip(x) =
∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

ξ∈P (F )\G(F )

τ̂P (H0(ξx) − T )KP,unip(ξx, ξx)
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avec

KP,unip(x, y) =
∑

δ∈U
MP
F

∫

UP (A)

f(x−1δuy) du .

On écrira aussi KP,unip(x) = KP,unip(x, x). D’après [LW, 7.3.1], la somme sur ξ porte
sur un ensemble fini. Observons que la fonction Kunip = KG,unip sur G(A) × G(A)
est donnée par

Kunip(x, y) =
∑

δ∈UF

f(x−1δy) .

Pour Q ∈ Pst, on rappelle la définition de l’opérateur de troncature Λ
T,Q appliqué

à une fonction ϕ ∈ L1
loc(Q(F )\G(A)) :

Λ
T,Qϕ(x) =

∑

P∈P
Q
st

(−1)aP−aQ

∑

ξ∈P (F )\Q(F )

τ̂Q
P (H0(ξx)− T )ϕP (ξx)

avec

ϕP (x) =

∫

UP (F )\UP (A)

ϕ(xu) du ;

où du est la mesure de Tamagawa sur UP (A). On définit le noyau unipotent tronqué

k̃Tunip(x) =
∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

Q,R∈Pst

Q⊂P⊂R

∑

ξ∈Q(F )\G(F )

σR
Q(H0(ξx) − T )ΛT,Q

d KP,unip(ξx)

où l’indice « d » du symbole Λ
T,Q
d signifie que l’on tronque par rapport à la diagonale

(et non par rapport à la première variable comme on l’a fait du côté spectral). D’après
[LW, 2.11.5, 1.7.1, 3.7.1], la somme sur ξ porte sur un ensemble fini.

Pour P ∈ Pst et φ ∈ L1
loc(P (F )\G(A)), on a l’identité [LW, 8.2.1]

(1)
∑

Q,R∈Pst
Q⊂P⊂R

∑

ξ∈Q(F )\P (F )

σR
Q(H0(ξx)− T )ΛT,Qφ(ξx) = τ̂P (H0(x)− T )φP (x) .

Appliquons l’égalité (1) à la fonction x 7→ φ(x) = KP,unip(x, x). En observant que
φP = φ, on obtient l’égalité de

kTP,unip(x)
déf
= τ̂P (H0(x) − T )φ(x)

et de
k̃TP,unip(x)

déf
=

∑

Q,R∈Pst
Q⊂P⊂R

∑

ξ∈Q(F )\P (F )

σR
Q(H0(ξx) − T )ΛT,Qφ(ξx) .

Puisque
kTunip(x) =

∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

ξ∈P (F )\G(F )

kTP,unip(ξx)

et
k̃Tunip(x) =

∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

ξ∈P (F )\G(F )

k̃TP,unip(ξx) ,

on a l’identité

(2) kTunip(x) = k̃Tunip(x) .
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4.2. Convergence et récriture de l’intégrale tronquée. — Soit K ′ un sous-
groupe ouvert compact de G(A) et soit Q ∈ Pst. Observons que pour toute fonction
φ sur Q(F )\G(A) invariante à droite par K ′, la fonction φQ sur MQ(F )\MQ(A) est
invariante à droite par K ′ ∩MQ(A). On sait d’après [LW, 4.2.2] que si T ∈ a0 est
assez régulier, précisément si d0(T ) ≥ c pour une constante c > 0 ne dépendant que
de K ′ ∩MQ(A), alors pour toute fonction φ sur Q(F )\G(A) invariante à droite par
K ′, on a l’égalité

Λ
T,Qφ(x) = FQ

P0
(x, T )φ(x) ;

où FQ
P0
(·, T ) est la fonction caractéristique d’un ensemble Q(F )SQ

P0
(TG, T ) défini en

[LL, 3.4]. L’ensemble S
Q
P0
(TG, T ) dépend d’un sous-ensemble compact CQ de G(A)

qui n’apparaît pas dans la notation ; en pratique, on prend CQ assez gros et −TG
et T suffisamment régulier — précisement, tels que d0(−TG) > c′ et d0(T ) > c
pour des constantes c′ > 0 et c > 0 ne dépendant que de G — de telle manière
que la proposition [LW, 3.6.3] soit vérifiée. La fonction x 7→ FQ

P0
(x, T ) est supposée

invariante à gauche par l’image BQ d’une section du morphisme HQ : AQ(A) → BQ

et invariante à droite par K. Quitte à grossir CQ, ce qui est loisible puisque l’ensemble
AQ(F )BQ\AQ(A) = AQ(F )\AQ(A)

1 est compact, on peut même supposer qu’elle est
invariante à gauche par AQ(A).

Soit
Cc(G(A)//K

′) ⊂ C∞
c (G(A))

le sous-espace vectoriel formé des fonctions invariantes à droite et à gauche par K ′(34).
D’après la discussion précédente, il existe une constante cK′ > 0 telle que pour tout
T ∈ a0 tel que d0(T ) > cK′ et toute fonction f ∈ Cc(G(A)//K

′), l’expression k̃Tunip(x)
soit égale à

∑

Q,R∈Pst
Q⊂R

∑

ξ∈Q(F )\G(F )

FQ
P0
(ξx, T )σR

Q(H0(ξx) − T )
∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aGKP,unip(ξx) .

Pour prouver la convergence absolue de l’intégrale

JTunip(f)
déf
=

∫

XG

kTunip(x) dx =

∫

XG

k̃Tunip(x) dx ,

il suffit de prouver, pour chaque paire Q ⊂ R de sous-groupes paraboliques standard,
celle de l’intégrale

(1)

∫

YQ

FQ
P0
(x, T )σR

Q(H0(x) − T )

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aGKP,unip(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
dx

où l’on a posé
YQ = AG(A)Q(F )\G(A) .

(34)Pour K′′ ⊂ K′, on a l’inclusion Cc(G(A)//K′) ⊂ Cc(G(A)//K′′). Par conséquent, si l’on a fixé
un sous-groupe ouvert compact maximal K de G (e.g. tel que G(A) = P0(A)K), quitte à remplacer
K′ par un groupe plus petit, on peut toujours supposer que c’est un sous-groupe distingué de K.
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Cette convergence est prouvée dans [LL, 9.1.1](35). De plus la fonction T 7→ JTunip(f)
définit un élément de PolExp. Précisément, pour T et X dans a0,Q assez réguliers, on
a

JT+X
unip (f) =

∑

Q∈Pst

∑

Z∈Q

ηG,T
Q,F (Z ;X) J

MQ,X
unip (Z ; fQ)

avec
ηG,T
Q,F (Z ;X) =

∑

H∈BG
Q(Z)

ΓG
Q(H −X,T )

et

J
MQ,X
unip (Z ; fQ) =

∫

XMQ
(Z)

k
MQ,X
unip (fQ ;m) dm

où

fQ(m) =

∫

UQ(A)×K

f(k−1muk) du dk .

Rappelons que BG
Q(Z) ⊂ CG

Q = BG\AQ est la fibre au-dessus de Z pour la suite exacte
courte

0 → B
G
Q → C

G
Q → Q = BQ\AQ → 0

et que XMQ
(Z) est l’image dans XMQ

= AQ(A)MQ(F )\MQ(A) de l’ensemble des
m ∈MQ(A) tels que HQ(m) +BQ = Z.

Remarque 4.2.1. — La preuve de [LL, 9.1.1] utilise la propriété cruciale suivante :
pour tout Q ∈ P, on a la décomposition [LL, 3.3.2 (ii)]

UG
F ∩Q(F ) = (UG

F ∩MQ(F ))UQ(F ) = U
MQ

F UQ(F ) .

Observons que cette décomposition est aussi une conséquence de 3.6.5.

Revenons à l’expression pour JTunip(f). C’est la somme sur les paires de sous-
groupes paraboliques standard Q ⊂ R de l’intégrale sur YQ obtenue en otant les
valeurs absolues dans l’expression (1). Le terme principal correspondand àQ = R = G
est donné par l’intégrale

∫

XG

FG
P0
(x, T )Kunip(x, x) dx =

∫

XG

Λ
T
dKunip(x, x) dx .

La proposition suivante est la version corps de fonctions du théorème 3.1 de [A2].

Proposition 4.2.2. — Il existe une constante c > 0 (qui dépend de f) telle que
pour d0(T ) ≥ c, on ait

JTunip(f) =

∫

XG

Λ
T
dKunip(x, x) dx .

Remarque 4.2.3. —

(35)Cette preuve est une adaptation de celle de [LW, 9.1.1], laquelle reprend dans le cas tordu celle
du théorème 7.1 de [A1].
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(i) Dans le cas des corps de nombres, Arthur (loc. cit.) donne une borne pour
l’expression ∣∣∣∣J

T
unip(f)−

∫

XG

Λ
T
dKunip(x, x) dx

∣∣∣∣ .

Ici la formule est exacte : si T est assez régulier, seul le terme correspondant à
Q = R = G dans l’expression k̃Tunip(x) peut donner une contribution non triviale
à l’intégrale JTunip(f).

(ii) La constante c > 0 dépend du support de f mais aussi d’un sous-groupe ouvert
compact K ′ de G(A) tel que f soit K ′-biinvariante. Si l’on a fixé K ′ et un
sous-ensemble ouvert compact Ω de G(A) tel que K ′ΩK ′ = Ω, alors en notant

C(Ω//K ′) ⊂ Cc(G(A)//K
′)

le sous-espace vectoriel de dimension finie (sur C) formé des fonctions à support
dans Ω, on peut choisir la constante c > 0 telle que pour d0(T ) ≥ c, l’egalité de
la proposition 4.2.2 soit vraie pour toute fonction f ∈ C(Ω//K ′).

Démonstration. — Pour Q = R ( G, on a σR
Q = 0. On veut prouver que les termes

(1) associés aux paires de sous-groupes paraboliques standard Q ( R ⊂ G sont tous
nuls. Il suffit pour cela de reprendre en la précisant la preuve de [LL, 9.1.1](36). Pour
une telle paire (Q,R), si T est assez régulier, précisément si d0(T ) ≥ cf pour une
constante cf > 0 ne dépendant que du support de f (37), l’intégrale (1) se récrit

(2)

∫

YQ

FQ
P0
(x, T )ΞR

Q(x) dx

avec

ΞR
Q(x) = σR

Q(H0(x)− T )
∑

η∈U
MQ

F

∣∣∣∣∣∣

∑

Λ∈n∨(Q,R)

g(x,Λ, η)

∣∣∣∣∣∣

et

g(x,Λ, η) =

∫

uQ(A)

ψ(〈Λ, X〉)f(x−1ηj(X)x) dX ;

où j = jQ : uQ → UQ (cf. 3.4.1) est un F -isomorphisme de variétés tel que

j ◦Ada = Inta ◦ j pour tout a ∈ AQ

et n∨(Q,R) est un sous-ensemble de u∗Q(A) défini comme suit. Fixons un caractère
non trivial ψ de F\A et notons n∨ l’orthogonal de n = uQ(F ) pour ce caractère :

n∨ = {Λ ∈ u∗Q(A) |ψ(〈Λ, X〉) = 1, ∀X ∈ uQ(F )} .

(36)Le résultat est en fait déjà contenu dans loc. cit. : la fonction g(x,Λ, η) est à support compact
en Λ comme transformée de Fourier d’une fonction lisse et à support compact sur u∗Q(A). Comme x
varie dans un compact et que Ada dilate Λ, il en résulte que si T est suffisamment régulier, Ada(Λ)
sort du support de g(x, ·, η) pour tout (x, η). Cette démonstration est le prototype de celles qui vont
suivre dans la section 5, c’est pourquoi nous la reprenons en détail ici.
(37)Dans l’intégrale (1), on a une somme alternée sur P d’expressions KP,unip(x) faisant intervenir

une somme sur UMP
F . La condition sur le support de f permet d’appliquer [LW, 3.6.7] et de remplacer

cette somme sur U
MP
F par une somme sur U

MP
F ∩Q(F ) = U

MQ

F UP
Q (F ) avec UP

Q = MP ∩ UQ.
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Pour P ∈ Pst tel que Q ⊂ P ⊂ R, notons n∨(P ) le sous-ensemble de n∨ formé des
Λ ∈ n∨ tels que Λ|uP (A) = 0. Alors(38)

n∨(Q,R)
déf
= n∨(R)r

⋃

Q⊂P(R

n∨(P ) .

Posons
ZQ = AG(A)AQ(F )\AQ(A) ⊂ YQ

et

ΘR
Q(u, x) =

∫

ZQ

ΞR
Q(uax)δQ(a)

−1 da .

En utilisant la décomposition d’Iwasawa on obtient que l’intégrale (2) est égale à

(3)

∫

K

∫

XMQ

∫

UQ(F )\UQ(A)

FQ
P0
(m,T )ΘR

Q(u,mk)δQ(m)−1 du dm dk .

D’après [LW, 1.8.3] et [LL, 3.4], l’intégrale en m porte sur un ensemble compact
de XMQ

= AQ(A)MQ(F )\MQ(A). On peut donc la remplacer par une intégrale sur
un sous-ensemble ouvert compact ΓMQ

d’un ensemble de Siegel (dans MQ(A)) pour
le quotient XMQ

. On peut aussi remplacer l’intégrale en u par une intégrale sur
un ouvert compact SUQ

de UQ(A) qui soit un domaine de Siegel pour le quotient
UQ(F )\UQ(A), c’est-à-dire tel que l’application naturelle SUQ

→ UQ(F )\UQ(A) soit
bijective. Posons UR

Q = MR ∩ UQ. On a UQ = UR ⋊ UR
Q . On peut supposer(39) que

SUQ
= SUR

SUR
Q

avec SR ⊂ UR(A) et SUR
Q

⊂ UR
Q (A). On remplace l’intégrale en

u ∈ SUQ
par une intégrale en u′ ∈ SUR

suivie d’une intégrale en u′′ ∈ SUR
Q

. Puisque

Λ|uR(A) = 0, l’intégrale en u′ est absorbée par l’intégrale en X dans la définition de
g(u′u′′amk,Λ, η). D’autre part on a

(4) δQ(a)
−1g(u′′amk,Λ, η) = g(a−1u′′amk,Ad∗a−1(Λ), η)

avec Ad∗a−1(Λ) = Λ ◦ Ada. On considère les éléments x = mk ∈ ΓMQ
K et a ∈ ZQ

qui vérifient la condition

(5) σR
Q(H0(ax) − T ) 6= 0 .

(38)Pour P ∈ Pst tel que Q ⊂ P ⊂ R, la formule de Poisson donne l’égalité
∫

UP (F )\UP (A)

∑

X∈uQ(F )

f(x−1ηj(X)ux) du =
∑

Λ∈n∨(P )

g(x,Λ, η) .

On fait ensuite la somme alternée sur les P de l’expression ci-dessus. On a n∨(P ) ⊂ n∨(R) et comme
n∨(P ) ∩ n∨(P ′) = n∨(P ∩ P ′), seuls les Λ qui sont dans n∨(Q,R) peuvent donner une contribution
non triviale à cette somme alternée (d’après [LW, 1.2.3]).
(39)Puisque UR

Q normalise UR, on a

UQ(A) = UR(A)UR
Q (F )SUR

Q
= UR

Q (F )UR(A)SUR
Q

= UR
Q (F )UR(F )SUR

SUR
Q

avec
UR
Q (F )UR(F ) = UR(F )UR

Q (F ) = UQ(F ) .

On prouve de la même manière que l’application naturelle SUR
SUR

Q
→ UQ(F )\UQ(A) est bijective.
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D’après [LW, 2.11.6], il existe une constante C > 0 telle que pour tout x ∈ ΓMQ
K

et tout a ∈ ZQ vérifiant (5), en posant H = HQ(a)
R ∈ aRQ, on ait

α(H) > α(T )− C pour tout α ∈ ∆R
Q .

On en déduit que pour de tels éléments x et a, les éléments a−1u′′a pour u′′ ∈ SUR
Q

restent dans un compact fixé de UR
Q (A). Par conséquent y = a−1u′′amk varie dans

un compact fixé de G(A), disons ΓG
(40). Cela a pour conséquence que la somme sur

η dans la définition de ΞR
Q(ay) porte sur un sous-ensemble fini de U

MQ

F qui peut être
choisi indépendemment de y ∈ ΓG, disons E. Puisque F est un corps de fonctions,
pour tout (y, η) ∈ ΓG ×E, la fontion Λ 7→ g(y,Λ, η) sur u∗Q(A) est à support compact
comme transformée de Fourier d’une fonction lisse et à support compact sur uQ(A).
D’après la fin de la preuve ce [LW, 9.1.1], si d0(T ) est assez grand, pour Λ ∈ n∨(Q,R)
l’élément Ad∗

a−1(Λ) sort du support de g(y, ·, η) pour tout (y, η) ∈ ΓG×E(41). Le terme
(1) associé à la paire (Q,R) avec P0 ⊂ Q ( R ⊂ G est donc nul, ce qui achève la
preuve de la proposition.

5. Décomposition suivant les F -strates unipotentes

Les hypothèses sont celles de la section 4, à l’exception des sous-sections 5.1 et 5.2
où F est un corps de nombres. Les principaux résultats de cette section sont regroupés
en 5.3 et leurs démonstrations sont données dans les sous-sections suivantes.

5.1. La stratégie d’Arthur. — On suppose dans cette sous-section que F est un
corps de nombres. On sait que la variété unipotente U est réunion d’un nombre fini
de G-orbites O(42). Pour une G-orbite O ⊂ U, supposée définie sur F (43), notons O

la fermeture de Zariski de O dans G (i.e. dans U). La stratégie d’Arthur [A2] pour
estimer l’intégrale

∫

XG

Λ
T
dKO(x, x) dx avec KO(x, y) =

∑

η∈O(F )

f(x−1ηy)

(40)Observons que ΓG ne dépend pas de la fonction f ; il dépend bien sûr de G, Q et R mais aussi
de K, ΓMQ

et SUR
Q

.
(41)C’est ici qu’intervient le groupe K′ dans la remarque 4.2.3 (ii) : fixé K′, il existe un sous-groupe
ouvert compact ΓuQ de uQ(A) telle que pour toute fonction f ∈ Cc(G(A)//K′) et tout (y, η) ∈ ΓG×E,
la fonction X 7→ f(y−1ηj(X)y) sur uQ(A) soit invariante par ΓuQ , ce qui a pour conséquence que
le support de sa transformée de Fourier Λ 7→ g(y,Λ, η) est contenu dans le sous-ensemble ouvert
compact {Λ ∈ u∗Q(A) |ψ(〈Λ, X〉) = 1, ∀X ∈ ΓuQ} de u∗Q(A).
(42)D’après Lusztig [L1], cela reste vrai sur un corps de fonctions mais nous n’utiliserons pas ce
résultat ici.
(43)Précisément, Arthur considère la fermeture de Zariski U(F ) de U(F ) dans G, qui est une variété
en général plus petite que U (e.g. si G est F -anisotrope). De plus, il regroupe les orbites unipotentes
géométriques en Gal(F/F )-orbites et traite toutes ces Gal(F/F )-orbites. Parmi ces dernières, on a
les orbites unipotentes géométriques définies sur F , c’est-à-dire celles qui sont stables sous l’action
de Gal(F/F ). Les orbites géométrique O qui nous intéressent sont celles qui possèdent un point
F -rationnel, c’est-à-dire telles que O ∩G(F ) 6= ∅ ; elles sont toutes définies sur F .
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consiste à remplacer la fonction f ∈ C∞
c (G(A)) par une famille de fonctions dont le

support est de plus en plus proche du sous-ensemble O(A) de G(A), puis par passage
à la limite d’en déduire un polynôme en T , disons JT

O
(f), qui approxime l’expression

∫

XG

Λ
T
dKO

(x, x) dx avec K
O
(x, y) =

∑

{O′ |O′⊂O}

KO′(x, y) .

Par récurrence sur le nombre de G-orbites contenues dans O, il en déduit un polynôme
en T , disons JT

O
(f), qui approxime l’expression

∫

XG

Λ
T
dKO(x, x) dx

et (par construction) vérifie la décomposition

JT
O
(f) =

∑

{O′ |O′⊂O}

JT
O (f) .

5.2. La variante de Hoffmann. — Continuons avec les hypothèses et les notations
de 5.1. La variante de Hoffmann consiste à définir, pour chaque P ∈ Pst, un noyau

KP,O(x, y) =
∑

{O′ | IG,LS

P
(O′)=O}

∑

η′∈O′(F )

∫

UP (A)

f(x−1η′uy) du

où O′ parcourt les orbites géométriques de UMP telles que O soit l’induite parabolique
IG,LS

P (O′) de O′ au sens de de Lusztig-Spaltenstein [LS] (voir 3.7). Observons que ce
noyau modifié n’est autre que l’analogue de KP,unip(x, y) où la somme sur UMP

F a été
remplacée par une somme sur les points F -rationnels des orbites géométriques O′ de
UMP telles que IG,LS

P (O′) = O. On pose ensuite, pour T ∈ a0,

kTO(x) =
∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

ξ∈P (F )\G(F )

τ̂P (H0(ξx) − T )KP,O(ξx, ξx) .

On a donc l’égalité
kTunip(x) =

∑

O

kTO(x)

où O parcourt les orbites géométriques de UG qui possèdent un point F -rationnel.
Pour T assez régulier, on en déduit au moins formellement l’égalité

JTunip(f) =
∑

O

∫

XG

kTO(x) dx .

Hoffmann [Ho] a conjecturé que cette expression est absolument convergente :
∑

O

∫

XG

|kTO(x)| dx < +∞ .

Cette conjecture a été démontrée par Finis et Lapid [FL] pour des fonctions test bien
plus générales que les fonctions localement constantes à support compact (voir aussi
1.1). Précisément, si T ∈ a0 est assez régulier, pour chaque G-orbite O ⊂ U = UG qui
possède un point F -rationnel, on a (loc. cit.) :
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– l’intégrale
∫
XG

kT
O
(x) dx est absolument convergente ;

– l’application T 7→
∫
XG

kT
O
(x) dx est un polynôme en T qui approxime l’intégrale∫

XG
Λ

T
dKO(x, x) dx, autrement dit le polynôme JT

O
(f) associé par Arthur à

l’orbite O est donné par l’intégrale

JT
O (f) =

∫

XG

kTO(x) dx .

C’est l’analogue de ces résultats pour les corps de fonctions que nous allons établir
ici, en remplaçant les G-orbites O ⊂ U qui possédent un point F -rationnel par les
F -strates de FU qui possèdent un point F -rationnel, i.e. par F -strates de UF .

5.3. Énoncé des résultats. — À partir de maintenant, les hypothèses sont celles
de la section 4 ; en particulier F est un corps global de caractéristique p > 1.

On commence par reprendre en les adaptant les définitions de 5.2. On note [UF ]
l’ensemble des F -strates de UF = UG

F . Pour Y ∈ [UF ] et P ∈ Pst, on définit un noyau

KP,Y(x, y) =
∑

Y′∈[U
MP
F ]

IG
F,P (Y′)=Y

∑

η′∈Y′

∫

UP (A)

f(x−1η′uy) du .

En notant ξP,Y la fonction sur UG
F ∩ P (F ) = UMP

F UP (F ) définie par

ξP,Y(η) =

{
1 si IGF,P (η) = Y

0 sinon
,

on a donc

KP,Y(x, y) =
∑

η∈U
MP
F

ξP,Y(η)

∫

UP (A)

f(x−1ηuy) du .

Observons qu’on n’a pas besoin de 3.7.16 (indépendance de IGF,P par rapport à P ) pour
définir KP,Y(x, y) et que si la F -strate Y de UF n’est l’induite parabolique d’aucune
F -strate de UMP

F , alors KP,Y = 0. Pour x = y, on écrira aussi KP,Y(x) = KP,Y(x, x).
Puisque ∑

Y∈[UF ]

ξP,Y(η) = 1 pour tout η ∈MP (F ) ,

on a l’égalité

KP,unip(x, y) =
∑

Y∈[UF ]

KP,Y(x, y) .

Pour P = G, KY = KG,Y est donné par

KY(x, y) =
∑

η∈Y

f(x−1ηy) .

Pour T ∈ a0, on pose

kTY(x) =
∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

ξ∈P (F )\G(F )

τ̂P (H0(ξx)− T )KP,Y(ξx) .
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On a l’égalité

kTunip(x) =
∑

Y∈[UF ]

kTY(x) .

Théorème 5.3.1. — Si T ∈ a0 est assez régulier, c’est-à-dire si d0(T ) ≥ cf pour
une constante cf > 0 dépendant de f , on a

∑

Y∈[UF ]

∫

XG

|kTY(x)| dx < +∞ .

Puisque l’ensemble [UF ] est fini, le théorème 5.3.1 est une conséquence de la

Proposition 5.3.2. — Soit Y ∈ [UF ]. Il existe une constante c0 > 0 telle que
pour tout ǫ > 0, il existe des constantes c > 0 et ǫ′ > 0 telles que pour tout T ∈ a0 tel
que d0(T ) ≥ c0 et d0(T ) ≥ ǫ‖T ‖, on ait

∫

XG

∣∣FG
P0
(x, T )KY(x, x) − kTY(x)

∣∣ dx ≤ cq−ǫ′‖T‖ .

Remarque 5.3.3. — Les constantes c0 > 0 et c > 0 dépendent de f mais on peut
préciser cette dépendance comme dans la remarque 4.2.3 (ii). Fixons un sous-groupe
ouvert compact K ′ de G(A) et un sous-ensemble ouvert compact Ω de G(A) tel que
K ′ΩK ′ = Ω. Alors en remplaçant dans l’énoncé « il existe une constante c > 0 » par
« il existe une constante c′ > 0 » et en posant c = c′‖f‖ avec ‖f‖ = supx∈G(A) |f(x)|,
l’inégalité de la proposition 5.3.2 est vraie pour toute fonction f ∈ C(Ω//K ′).

On a aussi :

Proposition 5.3.4. — Soit Y ∈ [UF ]. Il existe une fonction

T 7→ JTY(f)

dans PolExp telle que pour T ∈ a0,Q assez régulier (précisément, tel que d0(T ) ≥ cf
pour une constante cf > 0 dépendant de f), on ait

JTY(f) =

∫

XG

kTY(x) dx .

Remarque 5.3.5. — Puisque la fonction T 7→ JTY(f) est dans PolExp, l’intégrale∫
XG

kTY(x) dx (qui est absolument convergente si T est assez régulier, d’après 5.3.1)

la caractérise de manière unique. D’après 5.3.2, la distribution f 7→ JTY(f) sur G(A)

annule toute fonction f ∈ C∞
c (G(A)) qui s’annulle sur l’ensemble(44)

G(A) •Y = {gug−1 | g ∈ G(A), u ∈ Y} (⊂ YA) .

Corollaire 5.3.6. — On a l’égalité dans PolExp

JTunip(f) =
∑

Y∈[UF ]

JTY(f) .

(44)On renvoie à C.1 pour la définition de YA.
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D’après 5.3.2, la fonction T 7→ JTY(f) de 5.3.4 est asymptotique à l’intégrale
∫

XG

FG
P0
(x, T )KY(x, x) dx =

∫

XG

Λ
T
dKY(x, x) dx .

Observons que si la F -strate Y de UF n’est l’induite parabolique d’aucune F -strate
de UMP

F avec P 6= G, alors la fonction T 7→ JTY(f) ne dépend pas de T et on peut
noter JY(f) sa valeur constante ; on a donc

JY(f) =

∫

XG


∑

η∈Y

f(x−1ηx)


 dx

et l’intégrale est absolument convergente.

Remarque 5.3.7. — Considérons la F -strate unipotente triviale Y = {1}. Elle
n’est l’induite parabolique d’aucune F -strate de UMP

F avec P 6= G et la constante
J{1}(f) est donnée par

J{1}(f) = vol(XG)f(1) .

Rappelons que FG
P0
(·, T ) est la fonction caractéristique de G(F )SG

P0
(TG, T ) et que

l’on a choisi SG
P0
(TG, T ) de telle manière que FG

P0
(·, T ) soit invariante par AG(A).

Notons SG
P0
(TG, T ) l’image de SG

P0
(TG, T ) dans XG. Alors

∫

XG

Λ
T
dK{1}(x, x) dx =

∫

XG

FG
P0
(x, T )f(1) dx = vol(SG

P0
(TG, T ))f(1) .

La démonstration de la proposition 5.3.2 occupe les sous-sections 5.5 à 5.8 ; une es-
quisse des différentes étapes de cette démonstration est donnée en 5.4. La proposition
5.3.4 est démontrée en 5.9.

5.4. Les étapes de la démonstration de 5.3.2. — La preuve de 5.3.2 est longue
et laborieuse. Les premières réductions sont les mêmes que celles du début de la
preuve de 4.2.2, raffinées comme dans celle de [A2, theorem 3.1] : il suffit en effet de
remplacer l’ensemble UF de tous les éléments unipotents de G(F ) par la F -strate Y

de UF . La différence avec la preuve de 4.2.2 est qu’ici, on ne passe pas via la formule
de Poisson à l’annulateur n∨ de uQ(F ) dans u∗Q(A) : les somme rationnelles sont
des intégrales de fonctions à support compact mais qui en général ne sont pas lisses
(voir la remarque 5.4.1). L’ingrédient essentiel sera ici encore la formule de Poisson
mais on l’utilisera plus loin (précisément, dans le lemme 5.6.2), après une série de
manipulations et d’estimées assez peu intuitives, qui reprennent en les adaptant les
arguments de [CL] et [C].

On décrit dans cette sous-section 5.4 les principales étapes de preuve de 5.3.2. On
procède par réductions successives, comme dans la preuve de 4.2.2.

La F -strate Y de UF étant fixée, l’intégrale
∫

XG

|kTY(x)| dx
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est bornée par une somme, indexée par les paires Q ⊂ R de sous-groupes paraboliques
standard, d’expressions obtenues en remplaçant dans 4.2 (1) le terme KP,unip(x) par
le terme KP,Y(x). Pour Q = R = G, l’expression est égale à l’intégrale (absolument
convergente) ∫

XG

FG
P0
(x, T ) |KY(x, x)| dx ;

et pour Q = R 6= G, l’expression est nulle. On est donc ramené à majorer, pour les
paires Q ( R, l’intégrale

(1)

∫

YQ

FQ
P0
(x, T )σR

Q(H0(x)− T )
∣∣KR

Q,Y(x)
∣∣ dx

avec
KR

Q,Y(x) =
∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aGKP,Y(x) .

Remarque 5.4.1. — Comme dans la preuve de 4.2.2, l’expression KR
Q,Y(x) est

égale à

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aG

∑

η∈U
MQ

F


 ∑

ν∈UQ(F )

ξP,Y(ην)

∫

SUP

f(x−1ηνux) du


 .

À la F -strate Y est associée en C.1 une A-strate YA de UA. Soit ξP,YA
la fonction

sur UMP

A UP (A) définie par

ξP,YA
(γ) =

∏

v∈|V|

ξP,YFv
(γv) pour γ =

∏

v

γv .

La fonction ξP,YA
ainsi définie prolonge ξP,Y. Elle est invariante par translations à

droite et à gauche par UP (A), et aussi par conjugaison dans P (A). La fonction

X 7→ ξP,YA
(ηj(X))

∫

SUP

f(x−1ηj(X)ux) du

sur uQ(A) est à support compact mais elle n’est en général pas lisse (rappelons que
j : uQ → UQ est un F -isomorphisme de variétés compatible à l’action de AQ). On
peut bien sûr définir sa transformée de Fourier, pour Λ ∈ u∗Q(A) :

gP,Y(x,Λ, η) =

∫

uQ(A)

ψ(〈Λ, X〉)ξP,YA
(ηj(X))

(∫

SUP

f(x−1ηj(X)ux) du

)
dX .

Pour Λ ∈ n∨, l’intégrale en u ∈ SUP
est absorbée par l’intégrale en X : on a

gP,Y(x,Λ, η) =

∫

uQ(A)

ψ(〈Λ, X〉)ξP,YA
(ηj(X))f(x−1ηj(X)x) dX

avec
gP,Y(x,Λ, η) = 0 si Λ|uP (A) 6= 0 .

La fonction Λ 7→ gP,Y(x,Λ, η) sur u∗Q(A) est lisse mais contrairement à la fonction
g de la preuve de 4.2.2, elle n’est en général pas à support compact. On ne peut
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donc pas lui appliquer la formule de Poisson. De plus la présence de la fonction ξP,YA

perturbe la somme alternée sur les P .

Pour obtenir les estimées nécessaires à la suite de la démonstration, on commence
par raffiner l’intégrale à majorer (1) : grâce à la partition [LW, 3.6.3] appliquée au
sous-groupe parabolique Q, on se ramène à majorer, pour Q1 ∈ PQ(P0) et T1 ∈ a0
assez régulier, l’intégrale

(2)

∫

YQ1

FQ1

P0
(x, T1)τ

Q
Q1

(H0(x) − T1)F
Q
P0
(H0(x) − T )σR

Q(H0(x) − T )|KR
Q,Y(x)| dx .

Rappelons que

YQ1 = AG(A)Q1(F )\G(A) et ZQ1 = AG(A)AQ1 (F )\AQ1(A) .

En utilisant la décomposition d’Iwasawa G(A) = UQ1(A)MQ1(A)K et en remplaçant
l’intégrale sur AG(A)MQ1(F )\MQ1(A) par une intégrale sur ZQ1 ×S∗

MQ1
où S∗

MQ1

est un ensemble de Siegel pour le quotient XMQ1
, on obtient que l’intégrale (2) est

essentiellement majorée(45) par une intégrale du type

(3)

∫

ZQ1 (T,T1)

δQ1(a)
−1|KR

Q,Y(ax)| da pour x ∈ ΓG ,

où ZQ(T, T1) est un sous-ensemble (défini explicitement) de

Z
R,+
Q1

= {a ∈ ZQ1 | 〈α,HQ1(a)〉 > 0, ∀α ∈ ∆R
Q1

}

et ΓG est un sous-ensemble compact de G(A) indépendant de a. Ainsi pour estimer
l’intégrale (3), il faut commencer par majorer l’expression δQ1(a)

−1|KR
Q,Y(ax)|.

On prouve — c’est la majoration fondamentale de la démonstration de 5.3.2 —
que pour chaque racine α ∈ ∆R

Q1
r∆R

Q, il existe une constante c > 0 telle que pour

tout a ∈ Z
R,+
Q1

et tout x ∈ ΓG, on ait

(4) δQ1(a)
−1|KR

Q,Y(ax)| ≤ cq−〈α,HQ1 (a)〉 .

Cela entraîne que l’intégrale (3) est essentiellement majorée par

(5)

∫

ZQ1 (T,T1)

∏

α∈∆R
Q1

r∆Q

Q1

q−r〈α,HQ1(a)〉 da avec r−1 = |∆R
Q1

r∆Q
Q1

| .

On en déduit comme dans [CL] et [C] qu’il existe une constante c0 > 0 telle que pour
tout ǫ > 0, il existe des constantes c1 > 0 et ǫ′1 > 0 telles que pour tout T ∈ a0 tel que
d0(T ) > c0 et d0(T ) > ǫ‖T ‖, l’intégrale (5) soit majorée par c1q−ǫ′1‖T‖. Compte-tenu
des réductions successives effectuées précédemment, cela prouve 5.3.2.

Les différentes étapes de la démonstration de 5.3.2 décrite ci-dessus sont organisées
comme suit :

– en 5.5, on prouve des résultats élémentaires basés sur la formule de Poisson ;
– en 5.6, le triple Q1 ⊂ Q ( R et un sous-ensemble compact ΓG de G(A) étant

fixés, on prouve la majoration (4) ;

(45)C’est-à-dire qu’il existe une constante c > 0 telle que (2) ≤ c (3).
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– en 5.7, on définit l’ensemble ZQ1(T, T1) et on majore l’intégrale (3) ;
– en 5.8, on achève la démonstration de 5.3.2.

5.5. Quelques lemmes utiles. — Les résultats contenus dans cette sous-section
seront utilisés dans la preuve de 5.6.2.

Commençons par un résultat élémentaire :

Lemme 5.5.1. — Soit V un espace vectoriel sur F de dimension finie n. Posons
VA = V ⊗F A et soit φ ∈ C∞

c (VA) avec φ ≥ 0.

(i) Il existe une constante c > 0 telle que pour tout a ∈ A× avec |a|A > 1, on ait
∑

v∈V (F )

φ(a · v) ≤ c et
∑

v∈V (F )

|a|−n
A φ(a−1 · v) ≤ c .

(ii) Pour tout entier k ≥ 1, il existe une constante c > 0 telle que pour tout a ∈ A×

avec |a|A > 1, on ait
∑

v∈V (F )r{0}

φ(a · v) ≤ c|a|−k
A .

Démonstration. — Fixons une base e1 . . . , en de V sur F et pour v ∈ VA, écrivons
v =

∑n
i=1 ei ⊗ vi avec vi ∈ A. On note φ̂ ∈ C∞

c (VA) la transformée de Fourier de φ
définie par

φ̂(v′) =

∫

VA

ψ(
∑n

i=1viv
′
i)φ(v) dv

où ψ est un caractère additif non trivial de A trivial sur F et dv est la mesure de
Haar sur VA telle que vol(V \VA) = 1.

La première assertion du point (i) est claire et la seconde se déduit de la première
par la formule de Poisson : pour tout a ∈ A×, on a

∑

v∈V

|a|−n
A φ(a−1 · v) =

∑

v∈V

φ̂(a · v) .

Quant au point (ii), il suffit d’appliquer la première assertion du point (i) à la fonction
φk définie par φk(v) = ‖v‖kφ(v) avec ‖v‖ =

∑n
i=1|vi|A.

Le lemme suivant est la version « corps de fonctions » de [A2, 3.2] (pour P = P0),
qui est lui-même une version édulcorée de [LW, 12.2.1](46).

Lemme 5.5.2. — Soient f ∈ C∞
c (G(A)), P ∈ Pst et X ∈ aP . Il existe une con-

stante c > 0 telle que pour tout a ∈ AP (A) avec τP (HP (a)−X) = 1, on ait

δP (a)
−1

∑

γ∈G(F )

|f(a−1γa)| ≤ c .

(46)Ce résultat est cité un peu rapidement pour les corps de fonctions en [LL, 12.2.1], raison pour
laquelle nous détaillons la preuve de 5.5.2. Observons que l’ingrédient principal de cette preuve n’est
autre que la seconde inégalité de 5.5.1 (i).
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Remarque 5.5.3. — Observons que seule la restriction f1 de f à G(A)1 joue un
rôle pertinent dans ce résultat. La dépendance à l’égard de f1 est la même que
pour 5.3.2 (cf. 5.3.3) : fixés un sous-groupe ouvert compact K ′ de G(A) et un sous-
ensemble ouvert compact Ω de G(A)1 tel que K ′ΩK ′ = Ω, il existe une constante
c′ > 0 telle que, en posant c = c′‖f1‖, l’inégalité 5.5.2 est vraie pour toute fonction f
telle que f1 ∈ C(Ω//K ′).

Démonstration. — Pour Y ∈ aP0 tel que 〈α, Y 〉 < 0 pour tout α ∈ ∆P
0 , on a

τP0(H0(a)− (X + Y )) = τP (HP (a)−X) pour tout a ∈ AP (A) .

Puisque d’autre part δP0(a) = δP (a) pour tout a ∈ AP (A), il suffit de démontrer le
lemme pour P = P0.

On suppose donc P = P0 et on procède comme dans la preuve de [LW, 12.2.1].
Notons Ω le support de la restriction de f à G(A)1. Soient a ∈ A0(A) et γ ∈ G(F )
tels que

τP0(H0(a)−X) = 1 et a−1γa ∈ Ω .

D’après la partition [LW, 3.6.3], si T1 ∈ a0 est assez régulier (ne dépendant que de
G), il existe un unique Q ∈ Pst tel que

FQ
P0
(a, T1)τQ(H0(a)− T1) = 1 .

Soit BG
Q ⊂ A0(A) l’image d’une section du morphisme composé

AQ(A) → AQ(A)/AG(A) → B
G
Q .

la condition FQ
P0
(a, T ) = 1 implique que la projection HQ de H = H0(a) sur aQ0

reste dans un compact de a
Q
0 . On en déduit qu’il existe un compact ω de A0(A) tel

que a appartienne à BG
QωAG(A). Écrivons a = ba′ avec b ∈ B0

Q et a′ ∈ ωAG(A).
La condition a−1γa ∈ Ω équivaut à b−1γb ∈ Ω′ =

⋃
a′∈ω a

′Ωa′−1. D’autre part la
condition b−1γb ∈ Ω′ équivant à γb ∈ bΩ′. On a donc τQ(H0(γb) − T2) = 1 pour
un T2 ∈ T1 + H0(Ω

′). Pour T1 assez régulier, le lemme [LW, 3.6.1] assure que γ
appartient à Q(F ). On écrit γ = δη avec δ ∈ MQ(F ) et η ∈ UQ(F ). Pour b ∈ BG

Q,
on a b−1γb = δb−1ηb et la condition b−1γb ∈ Ω′ assure que δ reste dans un compact
de MQ(F ). On est donc ramené à évaluer le nombre de η ∈ UQ(F ) tels que b−1ηb
appartienne à un sous-ensemble ouvert compact, disons C, de UQ(A). Fixons un
F -isomorphisme de variétés j : uQ → UQ compatible à l’action de AQ. Notons
φ ∈ C∞

c (uQ(A)) la fonction caractéristique de j−1(C). On veut évaluer l’expression∑
Y ∈uQ(F ) φ(b

−1Y b). Considérons la transformée de Fourier φ̂ ∈ C∞
c (u∗Q(A)) de φ,

définie par

φ̂(Λ) =

∫

uQ(A)

ψ(〈Λ, Y 〉)φ(Y ) dY pour Λ ∈ u∗Q(A) .

En notant n∨ l’annulateur de uQ(F ) dans u∗Q(A), la formule de Poisson donne
∑

Y ∈uQ(F )

φ(Adb−1(Y )) = δQ(b)
∑

Λ∈n∨

φ̂(Ad∗b−1(Λ)) avec Ad∗
b−1(Λ) = Λ ◦Adb .
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Rappelons que b = aa′−1 avec a′ ∈ ωAG(A) et τP0(H0(a) −X) = 1. Ces conditions
impliquent que :

– en dehors d’un nombre fini de b (dépendant de X), l’automorphisme Ad∗
b−1 de

u∗Q(A) dilate u∗Q(A), par conséquent la somme sur Λ ∈ n∨ est bornée par une
constante indépendante de b ;

– δQ(b) est essentiellement majoré par δP0(a), c’est-à-dire qu’il existe une con-
stante c1 (dépendant de ω) telle que δP (b) ≤ c1δP0(a).

Cela achève la démonstration du lemme.

5.6. Majoration de sommes rationnelles. — Dans cette sous-section, on fixe
une F -strate Y de UF . On fixe aussi deux éléments Q ⊂ R de Pst tels que Q 6= R et
un élément Q1 ∈ FQ(P0). On a donc

P0 ⊂ Q1 ⊂ Q ( R ⊂ G .

On pose ZQ1 = AG(A)AQ1 (F )\AQ1(A) et

Z
R,+
Q1

= {a ∈ ZQ1 , | 〈α,HQ1(a)〉 > 0 pour toute racine α ∈ ∆R
Q1

} .

Pour P ∈ Pst avec Q ⊂ P ⊂ R, on pose

AP,Y(g) =
∑

γ∈U
MP
F ∩Q(F )

ξP,Y(γ)

∫

UP (A)

f(g−1γug) du .

Soit

(1) KR
Q,Y(g) =

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

ǫPAP,Y(g) avec ǫP = (−1)aP−aG .

L’objectif est ici d’établir, pour chaque racine α ∈ ∆R
Q1

r ∆Q
Q1

, une majoration

uniforme de l’expression δQ1(a)
−1|KR

Q,Y(ax)|, valable pour tout a ∈ Z
R,+
Q1

et tout x
dans un sous-ensemble compact ΓG de G(A) fixé (cf. 5.6.4 pour un résultat précis).
On adapte pour cela le travail de Chaudouard [C, 3.7-3.12].

Soit α ∈ ∆R
Q1

r∆Q
Q1

et soit S ∈ Pst le F -sous-groupe parabolique propre maximal
de G contenant Q1 défini par la condition

∆S
Q1

= ∆Q1 r {α} .

Puisque α n’appartient pas à l’ensemble des racines de AQ1 dans MQ, on a aussi
l’inclusion Q ⊂ S. L’application

(2) P 7→ P ∩MS

induit une application surjective de F
R(Q) sur l’ensemble F

R∩MS (Q ∩MS) des F -
sous-groupes paraboliques de MS contenus entre Q ∩MS et R ∩MS . Soit P̃ un F -
sous-groupe parabolique de MS . Il a exactement deux antécédents par l’application
(2) : l’un, noté P , est contenu dans S tandis que l’autre, noté P ′, ne l’est pas. De
plus on a

P = S ∩ P ′ .
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Pour un tel P̃ correspondant au couple (P, P ′), on pose

AP̃ ,Y(g) = ǫPAP,Y(g) + ǫP ′AP ′,Y(g) .

D’après (1), on a

(3) KR
Q,Y(g) =

∑

P̃

AP̃ ,Y(g)

où P̃ parcourt les éléments de FR∩MS (Q ∩MS).
Fixons un élément P̃ ∈ FR∩MS (Q ∩MS). On se propose dans un premier temps

de récrire l’expression AP̃ ,Y(g). Rappelons que j0 : u0 → U0 est un F -isomorphisme
de variétés compatible à l’action de A0. Il induit par restriction un F -isomorphisme
de variétés

j = jP
′

P : uP
′

P = Lie(UP ′

P ) → UP ′

P

lui aussi compatible à l’action de A0 ; avec (rappel) UP ′

P = UP ∩MP ′ . L’expression
AP ′,Y(g) est égale à

(4)
∑

γ∈U
MP
F ∩Q(F )

∑

X∈uP ′

P (F )

ξP ′,Y(γj(X))

∫

UP ′(A)

f(g−1γj(X)u′g) du′ .

Notons ξP̃ ,Y la fonction sur P (F ) définie par

ξP̃ ,Y = ǫP ξP,Y + ǫP ′ξP ′,Y|P (F )

et A1
P ′,Y(g), resp BP̃ ,Y(g) l’expression obtenue en remplaçant la fonction ξP ′,Y par

ξP,Y, resp. ξP̃ ,Y, dans l’expression (4). Puisque ǫP + ǫP ′ = 0 et ǫP ′ǫP ′ = 1, on a

(5) AP ′,Y(g) = A1
P ′,Y(g) + ǫP ′BP̃ ,Y(g) .

On note n∨ l’annulateur de uP
′

P (F ) dans u
P ′,∗
P (A). La formule de Poisson relative à

la somme sur uP
′

P (F ) donne
∑

X∈uP ′

P
(F )

∫

UP ′ (A)

f(g−1γj(X)u′g) du′ =
∑

Λ∈n∨

∫

UP (A)

ψ(Λ, u)f(g−1γug) du

où l’on a posé
Ψ(Λ, u) = Ψ(〈Λ, XP ′

P 〉) si u = j(X) .

Puisque la fonction ξP,Y sur UG
F ∩ P (F ) = UMP

F UP (F ) est invariante à droite par
UP (F ), on obtient

(6) A1
P ′,Y(g) = AP,Y(g) +BP,Y(g)

où l’on a posé

BP,Y(g) =
∑

γ∈U
MP
F

∩Q(F )

ξP,Y(γ)
∑

Λ∈n∨r{0}

∫

UP (A)

ψ(Λ, u)f(g−1γug) du .

Les décompositions (5) et (6) donnent

(7) AP̃ ,Y(g) = ǫP ′BP,Y(g) +BP̃ ,Y(g) = −ǫPBP,Y(g) +BP̃ ,Y(g) .
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Traitons maintenant l’expression BB̃,Y(g). Pour γ ∈ UMP

F , posons

IP
′

F,P (γ) = I
MP ′

F,P∩MP ′
(γ) .

Lemme 5.6.1. — Soient γ ∈ UMP

F et ν ∈ UP ′

P (F ). Alors

γν ∈ IP
′

F,P (γ) ⇒ ξP̃ ,Y(γν) = 0 .

Démonstration. — Si γν ∈ IP
′

F,P (γ), alors IGF,P ′(γν) = IGF,P (γ) d’après 3.7.10 et donc
ξP,Y(γ) = ξP ′,Y(γν). D’où le lemme puisque ǫP + ǫP ′ = 0

Le lemme 5.6.1 implique que l’expression BP̃ ,Y(a) est égale à

(8)
∑

γ∈U
MP
F ∩Q(F )

∑

X∈uP ′

P (F )

γj(X)/∈IP ′

F,P (γ)

ξP̃ ,Y(γj(X))

∫

UP ′ (A)

f(a−1γj(X)u′a) du′ .

Lemme 5.6.2. — Soit P̃ ∈ FR∩MS (Q ∩MS).

(i) Pour tout entier k ≥ 1, il existe une constante c = ck > 0 telle que pour tout

a ∈ Z
R,+
Q1

, on ait

δQ1 (a)
−1|BP,Y(a)| ≤ cq−k〈α,HQ1 (a)〉 .

(ii) Il existe une constante c̃ > 0 telle que pour tout a ∈ Z
R,+
Q1

, on ait

δQ1(a)
−1|BP̃ ,Y(a)| ≤ c̃q−〈α,HQ1 (a)〉 .

Démonstration. — Prouvons (i). Posons

fP ′(g) =

∫

UP ′ (A)

f(gu′) du′ .

L’expression BP,Y(a) est égale à
∑

γ∈U
MP
F

∩Q(F )

ξP,Y(γ)
∑

Λ∈n∨r{0}

∫

uP ′

P (A)

ψ(〈Λ, X〉)δP ′ (a)fP ′(a−1γj(X)a) dX

soit encore à
∑

γ∈U
MP
F ∩Q(F )

ξP,Y(γ)
∑

Λ∈n∨r{0}

∫

uP ′

P
(A)

ψ(〈Λ,Ada(X)〉)δP (a)fP ′(a−1γaj(X)) dX .

Pour Λ ∈ u
P ′,∗
P (A) et m ∈MP (A), posons

g(Λ,m) =

∫

uP ′

P
(A)

ψ(〈Λ, X〉)fP ′(mj(X)) dX

La fonction Λ 7→ g(·,m), comme transformée de Fourier d’une fonction lisse à support
compact, est elle aussi lisse à support compact. On en déduit qu’il existe des fonctions
positives φ ∈ C∞

c (uP
′,∗

P (A)) et h ∈ C∞
c (MP (A)) telles que

|g(Λ,m)| ≤ φ(Λ)h(m) pour tout (Λ,m) ∈ u
P ′,∗
P (A)×MP (A) .
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L’expression δQ1(a)
−1|BP,Y(a)| est donc majorée par le produit des expressions

(9) δQ1 (a)
−1δP (a)

∑

γ∈U
MP
F

h(a−1γa)

et

(10)
∑

Λ∈n∨r{0}

φ(Ad∗
a−1(Λ)) .

Pour a ∈ ZQ1 , on a

δQ1 (a)
−1δP (a) = δP0(a)

−1δP (a) = δP0∩MP
(a)−1 ,

et si de plus a appartient à Z
R,+
Q1

, alors 〈β,HQ1(a)) > 0 pour toute racine β ∈ ∆P
Q1

;
en d’autres termes τPQ1

(HQ1(a)) > 0. On en déduit (5.5.2) que l’expression (9) est

majorée par une constante c > 0 indépendante de a ∈ Z
R,+
Q1

.

Quant à l’expression (10), notons Φ = R
UP ′

P

Q1
(⊂ R

+
Q1

) l’ensemble des racines de

AQ1 dans UP ′

P = UP ∩MP ′ . Pour θ ∈ Φ, notons uθ le sous-espace de uP
′

P = Lie(UP ′

P )

associé à θ et n∨θ l’annulateur de uθ(F ) dans u∗θ(A). Pour Λ ∈ u
P ′,∗
P (A), écrivons

Λ =
∑

θ∈ΦΛθ avec Λθ = Λ|uθ(A) ∈ u∗θ(A). On a donc

Ad∗a−1(Λ) =
∑

θ∈Φ

θ(a)Λθ pour tout a ∈ ZQ1 .

De plus il existe des fonctions φθ ∈ C∞
c (u∗θ(A)) telles que

φ(Λ) ≤
∏

θ∈Φ

φθ(Λθ) pour tout Λ ∈ u
P ′,∗
P (A) .

On en déduit que l’expression (10) est majorée par le produit sur les θ ∈ Φ des
expressions

(11)


 ∑

Λ∈n∨
θ
r{0}

φθ (θ(a)Λθ)


 ·


 ∏

µ∈Φr{θ}

∑

Λµ∈n∨
µ

φµ (µ(a)Λµ)


 .

Puisque pour µ ∈ Φ et a ∈ Z
R,+
Q1

, on a |µ(a)|A = q〈θ,HQ1(a)〉 > 1, d’après 5.5.1 (ii),
le terme de droite dans l’expression (11) est majoré par une constante indépendante
de a ∈ Z

R,+
Q1

; et d’après 5.5.1 (ii), pour tout entier k ≥ 1, le terme de gauche dans

l’expression (11) est majoré par cq−k〈θ,HQ1(a)〉 pour une constante c > 0 elle aussi
indépendante de a ∈ Z

R,+
Q1

. Comme θ s’écrit θ =
∑

β∈∆P ′

Q1

nββ avec nβ ≥ 0 et nα > 0,
on a

q−k〈θ,HQ1(a)〉 ≤ q−k〈α,HQ1 (a)〉 pour tout a ∈ Z
R,+
Q1

.

D’où le point (i) puisque

q−|Φ|k〈α,HQ1 (a)〉 ≤ q−k〈α,HQ1 (a)〉 .
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Prouvons (ii). L’expression BP̃ ,Y(a) est égale à

(12)
∑

γ∈U
MP
F ∩Q(F )

∑

X∈uP ′

P (F )

γj(X)/∈IP ′

F,P (γ)

ξP̃ ,Y(γj(X))δP ′ (a)fP ′(a−1γj(X)a) .

Il existe des fonctions positives h ∈ C∞
c (MP (A)) et φ ∈ C∞

c (uP
′

P (A)) telles que

|fP ′(mj(X))| ≤ h(m)φ(X) pour tout (m,X) ∈MP (A)× uP
′

P (A) .

L’expression δQ1(a)
−1|BP̃ ,Y(a)| est donc majorée par l’expression

(13) δQ1(a)
−1δP (a)

∑

γ∈U
MP
F

h(a−1γa)Φ(a, γ)

avec

(14) Φ(a, γ) = δP (a)
−1δP ′(a)

∑

X∈uP ′

P (F )

γj(X)/∈IP ′

F,P (γ)

φ(Ada−1(X)) .

On a vu plus haut que l’expression (9) — obtenue en prenant Φ ≡ 1 dans l’expression
(13) — est majorée par une constante indépendante de a ∈ Z

R,+
Q1

. Il suffit donc pour

prouver (ii) de montrer que l’expression (14) est majorée par cq−〈α,HQ1(a)〉 pour une
constante c > 0 indépendante de a ∈ Z

R,+
Q1

. Quant à l’expression (14), la condition

γν /∈ IP
′

F,P (γ) est difficile à manipuler. En effet rappelons que la F -strate IP
′

F,P (γ) de

UM ′

F est définie par la condition : l’intersection Y M
F,γU

P ′

P (F ) ∩ IP
′

F,P (γ) est dense dans

IP
′

F,P (γ). En particulier si u appartient à l’intersection Y M
F,γU

P ′

P (F ) ∩ IP
′

F,P (γ), alors

u = γ1ν avec γ1 ∈ Y M
F,P (γ) et ν ∈ UP ′

P (F ), donc ν appartient à γ−1
1 IP

′

F,P (γ1) ; mais

cela n’implique a priori pas que u appartienne à γ−1IP
′

F,P (γ). On va donc remplacer

la condition γj(X) /∈ IP
′

F,P (γ) dans (14) par la condition γj(X) /∈ IP
′,LS

P (γ)(F ) où

IP
′,LS

P (γ) = IM
′,LS

P∩M ′ (γ) est l’induite parabolique de Lusztig-Spaltenstein de la M -

orbite unipotente OM
γ à M ′. D’après 3.7.14, IP

′,LS

P (γ) est l’unique orbite géométrique

unipotente de M ′ qui intersecte F i
P∩M ′

(γ) = FX M
γ UP ′

P de manière dense ; ou, ce

qui revient au même, qui intersecte Y M
F,γU

P ′

P (F ) de manière dense. En particulier on
a l’inclusion (en utilisant 2.6.13)

M ′(F ) ∩ IP
′,LS

P (γ) ⊂ IP
′

F,P (γ) .

L’expression (14) est donc majorée par l’expression

(15) δP (a)
−1δP ′ (a)

∑

X∈uP ′

P (F )

γj(X)/∈IP ′,LS

P
(γ)

φ(Ada−1(X)) ,

qui se traite comme l’expression (6.7.7) dans [CL]. Grâce à la proposition [CL, 5.3.1],
on obtient que l’expression (15) est majorée par cq−〈α,HQ1(a)〉 pour une constante
c > 0 indépendante de a ∈ Z

R,+
Q1

. Cela achève la preuve du point (ii).
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Compte-tenu de (7), le lemme suivant est une simple conséquence de 5.6.2 :

Lemme 5.6.3. — Soit P̃ ∈ FR∩MS (Q∩MS). Il existe une constante c > 0 telle que

pour tout a ∈ Z
R,+
Q1

, on ait

δQ1(a)
−1|AP̃ ,Y(a)| ≤ cq−〈α,HQ1(a)〉 .

On en déduit la majoration cherchée :

Proposition 5.6.4. — Soit ΓG un sous-ensemble compact de G(A). Il existe une

constante c > 0 telle que pour tout a ∈ Z
R,+
Q1

et tout x ∈ ΓG, on ait

δQ1(a)
−1|KR

Q,Y(ax)| ≤ c
∏

α∈∆R
Q1

r∆Q

Q1

q−r〈α,HQ1(a)〉

avec r−1 = |∆R
Q1

r∆Q
Q1

| = |∆R
Q|.

Démonstration. — La fonction f est invariante à gauche et à droite par un sous-
groupe ouvert K ′ de G(A) ; en particulier son support Ω(f) vérifie K ′Ω(f)K ′ = Ω(f).
Pour x ∈ G(A), posons xf = f ◦ Intx−1 . Puisque l’ensemble ΓGK

′/K ′ est fini,
l’ensemble {xf |x ∈ ΓG} est lui aussi fini. Il suffit donc de prouver l’inégalité de
l’énoncé pour x = 1. Puisque (d’après (3))

|KR
Q,Y(g)| ≤

∑

P̃

|AP̃ ,Y(g)|

où P̃ parcourt les éléments de FR∩MS (Q∩MS), le lemme 5.6.4 assure que pour chaque
racine α ∈ ∆R

Q1
r∆Q

Q1
, il existe une constante cα > 0 telle que pour tout a ∈ Z

R,+
Q1

,
on ait la majoration

δQ1(a)
−1|KR

Q,Y(a)| ≤ cαq
−〈α,HQ1 (a)〉 .

Posons c = max{cα |α ∈ ∆R
Q1

r∆Q
Q1

}. Pour a ∈ Z
R,+
Q1

et β ∈ ∆R
Q1

r ∆R
Q1

tels que

〈β,HQ1(a)〉 = max{〈α,HQ1(a)〉 |α ∈ ∆R
Q1

r∆Q
Q1

}, on a

δQ1(a)
−1|KR

Q,Y(a)| ≤ cq−〈β,HQ1(a)〉 .

Puisque pour H ∈ aQ1 ,

max
α∈∆R

Q1
r∆Q

Q1

〈α,H〉 ≥
∑

α∈∆R
Q1

r∆Q
Q1

r〈α,H〉 avec r−1 = |∆R
Q1

r∆Q
Q1

| = |∆R
Q| ,

la proposition est démontrée.
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5.7. Estimée d’une intégrale. — Continuons avec les hypothèses de 5.6, à savoir
qu’on a fixé la F -strate Y de UF et le triple Q1 ⊂ Q ( R d’éléments de Pst.

Commençons par quelques définitions standard. Pour la définition des bases ∆̌R
Q1

de aRQ1
et ∆R

Q1
de a

R,∗
Q1

, on renvoie à [LL, 1.4]. On note ∆̂R
Q1

= {̟R
α |α ∈ ∆R

Q1
} la base

de a
R,∗
Q1

duale de ∆̌R
Q1

définie par 〈̟R
α , β̌〉 = δα,β et ∆̂R,∨

Q1
= {̟∨

α |α ∈ ∆R
Q1

} la base
de aRQ1

duale de ∆R
Q1

définie par 〈̟∨
α , β〉 = δα,β . Observons que pour R1 ∈ FG(R),

on a les inclusions
∆̂R

Q ⊂ ∆̂R
Q1

et ∆̂R,∨
Q ⊂ ∆̂R1,∨

Q .

Observons aussi que pour α ∈ ∆R
Q ⊂ ∆R1

Q , ̟R
α est la projection de ̟R1

α sur a
R,∗
Q (ce

qui rend les notations cohérentes). Pour R = G, on supprimera comme il est d’usage
l’exposant R dans les notations.

Fixons un ensemble de Siegel S∗
MQ1

pour le quotient

XMQ1
= AQ1(A)MQ1(F )\MQ1(A) .

Rappelons (cf. [LL, 3.4]) que S∗
MQ1

est de la forme

S∗
MQ1

= CMQ1
S1

MQ1

où CMQ1
est un sous-ensemble fini de MQ1(A) tel que

MQ1(A) = AQ1(A)MQ1(A)
1CMQ1

= AQ1(A)CMQ1
MQ1(A)

1

et S1
MQ1

est un ensemble de Siegel pour le quotient MQ1(F )\MQ1(A)
1.

Lemme 5.7.1. — On peut choisir CMQ1
de telle manière que 〈α,X〉 > 0 pour tout

α ∈ ∆Q1 et tout X ∈ HQ1(S
∗
MQ1

) = HQ1(CMQ1
).

Démonstration. — L’application HQ1 : MQ1(A) → aQ1 se factorise en une applica-
tion surjective XMQ1

→ Q1 = BQ1\AQ1 . On peut prendre pour CMQ1
un ensemble

de relèvements des éléments de Q1 dans MQ1(A). Quitte à remplacer CMQ1
par un

translaté aCMQ1
pour un élément a ∈ AQ1(A) tel que inf{〈α,HQ1(a)〉 |α ∈ ∆Q1} ≫ 1,

la condition du lemme est vérifiée.

Une suppose désormais que l’ensemble CMQ1
est choisi comme en 5.7.1. Posons

C = max{〈α,X〉 |X ∈ HQ1(CMQ1
), α ∈ ∆Q1} ,

D = max{〈̟,X〉 |X ∈ HQ1(CMQ1
), ̟ ∈ ∆̂Q1} .

On a donc C > 0 ; et aussi D > 0 (d’après [LW, 1.2.8]). Rappelons qu’on a posé

UR
Q1

= UQ1 ∩MR .

Le lemme suivant est une simple adaptation de [C, 3.6.2].

Lemme 5.7.2. — Soient u ∈ UR
Q1

(A), a ∈ AQ1(A) et m ∈ S∗
MQ1

tels que

τQQ1
(H0(am)− T1)F

Q
P0
(uam, T )σR

Q(H0(am)− T ) = 1 .

Posons H = H0(a) ∈ BQ1 . On a :

(i) 〈α,H〉 ≥ 〈α, T 〉 − C pour tout α ∈ ∆R
Q1

r∆Q
Q1

.
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(ii) 〈α,H〉 ≥ 〈α, T1〉 − C et 〈̟Q
α , H〉 < 〈̟Q

α , T 〉 pour tout α ∈ ∆Q
Q1

.

(iii) Si T et T1 sont assez réguliers, précisément si d0(T ) > C et d0(T1) > C, alors
0 < 〈α,H〉 pour tout α ∈ ∆R

Q1
et

0 < 〈α,H〉 <
〈̟Q

α , T 〉

〈̟Q
α , ̟∨

α〉
pour tout α ∈ ∆Q

Q1
.

(iv) 〈α,HR〉 ≤ 〈α, T 〉−〈α,HR〉 pour tout α ∈ ∆Qr∆R
Q et 〈α,H〉 > 〈α, T 〉−D pour

tout α ∈ ∆R.

Démonstration. — Posons X = HQ1(m).
Prouvons (i). La condition FQ

P0
(uam, T ) implique que 〈̟,H0(uam)−T 〉 ≤ 0 pour

tout ̟ ∈ ∆̂Q
0 . On obtient que 〈̟,H +X − T 〉 ≤ 0 pour tout ̟ ∈ ∆̂Q

Q1
⊂ ∆̂Q

0 . La
condition σR

Q(H +X − T ) = 1 entraîne alors comme dans la preuve de [C, 3.6.2 (1)]

que 〈α,H+X−T 〉 ≥ 0 pour tout α ∈ ∆R
Q1

r∆Q
Q1

. Puisque −〈α,X〉 ≥ −C pour tout
α ∈ ∆Q1 , cela prouve (i).

Prouvons (ii). La première inégalité est claire, par définition de τQQ1
et puisque

−〈α,X〉 ≥ −C pour tout α ∈ ∆Q
Q1

. La seconde inégalité résulte des deux inégalités

〈̟Q
α , H + X − T 〉 ≤ 0 (établie au point (i)) et −〈̟Q

α , X〉 < 0 pour tout α ∈ ∆Q1

Q

(d’après [LW, 1.2.8], puisque 〈α,X〉 > 0 pour tout α ∈ ∆Q
Q1

).
Prouvons (iii). Pour α ∈ ∆Q1 , on a (d’après [LW, 1.2.9])

〈α, T 〉 ≥ d0(T ) > 0 et 〈α, T1〉 ≥ d0(T1) > 0 .

Si d0(T ) > C et d0(T1) > C, ce que l’on suppose, alors (d’après (i) et (ii))

〈α,H〉 > 0 pour tout α ∈ ∆R
Q1
.

Écrivons HG =
∑

β∆Q1
〈β,H〉̟∨

β . Pour α ∈ ∆Q
Q1

, on a

〈̟Q
α , H〉 = 〈̟α, H

Q〉 =
∑

β∈∆Q

Q1

〈β,H〉〈̟α, ̟
∨
β 〉 .

Comme 〈̟,̟∨
β 〉 ≥ 0 pour tout ̟ ∈ ∆̂Q1

Q et tout β ∈ ∆Q1

Q (d’après [LW, 1.2.8]), on a

〈̟α, ̟
∨
β 〉 = 〈̟Q

α , ̟
∨
β 〉 ≥ 0 pour tout β ∈ ∆Q1

Q .

Comme pour β = α, on a 〈̟Q
α , ̟

∨
α〉 > 0, on en déduit que

〈α,H〉 ≤
〈̟Q

α , H〉

〈̟Q
α , ̟∨

α〉
pour tout α ∈ ∆Q

Q1
.

D’où le point (iii) d’après la seconde inégalité du point (ii).
Prouvons (iv). Écrivons H = HR + HR avec HR ∈ aRQ1

et HR ∈ aR. Pour
α ∈ ∆Q r∆R

Q, on a

〈α,HR〉 = 〈α,H +X − T 〉+ 〈α, T 〉 − 〈α,X〉 − 〈α,HR〉

avec 〈α,H + X − T 〉 car σR
Q(H +X − T ) = 1 et −〈α,X〉 < 0 car si α′ est l’unique

élément de ∆Q1 tel que α′
Q = α, on a 〈α,X〉 ≥ 〈α′, X〉 > 0 (d’après [LW, 1.2.9]).
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D’où la première inégalité du point (iv). Pour ̟ ∈ ∆̂R, on a 〈̟,H +X −T 〉 > 0 car
σR
Q(H +X − T ) = 1, par conséquent

〈̟,H〉 > −〈̟,X〉+ 〈̟,T 〉

avec −〈̟,X〉 ≥ −D (rappelons que ∆̂R ⊂ ∆̂Q1).

L’ensemble de Siegel S∗
MQ1

= CMQ1
S1

MQ1
pour le quotient XMQ1

étant fixé, les
constantes C > 0 et D > 0 le sont aussi. On suppose désormais que

(1) d0(T ) > C et d0(T1) > C .

Soit ZQ1(T, T1) le sous-ensemble de ZQ1 formé des a tel que l’élément H = HQ1(a)
de aQ1 vérifie les conditions (i), (ii), (iii) et (iv) de 5.7.2. D’après (1) et 5.7.2 (iii), on
a l’inclusion

(2) ZQ1(T, T1) ⊂ Z
R,+
Q1

.

Notons BG
Q1

(T, T1) le sous-ensemble de BG
Q1

= BG\BQ1 défini par

B
G
Q1

(T, T1) = {HQ1(a) | a ∈ ZQ1(T, T1)} .

Lemme 5.7.3. — Pour tout ǫ > 0, il existe des constantes c1 > 0 et ǫ′1 > 0 telles
que pour tout T ∈ a0 tel que d0(T ) > C et d0(T ) > ǫ‖T ‖, on ait

∑

H∈BG
Q1

(T,T1)

∏

α∈∆Q

Q1

q−r〈α,HQ1(a)〉 ≤ c1q
−ǫ′1‖T‖ .

Démonstration. — Il suffit de reprendre celle de [C, 3.6.3] (voir aussi [CL, 6.8, page
152]).

On en déduit la

Proposition 5.7.4. — Soit ΓG un sous-ensemble compact de G(A). Pour tout
ǫ > 0, il existe des constantes c > 0 et ǫ′ > 0 telles que pour tout T ∈ a0 tel que
d0(T ) > C et d0(T ) > ǫ‖T ‖, on ait

∫

ZQ1 (T,T1)

δQ1 (a)
−1 sup

x∈ΓG

|KR
Q,Y(ax)| da ≤ cq−ǫ′‖T‖ .

Démonstration. — D’après 5.6.4, l’intégrale de l’énoncé est essentiellement majorée
par

(3)

∫

ZQ1 (T,T1)



∏

α∈∆Q

Q1

q−r〈α,HQ1(a)〉


 da .

Posons Z1
Q1

= ker(HQ1 : ZQ1 → BG
Q1

). Puisque Z1
Q1

ZQ1(T, T1) = ZQ1(T, T1) et
que Z1

Q1
est compact, à un volume fini près, l’intégrale (3) est égale à

∑

H∈BG
Q1

(T,T1)

∏

α∈∆Q

Q1

q−r〈α,HQ1(a)〉 .

On conclut grâce à 5.7.3.
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5.8. Démonstration de la proposition 5.3.2. — La F -strate Y de UF est fixée.
Pour T ∈ a0, notons k̃TY(x) l’expression obtenue en remplaçant UF par Y dans la

définition de k̃Tunip(x) :

k̃TY(x) =
∑

P∈Pst

(−1)aP−aG

∑

Q,R∈Pst
Q⊂P⊂R

∑

ξ∈Q(F )\G(F )

σR
Q(H0(ξx)− T )ΛT,Q

d KP,Y(ξx) .

Comme en 4.1, on a l’égalité

kTY(x) = k̃TY(x) .

Pour T ∈ a0 assez régulier (ne dépendant que du support de f), on obtient comme
en 4.2 que l’expression k̃TY(x) est égale à

∑

Q,R∈Pst
Q⊂R

∑

ξ∈Q(F )\G(F )

FQ
P0
(ξx, T )σR

Q(H0(ξx)− T )
∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aGKP,Y(ξx) .

L’intégrale ∫

XG

|kTY(x)| dx

est alors bornée par

∑

Q,R∈Pst

Q⊂R

∫

YQ

FQ
P0
(x, T )σR

Q(H0(x)− T )

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aGKP,Y(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
dx .

Pour Q, R ∈ Pst tels que Q ⊂ R, rappelons que l’on a posé

KR
Q,Y(x) =

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aGKP,Y(x) .

La fonction x 7→ KR
Q,Y(x) sur G(A) se factorise par YQ = AG(A)Q(F )\G(A). Il s’agit

en particulier de prouver, pour chaque paire Q ⊂ R de sous-groupes paraboliques
standard, la convergence de l’intégrale

(1)

∫

YQ

FQ
P0
(x, T )σR

Q(H0(x) − T )
∣∣KR

Q,Y(x)
∣∣ dx .

Pour Q = R = G, la contribution est l’intégrale sur YG = XG obtenue en otant les
valeurs absolues dans l’expression (1), c’est-à-dire

∫

XG

FG
P0
(x, T )KY(x, x) dx =

∫

XG

Λ
T
dKY(x, x) dx .

Puisque la fonction FG
P0
(·, T ) est à support compact sur XG, on a

∫

XG

FG
P0
(x, T ) |KY(x, x)| dx ≤

∫

XG

FG
P0
(x, T )


∑

η∈Y

|f(x−1ηx)|


 dx < +∞ .
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Pour Q = R ( G, la contribution est nulle car σR
Q = 0. Reste à évaluer la contribution

pour Q ( R ⊂ G.
On fixe jusqu’à la fin de 5.8 (c’est-à-dire la fin de la démonstration de 5.3.2) une

paire Q ( R d’éléments de Pst. On a

KR
Q,Y(x) =

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aG

∑

η∈U
MP
F

ξP,Y(η)

∫

UP (A)

f(x−1ηux) du .

Comme au début de la preuve de [LL, 9.1.1], on peut invoquer [LW, 3.6.7] et, pour
T assez régulier (ne dépendant que du support de f), remplacer la somme sur UMP

F

dans l’expression ci-dessus par une somme sur U
MQ

F (= UMP

F ∩MQ(F )) suivie d’une
somme sur UP

Q (F ) =MP (F ) ∩ UQ(F ) :

(2) KR
Q,Y(x) =

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aG

∑

η∈U
MQ

F

ΦP,η,Y(x)

avec

ΦP,η,Y(x) =
∑

ν∈UP
Q (F )

ξP,Y(ην)

∫

UP (A)

f(x−1ηνux) du .

Rappelons que la fonction ξP,Y sur UMP

F UP (F ) est invariante par translations à droite
(et à gauche) par UP (F ). On obtient

ΦP,η,Y(x) =

∫

UP (F )\UP (A)


 ∑

ν∈UQ(F )

ξP,Y(ην)f(x−1ηνux)


 du .

On peut alors remplacer l’intégrale en u ∈ UP (F )\UP (A) par une intégrale sur un
domaine de Siegel SUP

pour le quotient UP (F )\UP (A) :

(3) ΦP,η,Y(x) =
∑

ν∈UQ(F )

ξP,Y(ην)

∫

SUP

f(x−1ηνux) du .

Pour η ∈ U
MQ

F , on pose

ΦR
Q,η,Y(x) =

∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aGΦP,η,Y(x) .

Puisque pour P ∈ FR(Q), la fonction ξP,Y sur P (F ) est invariante par translations à
droite par UR(F ), l’expression ΦR

Q,η,Y(x) est égale à

(4)
∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aG

∑

ν∈UR
Q (F )

ξP,Y(ην)

∫

S
UR
P
×UR(A)

f(x−1ηνvu′x) dv du′

où SUR
P

est un sous-ensemble ouvert compact de UR
P (A) qui soit un domaine de

Siegel pour le quotient UR
P (F )\UR

P (A). Comme (par définition)

KR
Q,Y(x) =

∑

η∈U
MQ (F )

ΦR
Q,η,Y(x)
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et que U
MQ

F UR
Q (F ) = UMR

F ∩Q(F ), l’expression KR
Q,Y(x) est égale à

(5)
∑

P∈Pst
Q⊂P⊂R

(−1)aP−aG

∑

γ∈U
MR
F

∩Q(F )

ξP,Y(γ)

∫

S
UR
P
×UR(A)

f(x−1γvu′x) dv du′ .

D’après la proposition 3.6.3 de [LW] (appliquée au parabolique P = Q), il existe
une constante c1 > 0 telle que pour tout T ∈ a0 avec d0(T ) ≥ c1, on ait

∑

Q1∈Pst

P0⊂Q1⊂Q

∑

ξ∈Q1(F )\Q(F )

FQ1

P0
(ξx, T )τQQ1

(H0(ξx) − T ) = 1 .

Fixons un élément T1 ∈ a0 avec d0(T1) ≥ c1. L’intégrale (1) est égale à

(6)
∑

Q1∈FQ(P0)

∫

YQ1

χR
Q,Q1

(x, T, T1)|K
R
Q,Y(x)| dx

avec

χR
Q,Q1

(x, T, T1)
déf
= FQ1

P0
(x, T1)τ

Q
Q1

(H0(x)− T1)F
Q
P0
(H0(x)− T )σR

Q(H0(x)− T ) .

Il s’agit donc, pour chaque Q1 ∈ FQ(P0), d’estimer l’intégrale

(7)

∫

YQ1

χR
Q,Q1

(x, T, T1)|K
R
Q,Y(x)| dx

Fixons Q1 ∈ FQ(P0) et récrivons l’intégrale (7) en utilisant de la décomposition
d’Iwasawa G(A) = UQ1(A)MQ1(A)K. On obtient que l’intégrale (7) est égale à

∫

K

∫

XMQ1

∫

ZQ1

∫

UQ1 (F )\UQ1(A)

δQ1(am)−1FQ1

P0
(m,T1)τ

Q
Q1

(H0(am)− T1)

×FQ
P0
(uam, T )σR

Q(H0(am)− T )KR
Q,Y(uamk) du da dm dk .

L’expression ci-dessus a un sens car les fonctions x 7→ FQ
P0
(x, T ) et x 7→ KR

Q,Y(x) sont
invariantes à gauche par Q(F ) (⊃ UQ1(F )). On remplace l’intégrale en u par une inté-
grale sur un domaine de Siegel SUQ1

pour le quotient UQ1(F )\UQ1(A). Comme dans
la preuve de 4.2.2, on prend SUQ1

de la forme SUR
SUR

Q1
. On remplace l’intégrale

en u ∈ SUQ1
par une intégrale en u′ ∈ SUR

suivie d’une intégrale en u′′ ∈ SUR
Q1

.

Pour x = u′u′′amk, P ∈ F
R(Q) et γ ∈ UMR(F ), on a

∫

S
UR
P
×UR(A)

f(x−1γvu′1x) dv du
′
1

=

∫

S
UR
P
×UR(A)

f(k−1m−1a−1u′′−1γvInt(γv)−1(u′−1)u′1u
′u′′amk) du1 du2

=

∫

S
UR
P
×UR(A)

f(k−1m−1a−1u′′−1γvu′1u
′′amk) dv du′1 .

En d’autres termes, l’intégrale en u′ ∈ SUR
est absorbée (pour chaque P ∈ FR(Q))

par l’intégrale en u′ ∈ UR(A) dans (5). Comme d’autre part la fonction x 7→ FQ
P0
(x, T )
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est invariante à gauche par UQ(A) (⊃ UR(A)), on obtient que l’intégrale (7) est égale
à ∫

K

∫

XMQ1

∫

ZQ1

∫

S
UR
Q1

δQ1 (am)−1FQ1

P0
(m,T1)τ

Q
Q1

(H0(am)− T1)

×FQ
P0
(uam, T )σR

Q(H0(am)− T )|KR
Q,Y(uamk)| du da dm dk .

L’expression ci-dessus est majorée par celle obtenue en remplaçant l’intégrale en m
par une intégrale sur un ensemble de Siegel S∗

MQ1
pour le quotient XMQ1

; et d’après

[LW, 1.8.3] et [LL, 3.4], la condition FQ1

P0
(m,T1) 6= 0 implique que cette intégrale en

m ∈ S∗
MQ1

porte sur un sous-ensemble ouvert compact ΓMQ1
de S∗

MQ1
. L’intégrale

(7) est donc majorée par l’expression
∫

K

∫

ΓMQ1

∫

ZQ1

∫

S
UR
Q1

δQ1 (am)−1τQQ1
(H0(am)− T1)

×FQ
P0
(uam, T )σR

Q(H0(am)− T )|KR
Q,Y(uamk)| du da dm dk

Le terme crucial dans l’expression ci-dessus est l’intégrale en a, les trois autres inté-
grales portant sur des ensembles compacts. On suppose que S∗

MQ1
est choisi comme

en 5.7 : S∗
MQ1

= CMQ1
S1

MQ1
avec CMQ1

comme en 5.7.1. Compte-tenu de 5.7.2 et
de la définition de ZQ1(T, T1), à des volumes finis près qui ne dépendent ni de f , T
ou T1, il suffit pour majorer l’intégrale (7) de majorer l’intégrale

(8)

∫

ZQ1 (T,T1)

δQ1 (am)−1|KR
Q,Y(uamx)| da

pour u ∈ SUR
Q

, m ∈ ΓMQ1
et k ∈ K. Pour m ∈MQ1(A), on a

δQ1(m)−1 = e−〈2ρQ1 ,HQ1(m)〉

où ρQ1 désigne la demi-somme des racines de AQ1 dans UQ1 . En particulier pour
m ∈ S∗

MQ1
, et donc a fortiori pour m ∈ ΓMQ1

, le terme δQ1(m)−1 est majoré par une

constante ne dépendant que de CMQ1
. D’autre part pour a ∈ Z

R,+
Q1

, et donc a fortiori

pour a ∈ ZQ1(T, T1), l’automorphisme Inta−1 de G(A) contracte UR
Q1

(A). On peut
donc fixer un sous-ensemble ouvert compact ΓUR

Q1
de UR

Q1
(A) tel que a−1ua ⊂ ΓUR

Q1

pour tout a ∈ Z
R,+
Q1

et tout u ∈ SUR
Q1

. Posons

ΓG = ΓUR
Q1

ΓMQ1
K .

Pour u ∈ SUR
Q1

, a ∈ Z
R,+
Q1

, m ∈ ΓMQ1
et k ∈ K, on a

x = a−1uamk ∈ ΓG .

L’intégrale (8) est essentiellement majorée par

(9)

∫

ZQ1 (T,T1)

δQ1(a)
−1 sup

x∈ΓG

|KR
Q,Y(ax)| da .
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L’intégrale (7) est elle aussi essentiellement majorée par l’intégrale (9). On peut donc
lui applique 5.7.4 : il existe une constante c0 > 0 telle que pour tout ǫ > 0, il existe
des constantes c > 0 et ǫ′ > 0 telles que pour tout T ∈ a0 tel que d0(T ) ≥ c0 et
d0(T ) ≥ ǫ‖T ‖, on ait

(10)

∫

YQ1

χR
Q,Q1

(x, T, T1)|K
R
Q,Y(x)| dx ≤ cq−ǫ′‖T‖ .

Puisque l’intégrale (1) est égale à la somme sur Q1 ∈ FQ(P0) des intégrales (7), cela
achève la démonstration de 5.3.2.

5.9. Démonstration de 5.3.4. — Il suffit de reprendre celle du théorème 11.1.1
de [LL]. Avant cela, rappelons quelques notations de [LL]. Pour Q ∈ Pst, le Z-module
de type fini CG

Q = BG\AQ s’insère dans la suite exacte courte

0 → B
G
Q = BG\BQ → C

G
Q → Q = BQ\AQ → 0 .

Pour Z ∈ Q, on note B
G
Q(Z) ⊂ C

G
Q la fibre au-dessus de Z (c’est un espace principal

homogène sous le groupe BG
Q) et pour T, X ∈ a0, on pose

(1) ηG,T
Q,F (Z ;X) =

∑

H∈BG
Q
(Z)

ΓQ(H −X,T ) .

Si Y est une F -strate de UF , puisque MQ est un F -sous-groupe fermé critique de G,
d’après 3.2.1 (iii) l’intersection

Y ∩MQ(F )

est une réunion finie, éventuellement vide, de F -strates de U
MQ

F . On note

(2) k
MQ,T
Y (fQ ; ·)

la fonction sur MQ(A) obtenue en remplaçant G, f et Y par MQ, fQ et Y∩MQ(F )

dans la définition de kTY = kG,T
Y (f ; ·) ; avec la convention que (2) est la fonction

identiquement nulle si l’intersection Y∩MQ(F ) est vide. D’après 5.3.1, pour T ∈ a0
assez régulier, l’intégrale

(3)

∫

XMQ

k
MQ,T
Y (fQ ;m) dm

est absolument convergente.
La F -strate Y de UF étant fixée, on peut commencer la démonstration de 5.3.4.

Comme dans celle de [LW, 11.1.1], pour T, X ∈ a0,Q assez réguliers, on obtient
∫

XG

kT+X
Y (x) dx =

∑

Q∈Pst

∫

YQ

ΓG
Q(H0(x)−X,T )kXQ,Y(x) dx

avec

kXQ,Y(x) =
∑

P∈FQ(P0)

∑

ξ∈P (F )\Q(F )

(−1)aP−aG τ̂QP (H0(ξx) −X)KP,Y(ξx, ξx) .
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Soit BQ l’image d’une section du morphisme AQ(A) → BQ. Comme dans la preuve
de loc. cit., on suppose que BQ = BGB

G
Q. Posons

Y ′
Q = BGQ(F )\G(A) et Y ′′

Q = BQQ(F )\G(A) .

Puisque vol(AG(F )\AG(A)
1) = 1, on peut remplacer l’intégrale sur YQ par une inté-

grale sur Y ′
Q. Pour Z ∈ Q = BQ\AQ, notons Y ′′

Q (Z) l’image dans Y ′′
Q de l’ensemble

des g ∈ G(A) tels que HQ(g) = Z ′ où Z ′ est un relèvement de Z dans AQ. On définit
de la même manière le sous-ensemble X ′

MQ
(Z) de

X ′
MQ

= BQMQ(F )\MQ(A) .

On obtient∫

YQ

ΓG
Q(H0(x) −X,T )kXQ,Y(x) dx =

∑

Z∈Q

ηG,T
Q,F (Z ;X)

∫

Y ′′
Q
(Z)

kXQ,Y(x) dx

avec ∫

Y ′′
Q
(Z)

kXQ,Y(x) dx =

∫

X′
MQ

(Z)

k
MQ,X
Y (fQ ;m) dm.

Comme plus haut, on peut remplacer l’intégrale sur X ′
MQ

(Z) par une intégrale sur

XMQ
(Z) ⊂ XMQ

. En posant

J
G,T
Y (f) =

∫

XG

kG,T
Y (x) dx ,

on a donc

(4) J
G,T+X
Y (f) =

∑

Q∈Pst

∑

Z∈Q

ηG,T
Q,F (Z ;X)J

MQ,X
Y (Z ; fQ)

avec

J
MQ,X
Y (Z ;h) =

∫

XMQ
(Z)

k
MQ,X
Y (h ;m) dm.

Puisque d’après [LL, 2.1.3], pour X ∈ a0,Q, la fonction T 7→ ηG,T
Q,F (Z ;X) sur a0,Q est

dans PolExp, la proposition 5.3.4 est démontrée.

5.10. Action de la conjugaison. — Pour y ∈ G(A), on note fy la fonction f◦Inty.
Soient y ∈ G(A) et T ∈ a0. Pour Q ∈ Pst et Z ∈ Q = BQ\AQ, notons fT

Q,y(Z ; ·) la
fonction dans C∞

c (MQ(A)) définie par

fT
Q,y(Z ;m) =

∫

K

∫

UQ(A)

f(k−1muk)η
G,−H0(ky)
Q,F (Z ;T ) du dk

où, pour X ∈ a0, l’expression ηG,X
Q,Y(Z ;T ) a été définie en 5.9 (1). Si Y est une F -

strate de UF , pour h ∈ C∞
c (MQ(A)) et T ∈ a0, on note J

MQ,T
Y (h) l’expression définie

par

J
MQ,T
Y (h) =

∫

XMQ

k
MQ,T
Y (h ;m) dm
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où la fonction kMQ,T
Y (h ; ·) = k

MQ,T

Y∩MQ(F )(h ; ·) sur MQ(A) est définie comme en 5.9 (3).
Puisque Y ∩ MQ(F ) est une réunion finie (éventuellement vide) de F -strates de

UMQ(F ), d’après 5.3.4, la fonction T 7→ J
MQ,T
Y (h) sur a0,Q est dans PolExp.

Proposition 5.10.1. — Soit Y une F -strate de UF et soit y ∈ G(A). Pour
T ∈ a0,Q assez régulier, on a

J
G,T
Y (fy) =

∑

Q∈Pst

∑

Z∈Q

J
MQ,T
Y (fT

Q,y(Z)) .

Démonstration. — Elle est identique à celle de [LL, 11.2.1].

PARTIE III : ANNEXES

A. Sur la séparabilité non algébrique

Dans cette annexe, F est un corps commutatif.

A.1. Algèbres séparables sur un corps. — Le corps F sép est par définition une
clôture algébrique séparable de F . On a une notion plus générale de séparabilité,
valable pour les extensions non algébriques de F (cf. [EGA-IV, 4.6]) :

Définition A.1.1. — Une F -algèbre (commutative) A est dite séparable si pour
toute extension F ′/F , l’anneau A⊗F F

′ est réduit (c’est-à-dire sans élément nilpotent
autre que 0). En d’autres termes, A est séparable si et seulement si le F -schéma affine
Spec(A) est géométriquement réduit(47).

On rappelle quelques faits connus :

– Une extension algébrique de F est séparable (au sens usuel) si et seulement si
c’est une F -algèbre séparable. On peut donc sans ambiguïté parler d’extension
séparable (algébrique ou non) du corps F .

– Les extensions purement transcendantes de F sont des F -algèbres séparables.
– Si A et B sont des F -algèbres séparables, alors A⊗F B l’est aussi.
– Si F est de caractéristique nulle, une F -algèbre est séparable si et seulement si

elle est réduite.

Pour F de caractéristique quelconque, on a la caractérisation suivante :

Proposition A.1.2. — Une F -algèbre A est séparable si et seulement elle vérifie
les conditions équivalentes suivantes :

(i) l’anneau A⊗F F
rad est réduit ;

(ii) pour toute extension radicielle finie F ′/F , l’anneau A⊗F F
′ est réduit ;

(47)Observons que si de plus A est intègre, le fait que la F -algèbre A soit séparable ne signifie pas
que le F -schéma Spec(A) soit géométriquement intègre ; il l’est s’il est à la fois géométriquement
réduit et géométriquement irréductible.
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(iii) l’anneau A est réduit et pour tout idéal premier minimal p de A, le corps résiduel
κ(p) de l’anneau local Ap est une extension séparable de F .

Pour les extensions de corps, on a aussi :

Proposition A.1.3. — Soit une extension Ω/F tel que le corps Ω soit parfait.
Une sous-extension F ′/F de Ω/F est séparable si et seulement elle vérifie les condi-
tions équivalentes suivantes :

(i) F ′ et F rad sont linéairement disjointes sur F ;
(ii) F ′ est linéairement disjointe de toute sous-extension radicielle de Ω/F .

Corollaire A.1.4. — Soit F ′/F une extension séparable (algébrique ou non). La
F ′-algèbre F ′ ⊗F F

rad est un corps. Si de plus F ′/F est une sous-extension de F/F ,
alors F ′ ⊗F F

rad est la clôture radicielle de F ′ dans F .

Remarque A.1.5. — Soit F un corps global. Il est bien connu que pour toute
place v de F , le complété Fv de F en v est une F -algèbre séparable. Si F est un corps
de nombres, c’est immédiat (A.1.3). En général, il suffit de voir que pour toute sous-
extension finie F ′/F de F/F , l’anneau F ′

v = Fv ⊗F F ′ est isomorphe à un produit
de corps

∏
w|v F

′
w ; c’est même un corps si F ′ ⊂ F rad car dans ce cas il y a une

unique place w de F ′ au-dessus de v. D’où le résultat d’après le critère A.1.2 (ii).
On en déduit aussi que la F -algèbre Fv ⊗F F

rad est un corps (A.1.4). Observons que
le degré de transcendance de Fv/F est infini, et même non dénombrable (sinon Fv

lui-même serait dénombrable).

A.2. Descente séparable non algébrique. — On s’intéresse ici à la descente des
variétés relativement à une extension séparable non algébrique F ′/F . Soit

AutF (F
′)

le groupe des automorphismes du corps F ′ qui fixent F . On note F ′AutF (F ′) le sous-
corps de F ′ formé des éléments fixés par AutF (F ′). On a bien sûr toujours l’inclusion

F ⊂ F ′AutF (F ′) .

Si F ′ = F ′sép et F ′AutF (F ′) = F , le « critère galoisien » 2.1.1 est encore vrai ici(48) :

Proposition A.2.1. — Soit F ′/F une extension séparable. On suppose que F ′ =

F ′sép et F ′AutF (F ′) = F . Soit V une F -variété et soit X une sous-variété fermée de
V . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est définie sur F ;
(ii) X est définie sur F ′ et X(F ′) est AutF (F

′)-stable ;
(iii) il existe un sous-ensemble AutF (F

′)-stable de X(F ′) = X ∩ V (F ′) qui soit
Zariski-dense dans X(F ′).

Démonstration. — Elle est identique à celle de 2.1.1 (cf. [B, ch. AG, 14.1-14.4]),
compte-tenu de la densité de V (F ′) dans V (F ′).

(48)Observons que dans la terminologie d’Artin, une extension de corps F ′/F est galoisienne si le
sous-corps des points fixes F ′AutF (F ′) ⊂ F ′ est égal à F .
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Sous les hypothèses de A.2.1, on obtient comme dans le cas galoisien un foncteur
pleinement fidèle

(1) V 7→ (VF ′ , AutF (F ′)-ensemble V (F ′)) .

Remarque A.2.2. —

(i) Soit B une base de transcendance de F ′/F . L’extension F ′/F (B) est algébrique
séparable et même galoisienne puisque F ′ = F ′sép ; de plus F ′Gal(F ′/F (B)) =
F (B) et

F ′AutF (F ′) = F si et seulement si F (B)AutF (F (B)) = F .

Cette condition est toujours réalisée si F ′/F est de degré de transcendance infini,
c’est-à-dire si la base B est infinie. Dans le cas contraire, elle peut ne pas l’être
(voir (ii)).

(ii) Prenons pour F ′ une clôture séparable algébrique F (t)sép de l’extension pure-
ment transcendante F (t) de F . On a F ′AutF (F ′) = F (t)Ω avec Ω = AutF (F (t)).

Pour g =

(
a b
c d

)
∈ GL(2, F ), notons σg le F -automorphisme de F (t) défini

par l’homographie σg(t) = (at+ b)(ct+ d)−1. L’application g 7→ σg se quotiente
est un isomorphisme de PGL2(F ) sur Ω. On a F (t)Ω = F si et seulement si le
corps F est infini. Si F = Fq et α ∈ F (t)Ω r F , l’automorphisme x 7→ αx de la
droite affine est Ω-équivariant mais il n’est certainement pas défini sur F !

(iii) Supposons F = F sép. On prouve facilement qu’un F -schéma intègre de type
fini a au plus un F -modèle. Soit F ′′ = F (B) pour une base de transcendance
B de F ′/F . Pour décrire l’image du foncteur A.2 (1), il suffit de décrire celle
du foncteur 2.1 (1) pour F = F ′′ (c’est-à-dire le foncteur qui à une F ′′-variété
W associé la F ′ (= F ′′sép)-variété WF ′) et celle du foncteur

V 7→ VF ′′ .

En reprenant les arguments de [Der], on prouve que si B est infini, pour qu’un
F -schéma intègre de type V ′′ admette un F -modèle, il faut et il suffit que pour
tout σ ∈ AutF (F

′′), le F ′′-schéma conjugué σV soit isomorphe à V .

B. Sur la c-F -topologie

Dans cette annexe, les hypothèses sont celles de 2.3 : F est un corps commutatif
d’exposant caractéristique p ≥ 1, G est un groupe réductif connexe défini sur F et V
est une G-variété affine elle aussi définie sur F .

Pour une sous-variété fermée Q de V de G définie sur F , on a défini en 2.3 le
sous-ensemble FN

G(V,Q) ⊂ V des éléments qui sont (F,G,Q)-instables (2.3.1). Pour
v ∈ FN

G(V,Q), on a une théorie de l’optimalité pour les co-caractères λ ∈ X̌F (G)
tels que la limite limt→0 t

λ · v existe et appartienne à Q (2.3.6). Cela s’applique en
particulier au cas où Q est une G-orbite fermée dans V (e.g. Q = {eV } si (V, eV ) est
une G-variété pointée définie sur F avec eV ∈ V (F )). Pour v ∈ V tel que l’unique
G-orbite fermée Fv dans Ov ne soit pas définie sur F , on n’a a priori pas de théorie de
l’optimalité. La c-F-topologie introduite dans [BHMR] permet cependant de prouver
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des résultats (cf. B.1). On applique en B.2 ces résultats au cas où V est un G espace
tordu G̃ tel que G̃(F ) 6= ∅, muni de l’action de G par conjugaison ; c’est-à-dire dans
le cadre de la formule des traces tordue.

B.1. La topologie donnée par les co-caractères rationnels. — Dans cette
sous-section, on reprend les notions et les résultats de [BHMR].

Définition B.1.1. — Soit X un sous-ensemble de V (on ne demande pas que X
soit contenu dans V (F ), ni que G(F ) ·X = X).

(i) On dit que X est c-F-G-fermé ou simplement c-F-fermé (dans V ) si pour tout
v ∈ X et tout λ ∈ ΛF,v, la limite φ+v,λ(0) est dans X .

(ii) On appelle c-F-G-fermeture ou simplement c-F-fermeture de X (dans V ) le plus
petit sous-ensemble X ′ de V tel que X ⊂ X ′ et X ′ soit c-F -fermé ; on le note
X(c-F) = X(c-F-G).

Les sous-ensembles c-F -fermés forment les parties fermées d’une topologie sur V :

– une intersection quelconque de sous-ensembles c-F -fermés est c-F -fermée ;
– une réunion quelconque de sous-ensembles c-F -fermés est c-F -fermée ;
– l’ensemble vide et l’ensemble V tout entier sont c-F -fermés.

Observons que si G opère trivialement sur V , alors la c-F -topologie sur V est la
topologie discrète. Un sous-ensemble G-invariant (Zariski-)fermé de V est c-F -fermé.

Remarque B.1.2. — Soit v ∈ V .

(i) La G(F )-orbite OF,v = {g · v |g ∈ G(F )} est c-F -fermée si et seulement si pour
tout λ ∈ X̌F (G) tel que la limite limt→0 t

λ · v existe, cette limite est dans OF,v.
(ii) Si F = F , d’après le critère de Hilbert-Mumford, la G-orbite Ov = {g ·v |g ∈ G}

est fermée (dans V ) si et seulement si elle est c-F -fermée.
(iii) Si F est parfait et v ∈ V (F ), on a aussi (d’après 2.3.4) : la G(F )-orbite OF,v

est c-F -fermée si et seulement si la G-orbite Ov est fermée. Cela n’est plus vrai
en général si F n’est pas parfait : la GLp(F )-orbite de l’élément γ de l’exemple
2.2.11 est c-F -fermée mais sa GLp-orbite n’est pas fermée ; ou, ce qui revient
au même, sa GLp(F

rad)-orbite n’est pas c-F rad-fermée.

On peut munir V (F ) de la topologie induite par n’importe quelle topologie sur
V ; en particulier la topologie de Zariski ou la c-F -topologie. Commençons par deux
lemmes très simple :

Lemme B.1.3. — Soient H un sous-groupe fermé de G défini sur F et Ω un sous-
ensemble H(F )-invariant et (Zariski-)fermé de V (F ). La fermeture Ω de Ω dans V
est une sous-variété fermée de V , définie sur F et telle que Ω(F ) = Ω. Si de plus
H(F ) est dense dans H (e.g. si H est réductif connexe et F est infin [B, ch. V, 18.3]),
alors H · Ω = Ω.

Démonstration. — La variété Ω est fermée (par définition) et définie sur F d’après
le critère galoisien 2.1.1 (iii) ; et puisque Ω est fermé dans V (F ) et contenu dans
V (F ) ∩ Ω = Ω(F ), on a l’égalité Ω = Ω(F ). Notons X la fermeture de H · Ω dans
V . C’est une sous-variété fermée de V , définie sur F rad (à nouveau d’après le critère



128 BERTRAND LEMAIRE

galoisien) et H-invariante. Le morphisme produit α : H × Ω → X est dominant et
défini sur F . Si H(F ) est dense dans H , alors α(H(F )×Ω) est dense dans Im(α) = X .
Or α(H(F )× Ω) = Ω, par conséquent Ω = X , ce qui prouve que H · Ω = Ω.

Lemme B.1.4. — Supposons le corps F infini. Si X ⊂ V (F ) est un sous-ensemble
G(F )-invariant et (Zariski-)fermé dans V (F ), alors il est c-F -fermé dans V .

Démonstration. — Soit X la fermeture de Zariski de X dans V . D’après B.1.3, c’est
une sous-variété fermée de V , définie sur F et G-invariante, telle X(F ) = X . Si
v ∈ X et λ ∈ ΛF,v, l’image du F -morphisme φλ,v : Gm → V est contenue dans X ,
par conséquent il se prolonge (de manière unique) en un F -morphisme φ+λ,v : Ga → X .

Donc φ+λ,v(0) ∈ X(F ) = X .

Pour v ∈ V , la c-F -fermeture X(c-F) de la G(F )-orbite X = OF,v est réunion de
G(F )-orbites dont les points s’obtiennent tous à partir de OF,v par limites successibles
à l’aide de co-caractères F -rationnels de G [BHMR, lemma 3.3 (i)]. En particulier si
v ∈ V (F ), la c-F-fermeture X(c-F) de X = OF,v est contenue dans V (F ). On a donné
en 2.3.6 une version rationnelle du critère de Hilbert-Mumford. Le résultat suivant
[BHMR, theo. 4.3] est une autre version rationnelle du même critère.

Théorème B.1.5. — Soit v ∈ V . Soit X(c-F) la c-F -fermeture de X = OF,v.

(i) Il existe une unique G(F )-orbite c-F -fermée dans V qui soit contenue dans
X(c-F) ; on la note FF,v.

(ii) Si v′ ∈ Xc-F, alors FF,v′ = FF,v.

(iii) Il existe un λ ∈ ΛF,v tel que la limite φ+v,λ(0) soit dans FF,v.

D’après [BHMR, cor. 4.5], on a le

Corollaire B.1.6. — Pour v′ ∈ Xc-F, il existe un λ′ ∈ ΛF,v tel que la limite
φ+F,v(0) soit dans la c-F -fermeture X ′ c-F de la G(F )-orbite X ′ = OF,v′ .

Remarque B.1.7. — Soit v ∈ V (F ).

(i) La G(F )-orbite c-F -fermée FF,v est contenue dans V (F ). Supposons de plus
qu’elle rencontre la G-orbite fermée Fv, c’est-à-dire que FF,v ∩ Fv 6= ∅. Alors
on a l’inclusion FF,v ⊂ Fv(F ) et d’après B.1.5 (iii), v est (F,G,Fv)-instable.
D’après 2.3.6, l’ensemble Λopt

F,Fv,v
est non vide et pour tout λ ∈ Λopt

F,v, la limite

φ+v,λ(0) est dans FF,v.
(ii) Le théorème 2.3.6 est une généralisation partielle du théorème de Kempf (2.2.5).

Pour avoir une généralisation complète, il faudrait savoir traiter le cas où la
G(F )-orbite c-F -fermée FF,v ne rencontre pas la G-orbite fermée Fv. Dans ce
cas, le problème suivant reste ouvert : existe-t-il un co-caractère λ ∈ ΛF,v tel
que φ+v,λ(0) appartienne à FF,v et φv,λ(t) tende vers FF,v (quand t tend vers 0)
« plus vite » que pour tout autre co-caractère λ′ ∈ ΛF,v?

(iii) Supposons que F soit un corps commutatif topologique (séparé, non discret) et
munissons V (F ) et G(F ) de la topologie définie par F (notée TopF , cf. 2.8).
Si la G(F )-orbite OF,v est TopF -fermée dans G(F ), alors elle est c-F -fermée
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dans V . La réciproque est-elle vraie en général? Dans le cas où G = GLn opère
sur V = G par conjugaison, la réponse est oui. En effet dans ce cas, les G(F )-
orbites (de G(F )) qui sont TopF -fermées dans G(F ) sont celles dont le polynôme
minimal est produit de polynômes irréductibles sur F deux-à-deux distincts (ce
sont les classes de conjugaison semi-simples au sens de Bourbaki, les classes de
conjugaison absolument semi-simples étant celles dont le polynôme minimal est
produit de polynômes irréductibles séparables deux-à-deux distincts). D’après
[BHMR, prop. 10.1], les G(F )-orbites qui sont TopF -fermées dans G(F ) sont
exactement celles qui sont c-F -fermées dans G (voir aussi B.2).

B.2. Application aux G(F )-orbites dans G̃(F ). — On considère ici le cas où
V est un G-espace tordu G̃ défini sur F avec G̃(F ) 6= ∅, muni de l’action de G par
conjugaison :

g · γ = Intg(γ) pour tout (g, γ) ∈ G× G̃ .

Rappelons que pour γ ∈ G̃, on a noté Λγ , resp. ΛF,γ , l’ensemble des λ ∈ X̌(G), resp.
λ ∈ X̌F (G) tels que la limite limt→0 Inttλ(γ) existe ; on note alors γλ cette limite(49).

Pour λ ∈ X̌(G), on pose

P̃λ = {γ ∈ G̃ |λ ∈ Λγ} ,

M̃λ = {γ ∈ G̃ | Intγ ◦ λ = λ} .

Rappelons la définition de sous-espace parabolique de G̃ [LW, 2.7]. Pour un sous-
groupe parabolique P de G, on note P̃ le normalisateur de P dans G̃. Si P̃ est non
vide, on dit que c’est un sous-espace parabolique de G̃ et on appelle composante de

Levi de P̃ le normalisateur M̃ dans P̃ d’une composante de Levi M de P . On a alors
la décomposition de Levi

P̃ = M̃ ⋉ UP .

Si P est défini sur F , alors P̃ l’est aussi et puisque par hypothèse G̃(F ) est non vide,
la condition P̃ 6= ∅ entraîne P̃ (F ) 6= ∅.

Lemme B.2.1. — Soit λ ∈ X̌(G). On suppose que l’ensemble P̃λ n’est pas vide.

(i) P̃λ est un sous-espace parabolique de G̃ ; c’est le normalisateur de Pλ dans G̃.

(ii) M̃λ est une composante de Levi de P̃λ ; c’est le normalisateur de Mλ dans P̃λ.

(iii) Le co-caractère λ est à valeurs dans le centre ZM̃λ
= Zθ

Mλ
de M̃λ, c’est-à-dire

le fixateur dans ZMλ
de l’automorphisme θ = θM̃λ

de ZMλ
défini par M̃λ.

(iv) Pour γ ∈ P̃λ, en écrivant γ = δu avec δ ∈ M̃λ et u ∈ Uλ, on a γλ = δ.

Démonstration. — Soit un élément γ ∈ P̃λ. Pour g ∈ G, on a

lim
t→0

Inttλ(gγ) =
(
lim
t→0

Inttλ(g)
)
γλ ,

(49)Précedemment notée φ+γ,λ(0).
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par conséquent gγ ∈ P̃λ si et seulement si g ∈ Pλ. De la même manière on a γg ∈ P̃λ

si et seulement si g ∈ Pλ. Puisque γg = Intγ(g)γ, on en déduit que P̃λ est le norma-
lisateur de Pλ dans G̃. Cela prouve (i).

Notons M̃ le normalisateur de Mλ dans P̃ (c’est une composante de Levi de P̃λ).
Puisque l’ensemble P̃λ est Zariski-fermé, la limite γλ = limt→ Inttλ(γ) est dans P̃λ.
Cette limite se calcule comme suit : écrivons γ = δu avec δ ∈ M̃ et u ∈ UP . Puisque
limt→0 Inttλ(u) = 1, on a

γλ =
(
lim
t→0

Inttλ(δ)
)
=
(
lim
t→0

tλ
′
)
δ avec λ′ = (1− θ) ◦ λ

où θ = θM̃ est l’automorphisme de ZMλ
défini par M̃ . Or la limite limt→0 t

λ′

existe
si et seulement si λ′ = 1. On a donc θ ◦ λ = λ. Par conséquent M̃ =Mλδ = δMλ est
contenu dans le stabilisateur M̃λ de λ dans G̃. En particulier l’ensemble M̃λ est non
vide et comme par définition c’est un Mλ-espace tordu, l’inclusion M̃ ⊂ M̃λ entraîne
l’égalité M̃ = M̃λ. Cela prouve (ii), (iii) et (iv).

Si M est un groupe réductif connexe défini sur F , on a noté AM le sous-tore F -
déployé maximal de ZM . Si M̃ est un M -espace tordu défini sur F tel que M̃(F ) 6= ∅,
on note AM̃ le sous-tore θ-invariant maximal de AM , c’est-à-dire la composante neutre
du sous-groupe des points fixes Aθ

M ⊂ AM ; où θ = θM̃ est le F -automorphisme de
ZM défini par M̃ . Pour λ ∈ X̌F (G), d’après B.2.1 (iii) on a

P̃λ 6= ∅ ⇒ λ ∈ X̌(AM̃λ
) .

Lemme B.2.2. — Soit P̃ est un sous-espace parabolique de G̃ et soit M̃ une com-

posante de Levi de P̃ , tous deux définis sur F . Il existe un co-caractère λ ∈ X̌(AM̃ )

tel que P̃λ = P̃ et M̃λ = M̃ .

Démonstration. — On fixe une paire parabolique définie sur F minimale (P0, A0) de
G qui soit θ0-invariante, où θ0 = Intδ0 avec δ0 ∈ G̃(F ). Quitte à remplacer P̃ et M̃ par
Intg(P̃ ) et Intg(M̃) pour un g ∈ G(F ), on peut supposer que P̃ = Pδ0 avec P ⊃ P0 et
M̃ =Mδ0 avec AM ⊂ A0. Notons A′

0 ⊂ A0 la composante neutre de A0∩Gder et A′′
0 le

tore F -déployé de groupe des caractèresX(A′′
0) = Z[∆0]. L’inclusion X(A′′

0) ⊂ X(A′
0)

correspond à un morphisme surjectif de tores φ : A′
0 → A′′

0 . L’action de θ0 sur ∆0

induit une action sur A′′
0 qui rend ce morphisme θ0-équivariant. Choisissons un co-

caractère µ ∈ X̌(A′′
0 ) tel que
{

〈α, µ〉 = 0 si α ∈ ∆M
0

〈α, µ〉 = 〈θ0(α), µ〉 > 0 si α ∈ ∆0 r∆M
0

.

Le groupeX(A′′
0) est d’indice fini dansX(A′

0). Il induit donc dualement un morphisme
injectif X̌(A′

0) → X̌(A′′
0 ) qui fait de X̌(A′

0) un sous-groupe d’indice fini de X̌(A′′
0 ).

En conséquence il existe un entier m > 0 tel que le co-caractère λ = mµ appartienne
à X̌(A′

0). Par construction on a Pλ = P , Mλ = M et θ0 ◦ λ = λ. Cela démontre le
lemme.
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Pour γ ∈ G̃(F ), on pose

Λ′
F,γ

déf
= Λγ ∩ (X̌F (G)r X̌(AG)) ⊂ ΛF,γ r {0} .

Lemme B.2.3. — Un élément γ ∈ G̃(F ) est primitif (au sens où il n’appartient à

aucun sous-espace parabolique propre de G̃(F )) si et seulement si Λ′
F,γ = ∅.

Démonstration. — Si λ ∈ Λ′
F,γ , puisque γ appartient à P̃λ(F ), γ n’est pas primitif.

Réciproquement, si γ n’est pas primitif alors il existe un sous-espace parabolique
propre P̃ de G̃ défini sur F tel que γ ∈ P̃ (F ). Choisissons une composante de Levi
M̃ de P̃ définie sur F . D’après B.2.2, il existe un co-caractère λ ∈ X̌(AM̃ ) tel que
P̃λ = P̃ et M̃λ = M̃ . En écrivant γ = δu avec δ ∈ M̃(F ) et u ∈ UP (F ), on a γλ = δ.
Par conséquent λ appartient à ΛF,γ et même à Λ′

F,γ puisque Pλ = P est propre.

Pour γ ∈ G̃(F ), on note OF,γ la G(F )-orbite de γ :

OF,γ = {Intg(γ) | g ∈ G(F )} .

D’après B.1.5, la c-F -fermeture de OF,γ contient une unique G(F )-orbite c-F -fermée,
notée FF,γ , et il existe un co-caractère λ ∈ ΛF,γ tel que la limite γλ soit dans FF,γ . Si
de plus FF,γ rencontre l’unique orbite Zariski-fermée Fγ contenue dans la fermeture de
Zariski de la G-orbite Oγ = {Intg(γ) | g ∈ G}, alors d’après B.1.7 (i), on peut choisir
λ dans Λopt

F,Fγ ,γ
.

Soit o = [M̃, δ] une classe de G(F )-conjugaison de paires primitives dans G̃(F ). À
cette classe o est associé un sous-ensemble G(F )-invariant Oo de G̃(F ) :

Oo =
⋃

Q̃∈P(M̃)

⋃

u∈UQ(F )

OF,δu .

Rappelons que G̃(F ) est l’union disjointe des Oo pour o parcourant l’ensemble O des
classes de G(F )-conjugaison de paires primitives dans G̃. Pour γ ∈ G̃(F ), notons o(γ)
l’unique élément de O tel que γ ∈ Oo(γ). Il est défini comme suit [LL, 3.3.1] :

– on choisit un P̃ ∈ P̃ tel que OF,γ ∩ P̃ (F ) 6= ∅ et P̃ soit minimal pour cette
propriété ;

– on choisit une composante de Levi M̃ de P̃ définie sur F et un élément g ∈ G̃(F )

tel que gγg−1 ∈ P̃ (F ) ;
– on écrit gγg−1 = δu avec δ ∈ M̃(F ) et u ∈ UP (F ) ;

alors o(γ) = [M̃, δ].

Remarque B.2.4. — D’après la preuve de [LL, 3.3.1], on a la caractérisation
équivalente suivante de o(γ) :

– on choisit un P̃1 ∈ P̃ tel que γ ∈ P̃ (F ) et P̃1 soit minimal pour cette propriété ;
– on choisit une composante de Levi M̃1 de P̃ définie sur F ;
– on écrit γ = δ1u1 avec δ ∈ M̃1(F ) et u ∈ UP1(F ) ;

alors o(γ) = [M̃1, δ1].



132 BERTRAND LEMAIRE

Lemme B.2.5. — Soit o = [M̃, δ] ∈ O.

(i) Oo = {γ ∈ G̃(F ) | il existe un λ ∈ ΛF,γ tel que γλ ∈ OF,δ}.
(ii) L’ensemble OF,δ est l’unique G(F )-orbite c-F -fermée contenue dans Oo.
(iii) L’ensemble Oo est c-F -fermé.

Démonstration. — Prouvons (i). Notons O′
o l’ensemble des γ ∈ G̃(F ) tels qu’il existe

un λ ∈ ΛF,γ avec γλ ∈ OF,δ.
Prouvons l’inclusion Oo ⊂ O′

o. Soient Q̃ ∈ P(M̃) et γ = Intg(δu) avec u ∈ UQ(F )

et g ∈ G(F ). D’après B.2.2, il existe un µ ∈ X̌(AM̃ ) tel que Pµ = Q et Mµ = M .
Alors µ ∈ ΛF,δu et (δu)µ = δ. On en déduit que le co-caractère λ = Intg ◦µ appartient
à ΛF,γ et vérifie γλ = Intg(δ). Par conséquent γ appartient à O′

o.
Prouvons l’inclusion O′

o ⊂ Oo. Soient γ ∈ G̃(F ), λ ∈ ΛF,γ et g ∈ G(F ) tels que
γλ = Intg(δ). Quitte à remplacer γ par Intg−1(γ) et λ par Intg−1 ◦λ, on peut supposer

que γλ = δ. On a donc γ = δu avec δ ∈ M̃λ(F ) et u ∈ Uλ(F ). Soit Q̃1 un sous-espace
parabolique de M̃λ défini sur F tel que δ ∈ Q̃1(F ) et Q̃1 soit minimal pour cette
propriété. Alors P̃1 = Q̃1Uλ est un sous-espace parabolique de G̃ défini sur F tel que
δ ∈ P̃1(F ) et P̃1 est minimal pour cette propriété. Soit M̃1 une composante de Levi
de Q̃1 définie sur F ; c’est aussi une composante de Levi de P̃1. Écrivons δ = δ1u1
avec δ ∈ M̃1(F ) et u1 ∈ UQ1(F ) (⊂ UP1(F )). D’après B.2.4, on a

[M̃1, δ1] = [M̃, δ] .

Or γ = δ1u1u avec u1u ∈ UP1(F ), par conséquent γ appartient à O
[M̃1,δ1]

= Oo.
Prouvons (ii). Puisque d’après (i), les G(F )-orbites contenues dans Oo r OF,δ ne

sont pas c-F -fermées, il suffit de prouver que pour λ ∈ ΛF,δ, on a δλ ∈ OF,δ. Fixons

un tel λ. Comme l’élément δ appartient à P̃λ(F ), il s’écrit δ = δ′u′ avec δ′ ∈ M̃λ(F )

et u′ ∈ Uλ(F ) ; de plus on a δ′ = δλ. Soit Q̃′
1 un sous-espace parabolique de M̃λ

défini sur F tel que δ′ ∈ Q̃′
1(F ) et Q̃′

1 soit minimal pour cette propriété. Soit M̃ ′
1

une composante de Levi de Q̃′
1 définie sur F . Écrivons δ′ = δ′1u

′
1 avec δ′1 ∈ M̃ ′

1(F ) et
u′1 ∈ UQ′

1
(F ). D’après la preuve du point (i), on a

[M̃ ′
1, δ

′
1] = [M̃, δ] .

En posant X = OF,δ et X ′ = OF,δ′ , on a donc

X ′ ⊂ X(c-F) et X ⊂ X ′(c-F) ;

ce qui n’est possible que si X = X ′.
Prouvons (iii). Soit γ ∈ Oo. D’après (i) et (ii), on a FF,γ = OF,δ. Soit λ ∈ ΛF,γ

et posons γ′ = γλ. Il s’agit de vérifier que γ′ appartient à Oo. Soit o(γ′) = [M̃ ′, δ′].
D’après (i), il existe un λ′ ∈ ΛF,γ′ tel que γλ′ ∈ OF,δ′ . En particulier, la G(F )-orbite
OF,δ′ est 2-accessible à partir de la G(F )-orbite OF,γ au sens de [BHMR, 3.2], ce qui
entraîne [BHMR, 3.3 (i)] que la G(F )-orbite OF,δ′ est contenue dans la c-F -fermeture
de OF,γ . On a donc

OF,δ′ = FF,γ′ = FF,γ = OF,δ et o(γ′) = o = o(γ) .
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Cela achève la démonstration du lemme.

C. Des F -strates aux FS-strates

Dans cette annexe, F est un corps global d’exposant caractéristique p ≥ 1, c’est-à-
dire un corps de nombres (p = 1) ou un corps de fonctions (p > 1). On reprend dans
cette section les hypothèses de 2.4 et 2.5 : (V, eV ) est une G-variété affine pointée
définie sur F et eV ∈ V (F ). Dans un premier temps, on ne suppose pas que eV soit
régulier dans V (hypothèse 2.4.20) ; on le supposera à partir de C.2.

C.1. Les FS-strates, A-strates, etc.— On note A = AF l’anneau des adèles de
F . Pour une place v de F , on note Fv le complété de F en v. D’après le lemme de
Krasner, les opérations de complétion et de clôture séparable commutent : le complété
(F sép)w de F sép en une place w au-dessus de v est une clôture séparable (Fv)

sép de
Fv. À isomorphisme près, cette clôture séparable ne dépend pas du choix de la place
w. On peut donc noter F sép

v ce corps (Fv)
sép = (F sép)w. Le complété Fv de F en

v est une F -algèbre séparable (A.1.5), par conséquent F sép
v est encore une F -algèbre

séparable.
D’après 2.5.17, on a

NF = V (F ) ∩NFv
= V (F ) ∩NF sép

v
.

Pour éviter les conflits de notations, dans cette sous-section on notera x (au lieu
de v) les éléments de V . Tout élément x ∈ V (A) s’écrit x =

∏
v xv avec v ∈ V (Fv),

où v parcourt les places de F . On pose

NA
déf
=

(
∏

v

NFv

)
∩ V (A) .

¶ Les FS-lames et les FS-strates de NFS
. — Soit S un ensemble fini non vide de

places de F . On pose

FS =
∏

v∈S

Fv et F sép
S =

∏

v∈S

F sép
v

Tout élément x ∈ NA définit un élément xS =
∏

v∈S xv de

NFS

déf
=
∏

v∈S

NFv
.

On définit la FS-lame YFS ,xS
et le sous-ensemble XFS ,xS

de NFS
par

YFS ,xS
=
∏

v∈S

YFv ,xv
et XFS ,xS

=
∏

v∈S

XFv ,xv
.

On pose aussi

FS
PxS

=
∏

v∈S

Fv
Pxv

et PFS ,xS
=
∏

v∈S

PFv ,xv
.
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On définit de la même manière la FS-strate YFS ,xS
et le sous-ensemble XFS ,xS

de
NFS

. On a donc

YFS ,xS
= G(FS) · YFS ,xS

et XFS ,xS
= G(FS) · XFS ,xS

.

On note TopFS
la topologie (forte) sur V (FS) définie par FS (cf. 2.8). Puisque FS

est un produit (fini) de corps commutatifs localement compact, d’après 2.8 on a le

Lemme C.1.1. — Soit xS ∈ NFS
.

(i) XFS ,xS
et XFS ,xS

sont fermés dans G(FS) pour TopFS
.

(ii) La FS-lame YFS ,xS
est ouverte dans XFS ,xS

pour TopFS
.

(iii) La FS-strate YFSxS
est ouverte dans XFSxS

pour TopFS
.

Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini d’ensembles XFS ,xS
avec xS ∈ NFS

, on obtient
aussi (d’après C.1.1 (i)) que NFS

est fermé dans G(FS) pour TopFS
.

L’ensemble NF est plongé diagonalement dans NFS
. Pour x ∈ NF , on peut

donc définir comme ci-dessus la FS-lame YFS ,x et la FS-strate YFS ,x. Pour alléger
l’écriture, on reprend ici les notations de 2.5.23 : pour une F -lame Y de NF , on note
YFS

la FS-lame de NFS
définie par YFS

=
∏

v∈S YFv
; et pour une F -strate de Y, on

note YFS
la FS-strate de NFS

définie par YFS
=
∏

v∈S YFv
. Pour X = X (Y ) et

X = X(Y), on définit de la même manière les sous-ensembles XFS
et XFS

de NFS
.

D’après 2.5.18 et 2.3.11, on a les égalités

Y = G(F ) ∩ YFS
et Y = G(F ) ∩YFS

;

et on a aussi
X = G(F ) ∩ XFS

et X = G(F ) ⊂ XFS

¶ Les A-lames YA et les A-strates YA de NA
(50). — L’ensemble NF est plongé

digonalement dans NA. À toute F -lame Y de NF , on associe la A-lame de NA définie
par

YA
déf
=

(
∏

v

YFv

)
∩G(A)

où v parcourt les places de F . À toute F -strate Y de NF , on associe de la même
manière une A-strate YA de NA. Pour X = X (Y ) et X = X(Y), on définit toujours
de la même manière les sous-ensembles XA et XA de G(A). Comme pour les FS-lames
et les FS-strates, on a les égalités

Y = V (F ) ∩ YA et Y = V (F ) ∩YA ;

et on a aussi
X = V (F ) ∩ XA et X ⊂ V (F ) ∩XA .

Observons que si Y ⊂ Y, alors on a

YA = G(A) · YA et XA = G(A) · XA .

La décomposition d’Iwasawa G(A) = KP0(A) assure qu’on a l’analogue de C.1.1
pour la topologie adélique sur G(A) :

(50)On peut définir des A-lames et A-strates plus générales mais nous n’en aurons pas besoin ici.
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Lemme C.1.2. — Soit Y une F -lame de NF . Posons Y = G(F ) ·Y , X = X (Y )
et X = X(Y).

(i) Les ensembles XA et XA sont fermés dans G(A) pour la topologie adélique.
(ii) La A-lame YA est ouverte dans XA pour la topologie adélique.
(iii) La A-strate YA est ouverte dans XA pour la topologie adélique.

Pour un ensemble fini S de places de F , on note AS =
∏′

v/∈S FS l’anneau des
adèles de F en dehors de S. On définit YAS , YAS , XAS et XAS comme ci-dessus, en
remplaçant A par AS . On a les décompositions

YA = YFS
× YAS et YA = YFS

×YAS ,

XA = XFS
× XAS et XA = XFS

×XAS .

Le lemme C.1.2 reste vrai si l’on remplace A par AS .

C.2. Approximation faible. — On suppose dans cette sous-section que l’hypothèse
2.4.20 est vérifiée : eV est régulier dans V .

Fixons un ensemble fini S de places de F . On peut se demander si une F -strate
Y de NF plongée diagonalement dans V (FS) est dense dans YFS

pour TopFS
; on

peut aussi se poser la même question pour une F -strate Y de NF . C’est le principe
de l’approximation faible.

Lemme C.2.1. — Soit Y une F -lame de NF . Posons Y = G(F ) ·Y , X = X (Y )
et X = X(Y) (= G(F ) · X ).

(i) La F -lame Y est dense dans YFS
pour TopFS

.
(ii) L’ensemble G(FS) ·Y = G(FS) · Y est dense dans YFS

pour TopFS
.

(iii) Si pour tout yS ∈ YFS
, la G(FS)-orbite OFS ,yS

est ouverte dans YFS
pour

TopFS
, alors on a l’égalité YFS

= G(FS) ·Y (= G(FS) · Y ).

Démonstration. — On peut supposer Y 6= {eV } (sinon il n’y a rien à démontrer).
Fixons un co-caractère virtuel µ ∈ ΛF,x avec x ∈ Y . D’après 2.3.11, pour toute place
v ∈ S, µ appartient à ΛFv,x. On a donc

XFS
= Vµ,1(FS) et PFS ,x = Pµ(FS) .

Prouvons (i). Puisque la variété Vµ,1 est un F -espace affine [H2, 3.3], elle satisfait
au principe d’approximation faible : X = Vµ,1(F ) est dense dans XFS

= Vµ,1(FS)
pour TopFS

. Comme la FS-lame YFS
est ouverte dans XFS

pour TopFS
(d’après

C.1.1 (ii)), on en déduit que Y = YFS
∩ X est dense dans YFS

.
Puisque G(FS) · YFS

= YFS
, le point (ii) est une conséquence de (i).

Prouvons (iii). On suppose que les G(FS)-orbites dans YFS
sont ouvertes dans

YFS
pour la topologie définie par FS . Soit yS =

∏
v∈S yv un élément dans YFS

.
Quitte à remplacer yS par g · yS pour un g ∈ G(FS), on peut supposer que yS
appartient à la FS-lame YFS

. Pour toute place v ∈ S, le co-caractère virtuel µ
appartient à ΛFv,yv

. D’après 2.5.13, l’application naturelle

G(FS)×
Pµ(FS)

XFS
→ XFS
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induit une application bijective G(FS) ×Pµ(FS) YFS

≃
−→ YFS

. Cette bijection est un
homéomorphisme pour TopFS

. On en déduit que la Pµ(FS)-orbite de yS est ouverte
dans YFS

pour TopFS
. Puisque X est dense dans XFS

pour TopFS
, cela entraîne que

la Pµ(FS)-orbite de yS intersecte non trivialement YFS
∩ X = Y .

Remarque C.2.2. — Puisque la variété Vµ,1 satisfait aussi au principe d’approxi-
mation forte, on a des résultats analogues pour le plongement diagonal

ιS : V (F ) → V (AS)

et la topologie adélique, à savoir : l’ensemble ιS(Y ) est dense dans YAS pour la
topologie adélique et l’ensemble G(AS) · ιS(Y) = G(AS) · ιS(Y ) est dense dans YAS

pour la topologie adélique. De manière équivalente, on a : l’ensemble YFS
× ιS(YF )

est dense dans YA et l’ensemble

G(A) ·
(
YFS

× ιS(Y )
)
= YFS

×
(
G(AS) • ιS(Y )

)

est dense dans YA = G(A) · YA.

C.3. Le cas de la variété unipotente. — On suppose dans cette sous-section que
la variété V est le groupe G lui-même muni de l’action par conjugaison. Rappelons
qu’on a noté UF = UG

F l’ensemble des (vrais) éléments unipotents de G(F ).

Lemme C.3.1. — Si F est un corps de nombres ou un corps global de caractéristique
p > 1 avec p très bon pour G, l’hypothèse de C.2.1 (iii) est toujours vérifiée : pour
tout uS ∈ UFS

, la G(FS)-orbite de uS est ouverte dans YFS ,uS
pour TopFS

.

Démonstration. — On peut supposer S = {v}. Soit p ≥ 1 l’exposant caractéristique
de Fv. Supposons que p soit très bon pour G. Pour tout uv ∈ UFv

, d’après 3.5.7 (i),
on a YFv ,uv

= Ouv
(Fv). Comme d’autre part le morphisme G → Ouv

, g 7→ g • uv
est séparable (3.5.4), il induit une application ouverte G(Fv) → Ouv

(Fv) pour TopFv
.

Par suite l’application G(Fv) → YFv
, gv 7→ gv • uv est ouverte pour TopFv

.

Remarque C.3.2. —

(i) Si F vérifie les hypothèses de C.3.1 et u ∈ Y, alors d’après C.2.1 (iii), toute
G(FS)-orbite dans Ou(FS) = YFS

rencontre Ou(F ) = Y ; pour les corps de
nombres, c’est le lemme 7.1 de [A2].

(ii) Si p > 1 est suffisamment grand, toutes les orbites unipotentes sont séparables
et l’on s’attend à ce que l’hypothèse de C.2.1 (iii) soit vérifiée. En revanche si
p > 1 est petit, elle ne l’est en général pas. Prenons le cas du groupe G = SL2

sur le corp global F = F2(t) et considérons le complété Fv = F2((t)). D’après
3.8, l’ensemble UFv

contient une unique Fv-strate non triviale et les G(Fv)-
orbites dans cette Fv-strate sont paramétrées par le groupe F×

v /(F
×
v )2 qui est

compact mais de cardinal infini. Si l’hypothèse de C.2.1 (iii) était vérifiée, on
aurait que l’image de F×dans F×

v /(F
×
v )2 est surjective ; ce qui est faux car F×

est dénombrable alors que F×
v /(F

×
v )2 ne l’est pas. En effet, considérons une
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unité x de F×
v , c’est-à-dire un élément inversible dans F2[[t]] :

x = 1 + ǫ1t+ · · ·+ ǫnt
n + · · · = 1 +

∞∑

i=1

ǫit
i avec ǫi ∈ {0, 1} .

Les carrés dans F2[[t]] sont de la forme y =
∑∞

i=0 ηit
2i avec ηi ∈ {0, 1}. Par

conséquent x s’écrit x = y1 + ty2 où y1 est un carré dans F2[[t]]
× et y2 est un

carré dans F2[[t]]. Ainsi modulo les carrés dans F×
v , x a un unique représentant

de la forme 1 + tz avec z (= y−1
1 y2) dans F2[[t]]

2 ≃ {0, 1}N.
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