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Abstract. We establish effective mean-value estimates for a wide class of multiplicative
arithmetic functions, thereby providing (essentially optimal) quantitative versions of Wirsing’s
classical estimates and extending those of Haldsz. Several applications are derived, including:
estimates for the difference of mean-values of so-called pretentious functions, local laws for the
distribution of prime factors in an arbitrary set, and weighted distribution of additive functions.

Keywords. Quantitative estimates, multiplicative functions, effective mean-value theorems,
weighted distribution of additive functions.

2010 AMS Classification. Primary 11N56, Secondary 11K65, 11N37, 11N60, 11N64.

Sommaire
1 Introduction et énoncé des résultats. ...... ... 1
2 APDPLCALIONS . . . o ettt e 5
3 Preuve du Théoreme 1.1 . ... ... e et 10
3.1 Lemme de Gallagher ..........oo e e 10
3.2 Réduction au cas exponentiellement multiplicatif ................ ... ... .. ... 11
3.3 Preuve dans le cas exponentiellement multiplicatif .............. ... ... . ... 12
4 Preuve du Théoreme 1.2. ... .. .. e e et 16
N 7Y 55 V' o U= 16
4.2 Preuve dans le cas exponentiellement multiplicatif.............................. 21
4.3 Complétion de largument . ....... ... 28
5 Preuve du Théoreme 1.3 . ... .. . i e e e 29
5.1 Inégalité de Turan-Kubilius pondérée............. ... ... ... ... .o L. 29
5.2 Complétion de Vargument . ... 31
6 Preuve du Théoreme 1.4 ... ... ... e s 34
7 Preuves des CorOllaires . . ... .ottt e e 36
7.1 Preuve du Corollaire 2.1 .. ...t e 36
7.2 Preuve du Corollaire 2.4 ... ...t 36
7.3 Preuve du Corollaire 2.5 ... ... 38
7.4 Preuve du Corollaire 2.6 .. ...ttt e 40

1. Introduction et énoncé des résultats

Les estimations de valeurs moyennes de fonctions multiplicatives constituent un outil pri-
vilégié de la théorie probabiliste des nombres. Elles permettent notamment d’appréhender la
répartition des fonctions additives sur les NV premiers entiers via leurs fonctions caractéristiques
et, partant, d’obtenir des théoremes de convergence avec controle de I'approximation. Les deux
succes historiques de la théorie sont respectivement dus & Wirsing [37] et Haldsz [13].

Désignons par M(A, B) la classe des fonctions multiplicatives vérifiant

v 1 v
(1-1) max | f(p)| < A, Z M < B.
P p,v>2 p

Ici et dans la suite, nous réservons la lettre p pour désigner un nombre premier.
Dans son remarquable article [37], Wirsing établit notamment que, si » € M(A, B), r > 0,
et s’ existe o > 0 tel que

1
(1-2) Zw ~ plogz (x — 00),
pPsT
alors toute fonction multiplicative réelle f telle que |f| < r vérifie, lorsque z — oo,

(13) M("L" f) = Z f(n) — {e e H Zy>0f ));];U +o }logx H Z

n<x v20 p p'<z

ot le produit infini est considéré comme nul lorsqu’il diverge.(!) Ici et dans la suite, nous notons
~ la constante d’Euler.

1. Le second produit est en fait fini.
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Le cas r = 1 (la fonction constante égale & 1), o = 1, confirme une célebre conjecture d’Erdés
selon laquelle une fonction multiplicative réelle & valeurs dans [—1,1] possede nécessairement
une valeur moyenne.

Dans [13], Haldsz a élucidé le comportement asymptotique des fonctions multiplicatives
complexes f a valeurs dans le disque unité. Son résultat principal établit une dichotomie :
soit il existe 7 € R tel que

(1-4) Z 1—Re{f(p)/p'"} < o0

» p
et nous avons a].orS
xl-ﬁ-i‘r
(1:5) M(z; f) ~ 7 i 1;[ ( ) Z u(1+zr) +o(z) (v — 00),
p<a

soit la série diverge pour tout 7 € R, et 'on a M(z; f) = o(x) lorsque  — oo. Une précision
supplémentaire est que, sous 'hypotheése (1-4), le terme principal de (1-5) est de la forme
K 277 L_(logz) ot L, est une fonction de module unité & croissance lente au sens de
Karamata [22], c’est-a-dire telle que L,(u)/L,(v) — 1 lorsque u et v tendent vers l'infini
sous la condition u < v.

Une preuve alternative du cas de convergence a été obtenue par Delange via une méthode
reposant, a partir d’une idée de Rényi, sur I'inégalité de Turan—Kubilius : voir [35], th. I11.4.4,
pour une démonstration de ce résultat non publiée par Delange.

Indlekofer, Katai & Wagner [21] ont généralisé ces résultats(®) en établissant que, pour toutes
fonctions multiplicatives r, f, telles que » € M(A, B), f & valeurs complexe, |f| < r, et sous
I'hypothese (1-2), nous avons M (z; f) = o(M(z;7)) lorsque  — oo si la condition

(1-6) ) r(p) = Re {f(n)/P""} _

p p

n’est réalisée pour aucune valeur de 7 € R. Ils énoncent également que, sous la condition (1-6)
nous avons, lorsque z — oo,

usof(p vy /prAtin) 2" M (x;7)
) {H > usoT () /p” +O(1)} 1+ir

Cette formule asymptotique résulte en fait implicitement, sous la méme hypothese (1:6), du
le travail de Wirsing [37]. Notons également que les estimations de Wirsing impliquent 1’équi-
valence de (1-7) et

p<LT

e 'ygxl—i-z‘r

(1 + o7 F(Q logm{ H Z u(1+z~r) 0((10g$>g)}~

De plus, le cas général se réduit aisément, par sommation d’Abel, au cas 7 = 0.

Les développements ultérieurs de la théorie ont principalement visé a rendre les résultats
précédents effectifs, c’est-a-dire a expliciter les majorations dans le cas de divergence et
les termes d’erreur dans le cas de convergence. La nécessité de telles estimations étant
naturellement plus impérieuse dans le cas ou le terme principal est nul, les recherches se sont
d’abord orientées dans cette direction. Les travaux de Haldsz [14], précisés par Montgomery
[28], Elliott [7], puis par l'auteur [35] (ch. II1.4), fournissent ainsi des majorations explicites
dans le cas de fonctions a valeurs dans le disque unité ou dont les valeurs sur les nombres
premiers évitent un secteur fixe.(®)

(1-8) M (x; f) =

2. Un résultat qualitatif antérieur, de méme nature mais valide sous des hypotheses plus fortes, est da
& Levin & Timofeev [24].

3. Voir également [31] pour des variantes relatives & des sommes pondérées.



Moyennes effectives de fonctions multiplicatives complexes 3

Lorsque les f(p) sont confinés & une ellipse de diametre 2 strictement incluse dans le disque
unité, Hall & Tenenbaum [19] établissent la majoration effective

M(:c;f)<<:rexp{ Kzl_%e }

p<T

ou la constante K est optimale. Ce résultat a été généralisé par Hall [18] au cas ou les f(p)
sont confinés a sous-ensemble strict et fermé du disque unité évitant au moins un point de
module 1. Des compléments et raffinements sont proposés dans ’article exhaustif de Granville
et Soundararajan [11], qui contient également des développements relatifs au comportement
local les moyennes M (x; f).

Dans la voie d’une version quantitative des estimations de Wirsing, un résultat de Haldsz
([14], th. 3) fournit une formule asymptotique avec terme principal non nul lorsque les valeurs
aux nombres premiers sont proches de 1. Une version relative aux fonctions a valeurs dans
[—1,1] a également été donnée par Indlekofer [20] — cf. le Corollaire 2.2 infra.

Nous nous proposons ici de préciser les résultats antérieurs dans deux directions : d’une
part en étendant les majorations effectives aux fonctions des classes M(A, B), d’autre part
en fournissant des versions quantitatives de I’ensemble des estimations de type Wirsing telles
qu’établies sous forme qualitative par Indlekofer, Kétai & Wagner dans [21].

Un tel programme suppose que les fonctions multiplicatives considérées soient autorisées a
dépendre du parametre x gouvernant la taille de la moyenne prise en considération. Dans la
suite, nous considérons donc, pour tous parametres A > 0, B > 0, z > 2, la classe M(z; A, B)
des fonctions multiplicatives complexes f vérifiant

|f(p”)|log p”
1.9 a < A, VAP JIPeF < B,
(1-9) max | f(p)] E P
p’ <z
v>2

Notre premier résultat étend aux fonctions de M(x; A, B) le théoréme II1.4.7 de [35], restreint
aux fonctions a valeurs dans le disque unité. Pour toute fonction multiplicative f dont la série
de Dirichlet »_ -, f(n)/n°® converge dans le demi-plan %e s > 1, nous posons

o) =opsi) = S0 L2 e,

pP<T p
(1-10) 1
Hilof = 3 g g, RO (@>0.730)
kEZ |T—k|<1/2

|kI<T

Dans tout ce travail, nous définissons implicitement les parties réelle et imaginaire d’un nombre
complexe s par la formule s = o +i7.
Nous posons encore

(1-11) 20y f) =3 W)
Py

Théoréme 1.1. Soient A > 0, B > 0. Sous les hypothéses x > 2, f,r € M(x; A, B), |f| <r
et T > 1, nous avons uniformément

1 Z(w3r) Z(z;r)
x Hr () e e log, x}
1-12 M(z; f) < / do + + .
( ) ( f) logx{ 1/log x «Q \/T T
De plus, pour tout ¢ > 0 fixé, et sous I’hypothése supplémentaire
log x
(1-13) Z{wir) = Z(yi7) > clog o J+o)  @e<y<w),
Y

le dernier terme dans ’accolade de (1-12) peut étre omis.
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Le résultat suivant fournit une version effective des formules asymptotiques (1-7) et (1-8).
Conformément a une remarque effectuée plus haut, nous nous restreignons, sans perte de
généralité, au cas 7 = 0.

Etant donnée une fonction arithmétique multiplicative complexe f, nous posons wy := 1 si
f est réelle, et wy := % dans le cas général.

Théoréme 1.2. Soient
a€)0,1], b€ [a,1], A>2b, B>0,
(1-14) sinp 1-0

> = - = - -

Pour tout ¢ = ¢, €]1/+/log z, %], les assertions suivantes relatives aux fonctions multiplicatives
f, r telles que | f| < r sont vérifiées.
Sous les hypotheéses

(1-15) 3 r(p) = Re F(p) fef(p) < 18blog(1/e),
pP<T
(1-16) 3 {r(p) — Re f(p)}" logp B T
¢ <p<y p
(1-17) Z{r(p)—;)}logp < clogy (z° <y < a),

P<Y
ou &y € [a, %ﬁb], nous avons, uniformément pour x > 2, r € M(z; A, B),

(118) M(a: f) = — Wlizx{ﬂ > (%ZW))}’

pY<z

ou I'on a posé § := wyd;.

La constante implicite dans (1-18) dépend au plus de A, B, a, b, et des constantes implicites
de (1-16) et (1-17).
Remarques. (i) Le Théoreme 1.2 généralise bien le théoréme de Wirsing.

(ii) On a h =1, dés que ¢ > 1.

(iii) L’hypothese (1-16) est trivialement impliquée par la condition

(1-19) y ) I} o,

¢ <p<z

et, bien entendu, également par la majoration uniforme

(1-20) max {r( ) — Re f(p)} < &%

TE<p<
(iv) Les hypotheses du Théoreme 1.2 impliquent
IR f < 2@
P pYsz
alors que les deux membres sont du méme ordre de grandeur des que

>

0<v<(log z)/ log p p

(1-21) min > 1

p,x

Sous cette condition génériquement vérifiée, la formule (1-18) devient

(1-22) M(z; f) = {1+ O(&° logm H > f

pY <L
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L’hypothese (1-17) représente une contrainte significative pour la répartition des valeurs r(p).
Nous pouvons la remplacer par une minoration en moyenne sur de petits intervalles.
Nous posons

sin(2mb/A)

(1-23) o = Bob, A) = 1= =520 d0(b) = dol, A) = Jfo

Théoreme 1.3. Soient

a€l0,1], befa, i, A>20, B>0, B:=p(b,A4), z>2 1/\/logr<e<i.
Supposons que les fonctions multiplicatives f, r, telles que r € M(x; 24, B), |f| < r, vérifient
les conditions (1-15), (1-16) avec b := (1 —b)/b, (1-19) avec h =1, et

1
(1-24) Z M > 4be; logy (61/61 <y< xl/(1+51))
y<p<ylte b

oti 'on a posé g1 := 4/e. Supposons de plus que 81 € [a,d9(b)]. Nous avons alors

(wsr)—cZ (23] f1—f)
(1-25) M(z; f) = H > prse SO/ +O<méez i )

vea T(PY) /" log x

ou 0 := wydy, et ¢ := b/A. La constante implicite de (1-25) dépend au plus de A, B, a et b.

Remarques. (i) Le récent et tres élégant article d’Elliott [8], finalisé simultanément au présent
travail, fournit une condition suffisante pour la validité de (1-7) dans laquelle I’hypothese (1-6)
est remplacée par une minoration en moyenne de méme nature que (1-24).

(ii) Les Théoremes 1.2 et 1.3 précisent le théoréme 2.6 de Darticle [25], apparu en ligne
postérieurement a la diffusion du présent travail sur le réseau.

11 est possible de supprimer la condition (1-19) au prix d’un renforcement des hypotheses sur
les nombres r(p).

Théoréme 1.4. Dans les hypothéses du Théoréme 1.3, la formule asymptotique (1-25) persiste
sans la condition (1-19) avec h = 1 si ’hypothése (1-24) est remplacée par mlré r(p) > 4b.
€ <pKT

Nous fournissons les détails au § 6.

Les méthodes développées dans le présent travail reposent principalement sur ’approche de
Halész [13], assortie de raffinements introduits dans [28] et [35]. La preuve du Théoréeme 1.3
fait usage d’une version pondérée de I'inégalité de Turdn—Kubilius (Lemme 5.1) et d’arguments
de convolution des fonctions arithmétiques. Ainsi que 'attestent les formules asymptotiques
obtenues aux Corollaires 2.4 et 2.5, les termes d’erreur effectifs des Théoremes 1.2, 1.3 et 1.4
sont essentiellement optimaux sous les hypotheses effectuées.

Notation. Dans tout ce travail, nous employons la notation de Vinogradov f < g pour
signifier qu’il existe une constante C' telle que |f| < C|g| dans le domaine indiqué. Nous
attirons l'attention du lecteur sur le fait que, selon une pratique largement répandue, nous
étendons 'usage de cette notation au cas de quantités complexes.

2. Applications

Nous énoncgons ici, de facon non exhaustive, quelques applications des résultats présentés
plus haut.

La premiere est une conséquence simplifiée du Théoreme 1.1 analogue a une majoration de
Haldsz [16] valable pour les fonctions de module au plus 1, et dont une version optimale est
établie au cor. I11.4.12 de [35]. Lorsque r € M(z; A, B) et f est une fonction multiplicative telle
que |f| < r, nous posons

r(p) = Re (f(p)/p"7)

2.1 T := mi >9).
(2-1) my(y; T) min, ) (y=2)
p
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Corollaire 2.1. Soient A > 0, B > 0, b > 0. Sous les conditions © > 2, f,r € M(x; A, B),
[fI<r,T>1,et

(2:2) > Moo (158 o) 2<y<a),

yoris P logy

nous avons uniformément

(2:3) M(x;f)<<M(w;r){W+\/lf}-

Une illustration simple du Théoréeme 1.2 peut étre obtenue de la facon suivante. Soient A
et B des constantes positives et f une fonction multiplicative complexe de M(A, B) telle que
max, | f(p)| < o. Supposons encore que 'analogue de (1-4) est satisfait avec 7 = 0, autrement dit

(2:4) 3 M;ef(m < o

11 résulte alors de (1-8) et de la formule de Mertens que

—1

(29) M) = { ] (1-3) S 200 4 o prleg 0.

pP<T

Nous pouvons a présent préciser le terme d’erreur en fonction de la vitesse de convergence
de la série (2-4). En effet, 'hypotheése (2-4) implique immédiatement, par sommation d’Abel,
que

< nelogx (z — 00)

p<T p
pour une fonction convenable 7, tendant vers 0 a I'infini. Choisissons b := 5 L min(1, o), A := o,
de sorte que p=m, =1, h =2/ min(1, 0) — 1. Posant
(2-7) 61 := + min(1, o) < 2b,
nous avons alors d1h = % - %min(l, 0) et

T {o— §Ref( )}" log p

< e logy (z* <y <)
€ <pLy

pour le choix € := 77;/(1%1‘)) + 1/y/log z. Comme la condition (1-15) découle immédiatement
de (2-4) pour x assez grand, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Corollaire 2.2. Soient A > 0, B > 0, o0 > 0, et f € M(A, B) une fonction multiplicative
complexe telle que |f(p)| < o pour tout nombre premier p. Sous I’hypothése (2-4) et avec les
notations (2-6), (2-7), nous avons

—ve f a Z(z; 2
(2-8) M(z; f) = F(eg loZ;x{H ) ( pe? 0 + (elogx)b>}

p pY<x

ot 'on a posé a := wy min(1, 0)/{5 — min(1, o)}, b := wymin(1, o)/6.
Remargue. Sous la condition (1-21), nous déduisons de (2-8) que 'on peut remplacer le terme
d’erreur de (2:5) par O(n + 1/(log z)?).

Lorsque f est réelle et o = 1, nous avons donc a = %, b = %. Cela précise un résultat,
mentionné plus haut, de Indlekofer [20], qui obtient dans ce cas a = % par une méthode
reposant sur une technique de convolution des fonctions arithmétiques.

Dans le méme esprit, nous pouvons énoncer le résultat suivant. Nous notons P*(n) le plus
grand facteur premier d'un entier n > 1 avec la convention P*(1) = 1 et rappelons la notation
dp(b) définie en (1-23).
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Corollaire 2.3. Soient x > 2, r une fonction multiplicative positive ou nulle satisfaisant aux
hypothéses du Théoréme 1.3 et f, g deux fonctions multiplicatives telles que |f|?> <, |g|*> < r.
Supposons que, pour une fonction 7, tendant vers 0 lorsque x — oo et telle que n+/logz > 1,
les majorations

(2:9) > T(p)ph(p) < §Boblog <?71x) > T(p)ph(p) logp < 1, log z,

P pP<T

ot By est défini en (1-23), aient lieu pour h = |f|?, h = |g|> et h = Re fg. Nous avons alors
S ptmy<a /(1) = g(n)?/n o
+O0(ng)
ZP+(n)§w r(n)/n

(210) M(z;|f = gI*) ZM(I;T){

avec a := 3S0/{3+ (1 —b)Bo}.

Pour établir cette assertion, il suffit d’observer que les fonctions r et fg (respective-
ment |f|?, |g|?) satisfont aux hypotheses du Théoreme 1.3 pour le choix ¢ := 17;/(”51[)),
61 :=00(b), b :== (1 —b)/b, § := 16,. Nous appliquons ensuite ce résultat aux couples
(7", fg) et (r, fg) (respectivement (r, |f]?), (r, |g|?)) en négligeant la contribution impliquant le
parametre c.

Le cas r = 1 du Corollaire 2.3 releve de la théorie des fonctions « simulatrices » (pretentious en
anglais) telle que développée depuis quelques années par Granville, Soundararajan et d’autres
auteurs — voir par exemple [4], [12], [23]. Si f et g sont des fonctions multiplicatives & valeurs
dans le disque unité et si (2:9) est satisfaite avec 7 = 1 pour h = |f|2, |g|* et Re fg,(* il résulte

en particulier de (2-10) avec b = %7 A= %, que

e [f(n) — g(n)|?
211 M(z: | f — gf2) = ) = gn)i” 2/15y |
(211) (w1 m)l%$£3%< 90 | o)

Le terme principal de (2-11) vaut alors
M (2] f) + M (a3 |gl*) = 2o (550+0M (7 o0),
ot D?(x; f,g) := Re Z(x;1 — f7) est la pseudo-norme de la théorie des fonctions simulatrices.

Au titre d’'une autre illustration du Théoreme 1.3, nous pouvons préciser un théoréeme de
Halasz [14], [15], relatif aux lois locales de la répartition des facteurs premiers d’un entier dans
un ensemble quelconque. Etant donné un ensemble E de nombres premiers, notons Q(n; E)
le nombre des facteurs premiers appartenant a F, comptés avec multiplicité, d’un entier n, et

posons
1
E(x) := Z —-
p<z,peER p

Haldsz a montré que, pour tout x €]0, 1] fixé et uniformément pour

(2-12) 0<m< (2—k)E(x),

le nombre N,,(x; F) des entiers n < x tels que Q(n; E) = m vérifie

g E(@)™ |m — E(z)| 1

2-13 Ny (z; E) = xe E(Z)i{l—i-O( + )}
(2:13) (a: ) 2 e T

Sérkozy [33] a ensuite établi que le terme principal de (2-13) fournit en fait Pordre de grandeur
du membre de gauche dans I'intervalle

(2-14) kE(x) <m < (2—k)E(x).
Autrement dit, sous la contrainte (2-14), nous avons, pour x assez grand,
E m
(2-15) N (23 E) < ze”P@) (x')
m!

des que E(z) tend vers l'infini avec .00 Cet encadrement a été ultérieurement précisé et

4. Cette hypothese est en particulier impliquée, pour une valeur convenable de 7, par la convergence
des trois séries }° {1 — Re h(p)}/p.

5. Le cas ol E(z) est borné releve de techniques de crible élémentaires.
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généralisé par Balazard [2].
Soit & €]0, 1[. Un argument de convolution standard fournit
1
. QE) _ pe(r—1DE() _
(2-16) S(z;r, E) : Zr = ze {1—|—O<|r 1+(10gx)1/2>}’

n<r

uniformément pour k£ < r < 2 — £.(9 De plus, il résulte par exemple du théoréme 1.1 de [36]
que, dans les mémes conditions,

(2-17) S(z;r, E) < e~ DE@)

Nous obtenons le résultat suivant, qui précise (2-13) lorsque m — E(x) > 1/ E(x) et implique
(2-15). Nous posons

(2-18) FzE) = Y “—=T] (1 - 7) ' eg |4 <2),

neN(E) pEE

et t(z; E) := \/{log E(x)}/E(x).

Corollaire 2.4. Soient E un ensemble de nombres premiers tel que lim,_, ., E(z) = oo,
k €]0,1[, et K > 0.

(i) Sous ’hypothése k <1 < 2— kK, 2 = re’, —r < ¥ <, nous avons, uniformément pour x
assez grand,

(2-19) S(x;2, ) < 2 o(r—1=K02/180) E(z)

(ii) Sous I'hypothése k < r < 2 — K, z = re'’, |9| < Kt(z; E), nous avons, uniformément
pour x assez grand,
F(zE) o 1
220 S(z;2,E) = S(z;r, B ’ O [9]e= " P@) 4 —
(220) (512 8) = S(ain B)] T g + 01015 4 L,

ouc=c(k,K)>0.
(iii) Nous avons, uniformément pour x assez grand,

(2-21) N (2; E) < xe—E@)EEnﬁ (0<m < (2—k)E(z)).

De plus, sous la condition kE(x) < m < (2 — k)E(x) et avec r := m/E(x), nous avons

(2:22) Now(2: ) = S(as 7, B) 28" {1 + 0(1> }

Nous donnons la démonstration au paragraphe 7.2. Les assertions (i) et (ii) impliquent
immédiatement (2-22) en appliquant la formule de Cauchy sur le cercle |z| = r :== m/E(x )
et en observant que F(z; E)/F(r; E) = e*F@ {1 1 O(9)}. Compte tenu de (2:21), o
obtient (2-13) en évaluant S(z;r, E) par (2-16). Enfin, lestlmatlon (2-15) résulte 1mmed1a—
tement de (2-17) et (2-22).

Halész a annoncé la possibilité de prouver (2-22) — voir [7], p. 312 — en utilisant une variante
du théoréme 3 de [14] dans laquelle les hypotheéses incluent une condition de type (1-20), mais
valable pour tous les nombres premiers n’excédant pas x. Notre approche ne nécessite qu’une
majoration en moyenne de type (1-16).

Notons encore que le Corollaire 2.4 demeure valable, mutatis mutandis, lorsque I’on remplace
Q(n; E) par la fonction fortement additive w(n; E) = >°, cp 1. La borne supérieure 2 —
peut alors étre remplacée par 1/x.

6. Une estimation essentiellement équivalente découle d’ailleurs du Théoréme 1.2 appliqué aux fonctions
f(n) = r2OE) p(n) = {max(1,7)}*(™). On peut en effet supposer o := 1 — k arbitrairement

petit et choisir alors b := %, A= 140, ¢ = max(l,7), h := 1, € := o*/{1 + o*(logx)®?}, et

§ :=log(1/0)/log(1/e) < %.
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De méme, I'extension & I’approximation des lois locales conjointes des fonctions Q(n; E;)
ou w(n; Ej) (1 < j < k) relatives a des ensembles fixés de nombres premiers disjoints tels

que min; F;(x) — oo est immédiate. En appliquant & la fonction f(n) := H1<]<k LB o
traitement detallle au paragraphe 7.2, nous obtenons ainsi

(2:23) > 1:{1+0< > \/7)} I1 mlemg Z I o)

n<r 1<j<k 1<5<k n<e 1<j<k
w(n; By )=m; (1<5<k)

uniformément pour k < r;j :=m;/E;(z) < 1/k (1 < j < k). De plus, le membre de gauche de
(2-23) est égal a

o(7) Ej(x)™
re m.! eEi(x)
1<k
uniformément pour max; r; < 1/k, avec T:= 3, .y {Irj —=1|+1/y/E;(z) }. Ces estimations
précisent le théoreme 1.3 de Darticle [26], également mis en ligne postérieurement a la
complétion et & la diffusion du présent travail.

Nos deux dernieres applications concernent la répartition des fonctions additives réelles
relativement a des mesures pondérées sur I’ensemble des entiers n’excédant pas x. Nous nous
restreignons ici au cas standard d’une loi limite gaussienne, mais nos résultats sont susceptibles
de fournir des estimations analogues dans des situations significativement plus générales.

Etant données une fonction positive ou nulle » € M(x; A, B) et une fonction additive
réelle h, nous notons z — F,(z;h,r) la fonction de répartition de la variable aléatoire h(n)
sur ’ensemble des entiers n’excédant pas x, équipé de la mesure associant a chaque entier n le
poids r(n)/M (z;r), autrement dit

F.(z;h,r) = o Z r(n).

M(x;r) =
Nous posons h(n)<z
ACEOEEDY) M, Dy(z;r)? =Y Mj

p<T

rappelons la notation &y(b) définie en (1-23), et notons ®(z) := (1/v2n) ffoo e /2 dy la
fonction de répartition de la loi normale.

Corollaire 2.5. Soient A, B, des constantes positives, x > 2,r € M(x; A, B), et h une fonction
additive réelle. Supposons que :

(i) min r(p)>1; (i)  Dp(z;r)>1;
log z<p<=
(iii) maXMQ,uxgl' ZZ <<1.
p<z Dp(x;r) ’ oy
Alors
(2:24) F, (Eh(x; ) 4+ 2Dy (x;7); b, r) =d(2) + O(ux + Dh(lx,r)>

De plus, si ’hypothése (i) est remplacée par (1-24) avec €1 := 1/(logx)*/* et b > 0 arbitraire,
lestimation (2-24) persiste a condition de remplacer p, par pi+/log(1+ 1/p,).

Le théoréeme 20.1 de [7] fournit, dans le cas r = 1, une évaluation de méme type que (2-24)
pour une combinaison linéaire finie de fonctions hj(n+a;) ot les h; (1 < j < k) sont fortement
additives et les a; des entiers fixés. Pour k = 1, le terme d’erreur de (2-24) est un peu plus
précis que celui de [7] lorsque, par exemple, z est borné et Dp(x;r)u, > 1. Cette derniere
condition est certainement remplie dés que max,<, |h(p)| > 1.
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Notons ¢ la fonction indicatrice d’Euler et désignons par 2(n) le nombre total des facteurs
premiers d’'un entier naturel n, comptés avec multiplicité. Comme conséquence spécifique du
résultat précédent, nous pouvons déduire facilement une extension d’un théoreme d’Erdés &
Pomerance [9] concernant la répartition des nombres Q(¢(n)) et obtenir un terme d’erreur
identique & celui de Balazard & Smati [3]. Pour la simplicité de 1’énoncé, nous restreignons
plus qu’il n’est nécessaire les hypotheses concernant la fonction pondérale r.

Corollaire 2.6. Soient A, B des constantes positives, © > 2, 0 := 0, > 0, €1 := 1/(logz)'/*,

r € M(z; A, B). Supposons que :

1
(1) min r(p)>1; (i) Z w = plogy + 0(51 logy) (el/er <y < x).

exp y/log x<p<z p<y

Alors, notant h := Q) o, nous avons

(2:25) F, <;g(1og2 )’ + Z“bg\/?;)w; h, r> — ®(z)+0 (@)

De plus, si ’hypothése (i) est remplacée par (1-24) avec €1 := 1/(logx)'/* et b > 0 arbitraire,

Destimation (2-25) persiste a condition de multiplier le terme d’erreur par y/log; x.

Le terme d’erreur de (2-25) pose un intéressant probleme ouvert : en accord avec 'estimation
de concentration obtenue par Marie-Jeanne & Tenenbaum [27], on attend < 1/(log, x)%/2, une
majoration qui demeure pour 'instant hors d’atteinte des techniques disponibles.

3. Preuve du Théoréme 1.1
3-1. Lemme de Gallagher

Un résultat de Gallagher [10] (th.1), tel qu’énoncé, par exemple, au lemme II1.4.9 de [35]
fournit une majoration générique pour la norme quadratique d’un polynoéme de Dirichlet.
Une inégalité bien connue de Montgomery et Vaughan ([30], cor.2) en constitue une forme
plus précise. Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la majoration initiale de
Gallagher. Le lemme 2.1 de [6] étend le résultat de Gallagher dans une autre direction.

Nous notons e(z) := e2™ (z € R).

Lemme 3.1. Soient N € N*, {\,}"_, une suite finie de nombres réels distincts. Pour tous
{a}N_, € CN, 1 <r < N, T >0, nous avons

T
(3-1) /T Z ane(Apt)

1<n<N
otl la constante implicite est absolue.

2

dt<T Y af> > L

1<ngN A —=An|<1/T

Remarque. La forme usuelle sous laquelle est utilisée la majoration de Gallagher est

(3-2) /i S ane(nt)| dt < > |an|2{T+i}

T 1N 1<n<N

2

ot I'on a posé 4, := min,, -, [Ap, — Ap|. Comme on a trivialement

2
1<1+ —
Z S+ 76,
Am—An|<1/T

la majoration (3-1) est bien génériquement plus précise.



Moyennes effectives de fonctions multiplicatives complexes 11

Démonstration. Pour établir (3-1), nous observons que, posant

A)=T Y an, St)= > ane(Ant),

1<n<N 1<n<N
—An|<1/4T

A(t) == /RA(:U)e(—tJ:) dz = S(—t)SiIiE:;Q/;T).

D’apres la formule de Plancherel, nous pouvons donc écrire
/ |A(z)|? da.

/_i|5(t)2dt<</R

Posons alors Ny := 3 oy _gi<ilan| (k € Z) et observons que [A(z)] < TNy lorsque

|z — k/2T| < 1/4T. 1 suit
/|A WP dz < T NE.
kEZ

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

N < Z an|? Z 1< Z |an|? Z 1.

[2T A —k|<1 |2 A —k|<1 |27\, —k|<1 A —An|<1/T

sm(ﬂ't/QT

ST 7t/2T

En sommant sur k, nous obtenons bien I'inégalité annoncée. a

3-2. Réduction au cas exponentiellement multiplicatif

Soit ¢ la fonction exponentiellement multiplicative coincidant avec f sur l’ensemble des
nombres premiers n’excédant pas x et nulle sur les nombres premiers > z, autrement dit

flp) /vl sip<z,v>1,
(3-3) g(p”) = { ,
0 sip>x.

Nous avons donc, avec la notation (1-10),

(3-4) G(s) == Z g(n) = evr(sim),

Supposons la majoration (1-12) acquise pour la fonction g. Nous allons montrer qu’elle vaut
encore pour f.
Nous avons f = g * h avec

(3:5) h(p')= > (-1

Jj+k=v

de sorte que h(p) = 0 pour tout p, h( Y)=0sip>ux, et

> Ml s el s )

2

,v>2 k>0 j>max(0,2—k
(39 p L UOF . e 16
ey UOE s WOy
p p p, k=2 p

Cela implique

1) Iy

p v=0

(3-8) HZ “Ye p)/pz f

p vz=0 p<z v>0
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De plus, pour 2 < y < x, nous pouvons écrire d’une part

Z ()] Z|h n)|logn
n logy

y<n<zx

1 3 \h(m)hg”)llogp Z|h |10gp

<
logy ju log Yy

9

mp? <x pY<x

et, d’autre part,

h(p”)|lo J (k+ 4) 1o
Zl \ gp” < ¥ Lf ()’ [f(@")|(k + 4) log p

jlpk+i

p'<z pj+k<m
j+k>2

<2y |f(p*)[log p* |10gp > G+ I <1

1
pk<a j>max(0,2—k) 7P’
d’apres (1-9) avec j = 0. Donc
[h(n)] 1
. = 2 < < .
(3:9) Q) =) — gy (2S¥<a)
n>y
Cela dit, nous avons
x
M(x; f) = h M<f; )
() = S h (g
11 suit
M (x; f)
= z|h(n)| {/1 Hr(a) 4, 4 e ) N eZle/mir) 10g2(333/n)}
(310) n<w nlog(2x/n) 1/log(3z/n) « \/T T
1 Z(x;r) Z (1)
H (C] O(x)1
< x/ 7T(a)6(3xe_l/a) da + e () + T (z) log, x,
1/ log(3z) o \/T T

ou 'on a posé

o) = an"gg;“'/n) (v>2)

En scindant la somme & +/z, nous déduisons de (3-9) que

Oy) <

2<y <)
log 2 (2<y<u)

Cela implique bien I'estimation requise.
Si nous adjoignons ’hypotheése (1-13), Passertion relative au cas exponentiellement multipli-
catif nous permet d’omettre dans (3-10) le dernier terme de I'accolade.
3-3. Preuve dans le cas exponentiellement multiplicatif
Soit g la fonction multiplicative définie par (3-3). La premiere étape consiste & majorer
K(z) := Z g(n)logn
n<T

en fonction d’une moyenne sur [1,z] de t — M(¢; g).

Lemme 3.2. Soient A > 0, B > 0. Uniformément pour x > 2, f.r € M(z;A,B), |f| < r
nous avons

(3-11) |K(x)<Ax/1I|M(t;g)]dt+O<

t2

er(w;r)
log x ) '
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Démonstration. Nous avons

(3-12) K(z)=Y g(n)Y logp= Y (logp) > g(mp").

n<w pY|n pY<x m<z/p¥

La somme intérieure vaut

14 v v x
S gwgm)+ > gmp't) =g(p )M<Z;;g> R, (p)
mé}fx/p” m<a/prtt
ptm

avec

Rp):==>_ {9®)glmp)—g(mp"*")}

m<x/prt!

x
Z {g pFth g(pu+k+1)}M(W; 9p>

k>0

1 +h+1 .
= I;)W{(V . )— 1}9(2?) +k+1M(#;gp)y

ou g, désigne la fonction multiplicative coincidant avec g sur 'ensemble des entiers premiers a
p et nulle sur ’ensemble des multiples de p.
Compte tenu de la majoration de Halberstam-Richert [17](")

Y eZ(y;T)

2<y <
logy ( \y\x),

(3-13) M(y;|g]) <

nous pouvons écrire

Z R,( logp<<z Z (1+]g(p) Jk%pM(;;%)

pY<x j=22pika

1+\g )7 log p
Z(z;r)
e 22 j'pI log(2x/pi)

jZ22pike
Z(m r) N xe (@5r) Z logp eZ(:L’;T) .
log = P 3/2351/4 log =
P
En reportant dans (3-12), nous obtenons donc
er(CE;T)

314 A(d ( : ) 0( )
(3-14) => A 1g) + log z

d<z
La contribution au terme principal des entiers d = p” avec v > 2 n’excede pas
. Ylo xe

<<er($,7’) Z ‘fp | gp <

| v
v log(2z/p”) log
v>2

Z(xz;r)

)

ol nous avons de nouveau fait appel & (3-13) et estimé la somme en p” en la scindant & /.
Introduisant la fonction de Tchébychev 9(t) := > logp et notant R(t) := ¥(t) — ¢, nous
pouvons donc écrire

reZ(@m)

log x )

K (2)] < A/j w1 (%:9) @iy + o
M(Gig)|arw +0(T )

:A/wM(m;g))dtJrA/x
1 1—
—Am/ |Mtg‘t2+A/ ‘M( )‘dR o(xig(j)).

7. Voir le th. I11.3.5 de [35] pour une version simplifiée suffisante ici.

Z(z;r)
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La derniere intégrale peut étre évaluée par sommation d’Abel en notant que
[dIM (& g)l| < dM(E; [g])-

Nous avons

I

M(f;g))dR(t)—|M(fU;g)—/jR(f) dM(t;9)
& T >y ($|9<”>|

log x n(log2x/n)?
er(z;r) 2k
< DD S DR U0
logx 2kLx k241 n/2ktl<nx/2k
reZ (@) reZ(@ir) reZ (@)

log = +2; (k% + 1) log(2z/2F) < log =

Cela complete la preuve de (3-11). O

Lemme 3.3. Soient A > 0, B > 0. Pour z > 2, f,r € M(z; A, B), |f| < r, nous avons

uniformément
M iy eZ (z37)
g (Tioga2):
log x / | 19)l t2 (log x)?

T | M(t; g)|1 T K (t
(3-16) /'u’t’gﬂogtdtg2/ |t Wat + 00).
1 1

(3-15) |M (z; )| <

Démonstration. Nous avons
dt T eZ(t;r) er(m;r)
M(x:;qg)l — = M (t; dt
(w:9) log ; / / 95 <</1 log 2t < logz ’

ou I’avant-derniére majoration résulte de (3-13). Cela implique (3-15) en reportant dans (3-11).
De plus, pour = > €2, nous pouvons écrire

/ M(t;g>|1ogtdt</ LYOI / / |Mug
2 t2 2 U o 12

2
[y [ o) gdu
e? 1

u max(u,e?) t2

[0y [0, o,

2

N

Cela implique bien (3-16). O

Lemme 3.4. Soient A > 0, B > 0. Sous les conditions x > 2, f e M(x;A,B), T > 1,

1/logz < a < %, nous avons uniformément

(3-17) Hr(a) > 1.

Démonstration. Nous avons

s o)
[ wsasinpar reY e Y 1<)

iz log(@’ /7 <1/2 o~ plogp

ou la premiere majoration résulte du Lemme 3.1, et la seconde du théoreme de Brun—

Titchmarsh. Il s’ensuit que max ,—144 |€/ )| > 1. a
IT1<1/2

Nous sommes & présent en mesure d’aborder la phase finale de la démonstration. L’argument
repose essentiellement sur la technique élaborée par Halész [13], avec, ainsi qu'il a été mentionné
dans l'introduction, certains raffinements issus de [28] et [35].

<1,
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Nous observons d’abord que I'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

(3:18) /1 |Kt(2t)|dt<</1r |K£)\ dtlog )1/2

et que la formule de Plancherel permet d’écrire, pour tout o > 0, avec la notation (3-4),

7K (¢t)? 1
: dt = —
(3-19) | e at= 5

La derniere intégrale peut étre estimée grace au Lemme 3.1. En notant que G'(s) = U}(S)e”f(s)
et que

(3-20) G(s) < eZ(exp(1/{o—1});r) (0 >1),

G'(1+a+ir)|?
1+a+ir

il suit, dans un premier temps,
TG +a+in)|?
_r| l1l4+a+ir

dr <« dr

/1/2 IG'(1 + o + ik +i7)|?
1/2 k2+1

|kl<T”~

(1
< Z 2+1 P lafa Z|g 2+20agp Z 1.

|k|<T |r—k|< [log(p’/p)|<1/2

2vf (s)

En vertu de I'inégalité de Brun—Titchmarsh, la somme intérieure en p’ est < p/ log p. La somme
en p est donc

eTme el

1+2a a
D’ou
T / . 2 2
G'(1
/ ( +0z+'z7') dT<<HT(a) -
_r| l4+a+4ir o

Nous traitons 'intégrale complémentaire de maniere similaire en faisant appel a la majoration
triviale (3-20). Nous avons

/|T>T

G'(1+a+ir)|?
1+a+r

dr < dr

/<k+1>T IG'(1+ a+ir))?
k#0,—17F

- k272

2Z(exp(1/a) ) 1
« ¥ SR %

k#£0,—1 [log(p’ /p)|I<1/T

En vertu de I'inégalité de Brun—Titchmarsh, la somme intérieure en p’ est
< (1+p/T)/log(2+ p/T).
La somme en p est donc

logp (log p)? log p 1
<<Z Z Tp +ZTp1+2a<1+a7'
p<T T<p<T? p

En rassemblant nos estimations nous pouvons donc énoncer que

J

Choisissons « := 1/logx et reportons successivement dans (3-19), (3-18) et (3-16). Nous
obtenons

G+ a+ir)|

- dr <
1+a-+ir

H 2 27 (exp(1l/a);r) 1
rla)” | ¢ (1+-1).
T oT

Y |M(t;9)|logt 1 eZ@r) flogzr 2@ logx
12 9)1080 4t « B (—)1 :
/1 2 <L Hr 1 ogx + JT + T



16 GERALD TENENBAUM

puisque, en vertu de (3-17), le terme d’erreur de (3:16) est dominé par le premier terme du
majorant. Nous exploitons cette estimation sous la forme

e [ S < () S )

: tg)l5 < T( )+ + esSyYs 7).
Vi t2 logy VT logy T

Ainsi

@ dt @ at [t dy T gy [minEy?) dt
M(t: g)| = M(t: g)| = - M(t: g)| —
/e | (,g)lt2 <</e | (,g)lt2 /\/gylogy /\/éylogy/y | (,g)lt2

< / HT( 1 ) dy eZ@r)  Z(®) Jog, x
/e logy/ ylogy /T T
1 Z(z;r) Z(z;r)
H 1
< / () e e 082 T
1

da +
/logz Q@ \/T T

En reportant dans (3-15), nous obtenons bien (1-12).
Sous I’hypothese supplémentaire (1-13), le dernier terme de (3-21) est

eZ((E;T‘) ( log y ) (&

T \logz/ -~

En reportant dans les calculs, nous constatons alors que la contribution de cette quantité est
bien dominée par celle du second terme de la majoration (3-21).

4. Preuve du Théoréme 1.2
4-1. Lemmes

Nous aurons plusieurs fois I'usage du résultat auxiliaire suivant.

Lemme 4.1. Dans les hypotheses du Théoréme 1.2, nous avons

. . logy \¢
4.1 Z(y;r) Z(Iﬂ“){ 0 ( ) } 1<y<x).
(4-1) e Le e? + log 22 ( y < x)

Démonstration. Posons

(42 2= XTI (i)

p<t
de sorte que, par (1-17), nous avons, pour une constante positive ¢; convenable,
Z1(t) = (0 — cie) logt (t > x%).

De plus,

(13 Zain) = 2r) = [ i der00)  @<y<a)

log 2t)?

Pour z¢ < y < x, nous pouvons donc écrire

(4-4) Z(z;r) — Z(y;r) = (0 — c1€) log (igii) +0(1) = plog (EZ) +O(1).

Or, si y < 2%, nous avons
(4-5) Z(x;r) = Z(y;r) = Z(wyr) — Z(2%;r) > olog(1/e) + O(1).

Cela implique bien le résultat annoncé. a
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Le résultat qui suit est une conséquence immédiate du théoreme I1.5.2 ou du théoreme 11.5.4
de [35].
Lemme 4.2. Soient A, b des constantes positives. Pour b < o < A, y > 2, nous avons
uniformément

(4:6) T(w) = 3 7am) = s (og)e {1+ 0() .

I'(o) logy

nLy

Soient f et r des fonctions multiplicatives satisfaisant aux hypotheses du Théoreme 1.2 et g
la fonction exponentiellement multiplicative définie par

ﬂﬁ)_{ﬂmvw sip<,

4.7
(47) 0¥ /! sip>ux,

(p=z2,v=1).

Nous posons

g\p
(4:8) Z(yi9) = 9(o) (y = 2).
Py p
Ainsi, Z(y; g) = Z(y; f) tel que défini en (1-11) pour y < x. Nous définissons en outre
e~ ve+Z(x;if)
L= x> 2),
(logx)e
(49) G(s) := Z @ = exp { g(f) } (0 >1),
n>1 n P p

gz(n) :=g(n) = L1e(n)  (n>1)

de sorte que, par (4-6),

e~ ey o2 (i f) e2x e (xif)
4-10 M(z;9,) = M(2;9) — ————— (7)
(4-10) (#:92) = M(23.9) = ;1 0ga Tog 2

Rappelons encore la notation 6 := w6, < § min(2, g).

Lemme 4.3. Pour x > 2, nous avons

x M . )
(4-11) M(z;g5) < 101; {/ | (yégxﬂ dy+sae§nezu,f)}.

T L J1 Y

Démonstration. Posons gy := min(1, g)/3. Observons d’abord qu’il résulte de (3-13), (4-1), et
(4-6), que

Z(x;r) 1 0
ye ogy
M(y: |ga]) < 7{59 ( ) }
(4-12) (3 19z1) log y log z (2<y<a),

& ygmin(lg)ez(w;r) < y56+ger(w;f)

ou la seconde estimation résulte d’un calcul d’extremum et la derniere de (1-15).
Posons ensuite

(4-13) Na(y) =Y ga(n)logn  (2<y< ).

Nous avons

Y M(z; .
M(y; gz)logy — Na(y) = _ ga(n)log (g) = / Mz 00) g, ¢ yettoe?@h),
<y n 1 z
et donc
N c0+eogRe Z(x;f)
(4-14) M(y; go) < Vo)l |y (2 <y <)

logy logy
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Nous allons estimer N, (y) pour 2 < y < x en utilisant l'identité

gz(ab) = g(a)g=(b) + L;G(a)7o(b)  ((a,b) = 1)),

ou nous avons posé g(n) := g(n) — 7,(n) (n > 1). Ainsi
No(y) = Y ga(mp”)logp”
mp)(”éy
(4-15) r N
=Y gw)logp” Y gulm)+ L5 > G logp” DY mp(m).
PY<y m<y/p” pP<y m<y/p”
ptm ptm

Ici et dans la suite, une somme portant sur des puissances de nombres premiers p” est entendue

comme une somme double ou I’exposant satisfait systématiquement v > 1. La contribution au

membre de droite de (4-15) des puissances p” avec v > 2 est estimée en faisant appel & (4-6)
t (4-12). Elle est

<<yeZ(x;r>{ (10gy) } Z {lg(p*)| + 7,(p*)} log p*
y>2

log p” log(2y/p¥)

yeZ(m;r)
<

logy

ou la seconde estimation découle, par sommation d’Abel, de I’hypothese de multiplicativité

exponentielle effectuée sur g.
Nous pouvons donc écrire

{Eg n (logy)g} « yedteeZ(@id)
log

(4-16) Na(y) = Wi + Wa + o(yeMOeZ(z;ﬂ) 2<y<a),

avec

%% :_Zg )logp Z gz (m Wy =L ZQ )logp Z To(m

p<y m<y/p Py m<y/p
ptm ptm

La somme intérieure de Wy vaut M (y/p; gz) — Up(y/p) avec, pour p < z < y,

-Tame T o)+ wnm ()

m<z v<(log z)/ logp
plm

i

- 5 eZ(mr) {59 (10g22/p)g} - 5 e0+00oZ(x;f)
plog(2z/p) log

ot I'on a fait appel a (4-12) et (4-6).(®) La contribution & W, des termes impliquant U, (y/p)

est donc
€
<y

Une variante de (4-6) prouvée par la méme méthode d’intégration complexe (cf. [35], théoréme
IT1.5.2), fournit par ailleurs, uniformément pour 2 < p < z, 2b < o < A,

5 i g e of i)

m<z
ptm

5+eer(ﬂf logp < yedteo 2@

8. Nous avons également utilisé ici I’inégalité élémentaire

2 2
= loge™! (i) < Zloge™! (—Z> 2<p<a),
léué(logz)/logpp p p p

valable uniformément pour 0 < ¢ < 1, et dont nous omettons la démonstration.
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On en déduit que 'on peut remplacer la somme intérieure de Wy par

F(yg)p(logi;g)el7

avec une erreur englobée par le terme résiduel de (4-16). Nous avons donc obtenu jusqu’ici

(417) Na(y) = Saly) + Wy + O(y 6‘5*9"62”‘”) 2<y<a),
ou l'on a posé

L g(p) 1 29\ -1
(4-18) = g(p)(logp) (y;gz>, Wy = yr(a)n Zg(p) ng(log —y) ,

Py P oy P p
Nous allons établir 'estimation
. 1 Qo

(419) Wi <y em 4 (BT 2<y<a).

Pour cela, nous observons d’abord que la majoration triviale g(p) < 1 fournit
. (1o 4
Wi < yeZ(x,f)< gy) 7

log x

et donc (4-19) si y < 2%¢. La méme majoration g(p) < 1 permet d’écrire, lorsque y > x2°

1 q 1 2 o—1 1 o—1 1 300—1
3 9(p) ogp<log£) <<€( ogy) <<€( ogy)
(log x)e = D D log x log x

<<E2Qo( logy )290‘1<logy)9° <<€5{5g0 " <1Ogy)@0}
elogx log log ’

puisque 29y = . Cette estimation est bien compatible avec (4-19). Il reste & évaluer la
contribution complémentaire, relative aux nombres premiers de l'intervalle 2%, y]. A cette fin,
nous employons I'inégalité |Im g(p)|* < 24{r(p) — Re g(p)} sous la forme

(420 Y g(p)logp logp 3 {r(p) Q}logp+0( > {r(p) — Reg(p }wflogp>

TE<pLz TE<pLz e <Pz p

Il résulte alors des relations (1-16) et (1-17) que le membre de droite est < &’ log z. Nous
utiliserons également le fait que la derniere somme en p est a termes positifs ou nuls.
Reportons (4-20) dans I'expression

p)l 29\ e—1
Z 9(p ng(lo y) (2% <y < x).
€ <p<Ly p

Compte tenu de (1-17), nous pouvons traiter la contribution du terme principal de (4-20),
disons & (y), par sommation d’Abel. Notant a, := r(p) — o, nous avons en effet, si o > 1,

aplo 2y/p _odt
&) = (e=1) 3 B [ tognye 2

z° <p<y p
2l 2 aplogp dt 5
—e-1 [ (g Y L < cllogy)? < £ (logy)",
! we<p<ay/t T

et, si p < 1, puisque 6 < o

YN 1 aplogp [ dt

p
€ <pKy
2y/a* aylogp  dt a,logp 25\ ¢!
- P aplogp ([, 2y
- ¥ e ¥ e ()
2y/t<p<y € <py
Vi dt 2y/ dt
Y - log y)— ' 4 e(log y)°
<</2 H{log )12 +(1 -0 / e( Ogy)t(logt)2—9 + (log y)

< e (logy)? <« eé(logy)g.
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Le cas o = 1 étant trivial, nous avons donc & (y) < £°(logy)? en toute circonstance.
Considérons a présent la contribution &~ (y) du terme d’erreur de (4-20) a la quantité &(y).

Nous avons trivialement &~ (y) < £°(logy)? si o > 1. Lorsque 2b < ¢ < 1, nous employons

I'inégalité de Holder avec exposants h/wy et h/(h —wy). Nous obtenons la majoration

{r(p) — Reg(p)}" logp\ """ logp /2y (e=Db/(h—wy) ) 1ws/D
<<{ Z Z <log?)

p

€ <p<y € <p<Ky

< &°(logy)?,

puisque

e-Db___(-00-0 .,

h—wy _l—b—wf(g—b)
Cela acheve la preuve de (4-19).
En reportant (4-19) dans (4-17), il vient donc

. 1 0
(121)  Naly) < [Suly)| + Pyl AN e (2T @<y <a)
ogx

A ce stade, nous observons que lorsque |y — z| < h avec \/z < h < %x, on a

|Nx($) - Nac(y)| < (1ng) Z {|g(n)| +$;Tg(n)} < heZ(nt:;r)7
rz—h<n<x+h

d’apres le théoreme de Shiu [34]. Nous pouvons donc écrire, compte tenu de (4-21),

1 [* ‘ .
(4:22) Na() < h / 1S, ()| dy + heZ @) 4 og eRe Z(if),
rz—h

Choisissons h := z/log x < e2z. Auvu de (1-15), le second terme du membre de droite de (4-22)
est donc dominé par le troisieme. De plus, d’apres (4-18), nous avons

/ S:c(y)ldy<</ Zlogp(M(*;gm) dy<<210gp/ ’M(*;gx)
z—h z—h p<y p p<a z—h p

z/p

= Zplogp/ M (y; g.)| dy

p<x (z=h)/p

X

=/ | M (y; 92)| E plogpdy
1
(

z—h)/y<p<z/y

dy

Sx/ w Z log pdy.
1

Y (z—h)/y<p<z/y

D’apres le théoreme de Brun—Titchmarsh, la somme intérieure est

hlog(2z/y)
ylog(h/y)

des que h > 2y. Nous utilisons cette majoration lorsque y < h/logz = z/(logz)?. La
contribution correspondante a la derniere intégrale est donc

wn [ g,
1

y2
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Lorsque h/logx < y < x, nous majorons trivialement |M (y;g,)| par (4-12). La contribution
correspondante est

eZ(z;r) z/p

> logp / dy

p<z/(h/log ) (z=h)/p

<

log x

» heZ (@) Z logp < heZ(@ir) logy

log x i’ o P log x
ze?(@ir) 2-8b/2 Z(z;f) 5 Z(x:f)
<<W<<xefﬁ/e(z’f < zede?@f),

En reportant nos estimations dans (4-22) puis (4-14) avec y = z, nous obtenons bien (4-11). O

4-2. Preuve dans le cas exponentiellement multiplicatif

Sous I'hypothese supplémentaire de multiplicativité exponentielle, nous établirons le Théo-
reme 1.2 en trois étapes. La premiere consiste a étudier la valeur moyenne de la fonction
exponentiellement multiplicative g définie en (4-7). Avec les notations G(s) et £ définies en
(4-9), nous posons

1
(4:23) Tel0)? =3 oy w0 [Gls) = L))
hez Bt L sen(a
ou, ici et dans la suite, I(a) désigne le segment 1 + a + ik + Z[—i, 5] Par ailleurs, nous

conservons la notation g := min(1, 9)/3 introduite dans la preuve du Lemme 4.3.

Proposition 4.4. Sous les hypothéses du Théoréme 1.2, nous avons

=Yy o2 (%) 1/(elogz) qc
(4-24) M(z;9) — S0 ‘ < / Hol®) 4 4 dghe 2aif)
F(Q) logm IOg"E 1/logx «@

Démonstration. Observons d’emblée que, grace & (4-10), nous pouvons remplacer le membre de
gauche de (4-24) par |M (z; g,)|.- Nous déduirons (4-24) de (4-11). A cette fin, nous prouvons
en premier lieu que, pour z¢ < y < x, nous avons

1 /y |M (z; g,)|(log 2)/
dz
(logy)3/?

22
) 4% 8eeZ(JL’f){ 00 4 (logy)go}
log x

(4-25)
< (1 ogy

3/2

Il est suffisant d’établir cette majoration lorsque |M(z;g,)|(log z) est remplacé dans

lintégrande par |N,(z)|v/1og z : en vertu de (4-14), l'erreur impliquée est

g+00Z(x; f)/ Viog2z

dz < e¥teoeZ(@:f),
logy 3/2

Au vu de (4-21), nous pouvons encore remplacer N, (z) par S;(z) (cf. (4-18)) avec une erreur
acceptable. Maintenant, l'inégalité de Cauchy—Schwarz

/ |5z (2 )!x/@ {/y|5xz(§)|2dz/y lofzdz}l/Z

nous permet de ramener la preuve de (4-25) a celle de

(4-26) / 1Se()F ), o Helo)® (a>0).

Z3+20¢ o

En effet, la majoration souhaitée découlera alors du choix a = 1/logy.
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La fonction G étant définie en (4-9), posons

O(s) := G(s) — Zr((s)°.
La relation
G'(s) (s)
G(s) s

400 )
/ Sz(e”)e™ e ™ dv = — (c>1)
0

nous permet d’écrire la formule de Plancherel

(4-27) /100 1S:(2)[? dz — /Ooo w dv 1 /11+D‘+i°° )G/(s) D(s) ‘2 s

»3+2a o2v(lta) 0T ori roive | G(s) s
<< Z maXselk(a) ‘@(8”2 / G/(S) 2|d5|
hez k’Q + 1 It () G(S)

En vertu de la multiplicativité exponentielle de g, nous avons

-y 9(p)logp
p ps

et dong, par le Lemme 3.1,

k+% el ) 2 % / ] ].ng
/ké 5(1—0—0[—1—@7’)‘ dT:/é 6(1+a+zk—|—z7" dT<<Z 1+2a
En reportant dans (4-27), il suit
= 1% (2) Ha(2)?
(4-28) /1 e de € =

Nous avons ainsi établi (4-26) et donc (4-25).
Nous sommes maintenant en mesure d’achever la preuve de (4-24). Nous utilisons (4-25) sous
la forme

Y M (z; g 1 1
/ WE g g, 96, () g eterestan fooo o (D)) g <y <o)
e > logy log x

Il suit

x M O x M O y dt T dt min(tz,z) M O
/ | (yg)ldy<</ | M (y; 92)| dy<</ / | (yg)ldy
p2e y? z2e y? g tlogt L tlogt J, y?
r 1 logt \ eo dt
3o (1ogs) T 0 4 (z) 1)
< /xg { logt te + logz tlogt

1/(elogx) H
<</ 2(0) Jo 4 edoRe Z(sf).
1/logz «

Par ailleurs, la majoration triviale

2¢e

/“: IM(y;gx)ldy< 3 |g=:(n)]

2
y n§x25

< Z(@Fm) L e o Z(@ir) o 0o Z(wir) o 6o Z(wif)
découle de (4-6), (4-1) et (1-15). En reportant dans (4-11), nous obtenons bien (4-24). O

Nous devons maintenant estimer l'intégrale figurant au membre de gauche de (4-24). Une
majoration de G(s) est a cet égard essentielle. Nous rappelons les notations p := mp/A et
B :=1— (sinp)/p introduites dans I’énoncé du Théoréme 1.2.
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Proposition 4.5. Sous les conditions s =1+ a+i7, 1 < alogz < 1/e, x > 2, nous avons
uniformément

Bo Z(z:f)
( a ) ° si |7] <1/(elogx),

a+|r]/ (alogz)e’
Bo—B6/2 (Z(:f)
(alogx)(1-Pe

(4-29) G(s) <
si 1/(elogz) < |7| < 1/g%.

Démonstration. Nous pouvons, sans perte de généralité, supposer 7 > 0. Nous avons

(4~30) G(S) = exp { Z ﬂ} < eS(e)

p1+oc+zr

ou 'on a posé

S(n,7) = Re Z gl(fl)T 0<n<1.
p<exp(1/n)
L’approximation p'™ = 1 + O(7 log p) implique clairement S(n,7) = S(n,0) + O(7/n), et en
particulier

(4-31) S(a,7) = S(a,0) + O(1) = Re Z(e"/*; f) + O(1) (I7] € ).
De plus, par sommation d’Abel, I’hypotheése (1-16) implique pour 2° < v < w < z,

Re Z(w; f) —Re Z(v; f) = Z(w;r) — Z(v;r) + O(1)

> olog (10 ) +0(1),

ot la derniére inégalité découle de (1-17) par une seconde sommation d’Abel.(?)
Appliquons (4-32) avec v = exp(1/a), w = x,(19) et reportons dans (4-31) puis (4-30). Il suit

eZ(=:f)
G(s) < (alogz)e (I7l < a),
ce qui établit bien (4-29) lorsque |7] < a.
Supposons maintenant
(4-33) a<T1<1/(elogx).

Gréace aux remarques énoncées plus haut concernant la quantité S(n, 7), nous pouvons écrire
(4-34) S(a,7)=8S(r,7)+ D =8(r,0) + D+ O(1)
avec

D = Z w

exp(l/7)<p<exp(l/e) p
Pour majorer D, nous observons que, pour tous z € C, ¥ € R, nous avons
(4-35) Re (zem) < |z cos ¥ + /2|z|(]z] — Re ).

En effet, Re (z¢"”) = |z| cos ¥ — (|z| — Re z) cos ¥ —sin ¥ Im z et, notant z = re’?, nous pouvons
écrire
—(|z] = Re z) cos¥—sin ¥ Sm z = —r{(1 — cos ) cos ¥ + sin psin 9 }
= —2rsin %gp{ sin %go cos v + cos %ap sin 19}

= —2rsin1psin(3p +9) < 2r|sinip| = /2r (2] — Rez).

9. Nous omettons les détails qui sont essentiellement identiques & ceux de la preuve de (4-4).
10. Ce choix est licite puisque 1 < alogz < 1/e.
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En appliquant (4-35) avec z = g(p), ¥ = —7logp, et en notant que |z| < r(p) < A, nous
déduisons de (4-35) et (1-19) que, dans le domaine (4-33), nous avons

D < Dy + V2AU +0(1)
ou, notant D(a, ) :=]exp(1/7),exp(1/a)], nous avons posé

Dy= Y l9(p)| 002(7 log p)

p€D(a,T)

=5(a,0) = S(r,0)+ > WN—}W_ 3 |g(p)|{1—;OS(Tlogp)}

p€D(a,T)
< S(e,0) = S(7,0) — D1 + O(1),

pED(a,7)

avec
D, = Z r(p){1 — cos(7logp)}
p b
pED(at,T)
et
v= Y VI0g(p)| - Re g(p)
(4-36) ze<p<exp(l/a) p

<<{ 3 1}“/2‘] { 5 {T(p)—%eg(p)}b}l/%<<651/210g(1/6)_

e <pLT p p

ze<p<z
En reportant dans (4-34) et en faisant de nouveau appel & (4-32) sous la forme
S(a,0) < Re Z(x; f) — olog(alogz) + O(1),
nous obtenons que, toujours sous 'hypotheése (4-33),
(4-37) S(a,7) < Re Z(x; f) — olog(alogx) — D1 + O(1).
Cela étant, posons A := cosp. Il est facile de vérifier que 'on a
r(1 —cosd) = (1 — \)r — (cos® — \)Fr (0<r<AdeR).
> (1= A)r— A(cosd — \)T
D’ou

(4-38) Diz(1-xn 3 ”;p) Ay (COS(Tloip) -2

+

p€D(a,T) p€D(a,T)

Par (4-32), nous avons
r(p T
Z rv) > plog <—) +O(1).
: p a
p€D(a,T)

La seconde somme de (4:38) peut étre évaluée par sommation d’Abel & I’aide du théoréeme des
nombres premiers (cf., par exemple, [35], Lemme II1.4.13). Nous obtenons

> (cos(rlogp) =)™ _ | 1, (5) +0(1),

pE€D(a,T) b
avec
1 (F sinp — pA 0
= - Ndy =P TP g5 2,
mi= 5o [ eosv = P n?

En reportant dans (4-38), il vient
Dy 2 Bolog(r/a) + O(1),
ce qui, compte tenu de (4-37) et (4-30), établit bien (4-29) pour lintervalle (4-33).(11)

11. Notons que cette minoration de D; est optimale : lorsque o = 2b, elle devient une égalité pour
) A sicos(tlogp) > cosp,
r(p) :=
P 0 sicos(rlogp) < cosp.
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Examinons a présent le cas
(4-39) 1/(elogz) < 7 < 1/e%¢
Nous devons estimer S(a,7). A cette fin, nous majorons Re (g(p)/p'™) par r(p) si p < z° et
par (4-35) lorsque ¢ < p < exp(1/«a). En employant la majoration (4-36) pour U, il vient
T cos(7lo
S(a,7) < Z (p) + Z |9(p)| cos(7 log p) +0(1)
(4-40) p<as P aedpeersa b
< Z(el/a;r) — Dy + O(1)

avec

D= % r(p){1 — cos(rlogp)}

ze<p<exp(l/a) p

Nous appliquons a Dy la méthode de minoration utilisée pour D1, en observant que I’hypothese

elogz > /logx implique, pour z assez grand, |7| < 1/e2¢ < eVel8® d’on, grace au lemme
111.4.13 de [35],

cos(Tlogp) — \)T
3 (cos(logp) — )

= —mlog(aclogz) + O(1).
p

z¢<p<Lexp(l/a)
Nous obtenons ainsi
—Bolog(aclogx) + O(1).
Maintenant, nous déduisons de (4-32) et de (1-15) que
Z(el/‘”‘;r) < Re Z(z; f) — olog(alog z) + %ﬂblog(l/a) + O(1).
En reportant les deux derniéres inégalités dans (4-40) puis (4-30), nous obtenons bien la
seconde majoration de (4-29). O

Nous sommes maintenant en mesure de fournir un premier jeu d’estimations pour la fonction
H,(a) définie par (4-23). Nous posons

(4-41) 9(p) Z — —|— ologs x 4+ o (Res > 1)
p<T
et, pour 0 <u <1,
|eW(S) — 1]
4-42 Je(a,u) := su -— Je(a,u) ;= min (1,7, (o, u)).
(1-42) @0= 0 e e (1, (a,w)
TI<a/e®

Proposition 4.6. Pour 1 < alogz < 1/¢, 0 < u < 1, nous avons

eZ(@:f) {3 (o) + £Pue 4 (e log:v)ﬂg}.

(4-43) He(a) < e

(alogz)e

Démonstration. L’estimation classique

1
(4-44) ((s) < T log(1+[s))  (o>1)
implique
* 2 :
SUD,c 1, () |$ac C(S)g| e22(x:f)  g2ue
wan LT 3 R < o
T g
a/e*<|TI<1 Ik[>1

Par ailleurs, la majoration triviale
eZ(x”‘) g_ﬁb/zez($§f)

G(s) < eZ(exp(l/a)r) o (c=14a)

(alogz)e < (alogz)e
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fournit

Z SUDse 1, (a) |G(s)]?  g20—Bbe2Z(;if)

4-4
(4-46) k241 < (alog x)2e

|k|>1/e2e
alors que (4-29) implique
2
Supselk(a) |G(8)|

sup |G(s)|2+

o=1+a k241
(4-47) o/Tre < 1<IkI<1 /<2
_emh) {eoom . (aclon )Y
(alog x)?e ghb '

On constate facilement que les membres de droite de (4-45) et (4-46) sont dominés par celui
de (4-47). Nous pouvons donc écrire

N O i
() < 03115& | (5) = Z;C(s) ’ + (alogz)?
|7|<min(1,a/e™)

{559“ N (aelog x)Pe }
ehb/2

Lorsque 0 = 1 + «, |7| < min(1, a/e"), nous avons

eZ@f)=vec(s)e {eW(S) B 1} - eZ(x;f)jx(OC’u).
(log x)e (alog x)e

De plus, (4-29) et (4-44) impliquent également que le membre de gauche est

G(s) — L ((s)* =

(alogx)e gfb/2
Cela termine la preuve de (4-43). O
Il nous faut & ce stade disposer d’estimations pour la quantité J, (o, u) définie en (4-42).

Proposition 4.7. Pour0 <u<1-46,1 < alogz < ev+9=1 nous avons
(4-48) Iu(o,u) < e°{1+log(alogz)}.

Démonstration. La fonction C(s)exp{ -2 1/ps} est analytique en s = 1. On a donc, au
voisinage de s = 1 et pour Res > 1,

1 1 1
log((s) = — —b4+0(s—1) avec b= {f—i—lo (1—7>}.
=5 f 06 1) S {51
P P
D’apres la formule de Mertens, nous avons également
1 1
Zleoggx—l—b—i-v—l—O(i) (x > 2).
< P log x

Soit alors s = 1 4+ « + iT, ou « et 7 satisfont aux conditions de I’énoncé. Comme nous
avons 1/logz < |s — 1| dans le domaine de variation en a considéré, nous obtenons, pour
7] < afe" <P <1,

(4-49) W)=Y g@;; S g(p)p_ ¢ 10— 1).

p<zT

Posons a,, : — g(p), de sorte que a, = 0 pour p > z, et désignons par Wi(s) le terme

=0
principal de (4-49), soit
1
Wits) =X (1- ).
p<z p p

Nous scindons la somme en p sous la forme Wi (s) = Wi1(s) + Wia(s), correspondant aux
domaines de sommation respectifs p < x° et ° < p < x.
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Nous estimons W11 (s) en employant la majoration triviale a, < 1 et 'inégalité
[1—p'*I < s —1|logp.
11 suit

1
Whi(s) < |s — 1] E ng<<|8—1\slogx
(450) pLaxe

< (ealogz)(1+ |7]/a) < €°.

Par (4-20), (1-16) et (1-17), nous disposons d’une décomposition canonique a, = b, + O(c,)
(p < z), avec ¢, > 0, et

b, lo
Bu— Y Moy,
€ <p<ex
=P epyc o (elogz < y < logx).
Cly) == Z p 08P ey
€ <p<Lexpy

On en déduit que

logx 1— e(l—s)y
/ —dB(y)
€

log x Yy
log © 1 (1—s)y (1-s)y _ 1
< 6+6/ (s = ye re ‘ dy
(451) elogx Y
1/]s—1]| log x ‘S—1| 1
<<€{1+|S—1|2/ ydy+/ ( - +>dy}
elogx 1/|s—1]| e Y
< 5{1 + % + log(a logx)} < e < %1 +log(alogz)},
et
lo
=i R D Vet D DI
(4-52) sr<p<a D1 P ze<p<exp(l/ls—=1) ¥ exp(1/|s—1])<p<a

< €% +£%log(]s — 1] log z).

En regroupant les estimations (4-49), (4-50),(4-51) et (4-52), nous pouvons donc énoncer que,
sous les hypotheses effectuées, nous avons

(4-53) W(s) < {1 +log(1 + |7|/a) + log(alogz)},
puisque le terme d’erreur de (4-49) est < a + |7| < a/e* < 19,

En reportant dans (4-42), nous obtenons bien I'estimation (4-48) annoncée. O

Proposition 4.8. Nous avons

1/(elog x) g_(z(a)
[

/logx

da < %e?®f),

(4-54)

Démonstration. Fixons une fois pour toutes u := % <1-6.
Désignons par X(e, z) I'intégrale figurant au membre de gauche de (4-54). La relation (4-43)
fournit d’abord

1/(elog x)
K(e,z) < eZ@) / 8 Ju(a,u) da + ePe/3 4 gBe=Bb/2100(1/e) §.
' 1/logx (OélOg.’E)Q «Q

é

Les deux derniers termes dans l’accolade sont < €° puisque nos hypotheses impliquent

Bo/3 > 2bB/3 > 6 et Bo— Bb/2 > 2.
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En majorant J,(c,u) par O(1) dans le domaine e~/3 < alogz < 1/e, nous obtenons de
plus
1/elogx I (a u) da
/ Y < e?? <&l
—1/3/logx (alogm)é’ «Q
Pour estimer l'intégrale complémentaire, relative au domaine 1 < alogz < e~ '/3, nous
appliquons (4-48) avec u = % Cela complete la preuve de (4-54). O

En concaténant les Propositions 4.4 et 4.8, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 4.9. Dans les hypothéses du Théoreme 1.2, la fonction exponentiellement multi-
plicative g définie en (4-7) vérifie

e—vet+Z(zif) s
M(x;9) = W{1+0(5 )}

4-83. Complétion de l’argument

Soit f une fonction multiplicative satisfaisant aux hypotheses du Théoreme 1.2. Considérons
la fonction exponentiellement multiplicative g définie en (4-7). Nous pouvons, sans affecter la
généralité, supposer que f(p¥) = g(p¥) = o”/v! pour p > z et f(p”) =0sip < z, p¥ > .
Nous avons alors f = g*h ou h est définie par (3-5). Notons que, bien que les définitions (3-3)
et (4-7) ne coincident pas, la relation de convolution définit bien la méme fonction h. Ainsi,
h(p) = 0 pour tout nombre premier p, h(p”) = 0 si p > x, et la majoration (3-9) demeure
valide.

Nous avons

(4-55) M(a; f) = Y h(m)M(Z3g).

n<x

Appliquons le Corollaire 4.9 & M (z/n; g) pour n < y/x. Nous obtenons

€T e_’YQ""Z(x;f):E logn
M(559) = Fomior (70 * i)} (<R
n'd I'(o)nlogz TOlE log x (n < Vo)

ou 'on a utilisé I'estimation
1 1
20 f) = Zefmf) < 3 L <o

x/n<p<e

(n < V7).

log

Grace a (4-55) et (4-12), il suit

e~ vetZ(@if)

4. M(z: f) = Y1+ Y+ Y
(4-56) (3 f) o) log 2 {Z +1+ ¥+ 3}
<V
avec, compte tenu de (3:7) et (4-32),
h(n)|
% 5 | 5
1K€ Z " <
n<\f
h(n)|1
Y2<< Z |h( |0g”
n<\f
h(n 2] log 2 e—1
ne ¥ e ) )
Vz<n<z 8 g

En vertu de (3-9), nous pouvons écrire

1 Ve 1
/ QW) g, « l0B27
log x

1 Vv
Yo € = / logy dQ(y) < Q(Vx) +
ogx Jq Y log x
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De méme

Y, < /x{ ellogx +(log2x/y))@—l}dQ(y)

vz Hog(2z/y) log =
x g 2
oo [ QI [ G0,
NG y(10g2:v/y) y(log x)e~?

< e+ IO;T < Emm(g,Z)-

En reportant dans (4-56) ot la somme en n est étendue jusqu’a Uinfini au prix d’un terme
d’erreur supplémentaire < 1/logz < ¢ et en tenant compte de (3-8), nous obtenons bien (1-18).
5. Preuve du Théoréme 1.3

5-1. Inégalité de Turdn-Kubilius pondérée

Le résultat suivant, qui possede un intérét propre, n’est pas stricto sensu indispensable &
la démonstration. Il permettra cependant de simplifier la présentation. Un résultat de méme
nature, mais relatif a des hypothéses sensiblement différentes des notres, a été établi par Bird
& Szamuely [5].

Lemme 5.1. Soient A, B des constantes positives, x > 1, A une fonction multiplicative positive
ou nulle de la classe M(x, A, B), et ¥ une fonction addztzve complexe. Posons

(5:1) O(x) == Z w7 S(z) := Z W

pY<z p” pY<w p”
Nous avons alors
A(n) 2 A(n)
5-2 —219(n) —© —6
(5-2) ;an) ($)|<<nz<:zn T

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que ¥ est & valeurs réelles
positives. Le résultat général s’en déduit en introduisant classiquement les parties positives et
négatives des parties réelle et imaginaire de 9.

Observons d’abord qu’il résulte du théoréme 1.1 de [36] que

(5-3) L::Z—AH(H )

n<x p<z
Ensuite, nous développons le membre de gauche de (5-2) sous la forme
(5-4) My —20(2) M, + O(x)*L

ou l'on a posé

Nous avons

avec

y A(p” Aln y Aln
Ry =Y 2 s A e AW
k>1 n<x/pvtk z/p¥<n<z

Nous estimons Rj(p”) en majorant trivialement la somme intérieure par L. Il suit

Ri(p") < L(AS’) + ep),
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ol €, > 0 est le terme général d'une série convergente. La contribution & (5-4) est donc

«rY Alp”)d(p”) Z A(;0“)?9(19”)@(19) +Ep)

pY<x p'/ pﬂ<ac pﬂ p
«LY p”)pii > A(117:) (A;p) +5,,) <Ly A(p”Lli(p”)Q,
pY<x pY<x pY<zx

Pour évaluer Ry(p¥), nous utilisons (3-13) et (5-3) sous la forme
xL
An) € ¥—————~ 0 <k <logp”).
a:/ekJrlg;Lgx/ek ek{log(2x) - k} ( )

Par sommation sur k, nous obtenons

log 2z )

Ry(p”) < Llog (m

Pour les grandes valeurs de p”, cette majoration est moins précise que l'inégalité triviale
Ry(p”) < L; elle sera néanmoins suffisante pour la suite. Posant v, := |(logx)/logp|, nous
obtenons en effet que la contribution globale correspondante, disons Sa, & (5-4) vérifie

A )9 (pH log 2z
Sy < LO(z Z Z Z w )u(p )log (log(ng/pH))'

PLT VK Vp n<Vp p

En observant que

( log 2w ) BT g pt (< a),

log(2x/pH) log x
et en traitant les deux sommes intérieures par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous pouvons
écrire

log, = A(p? A(pH) (log p#)2 ) /2
SQ<<Lg ZZ {Z(py)z(p)(gp)}

pll«
p<ac V<l/p vy HVp
2

<L Z = L&(x),

puisque la quantité entre accolades est < log x.
Nous déduisons de ce qui précede que le membre de gauche de (5-2) vaut

M; — O(z)°L + O(L&(z)).

Or
Mo = /\(n) I(p” 2 Al
2= S 20 DD )9
n<z p¥[In p”[|n, p*|In
P#q
Ap”)9(p”)? A(n) A(p”")A(g*)9(p")9(¢") A(n)
<y - > X > 2T > n
p<z n<z/pY p’ <z, pt' <z n<z/pY gt
ptn P#q (n,pg)=1

< &(z)L + 6(z)°L

Cela acheve la démonstration. O
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5-2. Complétion de ’argument

Nous pouvons supposer ¢ arbitrairement petit. En effet, dans le cas contraire, le résultat
découle de l'inégalité |f| < r et de la majoration de Halberstam-Richert [17].

Par ailleurs, nous pouvons supposer sans perte de généralité que f(p”) =0 si p” > x.

Soit

_} log(1/e1) log
~ Jlog(1 +¢&1)  log(1 +¢1)
Appliquons (1-24) avec y = y := exp{(1 4+ &1)¥} pour k € X. Nous obtenons

(5-5) 3 (P)1o8P _ o log (/5 <y <)
p

Y <PL<Yk+1

~1)nn.

avec

46 < by < 2A+O<e’m).

Nous posons alors s(p) := 2br(p)/br pour yr < p < yp+1, k € K, et s(p) := 0 pour
p € [2,2]\Ukex Yk, Yk+1]. Nous avons clairement 0 < s(p) < 37(p) pour p < x. Par sommation,
il suit

—2b}1
(5-6) Z {s(p) } %8P e1logy (el/e <y < x).
Py

Introduisons alors ¢(p”) := arg f(p”) €] — m, 7], avec la convention ¥(p*) = 0si f(p”) =0, et
définissons trois fonctions arithmétiques multiplicatives t, ¥, et ¢, par les formules

r(p) — s siv= — s(p)e®®) gy =
v ::{ (p) = s(p) Lo ::{f(p) (p) 1

t , o , x) = f.
) r(p¥) siv>2 t(p¥)e @) sivs2 7 V=1

Nous prolongeons alors s en une fonction multiplicative par la formule s xt = r.

Notons d’emblée que I'inégalité s(p) < %r(p) implique que s(p) < t(p) pour tout nombre
premier p. En particulier, nous avons donc [¢)] < t. De plus, il résulte de la relation
o(p) = s(p)e®?®) valable pour tout nombre premier p, que, notant b := (1 — b)/b, nous

avons, pour 2% < y < z,

5 {s(p) — Rep(p)}"logp _ 3 s(p)*{1 — cos¥(p)}" logp

(5'7) e <p<y P z=<py p

< e ogy = 6%6”] log ),

puisque s(p){1 — cos¥(p)} < r(p) — Re f(p) pour tout p.

Notant s* la fonction multiplicative définie par s*(p) = s(p), s*(p”) = |e(®")| (v = 2),
il résulte de (5-6) que, quitte a altérer la constante B, le couple (@, s*) satisfait pour tout
y € [z°%, z], aux hypotheéses du Théoreme 1.2 avec 1 au lieu de €, 2§; au lieu de 61, ¢ := 2b.
En effet, nous avons bien 2§; < 2dp(b) = %Bb ou 3 est défini par (1-14) avec o = 2b, et
g1 = 1/\elogz > 1/\/10g y. Nous pouvons donc écrire

M(y; ) = logy { H Z 80 JeZ(y;W))} (z°' <y < z)

P pY<y

avec 6 := wyd;. Rappelons la notation ¢ := b/A. En notant que

s(p) — Rep(p) = c{|f(p)| = Re f(p)}  (p<2),
il suit
e My o(p } Y(d)
M(z: f) =
59 (73 1) = T2y dZ {HZ/ v ] dlog(a/d)
+ 5667CZ(I;|f‘7f)QZ Ro + xR+ R
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avec

eZ(m/d;s)t(d)
D D)
e Tox(e/d)

Z(z;8)

t(d) eZ(w/d;s)
Ry R —_— .
< Z dlog ’ 2 < Z dlog(2x/d)
d<zel zl=f1<d<z
A ce stade, observons que la formule (5-6) et I'inégalité t(p) = s(p) impliquent, par sommation
d’Abel,

2(w;5) ~ 2y 5) = {20 + Oe1) o (227

(5:9) logy (e'/° <y < ).
log x Y
Z(;t) — Z(y:t) = {26 + O(e)} log (logy) +0(1)
De plus
510 Myt < 1 1<y<
( : ) (y7 )<< log 2y ( \y\l")'

Une sommation d’Abel tenant compte de (5-9) et (5-10) permet donc d’écrire
Z(ac s)

Ry < S Z t(d)

2b 1—-2b
(log x) e d(log x/d)
- Z(wsr) /wl‘” dy < “n
(logz)*® i y(logy)t=2°(logz/y)t—2b log x

De méme, nous obtenons d’une part, grace a (5-9),

eZ(x;s) x
R << — /
logz /4

€1

eZ(yst) d
5\
ylog(2y)
Z(wss)+Z(exp(1/€)it) 1oe(1 Z(xs)  patt Z(y3t)
< og(1/e) 48 / e d
exp(1/e)

log log x ylogy
eZ(zir) 1 \3b/2 eZ(zir) 1 dy
1 ( 1 )" log(1/2) + T S
ogw \clogz (log z) exp(1/¢) Y(logy)
Z(xz;r) 36/21 1 Z(xz;f) ~b/2
< € og(1/e) <® 5

log logz
ol nous avons fait appel a (1-15), et, d’autre part,
Z(a: s)

t(d)
" oga |, 2 dlogze/ )

=1 <d<
< eZ(x;r) /I dy er(z;f)Eb/Z
(logz)**2b | . ., y(log2x/y)1—20 logz

Ces majorations sont bien compatibles avec 'estimation annoncée (1-25).
Il reste a évaluer le terme principal de (5-8).

Commengons par observer que la condition (1-19) avec h = 1 permet, sans altérer les termes
d’erreur, de remplacer dans (5-8) le produit en p par

(511) Iy 0y

p<xs pY<a/d p>x° pv<Lx/d

De plus, lorsque d < x!7°1, la seconde condition (1-1) permet de supprimer la contrainte

p¥ < x/d dans le produit de gauche de (5-11). Par ailleurs, nous pouvons également, toujours
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sans détérioration des termes résiduels, substituer Pexpression eZ(#/d9)=2(x%5) ay produit de
droite. Introduisant la notation
PR ¥ ()
(pig) = =7

v>0 p

pour le facteur eulérien d’indice p d’une fonction multiplicative générique g, nous avons donc
établi que

e~ 27b, w(d)eZ(z/d;s)fZ(Is;s)
Mz f)= <2 TT e
(x7f> F(2b) ];[5 (p,@) ) ZI_E leg(l‘/d)
(5,12) Pz 1 <d<at TE
Eéer(I;T)—CZ(x;lf‘—f)
+ O< log x )

Pour estimer la somme intérieure en d, nous observons que l'on a, pour une constante
convenable ¢,

(5-13) Z(x/d;s) = 2blogy(x/d) + cob + O(e).

Par sommation d’Abel et en utilisant (5-10), on vérifie aisément que la contribution du terme
d’erreur est acceptable.

Désignons ensuite par a (resp. b) un entier générique dont les facteurs premiers ne dépassent
pas z° (resp. excedent tous x°), de sorte que chaque entier d possede une décomposition unique
sous la forme d = ab. Soit alors e5 := £3/%. La majoration de Rankin

t(a) —ea/e t(CL) —e VA4 Z(yit) - Z(25;5t)
(5-14) D o S e <© :
a>xc2 asy
permet de montrer que la contribution au terme principal de (5-12) des entiers d = ab tels que
a > x°? est également négligeable. Cela permet, toujours au prix d’une erreur acceptable, de

remplacer x/d par /b dans la sommation. On utilise ensuite la majoration

Sow) <« =

b<v

Z(vit)—Z(a*;t)

1 < <
log v (2 vsY)

pour établir que I'on peut remplacer le domaine de sommation par z°' < b < 7%, et enfin
(5-14) pour étendre la sommation en a & toutes les valeurs possibles.
Puisque ¢ * 1) = f, nous obtenons

bx
IIew:r >

(5,15) P €1 <b<zl—e1

w(b)eZ(w/b;s)—Z(mE;s)
blog(x/b)

€5$eZ(x;T’)—CZ(1‘;|f‘—f)
+0 ( ) .
log x
Prolongeons la fonction 9 précédemment définie sur les puissances de nombres premiers en
une fonction additive. Nous avons ainsi

Y(n) = [P(n)]e? T (0 > 1)

ou 'on a posé

K(n) = Z 1.

plln
[f(p)|<s(p)

Notons encore

t(p”){%(p*) + wr(p”
o= Y (") {( p)u (")}
P>z, pYY
Comme x(p)t(p) < r(p) — | f(p)|, nous déduisons de la validité de (1-19) avec h = 1 que

(5-16) Oy) < &° (z° <y < x).
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Posons
=y o
by

Il suit, pour tout y € [, 21 ~51],

MYy = 3 75(;’){1 _ ( _ “fé:)”) }ei0<b>+m<b>—ie<y>

b<y
t(b)#0

Z@ +O(R3 + Ra),

b<y

ou l'on a posé

)’ "= t(b)|9(b) + T;H(b) - oWl

=y Wy (-

by pv||b ( ) by
t(b)#0

Nous estimons fR3 par interversion de sommation en notant que, pour tout p,

tp) = [¥(p)| = r(p) — s(p) + [IF(p)| = s(p)| < 2{r(p) — |F(P)]}-

Nous obtenons Rs < ¢%1eZ¥t)—2(=%1)  Nous majorons ensuite R, en faisant appel au Lem-
me 5.1 apres application de l'inégalité de Cauchy—Schwarz. Au vu de (5-16), nous obtenons
ainsi
wy) = Y o(em s o)ty <at),
b<y

Reportons a présent dans (5-15) en effectuant une nouvelle sommation d’Abel pour substituer ¢
a 1 dans le terme principal. Compte tenu de (5-13), cette manipulation n’altére pas les termes
d’erreur. Nous obtenons

t(b)eZ(w/b;s)—Z(mE;s)
blog(z/b)

M (x; f) =

)y

p<zE xf1 <bLal—e1

+O<6 er(w r) CZ(x;lf_f)>.
log x

En appliquant cette évaluation pour f = r, nous obtenons bien I’estimation annoncée (1-25).

6. Preuve du Théoréme 1.4

Nous indiquons brievement ici comment modifier la démonstration du Théoreme 1.3 sous les
hypotheses indiquées dans 1’énoncé du Théoreme 1.4.

En application du Théoreme 1.2 avec I'hypothese (1-16), la formule (5-8) demeure valable. 1
en va de méme de la majoration des termes d’erreur R, (0 < j < 2).

La substitution indiquée en (5-11) produit & présent des termes d’erreur

t(d Z(z/d;s)—Z(x%;s) 1
<z [] etme)  > (d)e 10g< o8 )

p<ze xf1 <d<al et leg(l’/d) log(x/d)
. t(d)e?@:s) log x
8. o Z(m50) 1
cewe Z d{log(z/d)}'—2b(log x)2® ©8 (log(x/d))

rfl<d<al e
Eéx eZ(x"‘)_CZ(m;Ifl_f)

log x

)

ce qui est acceptable.
On vérifie également que la formule (5-15) demeure valable.
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Le point le plus délicat consiste & introduire la fonction ¢ dans la somme en b de (5-15). A
cette fin, nous évaluons

(61) R(y) = @ > H0) e <y <ot

b
by by

avec pour objectif la majoration

(62) R(y) <= 31O

by

Cela sera rendu possible grace a I'hypothese additionnelle concernant les nombres r(p), qui
implique #(p) > 2b pour tous les nombres premiers considérés. Nous pouvons clairement
restreindre les deux sommations de (6-1) aux entiers sans facteur carré avec une erreur
acceptable. Comme ’hypothese (1-16) fournit la borne < £°log(1/¢) pour la contribution
des nombres premiers, nous pouvons également convenir que la sommation ne porte que sur
des entiers b composés.

Posons donc w(n) = {¢(n) — t(n)}u(n)?, de sorte que w(p) < {r(p) — Re f(p)}*7, et
introduisons les fonctions sommatoires

W) = wb),  T(y):=Y tb),
by b<y

ou l'astérisque indique que les entiers sommés ont au moins deux facteurs premiers. Pour tout
z € [2°,y], nous avons

> w(b)log(y/b) < T(z)logy + T(y) log(y/)
by
ZeZ(Z§t)_Z(x€§t) 10g y yez(y§t)_z(x€;t) log(y/z)

< + :
log z logy

En choisissant z := y/(log x)3, nous obtenons

>~ w(b) log(y/b) <

yeZ(y§t)_Z(z5§t) 10g2 Y

ry logy
et donc
m(y) (yeZ(y;t)_Z(zE;t) 10g2 y>
6-3 W(y) = + 0
(6:3) ) logy (logy)?

ou 'on a posé

* 1 . €.
m(y) — Z w(b) 10gb<< Z y"LU(p)| ngeZ(y/p,t)—Z(x it)

= v plog(y/p)

(yit)—Z(x%;t)

<<yeZ" 3 IUJ(p)IIng< logy )1%

logy o= . P log(y/p)

Z(y;t)—Z(x%;t) ,

< €5ye

la derniere somme en p ayant été estimée par l'inégalité de Holder avec exposants h/wy et
h/(h —wy), puis recours a (1-16) et sommation d’Abel.

En reportant dans (6-3), nous obtenons bien Iestimation annoncée (6-2).

Cela permet d’opérer une sommation d’Abel dans (5-15) pour obtenir
t(b)eZ(x/b;s)—Z(mE;s)

blog(x/b)

—27b

M(I;f)=er(2b)x I ew:n ]I >

(6~4) p<as 2 <p<T 1 <bLzl—el

" O(géer(I§T)CZ(I;f|f) ) .
log x

En appliquant cette relation pour f = r, nous obtenons bien (1-25), comme souhaité.
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7. Preuves des corollaires
7-1. Preuve du Corollaire 2.1

Observons d’emblée que l'insertion de I'hypothese (2-2) dans la démonstration du théo-
reme 1.1 de [36](*2) fournit sans autre modification 1’évaluation

x
7.1 M) = —F oz
(1) (@i1) = e
Le méme résultat découle du théoreme 2 de [8].

Comme au corollaire 111.4.12 de [35], ’hypothese r(p) < 1 implique

Z(y;r) —my(y; T) < Z(;7) — mf(l”;T) +0(1)  (@2<y<u).

1l s’ensuit que, pour s = 1+ a +i7, 1/logz < a < 1, |7| < T, nous pouvons écrire, avec la
notation (1-10),
(7-2) Revs(s) < Z(eVr) — mf(el/“;T) +0(1) < Z(z;7) —my(x;T) + O(1).

Nous utilisons cette majoration pour o < ayg := ™ @T)/ ®/log x et employons la majoration
triviale
Revp(s) < Z(eYr) +0(1) < Z(x;r) — blog(alogz) + O(1)
lorsque ap < a < 1. 11 suit
eZ(zr)—my(z;T) (a < ap)
Z(zr

Hr(a) < (cjl(igx))b (g << 1).

L’intégrale de (1-12) est donc

{1 +my(x; T)}e? @ '")
emy(@;T)

Cela implique bien la majoration annoncée en reportant dans (1-12) compte tenu de (7-1).

7-2. Preuve du Corollaire 2.4

Considérons la fonction multiplicative f(n) := (™). Commengons par une minoration de
la quantité m(x;T) définie en (2-1) avec T := logz. Nous avons, pour une certaine valeur de
7€ (0,77,

—cos(¥, — 71lo
> Z gp) ’

pLT
ou l'on a posé r := min(r, 1), ¥, := 1g(p)Y. Notant hy la fonction indicatrice de

[—m, 7] N ([—3m, 7] U[Y — 37,9 + i7]) (mod 27),

nous pouvons donc écrire

mp(@sT) > Ly Z hi (7 logp)
Z 3

pPLT p

Le membre de droite releve du théoreme des nombres premiers via une sommation d’Abel dont
les détails sont explicités par exemple au lemme II1.4.13 de [35]. Pour tout w € [2,z], nous
avons

hy(tlogp) _ 4 log x 1 1+ |7
7-3 ——=2>z1 (7) 0 .
( ) Z D 698 logw + |T| logw + e\/logw

w<pLx

Si 1 < |7| < T :=logz, nous choisissons w := exp{(log, )?} et obtenons pour = assez grand

my(x;T) > 1571 logy « 4+ O(ry logs ).

12. Plus précisément, la conclusion du théoréme 1.1 de [36] est inchangée si 'on remplace la condition
(v) par Zy<p<(1+/\)y f(p)logp >y (7 <y < x'77), avec les notations de [36].
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Définissons ensuite v par logv = e~ 3(1=csNE@) Jog 2 Si 1/logv < |7| < 1, nous choisissons
w = v dans (7-3) et obtenons

Z hy(r log p) > 1= (1= cos¥)E(z) + O(1) > iQQE(iF) +0(1).

97
v<p<Lx p

Enfin, si |7| < 1/logv, nous avons trivialement

Z 1 — cos(¥, — 7logp) < Z 1 —cos? + O(7 logp)

pPU p p<v p
pek
1 —cos
> (1—cosV)E(z)+O(1) — E -
<p<z p
v<p<LT
peE
5 492
> (1 —cosV)E(x) +O(1) = -— E(x) + O(1).

32
En rassemblant nos résultats, nous obtenons
2

r E(m)) +0(1)

my(x;T) > min (%rl log, = + O(ry logs ), Twé

et finalement

9
(7-4) mp(;T) > 1o

En reportant dans (2-3), nous obtenons bien (2-19). Cela établit ’assertion (i).

Prouvons 'assertion (ii). Soit K une constante positive. Nous appliquons le Théoréme 1.4
sous la forme de la validité de (1-25) pour la fonction f(n) := 2 lorsque |9| < Kt(x; E),
avec 7(n) = r?WE) A =1, 61 1= ndg(b), § := %61, b == ik, e = |9V +1/{/Iogz, olt
n = n(k, K) est une constante assez petite. Comme

E(x)+0(1).

r(p) — Re f(p) < r(l —cos?d) < ¥? < 2,

la condition (1-20) est bien satisfaite.
Nous avons de méme, toujours pour |J| < Kt(z; E),

> r®) =Re f0) _ () _ cos9)B(r) < L02B() <

K?log E(z) < nK?*log(1/e).
p

1
2
p<T

La condition (1-15) est donc également satisfaite pour un choix convenable de 7. La for-
mule (1-25) fournit alors I’évaluation

1—
(7-5) S(x;2; E) = S(z;r, E) H 1_:7; + O(x e(r—l)E(w)—c(r—z)E(x)Eé).

Cela implique bien (2-20) puisque S(xz;r, E) < ze(""DE) Comme indiqué dans I'introduction,
nous obtenons (2-22) par intégration sur le cercle |z| = r = m/E(x).

Pour achever la démonstration du point (iii), il reste & établir (2-:21). Nous pouvons supposer
r< kK< % Nous utilisons la majoration de Montgomery & Vaughan [31]

- s L e,

log x Jlogz O

n<e

ou l'on a posé

Hy(a)? = max
o=1+a
kEZ |r—k|<1/2




38 GERALD TENENBAUM

D’apres (7-2) et (7-4), nous avons

‘ lrg?x Revy(s) < Z(x;r) — 9*rE(x)/180 + O(1),
7|<log x

donc
eZ(x;r)frﬁQE(x)/18O eZ(;v;r)

+ Vlog x

Hl(O[) <

(1/logz < a < 1).

11 résulte alors de (7-6) que

Q(n;E Z(zr
( ) < eZ(z;r)7Tﬁ2E(z)/180+ © (i)

z
g n Viegz

Comme Z(z;r) = (r — 1)E(x) + logy  + O(1), nous obtenons, par intégration sur le cercle
2l =r = (m+1)/E(z) < 5+ 1/E(@),

1 _ E(x)™
77 il E(z) log .
(7-7) néw n<<e o log®
Q(n;E):m

La suite de la preuve est essentiellement identique a celle de Haldsz [15]. Nous reproduisons
les détails pour la commodité du lecteur.
Nous avons

z 1
Np(z; E) = 1 0] —
(23 B) log x Z ogn + <logx Z )
n<T <z
Q(n;E)=m Q(n;E)=m
1 E
CL S e ofar )
ogr L m!
Q(dp;E)=m
1 E(x)™ E(x)™
< > T e B@E@™ B E@)™
log x = d m! m!

Q(d;E)=moum—1
ot nous avons appliqué (7-7) pour m et m — 1, ce dernier terme n’étant présent que si m > 1.

7-3. Preuve du Corollaire 2.5

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que ., est arbitrairement petit. Avec
la perspective de recourir a I'inégalité de Berry-Esseen, nous évaluons la fonction caractéristique

1 it{h(n)—E}/D
rnn teR
M (IL‘,’F) ;r(n)e ( € )7

o(t) =

o, pour simplifier I’écriture, nous avons posé E := Ey(x;r), D := Dp(x;7).
Appliquons d’abord le Théoréme 1.4 & la fonction f(n) := r(n)e®™/P Nous avons

(7-8) max{r(p) = Re f(p)} < iz (] < 1/p),
. r(p) —Ref(p) _ 1,0
(7-9) % ; < it (t € R).

Soit alors 1 une constante absolue suffisamment petite. Il résulte de ce qui précede que les
conditions (1-15) et (1-16) sont satisfaites pour le choix & := ndg(b) et €% = |t|u, si b est assez
petit et

1 2 2
(7-10) (log 2)o(0)/2 < |tlpe < payf Elog o

Nous pouvons donc utiliser ’estimation (1-25) dans ce domaine.
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La contribution des puissances p¥ avec v > 2 au produit apparaissant au membre de droite
de (1-25) étant trivialement 14+O(t/D), nous obtenons, dans le domaine (7-10), en développant
eith(®) 3 Pordre 3,

o(t) = e_t2/2{1 + O(tg,uw + %) }

Lorsque |t|pe < (logx)~"%(0)/2 observant que E < Dy, log, x, nous employons la majora-
tion triviale

4

£ — —t2/2 42
p(t)—e < +DM(£L’;7‘)

S r(m){[h(n)] + ]}
X D) R\ M (/s )
M(x;r)

2] r(
< 1 4 |t g logy x + D Z

pY<zT

2 [t 5~ 7o
L t° + |t|pg logy x + D Z
pY<zT

Pl logz  \1c
v (10g(2x/p”)) ’

ol ¢ est une constante positive convenable : cela résulte du th.1.1 de [36] sous la forme
M(x;r) < 2e?®7) /logx, de la majoration de Halberstam-Richert [17] pour M (z/p”;r),
et de (4-1) avec ¢ := (logx)~'/4. Compte tenu des hypothéses (ii) et (iv), nous obtenons
o(t) — e /2 < 12 + |t| g logy .

Lorsque /(2/n)10g(2/ptz) < |t| < 1/ps, nous majorons ¢(t) grace au Corollaire 2.1. A cette
fin observons d’abord que

(7-11) e > 1/+/logy x

en vertu de l'inégalité

D2 — z; T(p)Z(p) < /LiDz Z 7';17)’

p<z
qui résulte de 'hypothese (iii). Donnons-nous alors une constante absolue A\ > 0 assez petite

pour que Ty 1= e)‘O/“i/logx < 1/+/log x. Nous avons

S r(p) = Re{f(0)/P"} _ 3 r(p){1 = cos(th(p)/D — rlogp)} 1

2
p<T p p<z p M
uniformément pour 79 < |7| < T, := exp{(logx)'/*} : cela résulte du théoreme des nombres
premiers (cf., par exemple, le lemme I11.4.13 de [35]) en restreignant par exemple la sommation
aux nombres premiers p > exp(1/7y) tels que Tlogp € [%’N — 11—0, %w + 11—0] (mod 27). De plus,
lorsque |7| < 79,

) r(p) — Re{f(p)/p'"} S 7(p)(1 — cos{th(p)/D}) Lo

p<w p p<exp(l/70) b
2t r(p)h(p)*
> DL — oW
p<exp(1/70)

22 ? 2D

>F+O(1+ﬁ Z T)>ﬁt

exp(1l/7o)<p<z

pour un choix convenable de )Ay. Dans le domaine considéré, nous avons donc, avec la

notation (2-1),

1 2

mye(x;Ty) = — log (—)
Fl@;Ty) 5 -

Compte tenu de (7-11), nous pouvons donc fixer 7 de sorte que

pt) < pz  (V(2/m)log(2/pe) < [t] < 1/pg).
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L’inégalité de Berry—Esseen (cf., e.g., [35], th.I[.7.16) sur lintervalle —T < t < T avec
T :=1/p, fournit donc

T le(t) —e /2

t

dt

1 z 2 1
FI(E—FZD;f,T)—/ e /zdu<<+/
vV T
(7-12) 2m ) o -
log, 1

< pg + —(1Og$)n50(b)/2 + B

Compte tenu de (7-11), on voit que le second terme du membre de droite de (7-12) est dominé
par le premier.

Lorsque ’hypothese (i) est remplacée par la condition en moyenne (1-24), nous devons choisir
€20 := 22 log(1+41/|t| 1) pour que la condition (1-19) avec b = 1 soit satisfaite et pouvoir ainsi
appliquer le Théoreme 1.3. Les calculs précédents demeurent alors valides, mutatis mutandis
et fournissent le résultat indiqué.

Cela acheve la démonstration.

7-4. Preuve du Corollaire 2.6

La fonction h(n) := Q(p(n)) est additive. Le théoréme de Bombieri—Vinogradov et les
estimations de moments centrés pour la fonction p — Q(p — 1), telles qu’établies par Alladi [1]
dans un énoncé tres général, permettent aisément de montrer que, pour x > 3, nous avons

r(p)Qp—1
By = 3 TR 105,02 4 Of1og, ),
p<zT p
r(p —1

2

Dy (z;7)% = Z r(p)p = 1)7 )Q(;) ) _ 2o(log, z)* 4+ O((log, 2)?).

PST
Cependant, le Corollaire 2.5 n’est pas applicable directement car la condition (iii) n’est pas
satisfaite. Cette difficulté peut étre contournée en introduisant la fonction additive

hi(n) := > ).
p”[n
Q(p—1)<5log, x

Nous verrons que h(n) = hi(n) sauf peut-étre pour au plus < z/+/logx entiers n < z.
Admettons cela un instant. Au vu du terme d’erreur de (2-25), il suffit donc d’évaluer la
fonction de répartition relative & hq, qui releve du Corollaire 2.5 avec u, < 1/+4/log, x, puisque
la condition (iv) de cet énoncé résulte trivialement de 'hypothese (1-9). Cela implique bien le
résultat annoncé.

Pour estimer le cardinal U(z) de l'ensemble des entiers n < x tels que hi(n) < h(n), nous
majorons sa fonction sommatoire par

Z(%)Q(p—l)—5 log, T

pln
11 suit
" (3/2)9(10—1) x (3/2)Q(n)
U(x) < (10gx)51og(3/2) pg;& » < (log x)510g(3/2) 7;: n

< x(logm)3/2*5 log(3/2) <

x
Vlog x .
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