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FINITUDE UNIFORME POUR LES CYCLES DE CODIMENSION 2 SUR LES

CORPS DE NOMBRES

FRANÇOIS CHARLES ET ALENA PIRUTKA

Résumé. Soit X une variété projective et lisse, définie sur un corps de nombres. Sous l’hy-

pothèse H2(X,OX) = 0, Colliot-Thélène et Raskind ont démontré que le sous-groupe de torsion
CH2(X)tors du groupe de Chow en codimension 2 est fini. Dans cette note, on donne des bornes

uniformes pour le groupe fini CH2(X)tors quand X varie en famille.

Abstract. Let X be a smooth projective variety defined over a number field. Assuming H2(X,OX) =

0, Colliot-Thélène and Raskind proved that the torsion subgroup CH2(X)tors in the Chow group
of cycles of codimension 2 is finite. In this note, we give uniform bounds for the finite group

CH2(X)tors when X varies in a family.

1. Introduction

1.1. Contexte. Soit k un corps de nombres. Si E est une courbe elliptique sur k, le théorème de
Mordell-Weil garantit que le sous-groupe E(k)tors des points de torsion de E est fini. D’importants
résultats permettent d’exhiber des bornes pour la taille de ce groupe de torsion. Si k = Q, un
théorème de B. Mazur [26] donne une liste finie de toutes les possibilités pour le groupe E(Q)tors.
les travaux de S. Kamienny, M.A. Kenku, et F. Momose [19, 21] étendent le théorème de Mazur au
cas où k est un corps quadratique. Dans le cas général, un théorème de L. Merel [27] donne une
borne uniforme B(d) qui ne dépend que du degré d de k sur Q, telle que |E(k)tors| ≤ B(d).

Soit maintenant C une courbe projective lisse sur k de genre g ≥ 2 ; l’ensemble C(k) est fini
d’après la conjecture de Mordell, démontrée par Faltings. Des travaux récents de V. Dimitrov, Z.
Gao, et Ph. Habegger [13] permettent de donner une borne uniforme pour le cardinal |C(k)| qui ne
dépend que des invariants g, d, et du rang du groupe des points rationnels de la Jacobienne de C.

En dimension supérieure, soit A une variété abélienne sur k de dimension au moins 1. Le groupe
de torsion A(k)tors est fini, et on conjecture l’existence d’une borne uniforme pour la taille de ce
groupe, qui ne dépend que de la dimension de A et du degré d de k sur Q. Cette conjecture est
largement ouverte en générale. Un théorème d’A. Cadoret et A. Tamagawa [2, 3] donne un résultat
partiel dans cette direction pour la torsion `-primaire dans les familles à un paramètre : si S est une
courbe sur k, A → S est une famille de variétés abéliennes sur S, et ` est nombre premier, alors pour
tout s ∈ S(k) le sous-groupe de torsion `-primaire As(k){`} est d’ordre borné par une constante qui
ne dépend que de A, d et de `, mais pas de choix du point s. Pour obtenir l’uniformité de tout le
groupe de torsion dans ce cas, il resterait donc à borner l’exposant du groupe As(k)tors : on ne sait
pas le faire en général, même pour une famille sur une courbe.

Le groupe A(k)tors s’identifie au groupe de Picard de la variété abélienne duale de A. Le but
de cet article est d’exposer quelques résultats de finitude uniforme pour les cycles de codimension
supérieure.

Soit X une variété projective lisse sur k. Soit i > 0 et soit CHi(X) le groupe de Chow des cycles
de codimension i sur X. Une version forte de la conjecture de Bass prédit que le groupe CHi(X) est
de type fini ; son sous-groupe de torsion CHi(X)tors serait donc un groupe fini. J.-L. Colliot-Thélène
et W. Raskind [9] ont établit la conjecture de finitude de la torsion pour les cycles de codimension
2 dans le cas suivant :
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Théorème 1.1. (Colliot-Thélène – Raskind, [9]) Soit X une variété projective lisse géométriquement
intègre sur un corps de nombres. Supposons que H2(X,OX) = 0. Alors le groupe CH2(X)tors est
fini.

En dehors de ce résultat, on ne connait pas d’autres cas généraux où l’on sait établir la finitude
des groupes CHi(X)tors pour les cycles de codimension i ≥ 2 (voir cependant [22],[23],[24],[25] pour
des cas particuliers).

1.2. L’exemple des surfaces de Châtelet. On donne un exemple où le calcul explicite de la
torsion dans CH2 montre que l’on ne peut pas espérer borner uniformément la torsion sans imposer
de condition supplémentaire.

Soit d ∈ Q sans facteur carré et soit π : X → S la famille projective et lisse de surfaces de Châtelet
donnée par l’équation

(1.2.1) y2 − dz2 = x(x− t1)(x− t2),

sur un ouvert affine. Ici t1, t2 sont des coordonnées de A2
Z et S ⊂ A2

Z est l’ouvert de lissité de la
famille (1.2.1). Notons que l’hypothèse H2(Xs,OXs) = 0 est satisfaite car les fibres de π sont des
variétés rationnellement connexes.

On prend k = Q, s ∈ S(k) et on pose X = Xs. Alors on sait calculer CH2(X)tors. En effet,
d’après [7, Thm.8.13], [11], [12] le groupe CH2(X)tors cöıncide avec le groupe A0(X) des zéro-cycles
sur X de degré 0. D’après une conjecture de J.-L. Colliot-Thélène et J.-J. Sansuc ([5, Conjecture A],
[7], [17]) pour X, on a une suite exacte (voir [4, IV, p.231] pour l’injectivité de la première flèche)

0→ A0(X)→ ⊕vA0(Xkv )→ H1(k, Ŝ)

où la somme de milieu est une somme sur toutes les places v de k et le groupe de droite s’identifie
à (Z/2)3. Les groupes A0(Xkv ) sont calculés dans [11]. Ici on a besoin du cas particulier suivant :

on a que A0(Xkv ) ' (Z/2)2 sous conditions que l’extension kv(
√
d)/kv est non-ramifiée, et que

v(t1) = v(t2) est un entier positif impair.

Ainsi, si s = (n1, n2) ∈ S(Q), où n1, n2 sont deux entiers impairs sans facteur carré, premiers à
d, avec m diviseurs premiers communs, on a |CH2(Xs)tors| ≥ 22m−3.

1.3. Énoncé des résultats. On se place dans le cadre suivant. Soit S un schéma géométriquement
intègre de type fini sur SpecZ, soit S la fibre générique de S sur Q, soit π : X → S un morphisme
projectif et lisse, et soit η̄ le point générique géométrique de S. On suppose H2(Xs,OXs) = 0 pour
tout point s ∈ S. Notons que si le corps résiduel k de s est de caractéristique zéro, alors cette
condition est impliquée par la condition b2(Xη̄) = ρ(Xη̄).

On s’intéresse à trouver des bornes uniformes pour les groupes finis CH2(Xs)tors qui dépendent
de π, de degré de k sur Q, mais pas de choix du point s. En effet, les méthodes dévéloppées dans [9]
permettent de relier le groupe de Chow des cycles de codimension 2 avec des invariants de nature
cohomologique (cohomologie étale, cohomologie des faisceaux K1 et K2 venant de la K-théorie, et
autres) : on peut donc espérer contrôler ces invariants en famille.

Soient k̄ une clôture algébrique de k et s̄ le k̄-point de S correspondant. Soit Gk = Gal(k̄/k) le
groupe de Galois absolu de k. La donnée de la famille arithmétique sur S permet naturellement de
considérer les groupes suivants :

(1) l’image Im[CH2(Xs)tors → CH2(Xs̄)Gk ] ;

(2) le noyau Ker[CH2(Xs)tors → CH2(Xs̄)Gk ] ;

(3) l’image Im[CH2(XU )tors → CH2(Xs)] si s : Spec k −→ S s’étend en un morphisme U −→ S
où Ok est l’anneau des entiers de k, et où U ⊂ SpecOk est un ouvert.
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Nous appellerons le premier de ces groupes la partie géométrique de CH2(X)tors. Le second est
la partie arithmétique.

On étudie la premiere partie géométrique dans la section 2.1 (voir Théorème 2.2 et Proposition
2.3) – comme il est habituel, c’est le théorème de Merkurjev-Suslin qui en permet l’étude cohomolo-
gique. Quand la base S est une courbe, les méthodes d’A. Cadoret et A. Tamagawa [2, 3] permettent
d’obtenir des résultats uniformes pour la partie `-primaire. Dans la section 2.2 on utilise les argu-
ments de J.-L. Colliot-Thélène et W. Raskind pour trouver des bornes uniformes pour l’exposant
du deuxième groupe ci-dessus ci-dessus (voir Théorème 2.10 et corollaire 2.12). En particulier, on
obtient :

Théorème 1.2. Soit k un corps de nombres, et soit S une courbe quasi-projective, géométriquement
intègre sur k. Soit

π : X −→ S

un morphisme projectif lisse à fibres géométriquement intègres. Supposons que H2(Xs,OXs) = 0
pour tout point s ∈ S. Soit ` un nombre premier. Pour tout entier strictement positif d, il existe un
entier N = N(π, `, d) qui ne dépend que de π, `, et d, tel que, pour toute extension finie K de k de
degré au plus d, et tout K-point s de S, on a :

`NCH2(Xs){`} = 0.

Ce dernier résultat motive la question suivante :

Question 1.3. Soit S un schéma de type fini sur Q, et soit π : X → S un morphisme projectif et
lisse. Soient d, i deux entiers strictement positifs. Existe-t-il un entier N = N(π, d, i) qui ne dépend
que de π, d, et i, tel que, pour tout k-point s de S, où k est un corps de nombres de degré [k : Q] = d,
on ait

NCHi(Xs)tors = 0?

La section 1.2 montre que, déjà dans le cas des familles de surfaces de Châtelet, on ne peut pas
s’attendre à ce que le Théorème 1.2 s’étende en une bonne uniforme sur la torsion : étant donné n,
le sous-groupe de n-torsion peut n’être pas uniformément borné.

Nous obtenons un tel résultat en fixant des modèles entiers des variétés considérées comme suit.
Soit U un ouvert non vide de SpecOk.

Dans la section 4, on s’intérèsse aux U -points de S avec U fixé. On utilise les méthodes de
J.-L. Colliot-Thélène et W. Raskind, et M. Somekawa pour étudier le groupe Im[CH2(XU )tors →
CH2(Xs)]. On déduit de cette étude le résultat suivant :

Théorème 1.4. Soit S un schéma intègre, séparé, de type fini sur Z. Soit π : X −→ S un morphisme
projectif lisse à fibres géométriquement intègres. Supposons que H2(Xs,OXs) = 0 pour tout point
s ∈ S. Soit k un corps de nombres et soit Ok son anneau des entiers, soit U ⊂ SpecOk un ouvert
non vide. Soit s : Spec k −→ S l’image du point générique d’un U -point de S. Il existe un entier
N = N(π, U) tel que :

|CH2(Xs)tors| ≤ N.

1.4. Notations. Si A est un ensemble fini, on écrit #A ou |A| pour le nombre des éléments de
A. Si A est un groupe abélien, n > 0 est un entier positif et ` est un nombre premier, on définit
A[n] = {x ∈ A |nx = 0} le sous-groupe des éléments de n-torsion, A{`} = {x ∈ A |∃n `nx = 0} le
sous-groupe des éléments de torsion `-primaire, et Ators = {x ∈ A |∃n, nx = 0} le sous-groupe des
éléments de torsion.

Soit X un schéma noethérien. Si n est un entier inversible sur X, on note µn le faisceau étale sur X
défini par les racines n-ièmes de l’unité. Pour j un entier positif, on note µ⊗jn = µn⊗ . . .⊗µn (j fois).

On pose µ⊗jn = Hom(µ
⊗(−j)
n ,Z/n) si j est négatif et µ⊗0

n = Z/n. On note Hi
ét(X,µ

⊗j
n ) les groupes

de cohomologie étale de X à valeurs dans µ⊗jn . Les groupes Hi
ét(X,Q`/Z`(j)), resp. Hi

ét(X,Z`(j))
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sont obtenus par passage à la limite inductive, resp. projective dans les groupes Hi
ét(X,µ

⊗j
n ) lorsque

n varie parmi les puissances d’un nombre premier ` inversible sur X. On écrit Gm pour le groupe
multiplicatif et le faisceau étale ainsi défini sur le schéma X ; on a Pic(X) ' H1

ét(X,Gm).

Si i est un entier positif, on note X(i) l’ensemble des points de X de codimension i et on note
CHi(X) le groupe des cycles de codimension i modulo l’équivalence rationnelle [14]. Si j est un
entier positif, on note Kj le faisceau de Zariski associé au préfaisceau U 7→ Kj(H

0(U,OU )), le
groupe Kj(A) étant celui associé par Quillen à l’anneau A.

Si k est un corps, on écrit k̄ pour désigner une clôture algébrique de k, on écrit ks pour une clôture
séparable de k, Gk = Gal(ks/k) est le groupe de Galois absolu. Si X est une variété algébrique définie
sur un corps k, on note X̄ = Xk̄ = X ×k k̄. Si X est intègre, on note k(X) son corps des fonctions.

Si k est un corps de nombres, on écrit Ok pour l’anneau des entiers de k. Si U ⊂ SpecOk est un
ouvert, les places à l’infini de U sont les places finies de Ok qui correspondent aux idéaux premiers
du complémentaire de U dans SpecOk.

Si X est une variété projective lisse sur un corps k séparablement clos, on écrit b2(X) = ρ(X)
si pour tout premier ` différent de la caractéristique de k, l’application naturelle Pic(X) ⊗ Q` →
H2
ét(X,Q`(1)) est surjective. Notons qu’il suffit de le vérifier pour un seul premier `. Cette propriété

est stable par spécialisation. Si k est de caractéristique nulle, le théorème de Lefschetz sur les classes
de type (1, 1) montre que b2(X) = ρ(X) si et seulement si H2(X,OX) = 0.

Remerciements. Le premier auteur remercie l’Institut Courant, NYU pour son hospitalité. Il est
soutenu par le projet ERC AlgTateGro (Horizon 2020 Research and Innovation Programme, grant
agreement No 715747).

Les auteurs remercient Anna Cadoret pour plusieurs discussions et commentaires sur le manuscrit,
ainsi que Jean-Louis Colliot-Thélène pour plusieurs discussions.

2. Uniformité de l’exposant

Soit k un corps de nombres et soit X une variété projective et lisse sur k. Dans cette section
on s’intéresse à l’exposant du groupe CH2(X)tors. Le but est de démontrer le théorème 1.2. On
commence par borner l’exposant de la partie géométrique de ce groupe, à savoir son image dans le
groupe CH2(X̄) ; on étudie ce dernier groupe via l’application d’Abel-Jacobi `-adique.

2.1. Image de CHi(X)tors par l’application d’Abel-Jacobi.

2.1.1. Soit S une courbe quasi-projective sur k, et soit π : X → S un morphisme projectif lisse. Soit
` un nombre premier. Soit η un point générique géométrique de S.

Soit K une extension du corps k. Si s est un K-point de S, et s est un point géométrique de S au-
dessus de s, le groupe de Galois absolu GK de K agit naturellement sur les groupes de cohomologie
étale

Hi
ét(Xs,Q`/Z`(j))

où i est un entier positif et j un entier arbitraire.

Le résultat suivant suit du théorème principal de [3].

Proposition 2.1. Soit d un entier strictement positif. Soient i et j deux entiers avec i ≥ 0 et
i 6= 2j. Il existe un entier N = N(π, i, j, d) tel que, pour toute extension finite K de k de degré au
plus d, tout K-point s de S, et tout point géométrique s de S au-dessus de s, on ait :

|Hi
ét(Xs,Q`/Z`(j))GK | ≤ `N .

Démonstration. On applique [3, Corollary 4.2] à la représentation du groupe fondamental étale
π1(S, η) de S sur M = Hi

ét(Xη̄,Z`(j)), en prenant pour χ le caractère trivial – les conjectures de
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Weil assurant l’hypothèse sur χ. On en déduit un entier N1 tel que, pour toute extension K de k de
degré au plus d et tout K-point s de S, on ait

(Hi
ét(Xs,Z`(j))⊗Q`/Z`)GK ⊂ Hi

ét(Xs,Z`(j))/`N1 .

Considérons par ailleurs la suite exacte GK-équivariante (voir par exemple [6, p.781]) :

0 −→ Hi
ét(Xs,Z`(j))⊗Q`/Z` −→ Hi

ét(Xs,Q`/Z`(j)) −→ Hi+1
ét (Xs,Z`(j))tors −→ 0.

On en déduit une suite exacte

0 −→ (Hi
ét(Xs,Z`(j))⊗Q`/Z`)GK −→ Hi

ét(Xs,Q`/Z`(j))GK −→ Hi+1
ét (Xs,Z`(j))tors.

Le terme de droite étant un groupe fini dont la classe d’isomorphisme est indépendante de s, cela
conclut la preuve. �

2.1.2. Finitude pour l’application d’Abel-Jacobi de Bloch et conséquence en codimension 2. Soit X
une variété projective lisse sur un corps k. Soit ` un nombre premier inversible dans k.

Dans [1], Bloch définit une application d’Abel-Jacobi, fonctorielle en X pour l’action des corres-
pondances :

AJ i` : CHi(Xk){`} −→ H2i−1
ét (Xk,Q`/Z`(i)).

Par fonctorialité on obtient une application, que nous noterons aussi AJ i` :

AJ i` : CHi(X){`} −→ H2i−1
ét (Xk,Q`/Z`(i))

Gk .

Si k est algébriquement clos, l’application AJd est un isomorphisme et l’application AJ2 est
injective (voir [1], [10, Théorème 4.3]). On déduit immédiatement de la Proposition 2.1 l’énoncé
suivant :

Théorème 2.2. Soit S une courbe quasi-projective sur un corps de nombres k, et soit π : X → S
un morphisme projectif lisse. Soit ` un nombre premier.

Soit d un entier strictement positif. Il existe un entier N = N(π, d) tel que, pour toute extension
finie K de k de degré au plus d, tout K-point s de S, et tout point géométrique s de S au-dessus de
s, on ait :

|Im(CH0(Xs) −→ CH0(Xs)){`}| ≤ `N

et :

|Im(CH2(Xs) −→ CH2(Xs)){`}| ≤ `N .

La remarque suivante permet, sous des hypothèses plus fortes, de traiter le cas du groupe de
torsion tout entier et d’un schéma de base de dimension arbitraire.

Proposition 2.3. Soit S un schéma séparé intègre de type fini sur Z et soit π : X → S un
morphisme projectif lisse. Soient d, r > 0 des entiers. Il existe une constante N = N(π, d, r), qui
vérifie la propriété suivante : soit k un corps de nombres de degré au plus d, soient s un k-point de
S et s un point géométrique de S au-dessus de s ; si le morphisme

s : Spec k −→ S

s’étend en un morphisme

U −→ S

au-dessus d’un ouvert U ⊂ SpecOk tel que U admet au plus r places à l’infini, alors

|Im(CH2(Xs) −→ CH2(Xs))tors| ≤ N
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Démonstration. Puisque l’application AJ2
` est injective, il suffit de borner la taille du groupe de

cohomologie étale H3
ét(Xs̄,Q/Z(2))Gk . Soit s0 un point fermé de U de corps résiduel un corps fini F

de caractéristique p. On a alors l’inclusion de groupes finis :

(2.1.1) ⊕` 6=pH3
ét(Xs̄,Q`/Z`(2))Gk ⊂ ⊕` 6=pH3

ét(Xs̄0 ,Q`/Z`(2))GF

(voir [8, Theorem 5]). On applique le lemme 2.4 ci-dessous : puisque le degré de k est borné par d, et
le nombre de places à l’infini de U est borné par r, on peut choisir un nombre fini de fibres Xs0 qui
donnent donc une borne pour la taille du groupe H3

ét(Xs̄,Q/Z(2))Gk d’après l’inclusion (2.1.1). �

Lemme 2.4. Soit S un schéma séparé de type fini sur Z. Soient n, d, r > 0 des entiers. Il existe
une constante m, qui ne dépend que de n, d, r > 0 et m points s1, . . . , sm ∈ S tels que :

(1) les corps résiduels κ(s1), . . . κ(sm) sont finis, de caractéristiques premières à n ;

(2) si k est un corps de nombres de degré au plus d, si U ⊂ SpecOk est un ouvert tel que U admet
au plus r places à l’infini, et si U → S est un U -point de S, alors il existe 1 ≤ i < j ≤ m
tels que les caractéristiques de corps résiduels de κ(si) et κ(sj) sont différentes, et les fibres
de U au-dessus de si et sj sont non vides.

Démonstration. On choisit un ensemble fini P ⊂ Z de premiers qui ne divisent pas n, tel que
#P ≥ r + 2. On prend pour s1, . . . , sm tous les points fermés de Sp pour p ∈ P de degré au plus d
sur Fp. Notons qu’on n’a qu’un nombre fini de tels points.

Soit U comme dans l’énoncé du lemme. Puisque le nombre de places à l’infini de U est au plus r, et
puisque #P ≥ r + 2, il existent deux premiers p1, p2 ∈ P tels que les fibres de U au-dessus de p1 et
p2 sont non vides, et elles correspondent donc aux points si ∈ S au-dessus de p1 et sj ∈ S au-dessus
de p2, pour certains 1 ≤ i 6= j ≤ m, puisque [k : Q] ≤ d. �

2.2. Exposant de la partie arithmétique.

2.2.1. Cycles de codimension 2 et K2-cohomologie : rappels. On rappelle d’abord quelques résultats
généraux sur la torsion dans le groupe de Chow des cycles de codimension 2 et la structure des
groupes de K2-cohomologie.

Proposition 2.5. Soit X une variété projective lisse géometriquement intègre sur un corps k de
caractéristique 0. Alors il existe des suites exactes :

(1) 0→ H1(X,K2)⊗Q/Z→ NH3
ét(X,Q/Z(2))→ CH2(X)tors → 0,

où NH3
ét(X,Q/Z(2)) = Ker[H3

ét(X,Q/Z(2))→ H3(k(X),Q/Z(2))] ;

(2) 0→ H1(X,K2)⊗Q/Z→ Ker τ → Ker[CH2(X)→ CH2(X̄)Gk ]→ 0,

où τ est la flèche τ : H3
ét(X,Q/Z(2))→ [H3

ét(X̄,Q/Z(2))Gk ⊕H3(k(X),Q/Z(2))].

(3) 0→ lim−→n
(Pic0

X/k(k̄)[n]⊗ µn)→ H1
ét(X̄,Q/Z(2))→ FX → 0,

où le groupe FX de droite est fini, de même ordre que le groupe ⊕`H2
ét(X̄,Z`(2)){`}.

Si de plus H2(X,OX) = 0, on a une suite exacte :

(4) 0→ Pic(X̄)⊗Q/Z→ H2
ét(X̄,Q/Z(1))→ ⊕`H3

ét(X̄,Z`(1)){`} → 0,

et le groupe de droite est fini.

Démonstration. Pour la suite (1) voir [10] (3.11). Pour obtenir la suite (2) on compare les suites
(1) pour X et X̄, et on utilise que H1(X̄,K2)⊗Q/Z = 0 d’après [8, Thm. 2.2]. La suite (4) est [8,
Proposition 2.11].

Pour la suite (3) on utilise l’isomorphisme H0(X̄,K2)tors ' H1
ét(X̄,Q/Z(2)) de Suslin (voir [33,

Corollary 5.3]). Ensuite, [8, Théorème 1.8 et sa preuve] identifie le sous-groupe divisible maxi-
mal du groupe H0(X̄,K2)tors avec le groupe de gauche lim−→n

(Pic0
X/k(k̄)[n] ⊗ µn). Le quotient du
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groupe H0(X̄,K2)tors par son sous-groupe divisible maximal est (non canoniquement) isomorphe à
NS(X̄)tors, isomorphe lui-même au groupe ⊕`H2(X̄,Z`(2)){`} (voir [8, Remarque 1.9, Lemma 1.4]).

�

2.2.2. Invariants. Soit k un corps et soit X une variété projective lisse géométriquement intègre sur
k. On peut considérer les invariants suivants de la variété X :

(i) di(X) est le degré minimal d’une extension finie K de k telle que l’ensemble des K-points
X(K) de X est non vide 1 ;

(ii) dNS(X) est le degré minimal d’une extension finie K de k telle que l’application naturelle
Pic(XK)→ NS(X̄) est surjective, où NS(X̄) est le groupe de Néron-Severi de X̄ – c’est un
groupe abélien de type fini ;

(iii) Si (i, j) ∈ {(2, 1), (2, 2), (3, 2)}, nij(X) est l’ordre du groupe abélien fini
⊕

`H
i(X,Z`(j))tors.

Notons que les invariants ni,j(X) sont des invariants cohomologiques, constants dans les familles
projectives lisses. Pour contrôler la variaition de di(X) et dNS(X) en famille, on dispose des deux
lemmes faciles ci-dessous :

Lemme 2.6. Soit S un schéma séparé de type fini sur Z et soit π : X → S un morphisme projectif
lisse à fibres géométriquement intègres. Il existe une constante N = N(π) telle que pour tout point
s ∈ S, la variété Xs sur le corps résiduel κ(s) de s vérifie : di(Xs) ≤ N.

Démonstration. Soit η un point générique de S, et soit k(η) son corps résiduel. Choisissant un
point de Xη à valeurs dans une extension finie L de k(η), le morphisme SpecL → S s’étend en un
morphisme quasi-fini dominant f1 : S1 → S, où S1 est séparé, de type fini sur Z. Par construction,
quitte à remplacer S1 par un ouvert non vide, il existe un morphisme i1 : S1 → X tel que π ◦ i1 = f1.
On conclut par récurrence noethérienne en considérant l’image de f1. �

Lemme 2.7. Soit k un corps de nombres. Soit S un schéma séparé de type fini sur k et soit
π : X → S un morphisme projectif lisse à fibres géométriquement intègres, tel que H2(Xs,OXs) = 0
pour tout point s ∈ S. Il existe une constante N = N(π) telle que pour tout point s ∈ S on a que la
variété Xs sur le corps résiduel κ(s) de s vérifie : dNS(Xs) ≤ N.

Démonstration. L’hypothèse d’annulation des groupes H2(Xs,OXs) garantit que si η̄ est un point
générique géométrique de S, les applications de spécialisation

NS(Xη̄)→ NS(Xs̄)

sont des isomorphismes comme on peut le voir en identifiant ces deux groupes aux groupes de
cohomologie singulière de changements de base à C de Xs et Xη̄ respectivement.

On peut trouver un schéma S′ séparé, de type fini sur k, S′ → S quasi-fini dominant, et des sections
{li}i ∈ Pic(XS′) qui engendrent le groupe NS(Xη̄). Par spécialisation, ces sections engendrent les
groupes NS(Xs̄′) pour tout point s′ de S′. On conclut par récurrence noethérienne. �

Outre les invariants ci-dessus, on va aussi considérer des invariants obtenus à partir de diviseurs
amples dans X. Soit K une extension finie de k telle que X(K) 6= ∅. On se donne une courbe
projective lisse et géométriquement intègre C dans XK , avec C(K) 6= ∅, intersection complète de
diviseurs amples. Le théorème de Bertini garantit l’existence d’une telle courbe. On a alors une
application injective de variétés abéliennes :

Pic0
XK/K → Pic0

C/K .

1. Ici cet invariant convient mieux que l’indice de X.
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Par le théorème de complète réductibilité de Poincaré [28, Chap. IV, Theorem 1, p.173], il existe un
morphisme Pic0

C/K → Pic0
XK/K tel que la composition :

τC : Pic0
XK/K → Pic0

C/K → Pic0
XK/K

est une isogénie.

Dans les arguments ci-dessous, on aura besoin de contrôler le cardinal du noyau de τC , ainsi que
l’invariant n22(C) en famille. Pour ce faire, il est commode d’introduire la notation suivante :

Definition 2.8. On écrit dh,22(X) pour le plus petit entier qui apparâıt comme le produit du
cardinal du noyau d’une isogénie τC construite comme ci-dessus, et de n22(C). Plus précisément,
dh,22(X) est le plus petit produit dh,22(X) = d · n, tel qu’il existe une extension finie K/k de degré
di(X) avec X(K) 6= ∅, une courbe lisse C ⊂ XK obtenue par sections hyperplanes successives, telle
que C(K) 6= ∅, n22(C) = n, et telle que la flèche composée

τC : Pic0
XK/K → Pic0

C/K → Pic0
XK/K

est une isogénie dont le noyau est de cardinal d.

Lemme 2.9. Soit k un corps de nombres. Soit S un schéma séparé de type fini sur k et soit
π : X → S un morphisme projectif lisse, à fibres géometriquement intègres. Il existe une constante
N = N(π) telle que pour tout point fermé s ∈ S on a :

dh,22(Xs) ≤ N.

Démonstration. Comme dans le lemme 2.6, on va utiliser un argument de récurrence noethérienne
sur le schéma de base S. Il suffit donc de trouver une borne N après un changement de base quasi-fini
dominant S′ → S. En particulier, on peut supposer que π a une section et que S est intègre de point
générique η.

Soit Cη une courbe lisse, obtenue par des sections hyperplanes successives de la fibre générique
Xη. Quitte à remplacer S par un schéma quasi-fini sur S, on peut supposer que Cη(η) est non
vide et que Cη s’étend en une courbe relative lisse C ⊂ X → S intersection complète de sections

hyperplanes relatives de X , qui admet une section sur S. L’application Pic0
Xη → Pic0

Cη est injective.

D’après le théorème de complète réductibilité de Poincaré [28, Chap. IV, Thm.1, p. 173], il existe
une application Pic0

Cη → Pic0
Xη telle que l’application composée

(2.2.1) Pic0
Xη → Pic0

Cη → Pic0
Xη

est une isogénie. Quitte à remplacer S par un ouvert non-vide, on peut supposer que la construc-
tion ci-dessus s’étend sur S. Ainsi, en utilisant la compatibilité des schémas PicX/S et PicC/S au
changement de base, on peut supposer que pour tout point s de S, on a une isogénie

Pic0
Xs → Pic0

Cs → Pic0
Xs

dont le cardinal du noyau est borné par le cardinal du noyau de l’isogénie générique (2.2.1). Puisque
n22(Cs) est constant dans la famille C/S, le lemme est démontré. �

2.2.3. Une version effective d’un résultat de Colliot-Thélène–Raskind–Salberger. Soit X une variété
projective, lisse, géométriquement intègre, définie sur un corps de nombres k, telle que H2(X,OX) =
0. La finitude du groupe

Ker[CH2(X)→ CH2(X̄)Gk ]

est démontrée par J.-L. Colliot-Thélène - W. Raskind - P. Salberger ([9, Théorème 4.3], voir aussi
[10, Théorème 9.1]).

Dans les paragraphes qui suivent, nous reprenons la preuve de [9] afin d’en dégager une version
effective et de donner une borne sur le noyau ci-dessus qui ne dépende que des invariants de la section
2.2.2 ci-dessus. Les arguments ci-dessous sont repris de [9] et y apparaissent intégralement. Dans le
cas H1(X,OX) = H2(X,OX) = 0, une borne explicite est donnée dans [18, Théorème A.1].
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Théorème 2.10. Le groupe Ker[CH2(X)→ CH2(X̄)Gk ] est d’exposant fini N , borné par le degré
de k et les invariants décrits en section 2.2.2 : di(X), dNS(X), nij(X), et dh,22(X).

Démonstration. Par un argument de restriction-corestriction, quitte à multiplier l’exposant N par
di(X), dNS(X) et dh,22(X), on peut supposer que X(k) 6= ∅, que NS(X) = NS(X̄), et qu’on a une
courbe lisse C ⊂ X intersection complète de sections hyperplanes, telle que C(k) 6= ∅ et telle que
la flèche composée Pic0

X/k → Pic0
C/k → Pic0

X/k est une isogenie dont le noyau est de cardinal d, et

qu’on a dh,22(X) = dn22(C).

Dans les notations de la Proposition 2.5(2) il suffit de montrer que le groupe

I = coker [H1(X,K2)⊗Q/Z ψ→ Ker τ ]

est d’exposant fini, borné par les invariants de la section 2.2.2.

Pour ce faire, J.-L. Colliot-Thélène et W. Raskind [9] utilisent la suite spectrale de Hochschild-Serre
qui donne une filtration sur le groupe Ker[H3

ét(X,Q/Z(2)) → H3
ét(X̄,Q/Z(2))Gk ] : on obtient une

suite exacte

0→ F1(X)→ Ker [H3
ét(X,Q/Z(2))→ H3

ét(X̄,Q/Z(2))Gk ]
ψ→ H1(k,H2

ét(X̄,Q/Z(2)).

Par composition avec ψ, on obtient ainsi l’application

H1(X,K2)⊗Q/Z φ→ H1(k,H2
ét(X̄,Q/Z(2))).

Il suffit donc de borner les exposants des groupes coker (φ) et F1(X) ∩NH3
ét(X,Q/Z(2)) :

(1) D’après [10, Théorème 7.3] et sa preuve, on dispose d’une inclusion

(2.2.2) coker (φ) ⊂ coker [H1(k,NS(X̄)⊗Q/Z(1))→ H1(k,H2
ét(X̄,Q/Z(2)))],

où la flèche de droite est induite par la flèche

NS(X̄)⊗Q/Z = Pic(X̄)⊗Q/Z→ H2
ét(X̄,Q/Z(1)).

de la proposition 2.5(4). L’exposant du groupe de droite dans (2.2.2) est donc borné par
l’exposant du groupe ⊕H3

ét(X̄,Z`(1))tors. Ainsi l’exposant du groupe coker (φ) est borné
par la constante n31(X).

(2) Pour le groupe F1(X), on utilise la courbe C définie au début de la preuve. Soit F1(C)
la partie de la filtration sur H3

ét(C,Q/Z(2)) définie de la même manière que F1(X). Par
fonctorialité, tout élément du groupe F1(X) ∩ NH3

ét(X,Q/Z(2)) se restreint à un élement
de F1(C) dans F1(C) ∩NH3

ét(C,Q/Z(2)). On a une suite exacte

H3(k,Q/Z(2))→ F1(∗)→ H2(k,H1
ét(∗̄,Q/Z(2)))

pour ∗ = C,X.

Dans le cas des courbes, l’hypothèse C(k) 6= ∅ implique que le noyau de la flèche naturelle

H2(k,H1
ét(C̄,Q/Z(2)))→ H2(k,H1

ét(k̄(C),Q/Z(2)))

est nul [30, Thm. 3.7 et sa preuve]. Ainsi, l’image du groupe F1(X)∩NH3
ét(X,Q/Z(2)) dans

H2(k,H1
ét(C̄,Q/Z(2))) est nulle. En utilisant l’égalité H3(k,Q/Z(2)) = (Z/2)r où r est le

nombre de places réelles de k, inférieur au degré de k, on se ramène à borner l’exposant du
noyau de la flèche de restriction

H2(k,H1
ét(X̄,Q/Z(2)))→ H2(k,H1

ét(C̄,Q/Z(2))).

C’est l’objet du Lemme 2.11 ci-dessous, qui conclut la preuve.

�
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Lemme 2.11. Soit X une variété projective lisse géométriquement intègre définie sur un corps de
nombres k et soit C ⊂ X une courbe, section hyperplane lisse de X, telle que C(k) 6= ∅. Supposons
que l’on a un morphisme Pic0

C/k → Pic0
X/k tel que la flèche composée Pic0

X/k → Pic0
C/k → Pic0

X/k

est une isogénie dont le noyau est d’exposant d. Alors le groupe

Ker[H2(k,H1
ét(X̄,Q/Z(2)))→ H2(k,H1

ét(C̄,Q/Z(2)))]

est d’exposant fini, et cet exposant ne dépend que de d, de n22(X) et de n22(C).

Démonstration. La Proposition 2.5(3) appliquée àX et à C donne le diagramme commutatif suivant :

0 // lim−→n
(Pic0

X/k(k̄)[n]⊗ µn) //

��

H1
ét(X̄,Q/Z(2)) //

��

FX //

��

0

0 // lim−→n
(Pic0

C/k(k̄)[n]⊗ µn) // H1
ét(C̄,Q/Z(2)) // FC // 0.

Prenant les suites exactes longues de cohomologie, on trouve le diagramme commutatif suivant :

H1(k, FX) //

��

H2(k, lim−→n
(Pic0

X/k(k̄)[n]⊗ µn)) //

ι

��

H2(k,H1
ét(X̄,Q/Z(2))) //

��

H2(k, FX)

��
H1(k, FC) // H2(k, lim−→n

(Pic0
C/k(k̄)[n]⊗ µn)) // H2(k,H1

ét(C̄,Q/Z(2))) // H2(k, FC).

Par chasse au diagramme on obtient que l’exposant du groupe

Ker[H2(k,H1
ét(X̄,Q/Z(2)))→ H2(k,H1

ét(C̄,Q/Z(2)))]

de l’énoncé est borné par les exposants des groupes H2(k, FX), H2(k, FC), et Ker ι. L’exposant
du premier groupe est borné par n22(X) puisque le groupe fini FX est de même cardinal que
⊕`H2

ét(X̄,Z`(2)){`}). L’exposant du deuxième est borné par n22(C) par la même raison.

Pour borner l’exposant du troisième groupe, soit K le noyau de la surjection composée

lim−→
n

(Pic0
X/k(k̄)[n]⊗ µn)→ lim−→

n

(Pic0
C/k(k̄)[n]⊗ µn)→ lim−→

n

(Pic0
X/k(k̄)[n]⊗ µn).

Alors K est tué par d par hypothèse, ce qui implique que le noyau de la composée

H2(k, lim−→
n

(Pic0
X/k(k̄)[n]⊗ µn))→ H2(k, lim−→

n

(Pic0
C/k(k̄)[n]⊗ µn))→ H2(k, lim−→

n

(Pic0
X/k(k̄)[n]⊗ µn))

est tué par d. Cela termine la preuve du lemme.

�

2.2.4. Bornes uniformes pour la partie arithmétique. L’énoncé suivant donne une borne uniforme
pour l’exposant de la partie arithmétique Ker[CH2(Xs)→ CH2(Xs̄)] du groupe CH2(Xs)tors.

Corollaire 2.12. Soit k un corps de nombres. Soit S un schéma séparé de type fini sur k et
soit π : X → S un morphisme projectif lisse, à fibres géometriquement intègres. Supposons que
H2(Xs,OXs) = 0 pour tout point s ∈ S. Soit d un entier positif. Il existe une constante N = N(π, d),
qui ne dépend que de d et de π et qui vérifie la propriété suivante : si K est une extension de k de
degré au plus d et s un K-point de S, alors :

N ·Ker[CH2(Xs)→ CH2(Xs̄)] = 0.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 2.10 à la variété Xs sur le corps de nombres K de
degré au plus d[k : Q] sur Q et de remarquer que les invariants 2.2.2 sont bornés indépendamment
de s grâce aux Lemmes 2.6, 2.7 et 2.9. �
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2.3. Exposant uniforme.

Preuve du Théorème 1.2. Soient π : X → S, s ∈ S, ` comme dans l’énoncé. D’après le corollaire 2.12,
on a un entier N1 = N1(π, d) qui borne l’exposant du groupe Ker[CH2(Xs) → CH2(X̄s)]. Puisque
S est une courbe, on peut appliquer le théorème 2.2 qui donne une borne N2 = N2(π, d, `) pour
l’exposant du groupe |Im(CH2(Xs) −→ CH2(Xs)){`}|. Il suffit donc de prendre N = N1N2.

Dans le cas où le schéma de base S est de dimension supérieure, on peut trouver une borne pour
l’exposant de la torsion, qui dépend aussi du nombre de places à l’infini d’un modèle entier :

Théorème 2.13. Soit S un schéma séparé de type fini sur Z et soit π : X → S un morphisme
projectif lisse, à fibres géometriquement intègres. Supposons que H2(Xs,OXs) = 0 pour tout point
s ∈ S. Soient d, r > 0 des entiers. Il existe une constante N = N(π, d, r) qui vérifie la propriété
suivante : soit k un corps de nombres de degré [k : Q] ≤ d et soit s un k-point de S ; si le morphisme

s : Spec k −→ S

s’étend en un morphisme

U −→ S
au-dessus d’un ouvert U ⊂ SpecOk tel que U admet au plus r places à l’infini, alors

NCH2(Xs)tors = 0

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Corollaire 2.12 et la Proposition 2.3. �

3. Rappels sur la méthode de Saito-Somekawa-Colliot-Thélène-Raskind

Soit X une variété projective lisse géométriquement intègre sur un corps de nombres k, telle
que H2(X,OX) = 0. Pour montrer la finitude du groupe CH2(X)tors on procède en deux étapes :
on trouve une borne sur l’exposant (ce qui est fait dans la section précédente), et on trouve une
borne sur le sous-groupe de n-torsion CH2(X)[n] pour n fixé. Pour la deuxième étape, J.-L. Colliot-
Thélène et W. Raskind utilisent la méthode de localisation qui permet de relever les éléments du
groupe CH2(X)[n] en des éléments du groupe CH2(XU )[N ] où XU est un modèle de X sur un ouvert
U ⊂ SpecOk pour un certain entier N .

Dans cette section, on reprend certaines variantes des arguments précédents en les adaptant de
façon à pouvoir les utiliser de manière effective dans la section suivante. L’enjeu principal est la
dépendance des constantes qui apparaissent dans la torsion dans CH2 en le groupe fondamental
étale de la base U . Cette dépendance rend délicat le fait de remplacer U par un revêtement ramifié
fini qui, même lorsque l’on en borne le degré, peut avoir un groupe fondamental étale arbitrairement
grand. C’est cette raison qui rend nécessaire d’adapter certains arguments.

3.1. Une suite de localisation. La suite exacte suivante est le point de départ du contrôle de la
torsion dans CH2.

Lemme 3.1. ([29, Proposition 1.2] ; voir [9, suite (L) p.231]) Soit X une variété projective et lisse,
géométriquement intègre, définie sur un corps de nombres k et soit XU → U un modèle projectif et
lisse de X sur un ouvert U ⊂ SpecOk. On a une suite exacte

(3.1.1) H1(X,K2)→
⊕
s∈U(1)

Pic(Xs)→ CH2(XU )→ CH2(X)→ 0.

On s’intéresse à comprendre le conoyau de l’application de gauche de la suite ci-dessus. La première
étape est le lemme suivant, adapté de [9, Lemme 3.2].
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Lemme 3.2. Soit X une variété projective, lisse, géométriquement intègre définie sur un corps de
nombres k et soit XU → U un modèle projectif et lisse de X sur un ouvert U de l’anneau des entiers
Ok de k. On suppose que H2(Xs,OXs) = 0 pour tout point s ∈ U .

Suposons qu’il existe un entier strictement positif N tel que pour tout point s ∈ U et pour tout
point géométrique s̄ au-dessus de s, le conoyau de la flèche naturelle Pic(XU )→ NS(Xs̄) est tué par
N . Alors le conoyau de l’application composée

H1(X,K2)→
⊕
s∈U(1)

Pic(Xs)→
⊕
s∈U(1)

NS(Xs̄)

est d’exposant fini, tué par l’entier

N ·#Cl(U).

Démonstration. Soit {ls}s∈U(1) ∈
⊕

s∈U(1)

NS(Xs̄). D’après l’hypothèse, la classe Nls se relève en un

élèment Ls ∈ Pic(XU ).

On écrit U = SpecB. Soit d = #Cl(U). Pour tout idéal premier s ∈ SpecB l’idéal sd est principal
et l’on peut donc écrire sd = (πs) pour un certain πs ∈ B. Soit v : k∗ → Z la valuation associée à s.
On a v(πs) = d et vs′(πs) = 0 pour s′ 6= s.

Comme dans [9, Lemme 3.2] on trouve que {ls}⊗Nds∈U(1) ∈
⊕

s∈U(1)

NS(Xs̄) est l’image de
∑
Ls ⊗ πs par

la flèche composée

Pic(XU )⊗ k∗ → Pic(X)⊗ k∗ → H1(X,K2)→
⊕
s∈U(1)

Pic(Xs)→
⊕
s∈U(1)

NS(Xs̄).

�

Pour comprendre la partie qui vient du groupe
⊕

s∈U(1)

Pic0(Xs) dans la suite (3.1.1), on va utiliser

les techniques développées par M. Somekawa dans [32]. On rappelle ces techniques dans le paragraphe
suivant pour pouvoir les utiliser de manière effective.

3.2. Bornes uniformes dans la suite exacte de Bloch-Kato-Saito-Somekawa.

3.2.1. Le groupe K(k,A,Gm). Soit k un corps et soit A une variété abélienne sur k. Somekawa [32]
a défini le groupe K(k,A,Gm) comme un quotient du groupe⊕

L/k fini

A(L)⊗Z L
∗

par des relations de deux types : formule de projection, et réciprocité à la Weil. Dans ce texte, on
n’aura pas besoin de préciser ces relations. Notons par ailleurs que la construction de Somekawa est
plus générale : elle est en particulier valable pour une famille de variétés semi-abéliennes sur k.

Si n est un entier inversible dans k, on dispose d’une application naturelle [32, Proposition 1.5] :

(3.2.1) K(k,A,Gm)/n→ H2
ét(k,A(1)[n]).

3.2.2. Résidus dans le cas local. Supposons maintenant k local de caractéristique 0 et soit A un
schéma abélien sur l’anneau des entiers Ok de k. Soit A = Ak la fibre générique de A/Ok. Soit κ le
corps résiduel de Ok et soit Aκ la fibre spéciale de A. Si L/k est une extension finie de k de corps
résiduel κL, on dispose d’une flèche de bord A(L)⊗ L∗ → Aκ(κ) obtenue par la composition

(3.2.2) A(L)⊗ L∗ → AκL(κL)→ Aκ(κ).
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La première flèche envoie x⊗ α ∈ A(L)⊗ L∗ = A(OL)⊗ L∗ sur vL(α)x̄ où x̄ est l’image de x dans
AκL(κL) et où vL est la valuation de L. La deuxième flèche est induite par la norme. La flèche (3.2.2)
ci-dessus passe au quotient par les relations et induit une flèche [32, p.114]

∂ : K(k,A,Gm)→ Aκ(κ).

Soit T (A) = lim←−nA(k̄)[n] le module de Tate de A, et soit T`(A) = lim←−r A(k̄)[`r] où ` est un

nombre premier. Soit Gk = Gal(k̄/k) le groupe de Galois absolu de k et soit T (A)Gk le module des
coinvariants. Puisque A est lisse sur Ok, on dispose d’une surjection α : T (A)Gk → Aκ(κ).

La composée de la flèche (3.2.1) avec la dualité locale (loc .cit.) H2
ét(k,A(1)[n]) ' A(k̄)[n]Gk donne

une flèche K(k,A,Gm)/n→ A(k̄)[n]Gk . En passant à la limite on obtient ainsi une application

(3.2.3) c(k) : K(k,A,Gm)→ T (A)Gk .

Si A est un schéma abélien comme ci-dessus, on a le diagramme commutatif suivant :

(3.2.4)
⊕

L/k fini

A(L)⊗ L∗ π // //

��

K(k,A,Gm)
c(k) //

∂

��

T (A)Gk

α

����
Aκ(κ) Aκ(κ) Aκ(κ),

où les applications π, α, ∂, et c(k) sont surjectives (voir [32, Theorem 3.3] pour l’application c(k)).

3.2.3. Cas global. Supposons maintenant que k est un corps de nombres. Soit S un ensemble fini de
places de k qui contient les places archimédiennes et les places de mauvaise réduction de A. Comme
ci-dessus, on écrit T (A)Gk pour le module de Tate de A. Pour toute place v de k on note kv le
complété de k, Av = Akv , Gv = Gkv et T (Av)Gv le module de Tate de Av.

D’après un résultat de Katz et Lang, T (A)Gk est fini. Plus précisément, on a la borne suivante :

Proposition 3.3 ([20], Theorem 1(bis), Theorem 1(ter)). Soit v une place finie de k, de corps
résiduel κ(v), en laquelle A a bonne réduction Aκ(v). Alors

(1) on a une surjection

T`(Aκ(v))Gκ(v) � T`(A)Gk

pour tout premier ` 6= car(κ(v)) ;

(2) on a l’égalité de cardinaux des groupes fini

#T (Aκ(v))Gκ(v) = #Aκ(v)(κ(v)).

Corollaire 3.4. Supposons que A a bonne réduction en deux places v1, v2 de caractéristiques
résiduelles différentes. Alors le groupe T (A)Gk est fini, de cardinal au plus

#T (A)Gk ≤ #Aκ(v1)(κ(v1))#Aκ(v2)(κ(v2)).

Démonstration. Pour i = 1, 2, soit pi la caractéristique résiduelle de vi. La proposition précédente
montre que la partie première à pi de T (A)Gk est bornée supérieurement par #Aκ(vi)(κ(vi)), ce qui
conclut. �

Somekawa a établi la suite de réciprocité suivante.
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Théorème 3.5 ([32], Theorem 4.1). Soit n un entier divisible par l’ordre du groupe fini T (A)G.
Alors on a une suite exacte

K(k,A,Gm)
θ→
∏
v/∈S

T (Av)Gv ⊕
∏
v∈S

K(kv, Av,Gm)/n
R→ T (A)G → 0,

où les flèches θ,R sont induites par les applications c(kv) de (3.2.3).

Dans la suite, on aura besoin du corollaire suivant (cf. [9, Théorème 2.1]).

Corollaire 3.6. Soit U ⊂ SpecOk un ouvert non vide. Soit A un U -schéma abélien. Soit A la fibre
générique de A. Soit

γ :
⊕

L/k fini

A(L)⊗Z L
∗ →

⊕
s∈U(1)

As(κ(s))

la flèche induite par les applications (3.2.2). Alors le conoyau de γ est fini, borné supérieurement par
#As1(κ(s1))#As2(κ(s2)), où s1, s2 sont deux points quelconques de U de caractéristiques résiduelles
différentes.

Démonstration. On applique le Théorème 3.5 avec S le complémentaire de l’ensemble des places sur
U dans l’ensemble des places de k. Ainsi, on a le diagramme commutatif suivant

K(k,A,Gm)
θ0 // ∏

v∈U
T (Av)Gv //

��

coker (θ0) //

��

0

K(k,A,Gm)
θ // ∏

v∈U
T (Av)Gv ⊕

∏
v∈S K(kv,Av,Gm)/n // T (A)Gv // 0

dans lequel la flèche verticale du milieu est injective. Ainsi, coker (θ0) est fini, et on a une injection

(3.2.5) coker (θ0) ↪→ T (A)Gk .

D’après (3.2.4), l’application γ se factorise en⊕
L/k fini

A(L)⊗ L∗ � K(k,A,Gm)
θ0→
∏
v∈U

T (Av)Gv �
⊕
v∈U
A(κ(v))

où la première et la dernière flèches sont surjectives. Ainsi

(3.2.6) #coker (γ) ≤ #coker (θ0),

d’où #coker (γ) ≤ #T (A)Gk par (3.2.5) et (3.2.6). Il ne reste qu’à appliquer le Corollaire 3.4. �

4. Relèvements entiers

Le but de cette section est de prouver le Théorème 1.4 en s’appuyant sur les résultats de la section
précédente.

On se donne S un schéma intègre, séparé, de type fini sur Z. Soit π : X −→ S un morphisme
projectif lisse à fibres géométriquement intègres.
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4.1. Préliminaires. Soit η le point générique de S et soit η̄ un point géométrique de S au-dessus
de η. Soit K = κ(η) le corps résiduel de η, i.e., le corps des fonctions de S. Par fonctorialité du
groupe fondamental étale, on dispose d’une application naturelle

GK → π1(S, η̄)

du groupe de Galois absolu de K vers le groupe fondamental étale de S.

Lemme 4.1. Soit ` un nombre premier inversible sur S. L’action naturelle de GK sur NS(Xη̄)⊗Z`
se factorise par π1(S, η̄).

Démonstration. L’application classe de cycle définit une injection GK-équivariante :

NS(Xη̄)⊗ Z` → H2
ét(Xη̄,Z`(1)),

ce qui prouve le résultat car l’action deGK surH2
ét(Xη̄,Z`(1)) se factorise par π1(S, η̄) carH2

ét(Xη̄,Z`(1))
est la fibre en η̄ du faisceau localement constant R2π∗Z`(1). �

Lemme 4.2. Soit ` un nombre premier inversible sur S. Il existe un revêtement

p : S ′ → S

fini étale connexe tel que, si η′ est le point générique de S ′ et η̄′ est un point géométrique de S ′
au-dessus de η′, alors l’action du groupe de Galois absolu Gκ(η′) sur le groupe NS(Xη̄′) ⊗ Z` est
triviale.

Démonstration. Le lemme 4.1 montre que le groupe profini π1(S, η̄) agit continûment sur le Z`-
module de type fini NS(Xη̄) ⊗ Z`, cette action se factorise donc par un groupe fini, ce qui conclut
en prenant pour S ′ le revêtement de S correspondant à ce quotient fini du groupe fondamental
étale. �

Lemme 4.3. Soit η′ le point générique de S ′ et η̄′ un point géométrique au-dessus de η′. Avec les
notations du Lemme 4.2, le conoyau de l’inclusion naturelle

iη′ : NS(Xη̄′)Gκ(η′) → NS(Xη̄′)

est de torsion.

Démonstration. Le noyau de l’application

NS(Xη̄′)→ NS(Xη̄′)⊗ Z`
est le sous-groupe de torsion première à `. Soit M un entier strictement positif qui annule ce noyau.
Alors si α est un élément de NS(Xη̄′) et si σ est un élément de Gκ(η′), l’image de α dans NS(Xη̄′)⊗Z`
est invariante par σ par construction, donc on a :

M(σ(α)− α) = 0.

Cela montre que Mα est invariant sous Gκ(η′), ce qui conclut.

�

Lemme 4.4. Supposons que le morphisme structurel S → SpecZ n’est pas surjectif, i.e. qu’il existe
un nombre premier ` inversible sur S. Alors il existe un revêtement

p : S ′ → S

fini étale connexe tel que, si η′ est le point générique de S ′ le conoyau de l’application de spécialisation

Pic(X ×S S ′)→ NS(Xη̄′)

est de torsion.
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Démonstration. On choisit p : S ′ → S comme dans le lemme 4.3 dont on garde les notations. On
note X ′ = X ×S S ′.

Soit η̄′ un point géométrique de S ′ au-dessus de η′. Soient L1,η̄′ , . . . , Lρ,η̄′ des éléments de Pic(Xη̄′)
dont les images li dans NS(Xη̄′)Gκ(η′) forment une famille génératrice de NS(Xη̄′)Gκ(η′) .

On peut trouver une extension finie Galoisienne K du corps résiduel κ(η′) telle que les Li,η̄′

soient tous définis sur K. Soit Li,η′ ∈ Pic(Xη̄)Gκ(η′) le produit tensoriel des conjugués de Li,η̄′ par
les éléments du groupe de Galois de K/κ(η′). Le conoyau de la flèche naturelle

Pic(Xη′)→ Pic(Xη̄)Gκ(η′)

est tué par l’indice iη′ de la fibre générique Xη′ . En particulier, le fibré en droites

L′i,η′ := L
⊗iη′
i,η′

provient de Pic(Xη′). Soit L′i un élément de Pic(X ′) qui s’envoie sur L′i,η′ .

Soit rη′ l’application composée

Pic(X ′)→ Pic(Xη′)→ NS(Xη̄′).
Par hypothèse, l’image li de Li,η̄′ dans NS(Xη̄′) est Galois-invariante. Par construction, on a donc

rη′(L
′
i) = [K : κ(η′)]iη′ li.

En particulier, les images des L′i par rη′ engendrent un sous-groupe qui contient

[K : κ(η′)]iη′NS(Xη̄′)Gκ(η′) .
Appliquant le Lemme 4.3, on trouve que le conoyau de

rη′ : Pic(X ′) −→ NS(Xη̄′)
est de torsion. �

Proposition 4.5. Supposons que H2(Xs,OXs) = 0 pour tout point s ∈ S. Supposons que le mor-
phisme structurel S → SpecZ n’est pas surjectif, i.e. qu’il existe un nombre premier ` inversible sur
S. Alors il existe un revêtement

p : S ′ → S
fini étale connexe, et un entier N tel que pour tout point géométrique s̄′ de S ′, le conoyau de
l’application de spécialisation

Pic(X ×S S ′)→ NS(Xs̄′)
est tué par N .

Démonstration. Soit s̄′ un point géométrique de S ′. On dispose des applications de spécialisation

rs′ : Pic(X ×S S ′)→ NS(Xs̄′)
et

rNS
s′ : NS(Xη̄′)→ NS(Xs̄′),

où rNS
s′ est surjective. C’est ici que l’on utilise l’hypothèse d’annulation de H2(Xs′ ,OXs′ ) via [16,

Corollaire 1 de la Proposition 3 p.11] qui garantit l’existence de relêvements de fibrés en droites, voir
l’argument de [9, Lemme 3.1]. On a un diagramme commutatif

Pic(X ×S S ′)
rη′ //

rs′

''

NS(Xη̄′)

rNS
s′

��
NS(Xs̄′).

Il suit immédiatement que le conoyau de rη′ se surjecte sur le conoyau de rs′ , ce qui conclut grâce
au Lemme 4.4. �
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4.2. Preuve du Théorème 1.4.

4.2.1. L’énoncé qui suit est une variante effective de [9, Lemme 3.3], dont on va rappeler les argu-
ments.

Soit X une variété projective, lisse, géométriquement intègre, définie sur un corps de nombres
k. Soit XU → U un modèle projectif et lisse de X sur un ouvert U ⊂ SpecOk. Supposons que
H2(Xs,OXs) = 0 pour tout point s ∈ U .

Suposons qu’il existe un entier strictement positif N tel que pour tout point s ∈ U et pour tout
point géométrique s̄ au-dessus de s, le conoyau de la flèche naturelle Pic(XU )→ NS(Xs̄) est tué par
N .

Proposition 4.6. Soit J le schéma abélien Pic0XU/U . On fixe s1, s2 ∈ U deux points fermés de U

de caractéristiques résiduelles différentes. Il existe un entier n′ qui ne dépend que de N , #Cl(U)
et des fibres Js1 ,Js2 tel que le noyau de la restriction CH2(XU ) → CH2(X) est tué par n′. En
particulier, pour tout entier strictement positif n, l’image de l’application naturelle CH2(XU )[nn′]→
CH2(X)[nn′] contient le groupe CH2(X)[n].

Démonstration. Soit K = ker[CH2(XU )→ CH2(X)]. On va prendre pour n′ l’exposant de K, dont
on va montrer qu’il est bien fini et borné par une constante ne dépendant que de N , U et des fibres
Js1 et Js2 .

De la suite de localisation (3.1.1) on déduit :

K = coker[H1(X,K2)→
⊕
s∈U(1)

Pic(Xs)].

Soit J la fibre générique de J . D’après le corollaire 3.6 appliqué au schéma abélien J on a une
suite exacte : ⊕

F/k fini

J(F )⊗Z F
∗ γ→

⊕
s∈U(1)

Js(κ(s))
δ→ coker (γ)→ 0,

où l’exposant du groupe de droite est borné par une constante qui ne dépend que de Js1 et Js2 .

Remarquons que les groupes Js(κ(s)) ne sont pas nécessairement des sous-groupes des groupes

Pic(Xs) car on n’a pas supposé que Xs a un point rationnel. Toutefois, Js(κ(s)) = Pic0(Xs̄), la

flèche Pic(Xs)→ Pic(Xs̄) est injective, et l’inclusion Js(κ(s))∩Pic(Xs) ⊂ Js(κ(s))∩Pic(Xs) est une
égalité.

On dispose donc d’une suite exacte :

0→
⊕
s∈U(1)

Js(κ(s)) ∩ Pic(Xs)→
⊕
s∈U(1)

Pic(Xs)→
⊕
s∈U(1)

NS(Xs̄).

Soient

A = γ−1
( ⊕
s∈U(1)

Js(κ(s)) ∩ Pic(Xs)
)

et C = δ
( ⊕
s∈U(1)

Js(κ(s)) ∩ Pic(Xs)
)
,

de sorte que C est un sous-groupe du conoyau de γ.

Comme dans [9, Lemme 3.3], on a le diagramme commutatif suivant :
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0

��
A //

��

⊕
s∈U(1)

Js(κ(s)) ∩ Pic(Xs)

��

// C //

��

0

H1(X,K2) //

(( ((

⊕
s∈U(1)

Pic(Xs)

��

// K // 0

⊕
s∈U(1)

NS(Xs̄)

Une chasse aux diagramme montre que l’exposant de K est borné par le produit de l’exposant
de C et de l’exposant du conoyau de la flèche diagonale. Le lemme 3.2 pour la flèche diagonale, et
le corollaire 3.6 permettent de conclure. �

4.2.2. On peut maintenant donner la preuve du Théorème 1.4. On fixe un schéma S intègre, séparé,
de type fini sur Z et un morphisme π : X −→ S un morphisme projectif lisse à fibres géométriquement
intègres. Supposons que H2(Xs,OXs) = 0 pour tout point s ∈ S.

Soit k un corps de nombres, Ok son anneau des entiers, et soit U ⊂ SpecOk un ouvert non vide.
Soit s : Spec k −→ S l’image du point générique d’un U -point de S. On cherche un entier N ne
dépendant que de U et de π tel que

|CH2(Xs)tors| ≤ N.

Soit ` un nombre premier. Quitte à remplacer U par U ×SpecZ SpecZ[1/`] et S par S ×SpecZ
SpecZ[1/`], on peut supposer que ` est inversible sur U .

Proposition 4.7. Il existe un entier N ′ ne dépendant que de U et de π tel que, pour tout entier n,
l’image de l’application naturelle CH2(XU )[nN ′]→ CH2(Xs)[nN ′] contient le groupe CH2(Xs)[n].

Démonstration. La Proposition 4.5 montre l’existence d’un morphisme

p : S ′ → S
fini étale et d’un entier N ′1 ne dépendant que de π tel que, pour tout point géométrique m̄′ de S ′, le
conoyau de l’application de spécialisation

Pic(X ×S S ′)→ NS(Xm̄′)

est tué par N ′1.

Soit V une composante connexe de U ×S S ′. On a un diagramme commutatif :

0 // K //

��

CH2(XU ) //

��

CH2(X) //

��

0

0 // KL
// CH2(XV ) // CH2(XL) // 0

où L est le corps des fonctions de V . Le degré dL = [L : k] est borné par le degré de p, et annule le
groupe Ker[CH2(XU )→ CH2(XV )] (voir [15, Theorem 7.22] pour la construction de la norme dans
ce cas). Une chasse au diagramme montre que l’exposant du groupe K est borné par le produit de
dL et de l’exposant du groupe KL.
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L’hypothèse de la Proposition 4.6 est satisfaite sur S ′ par construction. L’exposant de KL est
donc borné par une constante N ′2 qui ne dépend que de V , et π. En effet, le Lemme 2.4 garantit
que, avec les notations de la Proposition 4.6, on peut choisir les fibres Js′1 et Js′2 d’une manière qui
ne dépend que de S ′.

Le corps k n’admet qu’un nombre fini d’extensions finies non ramifiées de degré borné sur U ,
voir par exemple [31, II.6, Lemme 6]. En particulier, le schéma V ci-dessus ne peut prendre qu’un
nombre fini de valeurs, ce qui conclut. �

Proposition 4.8. Soit n un entier strictement positif, inversible sur U . Il existe un entier N ′′ ne
dépendant que de n, U et π tel que

|CH2(XU )[n]| ≤ N ′′.

Démonstration. Comme dans la proposition 2.5(1), le groupe CH2(XU )[n] est un sous-quotient du
groupe (fini) H3

ét(XU , µ⊗2
n ) (voir [10, (3.11), Théorème 6.2 ]).

On va borner la taille du groupe H3
ét(XU , µ⊗2

n ). On utilise la suite spectrale de Leray pour πU :
XU → U :

Hp
ét(U,R

qπU∗µ
⊗2
n )⇒ Hp+q

ét (XU , µ⊗2
n ).

Il suffit donc pour conclure de borner la taille des groupes Hi
ét(U,R

jπU∗µ
⊗2
n ) où i + j = 3. Les

fibres géométriques du faisceau F = RjπU∗µ
⊗2
n sont isomorphes à Hj

ét(Xs̄, µ⊗2
n ), elles sont donc

constantes dans la famille π : X → S.

Puisque le morphisme π est lisse, le faisceau F est localement constant. Il existe donc un mor-
phisme fini étale τ : U ′ → U tel que le faisceau FU ′ est constant, de fibre Hj

ét(Xs̄, µ⊗2
n ). Soit F le

corps des fonctions de U ′ : c’est une extension finie de k.

Notons que le groupe de Galois G du revêtement τ est un sous-groupe du groupe des automor-
phismes de Hj

ét(Xs̄, µ⊗2
n ), on n’a donc qu’un nombre fini de tels groupes, et le cardinal |G| est borné.

Ainsi l’extension F/k est de degré borné. Comme cette extension est non-ramifiée au-dessus de
l’ouvert fixé U de Ok par construction, on n’a qu’un nombre fini de possibilités pour le corps F .

Ainsi seul un nombre fini de groupes de cohomologie Hi
ét(U,R

jπU∗µ
⊗2
n ) peuvent apparâıtre comme

on le voit en considérant la suite spectrale Hp(G,Hq(U ′,FU ′)) ⇒ Hp+q(U,F) où l’on n’a qu’un
nombre fini de possibilités pour G, U ′, et les groupes finis Hq(U ′,FU ′) d’après ce qui précède. On
peut donc borner la taille des groupes Hi

ét(U,R
jπU∗µ

⊗2
n ) par une constante qui ne dépend que de π

et de U , d’où le résultat. �

Démonstration du Théorème 1.4. Le Théorème 2.13 montre qu’il existe un entier N ′′′ ne dépendant
que du degré de k sur Q et de π tel que l’exposant du groupe CH2(Xs)tors est borné par N ′′′. La
Proposition 4.7 dont on garde les notations montre que l’application naturelle CH2(XU )[N ′N ′′′]→
CH2(Xs)tors est surjective. C’est encore le cas si l’on remplace U par U ×SpecZ SpecZ[1/N ′N ′′′].

Appliquer la Proposition 4.8 à U ×SpecZ SpecZ[1/N ′N ′′′] et n = N ′N ′′′ conclut la preuve.

�
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