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On étudie un systeme de deux résonateurs électriques LC identiques couplés par ['intermédiaire d’un
condensateur. Les mesures consistent a pointer les deux fréquences de résonance du systéme, et a comparer a
la theorie leur dépendance en la capacité de couplage. En complément, on montre une expéerience de
battements. Le systeme présenté est peut-étre le plus simple a mettre en ceuvre concernant le couplage de deux
oscillateurs, tout en permettant des expériences quantitatives.

1. INTRODUCTION

Les situations physiques ou deux oscillateurs sont couplés, interviennent dans de nombreuses branches de
la physique, en particulier en mécanique [1-3], en acoustique [4,5] et en ¢électricité [6,7]. Des situations de
couplage ne sont pas seulement provoquées artificiellement, pour les nécessités de 1’enseignement [8-11] ou
des applications [12,13] : elles se rencontrent aussi, d’une part, dans la nature — par exemple dans les vibrations
moléculaires [14] ou dans le phénomene de synchronisation [15] — et elles sont, d’autre part, les analogues
classiques de couplages existant a I’échelle quantique [16-18].

Si I’on s’oriente en pratique vers deux résonateurs électriques LC et qu’on veuille les coupler, alors deux
facons se présentent spontanément pour la réalisation de ce couplage : soit 1’on utilise un couplage par
induction mutuelle [6,7,19], soit I’on emploie un couplage capacitif. Cette seconde méthode est suggérée dans
les références [20-23] ; cependant, on n’a trouvé aucun document qui en présente concrétement des expériences
et des mesures quantitatives.

2. DISPOSITIF EXPERIMENTAL

Le schéma de I’expérience est représenté sur la figure 1(a). Les résonateurs LC sont constitués de
composants discrets. Les deux inductances (muRata, réf. 22R226C) sont identiques et possédent la valeur
nominale L =22 mH (valeurs mesurées : 22,4 et 22,1 mH ; résistances en continu : 59 et 56 Q, respectivement).
Les deux condensateurs, en céramique (muRata, réf. DEBB33D472K A3B), ont la capacité nominale commune
C = 4,7 nF (valeurs mesurées : 4,38 et 4,52 nF). Le condensateur de couplage y est constitu¢ d’une boite a
décades de capacités comprises entre x0,1 nF et x1 pF : la capacité y peut étre variée entre 0,1 nF et 10 uF.
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Figure 1(a) Schéma de I’expérience. Les deux oscillateurs LC sont couplés par le condensateur y.



Les deux oscillateurs LC sont réalisés en associant I’inductance la plus élevée et la capacité la plus faible
d’une part, et vice versa d’autre part. Leurs fréquences propres fo = 1/2n(LC)"? valent respectivement 16,1 kHz
et 15,9 kHz ; ces fréquences propres sont suffisamment proches I’une de I’autre pour que les deux oscillateurs
LC puissent étre considérés comme accordés. Leur facteur de qualité O = (L/C)"*/r vaut 35 environ.

L’excitation électrique du systéme est produite par un générateur de basses fréquences (GBF), représenté
par le rectangle en pointillés sur la figure 1(a) : il est constitué d’une source idéale de force électromotrice
(f.¢.m.) e(¢) associée a une résistance interne R; = 50 Q. Une résistance de valeur nominale r, = 1 Q est installée
aux bornes du GBF : le GBF effectif (c’est-a-dire le générateur équivalent de Thévenin) posséde une force
¢lectromotrice e () = e(H)ry/[R; + r;] = e(t)ry/R; et une résistance interne r//R; = r, faible. Pour les mesures, les
branchements a 1’oscilloscope (non représentés) sont les suivants : la tension u(¢) aux bornes du GBF est
observée sur la voie 1, et la tension u,(¢) aux bornes du condensateur de gauche sur la voie 2.

La figure 1(b) montre une vue d’ensemble de I’expérience. Les signaux observés a 1’osilloscope sont ceux
d’une expérience en régime sinusoidal forcé (cf. § 3 suivant).
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Figure 1(b) Vue d’ensemble de I’expérience. Les deux condensateurs C (petits disques bleus) et les deux inductances L
(petits cylindres noirs) sont dans des supports sur la plaque blanche a trous, devant 1’oscilloscope ; le condensateur de
couplage est au premier plan (en vue partielle), réglé sur y = 6,1 nF. En haut a gauche, le bloc noir au-dessus du GBF est
la résistance r,. Ici, une résonance a 15,94 kHz est observée (cf. § 3) ; sur I’écran de ’oscilloscope, la trace supérieure
jaune est la tension u;(¢) ~ e () aux bornes du GBF, et la trace inférieure bleue la tension u,(#) aux bornes du condensateur
C de gauche (les deux voies ont le méme gain de 1 volt par carreau).

3. DOUBLE RESONANCE

Une expérience de résonance est d’abord réalisée. La f.€.m. e(¢) étant sinusoidale d’amplitude 10 V, la
tension u,(¢) est visualisée a 1’oscilloscope. Lorsque la fréquence f'du GBF est balayée, deux résonances de
I’amplitude de u,(f) peuvent étre observées, qui correspondent aux deux modes propres d’oscillation du
systeme. La figure 2 montre cette double résonance, aux fréquences mesurées f; = 15,94 + 0,03 kHz et f; =
24,97 + 0,03 kHz pour une capacité de couplage y = 6,1 nF ; les points expérimentaux représentent la valeur
efficace U,? de us(f) pour plusieurs valeurs de £, et la ligne continue est un ajustement suivant la théorie
développée dans ’annexe. Durant 1’expérience, la tension u;(z) aux bornes du GBF a conservé une valeur
efficace constante, grace a la faible valeur de r, [6,7,24] (on mesure U, =030V, do0r,=2 Q).
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Figure 2 Valeur efficace U>? de la tension us(f) en fonction de la fréquence / du GBF, pour y = 6,1 nF. Les triangles
noirs sont des points expérimentaux. La ligne continue est un ajustement théorique (cf. annexe).

En modifiant la capacité de couplage y, on constate que la résonance a la fréquence basse f; reste immobile,
tandis que la résonance a la fréquence haute f; se déplace vers les plus grandes valeurs lorsque y décroit.
D’apres la théorie développée dans 1’annexe, les fréquences fi et /5 des deux modes propres d’oscillation
possedent les expressions suivantes :

fi = fo = 127(LC)"? et fo=fo(1+2C)".
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Figure 3 Représentation de (3//;)” en fonction de 1/y. Les carrés noirs sont des points expérimentaux. La ligne continue
est un ajustement en 1 + p/y, qui fournit p = 8,865 = 0,018 nF.

Les fréquences de résonance f et f, ont été pointées pour quatre valeurs de la capacité de couplage y. La
figure 3 représente (f3/f;)° en fonction de 1/y. Comme attendu, les points expérimentaux sont alignés sur une
droite passant par 1/y =0, (4/f;)* = 1. La pente de cette droite est p = 8,865 + 0,018 nF, d’ou la détermination
expérimentale de la capacité C :

C=p2 =443+0,01 nF.

Cette valeur correspond bien aux capacités mesurées des condensateurs de I’expérience (cf. § 2).

4. BATTEMENTS

Dans un second temps, des battements sont recherchés entre les deux modes propres d’oscillation du
systéme, dans le régime ou les deux résonateurs LC sont faiblement couplés ; la capacité de couplage est alors
fixée a y = 30,1 nF. La f.é.m. e(¢) est en forme de créneaux d’amplitude 10 V et de fréquence 200 Hz.

La figure 4 est une copie d’écran de ’oscilloscope. Sur la voie 2, on observe la tension u,(¢) aux bornes
du condensateur de gauche : des battements sont clairement visibles. A 1’aide des curseurs temporels, leur
période est estimée a (1,58 ms)/3,5 =451,4 + 2,9 us, d’ou une fréquence des battements de f, =2215 + 14 Hz.
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Figure 4 Copie d’écran de I’oscilloscope, lors de I’expérience de battements ; y = 30,1 nF. La voie 1 montre la tension
uy(¢) = e’(¢) aux bornes du GBF, et la voie 2 la tension u,(¢) aux bornes du condensateur de gauche. Les deux curseurs
temporels verticaux permettent de mesurer la durée 1,58 0,01 ms de 3,5 battements, d’ou f, = 2215 + 14 Hz.

En théorie (cf. annexe), la fréquence des battements est égale a la différence des fréquences des deux
modes propres d’oscillation :

fo=f-fi = Hl(L+2Cn"-1].

En utilisant les paramétres f; = fo = 15,94 + 0,03 kHz et 2C = 8,865 + 0,018 nF extraits de I’expérience de
résonance (cf. § 3), et la valeur y = 30,1 nF de la capacité de couplage, supposée exacte, on calcule f, =2196
+ 8 Hz. Cette valeur calculée de f; est en accord avec celle mesurée dans I’expérience (cf. figure 4).

5. CONCLUSION

L’expérience ici analysée de deux oscillateurs LC couplés par un condensateur est aisée a mettre en ceuvre.
Le systéme ¢tudié est analogue a celui de deux oscillateurs mécaniques ou acoustiques couplés élastiquement
[4] ; il est non seulement approprié pour des démonstrations de double résonance ou de battements dans un
systeme de deux oscillateurs couplés, mais il permet aussi des exploitations quantitatives faciles.

On peut mentionner, pour finir, les possibilités d’autres types de couplage entre deux résonateurs LC (en
dehors du couplage par induction mutuelle cité dans 1’introduction) : le condensateur de couplage y peut étre
disposé différemment [19], ou une inductance peut étre mise a la place du condensateur y de la figure 1(a)
[20,21,23]. Des expériences sur de tels systémes ne semblent pas, elles non plus, étre documentées...



6. ANNEXE

a) Equations couplées en g,(7) et (1)

En notant g,(¢) la charge électrique sur le condensateur de gauche, g,(¢) celle sur celui de droite, et Q(¢)
celle sur celui de couplage [cf. figure 1(a)], la loi des mailles fournit les deux équations

Ldiy/dt + riy + ¢i/C = Qly + e’(t) et Ldi/dt + ri, + ¢2/C = Qly,

ou I’on a utilisé les courants i1 = dg,/dt et i, = dg,/d¢ (1a résistance r, est négligée). La conservation de la charge
¢lectrique impose la relation O + ¢; + g, = 0 (qui contient la loi des nceuds dQ/d¢ + i; + i, = 0). Par élimination
de Q(?), on obtient les deux équations couplées régissant 1’évolution temporelle des charges q;(¢) et gx(¢) :

d*q/dP + ydg/dt + (w™+ol) g = —wlq + e ()L

Eqo/d? + ydg/dt + (0ol ¢ = -0l q,
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en posant wy = 1/(LC)"* et y=r/L, et en appelant w. = 1/(Ly)"* la pulsation caractérisant le couplage.

La présence du couplage entre les deux oscillateurs LC a ainsi deux effets : (i) la pulsation propre des
oscillateurs est décalée de wy a (wo™+w.2)"? ; (ii) il apparait le terme excitateur —w,’ga(7) [resp. —w. q1(7)] de
I’évolution de g;(¢) [resp. de ¢»(¢)]. Les deux oscillateurs LC perdent donc leur individualité pour former
ensemble un systéme a deux degrés de liberté ¢,(¢) et ¢g.(¢). On peut noter que les deux €quations ci-dessus
montrent un couplage ¢lastique entre g(¢) et g»(¢) ; elles sont semblables a celles qui sont rencontrées dans un
systeme de deux masses liées par un ressort, ou de deux résonateurs acoustiques de Helmholtz couplés [4].

b) Modes propres d’oscillation

La solution des équations différentielles couplées en q,(?) et g.(¢) (cf. § a) s’obtient aisément en utilisant
les fonctions annexes D(f) = qi(f) — q.(f) et S(¢) = q1(¢) + q2(¢), qui suivent deux équations découplées :

d’D/df + ydD/dt + wy’D = e’(f)/L

d*S/d? + ydS/dt + (we'2wl) S = e’(HIL .

En faisant e () = 0 dans ces équations, on obtient immédiatement les deux modes propres d’oscillation :

- le mode de basse pulsation esta @; = @y, avec S(¢) =0, c’est-a-dire g»(¢) =— ¢q1(f) [donc O(r) = 0] ;
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- le mode de haute pulstion est & @, = (wy’+2w.)"%, avec D(f) = 0, c’est-a-dire ¢(¢) = g1(7).

De maniére générale [e’(f) = 0 ou e’(¢) # 0], les évolutions temporelles de g,(¢) et g»(¢) sont les superpositions
linéaires suivantes des deux fonctions D(?) et S(¢) : ¢q1(t) = [S()+D()]/2 et q.(¢) = [S(H)-D(¥)]/2.

¢) Régime sinusoidal forcé

En régime sinusoidal forcé a la fréquence f= w/2m, e’(f) = eocosot = epRe{exp(jof)} (avec j* =—1) et
on note ¢(f) = Re{d; exp(jwt)}, q.(t) = Re{A, exp(jowt)}, D(f) = Re{A exp(jowt)} et S(f) = Re{X exp(jwi)}.
Des équations du § b précédent, on déduit

A= (e/l)/ [0’ - +jyo] et 2= (e/l)/[w’— & +jya],

puis 4, =[X+ A]/2 et A, =[2— A]/2. L’amplitude complexe U, de la tension u,(t) = Re{U, exp(jwt)} aux
bornes du condensateur de gauche [cf. figure 1(a)] prend alors I’expression suivante :

Us = 4)/C = ey oo (0y+ 0~ +jyw) | [o7—o™+jyol[w —o™tiyo] .
On en déduit I’amplitude des oscillations de la tension u,(?) :

|U2| = ¢ 0)02[(0)02+wc2*w2)2+y2w2]1/2 / [(0)02*602)24')/2602]]/2[(60()24'20)02*0)2)2"‘}/20)2]1/2 )



Cette expression a été utilisée au § 3 pour ajuster les points expérimentaux de 1’expérience de résonance, cf.
figure 2. Cet ajustement conduit aux valeurs suivantes :

fo=/fi= w/2n=15,92+0,01 kHz,
o/2mt=13,58 £ 0,01 kHz
(d’ou f2= /21 =24,95+0,01 kHz),
et y2n= 0,65+0,01 kHz.

Comme y << @y, les résonances se produisenten f=f;=fy eten f=f,, avec une excellente aproximation.

De y~4,1 10’ rad/s, on déduit la valeur de la résistance = yL ~90 Q. Cette valeur de r est notablement
plus élevée que celle mesurée en continu (60 Q environ, cf. § 2). Cela s’explique par I’augmentation de la
résistance d’une inductance avec la fréquence [7,25-28]. En toute rigueur, il aurait fallu tenir compte de cette
dépendance dans I’ajustement de la figure 2, mais on s’en est abstenu ici.

d) Battements

Lorsque la f.é.m. e’(f) est un échelon entre —¢j et +e; a la date ¢ = 0, la résolution des équations du § b
fournit, sous I’hypothése y << @, de faible amortissement :

D(t>0) = (ef/Lw®) [1 — 2exp(—yt/2)cosant] et S(t>0) = (ef/Lws’) [1 — 2exp(—yt/2)coswat] .

Dans une situation de couplage faible (w. << @), on peut écrire eo/Lwy’ = eo/La)lz, et la tension aux bornes du
condensateur de gauche [cf. figure 1(a)] prend I’expression (pour > 0) :

u(t) = qi1(®)/C = [S()+D(1)]12C = e [1 — 2exp(—yt/2)cos(wpt/2)cosm,t] ,

ou w, = (w1+m)/2 (~ wp) estla moyenne de w; et @,, et ou w;, = w,—w; est la pulsation des battements.

Au § 4, on a vérifié que la fréquence mesurée des battements correspondait bien a la différence des
fréquences des modes propres d’oscillation : f;, = f, —f;. Cependant, il est plus délicat de parvenir a distinguer
la fréquence f,, = (f; +4)/2 = fi[(1+2C/x)"*+1]/2 =~ 17,0 kHz des oscillations rapides, de fo=f; ~ 15,9 kHz:
sur le premier fuseau entier de la figure 4, on mesure avec les curseurs 5/f,, =295 us, d’ou f,, = 16,9 kHz.

Par ailleurs, on peut calculer la tension aux bornes du condensateur de droite [cf. figure 1(a)] :
g:()/C = [S(t)-D(6)]/2C = 2eq exp(—yt/2)sin(@pt/2)sinm,t .

Ainsi, lorsque I’amplitude des battements est maximale sur le condensateur de gauche [|cos(w,#/2)| = 1], les
battements sur le condensateur de droite ont une amplitude minimale [|sin(w,#/2)| = 0], et vice versa : la
fréquence des battements est donc la fréquence d’échange de 1’énergie électromagnétique entre les deux
oscillateurs LC faiblement couplés. Expérimentalement, il est possible d’observer la tension aux bornes du
condensateur de droite, en utilisant un transformateur d’isolement ou un oscilloscope a entrées différentielles
[la masse du montage se situe en bas a gauche du schéma électrique de la figure 1(a)].
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