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REDUCTION EN FAMILLE D’ESPACES AFFINOIDES
par

Antoine Ducros

Résumé. — Soit k un corps ultramétrique complet. Nous démontrons un substitut
au théoréme de la fibre réduite (de Bosch, Litkebohmert et Raynaud) valable pour
tout morphisme Y — X plat et & fibres géométriquement réduites entre espaces
k-affinoides au sens de Berkovich, sans supposer que X et Y sont stricts ni que la
dimension relative de Y sur X est constante. Nous ne faisons pas appel au théoréme
de la fibre réduite original, ni aux techniques ou au langage de la géométrie formelle.
Notre énoncé est formulé en termes de réduction graduée a la Temkin ; notre preuve
repose sur un théoréme de finitude de Grauert et Remmert et sur la théorie de la
réduction (graduée) des germes d’espaces analytiques, due & Temkin.

Abstract (Reduction of affinoid spaces in family). — Let k be a non-
archimedean complete field. We prove a substitute for the reduced fiber theorem (of
Bosch, Litkebohmert and Raynaud) that holds for every morphism Y — X flat and
with geometrically reduced fibers between k-affinoid spaces in the sense of Berkovich,
without assuming that X and Y are strict, nor that the relative dimension of Y over
X is constant. We do not use the original reduced fiber theorem, nor the language or
the techniques of formal geometry. Our statement is formulated in terms of Temkin’s
graded reduction; our proof rests on a finiteness result of Grauert and Remmert and
on Temkin’s theory of (graded) reduction of germs of analytic spaces.

Lors de la rédaction de cet article, 'auteur a bénéficié du soutien de ’ANR & travers les pro-
jets Valuations, combinatoire et théorie des modéles (ANR-13-BS01-0006), et Définissabilité en
géométrie non archimédienne (ANR-15-CE40-0008), ainsi que de celui de 'TUF dont il était membre
junior d’octobre 2012 a octobre 2017. Il a aussi profité en mars 2019 de I'hospitalité de 'université
hébraique de Jérusalem, avec le soutien du projet ERC Consolidator 770922 (BirNonArchGeom) de
Michael Temkin.
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2 ANTOINE DUCROS

0. Introduction

Soit k un corps ultramétrique complet ; nous travaillerons avec la théorie des espaces
k-analytiques au sens de Berkovich ([Ber90], [Ber93]). Fixons un sous-groupe I' de

R0, non trivial si |k*| = {1}; pour simplifier la présentation, supposons que I" est
divisible. Soit A une algebre affinoide I'-stricte, c’est-a-dire quotient d’une algebre
de la forme k{T1/r1,...,Ty/rn} ol les r; appartiennent & I'; soit |-| la semi-norme

spectrale de A (qui est une norme si et seulement si A est réduite). Lorsque I' = {1}
on associe classiquement a l'algebre A sa réduction

A={ae A, o] <1}/{ac A fa| < 1}.

Lorsque I' n’est pas supposé trivial cette définition garde un sens, mais ’anneau
obtenu est en général trop petit pour étre exploitable (par exemple, si les r; sont
Q-linéairement indépendants modulo |k*|?, la réduction de k{T}/r1,...,Tn/rn} au
sens précédent est simplement le corps résiduel de k). Le bon objet a considérer dans
ce cas est la réduction graduée de A introduite par Temkin dans [Tem04].

Avant de donner sa construction, précisons que pour éviter une répétition fasti-
dieuse des adjectifs <homogene» et «gradué», nous avons opté pour un formalisme qui
differe en apparence de celui de Temkin, tout en lui étant rigoureusement équivalent :
nous définissons un annéloide comme une union disjointe R = [[,..r R" ou chaque
R" est un groupe abélien noté additivement, munie d’une collection d’applications
bi-additives R" x R®* — R"™ définissant sur R une loi commutative, associative, et
possédant un élément neutre 1 € R'. Un corpoide est un annéloide non nul dans le-
quel tout élément non nul est inversible. La plupart des définitions et résultats de base
de lalgébre commutative et de la géométrie algébrique (idéaux, idéaux premiers, pro-
duit tensoriel, valuations, spectres et méme schémas, etc.) admettent des avatars dans
ce nouveau cadre, que nous utiliserons librement dans ce qui suit ; nous renvoyons a
la section [[] pour davantage de précisions.

Soit A une algebre k-affinoide I'-stricte; posons X = .#(A). On définit d’apres
Temkin la réduction graduée (ou encore 1'annéloide résiduel) Ade A par la formule

A=]Jlac A Ja] <r}/{ac A | <7},

rel’

C’est une algebre de type fini sur le corpoide résiduel k de k; par exemple, si A est
égale & k{T1/r1,...,To/ry} alors A = k[r{\T,. .., rn\Tn], qui désigne 'algebre com-
mutative libre engendrée sur k par des indéterminées T4, ...,T, de degrés respectifs
71y ..., 7 (L3J). Sia est un élément de A tel que HaH € I', nous noterons @ son image
dans A”“” Nous désignerons par X le spectre de A. La dimension de X est egale a
celle de X, et ’on dispose d’une application anti-continue surjective naturelle X — X.

Cette opération de réduction (graduée) des espaces affinoides est un outil majeur
en géométrie analytique, qui permet de convertir un certain nombre de questions en
des problémes de géométrie algébrique (éventuellement graduée, mais on se rameéne
ensuite le plus souvent par des méthodes standard décrites a la section[Ila la géométrie
algébrique usuelle). Elle est toutefois un peu délicate a utiliser, car si elle est fonc-
torielle, elle ne commute pas aux opérations usuelles. En effet, soient X et Y deux
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espaces k-affinoides I'-stricts, et soit Z un espace affinoide I'-strict sur une exten-
sion de k. Supposons donnés deux morphismes ¥ — X et Z — X. On dispose alors
d’un morphisme naturel Y/><\X_/Z Y x 7 X A qui est fini, mais n’est pas un isomor-
phisme en général. En particulier (prendre Z = .# (¢ (x)) ot « € X) la formation
de la réduction ne commute pas a la formation des fibres. Cet article remédie dans
certaines situations a ce dernier point.

Avant de décrire plus avant nos résultats, commencons par une définition. Soit
A — B un morphisme entre algebres k-affinoides I'-strictes. Posons X = .#(A) et
Y = #(B). Une présentation B ~ A{T1/r1,...,Tn/rn}/(a1,...,an) de B sur A (ou
de Y sur X) est I'-sympathique si les r; appartiennent a I' et si les propriétés suivantes
sont satisfaites :

(1) pour tout ¢ compris entre 1 et m, la semi-norme spectrale p; de a; appartient &
I
(2) le morphisme
p: Spec A[P\T]/(@1,...,am) = X
est plat (nous avons écrit A[\T] pour A[ri\T1, ..., r,\T]);
(3) les fibres de p sont géométriquement réduites;

(4) pour tout x € X la norme spectrale de a;|y, est égale & p; quel que soit ¢, et tout
élément a € S (x){T'/r} appartenant a I'idéal engendré par les a;|y, posséde une
écriture de la forme > b;(a;]y,) telle que |b;]| - p; < ||a| pour tout i;

(5) les composantes irréductibles des fibres de p sont géométriquement irréductibles;

il existe un recouvrement ouvert fini (£2;) de Spec Alr ai, ..., am) tel que

6) il exist t t fini (€2;) de Spec A[r\T 1
pour tout indice j et tout £ € X, 'intersection p~1(£) N ; soit ou bien vide, ou
bien une composante connexe de p~1(¢).

L’intérét essentiel de cette notion de notre point de vue est le suivant : la conjonction
des propriétés (3) et (4) implique que pour tout € X dont on note Z I'image sur
X, le morphisme naturel Y, — Spec%[r\T]/(m, ce m) = p_l(,%)%) est
un isomorphisme (proposition [Z30). En un sens un peu vague, une présentation I'-
sympathique d’un morphisme ¥ — X induit donc par réduction des relations une
présentation plate sur X de la famille (lf;;)me X.

La notion de présentation I'-sympathique est stable par changement de base quel-
conque : si B ~ A{T/r}/(a1,...,an) est une présentation I'-sympathique de B sur A
alors pour toute extension compléte L de k, toute algebre L-affinoide I'-stricte A’ et
tout morphisme A — A’, la présentation BRAA’ ~ A{T/r}/(ay, ..., am) de B&sA
sur A’ est I-sympathique.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de cet article (théoréme
B3).

Théoréme. — Soit Y — X un morphisme entre espaces k-affinoides I'-stricts, sup-
posé plat et a fibres géométriquement réduites. Il existe une famille finie (X; — X)

de morphismes dont les images recouvrent X et telle que pour tout i, les conditions
suivantes soient satisfaites, en posant Y; =Y xx X; :
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o lespace X; est affinoide et I'-strict;
o si |[k*] # {1} le morphisme X; — X est quasi-étale ;

o st |k*| = {1} le morphisme X; — X posséde une factorisation X; — X! — X ot
X/ est affinoide et I'-strict, ot X; — X[ est fini, radiciel et plat et ot X — X
est quasi-étale ;

o lespace Y; posséde une présentation I'-sympathique sur X;.

Liens avec le théoréme de la fibre réduite. — Le théoreme ci-dessus était déja
connu lorsque I' = {1} (ce qui entraine que |k*| # {1}) et lorsque la dimension

relative de Y — X est constante : c’est alors en effet une conséquence du théoréme
de la fibre réduite de Bosch, Liitkebohmert et Raynaud ([BLR95|, théoréme 2.1)
qui assure sous ces hypotheses l'existence, apres un changement de base quasi-étale,
d’un modele formel affine de Y — X, plat et a fibres géométriquement réduites; et
un tel modele fournit une présentation {1}-sympathique de ¥ — X (du moins, une
présentation satisfaisant les conditions (1) & (4) ci-dessus ; mais il n’est pas treés difficile
d’imposer ensuite (5) et (6) quitte & procéder & un changement de base quasi-étale
supplémentaire, provenant d’un morphisme étale au niveau de la fibre spéciale).

Notre énoncé est donc plus faible que le théoréme de la fibre réduite lorsque celui-
ci s’applique, mais il vaut sans hypothese d’équidimensionalité et pour un groupe I
arbitraire.

Précisons que nous n’utilisons pas dans notre preuve le théoreme de la fibre réduite,
et que nous le retrouvons sous certaines hypotheses additionnelles. En effet si la va-
leur absolue de k n’est pas triviale, si Y — X est un morphisme plat et a fibres
géométriquement réduites entre espaces strictement affinoides, et si X admet un
modéle formel sur k° a fibre spéciale réduite (c’est automatiquement le cas lorsque
X est réduit et k algébriquement clos), il n’est pas difficile de construire a partir
d’une présentation {1}-sympathique de Y sur X un modele formel plat et & fibres
géométriquement réduites du morphisme ¥ — X (proposition B.4).

Bien entendu, il est naturel de se demander si 'on peut espérer une version I'-
stricte du théoreme de la fibre réduite pour I' quelconque. C’est vraisemblable, mais
cela requerrait en premier lieu de définir une variante I'-graduée ou I'-filtrée de la
théorie des schémas formels, ne serait-ce que pour pouvoir formuler un énoncé.

Motivations. — Pour tout espace affinoide I'-strict X, 'application anti-continue
X — X induit une bijection m(X) ~ m(X). Notre théoreme peut donc étre utilisé
pour controler la variation des composantes connexes géométriques des fibres d’un
morphisme plat et a fibres géométriquement réduites, ce dont nous avons besoin de
maniére cruciale dans notre travail [Ducal sur laplatissement par éclatements en
géométrie de Berkovich. C’était notre principale motivation pour ce présent article
et c’est la raison pour laquelle nous avons inclus les conditions (5) et (6) dans la
définition d’une présentation sympathique.

Mentionnons que cette stratégie détournée pour comprendre la variation des com-
posantes connexes en famille en géométrie analytique n’est pas nouvelle : elle a par
exemple été suivie par Abbes et Saito dans [AS02] ou par Poineau dans [Poi08] (ces
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auteurs travaillent dans le cadre strictement analytique en se fondant sur le théoréme
de la fibre réduite).

A propos de notre démonstration. — L’ingrédient majeur de ce travail est le
théoréme de finitude de Grauert et Remmert; il est établi dans [GR66], mais on
en trouve des variantes un peu renforcées dans la littérature postérieure, comme par
exemple le théoréme 1 de [BGR84] 6.2.4, ou le théoréme 1.3 de [BLRI5] — on peut
voir ce dernier comme la version absolue, c’est-a-dire au-dessus de Spf £°, du théoreme
de la fibre réduite de Bosch, Liitkebohmert et Raynaud. Ce théoreéme de Grauert
et Remmert ne porte que sur les algébres strictement k-affinoides, et nous devons
I’étendre au cas I'-strict pour pouvoir nous en servir. C’est 'objet de la section 21 On
y démontre un analogue du théoreme 1 de [BGRB84] 6.2.4 (théoréme 223), dont on
déduit un analogue du théoréeme 1.3 de [BLR95] (théoréeme[Z28) qui peut s’énoncer
comme suit : si A est une algébre k-affinoide I'-stricte et géométriquement réduite, il
existe une extension finie L de k, qu’on peut prendre séparable si |k*| # {1}, telle que
Ayp posséde une présentation I'-sympathique sur L. Le théoreme 223 se démontre par
réduction au cas strict via une extension des scalaires de k & € (n,) pour une famille
finie convenable r = (r1,...,r,) d’éléments de I, ot 7, est le point de A;"™" donné
par la semi-norme " a7 +— max|a;|-7!. (La descente de #(n,.) & k fonctionne parce
que le k-espace de Banach J#(n,) est «somme directe orthogonale> de droites; c’est
évident si les r; sont multiplicativement indépendants modulo |k*|, mais c’est vrai en
toute généralité, cf. le lemme [Z111)

Nous avons également besoin du «théoreme de la fibre réduite sur un annéloide de
valuation» (corollaire[[.26]), mais c’est en fait encore une conséquence du théoréme de
Grauert et Remmert. En effet, nous le prouvons en nous réduisant au cas non gradué,
dans lequel il a été démontré par Temkin ([Teml10], étapes 2, 3 et 4 de la preuve
du théoréme 3.5.5) selon le schéma de preuve suivant : réduction au cas de hauteur
finie par approximation, puis de hauteur 1 par dévissage, et procédé de complétion et
décomplétion pour se ramener au théoreme de Grauert-Remmert.

Disons maintenant quelques mots de la fagon dont nous utilisons ces résultats pour
démontrer notre théoréme principal, en supposant (pour alléger un peu l’exposition)
que I' = R~ et que la valeur absolue de k n’est pas triviale; nous écrirons «sympa-
thique» au lieu de «Rsg-sympathique». Notre preuve fait appel de maniere cruciale
a la théorie de la réduction (graduée) des germes d’espaces analytiques, développée
dans [Tem04]; c’est un substitut & la géométrie formelle, plus souple d’utilisation,
de nature plus locale, et qu’on peut employer sur des espaces non stricts.

Soit donc un morphisme ¥ — X entre espaces k-affinoides, supposé plat et a
fibres géométriquement réduites. Soient A et B les algebres affinoides respectivement
associées & X et Y. On fixe un point z de X, et on note C l'algébre B® 4. (x). On

—_—

fixe enfin une valuation |-| appartenant & la réduction (X, z) du germe (X, x) (c’est
un ouvert quasi-compact et non vide de l'espace de Zariski-Riemann gradué P

de % sur k, égal a P

Pannéloide de |-|.

Eagl

) tout entier si et seulement si 2 ¢ 0X). On note J2(x)
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Par compacité de X et par quasi-compacité de (X/_\,;), il suffit d’exhiber un es-
pace affinoide V' et un morphisme V' — X quasi-étale possédant les trois propriétés
suivantes :

(a) 'image W de V — X (qui est un domaine analytique compact de X') contient
€T3

(b) (W, z) contient |-|;
(¢) Y xx V — V admet une présentation sympathique.

Dans ce qui suit, 'expression «restreindre X» signifiera «remplacer X par V pour
un certain espace affinoide V muni d’'un morphisme quasi-étale V' — X vérifiant les
conditions (a) et (b) ci-dessus».

La fibre Y, étant géométriquement réduite, elle est justiciable de notre variante I'-
stricet du théoréme de Grauert et Remmert (théoréme 22]) ; elle affirme existence
d’une extension finie séparable E de s (x) telle que Y, g admette une présentation
sympathique sur E'; on choisit un prolongement arbitraire de |-| & E‘, encore noté |-|.
Il existe un morphisme fini étale de germes (X', 2’) — (X, z) tel que 7(2’) = E; on
peut donc restreindre X de sorte que Y, admette une presentatlon sympathlque sur

€ (x). Soit B 1’1mage de B dans C. L’annéloide C' est entier sur jf( ) - B; il existe
donc une sous-.77 ( ) algebre R de C, plate (car sans torsmn) et de présentation finie,

contenant B et entiére sur J# ( ) - B, telle que R >— = =C. Remarquons que si C et

# ()
C ne dépendent que de la fibre Y, ce n’est pas le cas de 'annéloide R, qui contient
des informations sur le comportement de I’espace total Y au voisinage de Y, dans la
«direction» codée par la valuation |-| € (X, x).

L’étape suivante consiste a appliquer le théoreme de la fibre réduite sur un annéloide
[e]

de valuation au morphisme Spec R — Spec% , ce qui est licite car sa fibre
générique SpecC est geometrlquement réduite. Il affirme l'existence d’une extension
valuée finie A de 7 ( ) et d’un sous-annéloide R’ de A, fini sur Ry, tel que les fibres
du morphisme naturel ¢: Spec R' — Spec A° soient géométriquement réduites ; quitte
a agrandir A, on peut supposer que les composantes irréductibles des fibres de ¢ sont
géométriquement irréductibles. Par ailleurs le caractéere géométriquement réduit des
fibres de g entraine l'existence d’un recouvrement ouvert fini (T;) de Spec R’ tel que
pour tout j et tout £ € Spec A°, Pintersection T ;ng~1(£) soit ou bien vide ou bien une
composante connexe de ¢~*(£) (proposition [L27). En réalisant A comme le corpoide
résiduel d’une extension finie séparable de 5 (x) et en raisonnant comme plus haut,
on voit qu’on peut restreindre X de sorte que A = %, puis supposer que R’ = R
(en remplagant R par R’).

En partant d’une présentation sympathique arbitraire de Y, sur 7 (z) et d’une

présentation de R sur %O on construit alors par différentes méthodes (relevements,
renormalisation, concaténation, petites perturbations...) une présentation sympa-
thique de Y, sur 47 (z) qui a la vertu de s’étendre, quitte & restreindre X, en une
présentation sympathique de Y sur X ; la platitude de Y sur X joue un role crucial
dans cette étape.



REDUCTION EN FAMILLE D’ESPACES AFFINOIDES 7
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1. Algebre graduée

1.1. — Nous ferons un usage systématique du formalisme gradué introduit par Tem-
kin dans [TemO4]. Nous avons toutefois choisi d’adopter une présentation de sa
théorie qui différe légérement de l'originale et nous parait un peu plus maniable (ce
point de vue a déja été suivi par lauteur dans [Ducb], et par Marc Chapuis dans
[Chalf]).

Plus précisément, donnons-nous un groupe abélien divisible D noté multiplica-
tivement (en pratique, D sera le plus souvent contenu dans Rq). Pour Temkin,
un anneau D-gradué est un anneau A muni d’'une décomposition en somme directe
A=Pip A4 avec A% AT < A% Or I’expérience montre que lorsqu’on utilise ces
anneaux gradués en géométrie analytique il n’arrive jamais qu’'on ait besoin d’ad-
ditionner deux éléments homogenes de degrés différents. Il nous a donc semblé plus
commode de considérer des décompositions en unions disjointes; I'avantage de ce
choix est qu’il n’y a plus besoin de spécifier en permanence que les éléments ma-
nipulés sont homogenes, puisqu’ils le sont automatiquement; ceci permet d’alléger
substantiellement la rédaction sans changer quoi que ce soit sur le fond.

Nous appellerons donc D-annéloide un ensemble A muni des données suivantes :

o une décomposition A = [ [, A¢;

o sur chaque A%, une loi de composition interne notée additivement qui fait de A¢
un groupe abélien, de neutre 0% ;

¢ une loi de composition interne sur A associative et commutative, notée multi-
plicativement, qui posséde un élément neutre 1 € A et induit pour tout (d,d’)
une application bi-additive 49 x A7 — A",

Un élément a d'un D-annéloide A appartient a un unique sous-ensemble A%; on
dit que d est le degré de a et on le note 9(a) ; si A’ est une partie de A, nous noterons
9(A’) I'ensemble des 9(a) pour a parcourant A’.

On emploiera le plus souvent la notation 0 au lieu de 0% si le degré en jeu est
clairement indiqué par le contexte ; on pourra ainsi par exemple écrire «a = 0» au lieu
de «a = 0°(@)5 et on notera Ao I'ensemble des éléments non nuls de A, c¢’est-a-dire
la réunion disjointe des A%\{09}. L’ensemble A est vide si et seulement si 1 = 0
(c’est-a-dire 1 = 0'!); on dit alors que A est nul.

Les D-annéloides forment une catégorie; les morphismes sont les applications qui
préservent les degrés, commutent aux deux opérations et envoient 1 sur 1. La catégorie
des {1}-annéloides est celle des anneaux commutatifs unitaires.

Si E est un sous-ensemble de D et si A est un annéloide, on notera AF la réunion des
A% pour d € E. Supposons de plus que E soit un sous-groupe de D. Pour tout annéloide
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A, le sous-ensemble AP hérite alors par restriction d’une structure de E-annéloide.
On dispose ainsi d'un foncteur de la catégorie des D-annéloides vers celle des E-
annéloides. Ce foncteur possede un adjoint a gauche, le «prolongement par 0> qui
envoie un E-annéloide B sur le D-annéloide A tel que A = B?sid e E et A% = {07}
sinon. Le prolongement par zéro induit une équivalence entre la catégorie des FE-
annéloides et celle des D-annéloides dont le degré de tout élément non nul appartient
a E'; comme la plupart des propriétés que nous considérerons seront invariantes par
cette équivalence de catégories, il arrivera souvent qu’on identifie subrepticement un
FE-annéloide au D-annéloide obtenu en le prolongeant par zéro.

Un D-corpoide est un D-annéloide non nul dans lequel tout élément non nul est
inversible.

Si A est un D-annéloide, un A-module est un ensemble M muni d’une
décomposition M = [[,., M 4. d'une structure de groupe abélien sur chacun
des M?, et d’une multiplication externe A x M — M qui induit pour chaque couple
(d,d’) une application bi-additive A% x M4 — M9 et vérifie les égalités

1-m=m et a(bm) = (ab)m

pour tout (a,b,m) € A% x M. (Lorsque A est un D-corpoide, on parlera plutot de A-
espace vectoriel.) Une A-algebre est un D-annéloide B muni d’un morphisme A — B
c’est en particulier un A-module. Si F' est un D-corpoide, une extension de F est une
F-algebre qui est elle-méme un D-corpoide.

A partir de maintenant et dans toute la suite de cette section nous dirons simple-
ment «annéloide» et «corpoide» — la graduation est donc indexée par D sauf mention
expresse du contraire.

1.2. — La plupart des notions usuelles d’algebre commutative admettent un avatar
gradué ayant en général la méme définition mutatis mutandis — on vient d’en voir
quelques exemples. On peut ainsi définir ce que sont un idéal d’un annéloide (puis un
idéal premier ou maximal), un annéloide intégre, un annéloide réduit, un annéloide
local, la localisation d’'un annéloide par une partie multiplicative, le corpoide des
fractions d’un annéloide integre, le spectre d’un annéloide, un élément entier sur un
annéloide (ou algébrique sur un corpoide), le produit tensoriel de deux modules sur un
annéloide (puis un module plat), etc. Et une bonne partie des énoncés classiques se re-
transcrivent a peu pres tels quels dans ce contexte, avec les «<mémes» démonstrations :
on dispose ainsi d’une théorie de la dimension des espaces vectoriels et du degré de
transcendance des extensions de corpoides, du lemme de Nakayama, du lemme de
going-down, d’une théorie des valuations (nous donnons quelques précisions sur cette
derniére au paragraphe [T plus bas) ... Nous utiliserons tout ceci librement, et ren-
voyous le lecteur a différents textes pour les détails et (certaines) preuves : la section
1 de [TemO04], la section 1 de [Ducl3| et la section 2.2 de [Ducb] (dans ces deux
derniers textes, nous présentons notamment la théorie de Galois graduée), ou encore
Pappendice A de [Ducl8]|. Le lecteur pourra aussi se reporter & la section 2 de [Poi]
pour une version graduée du Nullstellensatz qui, une fois n’est pas coutume, n’est pas
le décalque de sa version classique (ledit décalque est grossiérement faux) ; voir aussi
a ce sujet [Ducb], 2.2.24 et 2.2.29.2.
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Si A est un annéloide , si M est un A-module et si B est une A-algebre, le B-module
B ®4 M sera souvent notée Mp.

Le spectre d’un annéloide A posseéde un faisceau d’annéloides naturel & fibres lo-
cales; en recollant de tels objets, on obtient ce qu’on appelle un schémoide. Si X est
un schémoide, le corpoide résiduel d’un point z de X sera noté «(z), et I'application
Ox o — k(x) sera notée a — a(x). Si Y — X est un morphisme de schémoides, sa
fibre en un point x de X sera notée Yy ; c’est un x(x)-schémoide.

1.3. — Soit A un annéloide. Si r = (r;);er est une famille d’éléments de D et si
T = (T})ier est une famille d’indéterminées, nous noterons A[r\T'] annéloide dont le
sommande de degré d est constitué des sommes formelles finies du type Yla;T7 ot
J € A% pour tout J. Chaque T} est donc de degré r; (et (A[r\T], (T});) représente
le foncteur qui envoie une A-algebre B sur [ [, B™).

Si F' est un corpoide et si  est comme ci-dessus, F[r\T] est intégre et son corpoide
des fractions sera noté F'(r\T') ; lorsque r est F-libre, c’est-a-dire lorsque les r; forment
une famille libre du Q-espace vectoriel D/(d(F*)®), le corpoide F(r\T) est simple-
ment F[r\T,r=1\S]/(S;T; — 1);.

Mentionnons que ce sont ces annéloides de polynomes avec degrés des indéterminées
prescrits qui sont utilisés pour définir les notions d’éléments entiers ou algébriques :
par exemple si B est une A-algebre, un élément b de B est dit entier sur A s’il annule
un polyndme unitaire appartenant & A[d(b)\T'].

1.4. — Soit A un annéloide et soit B une A-algebre telle que
3(Bo) = d(Azo) = d(A%).

Dans ce cas pour tout élément r appartenant & 9(B.g) la fleche naturelle de A™® 41 B*
vers B" est un isomorphisme (et A" est libre de rang 1 comme Al-module) si bien
que B ~ A®4: B

Cette remarque peut permettre de démontrer une propriété en se ramenant au cas
non gradué, griace i un premier changement de base de la forme A — A[r\T,r~'\T1]
ou A — A(r\T) si A est un corpoide (pour une famille convenable r d’éléments de
D). Bien entendu, il faut s’assurer au préalable que la propriété concernée satisfait
la descente relative aux changements de base de ce type, ce qui est souvent facile a
établir par un calcul explicite. Donnons deux exemples.

1.4.1. — Si M est un A-module, il est fini si et seulement si M ®4 A[r\T, 7~ \T7!]
est fini sur A[r\T,r~"\T~1] (considérer les termes constants d'une famille finie de
polynémes a coefficients dans M engendrant M ® 4 A[r\T,r=1\T~1]).

1.4.2. — Si X est un A-schémoide et si 7 désigne la projection X g\ 7 p—1\7-1] = X
une partie U de X est ouverte si et seulement si 771 (U) est ouverte (remarquer que la
section o de 7 qui envoie un point & sur le point générique de Spec (&) [r\T, r~\T1]
est continue).

1.5. Quelques propriétés géométriques dans le cadre gradué. — Nous allons
utiliser la méthode générale évoquée au[L4l pour étudier le comportement de certaines
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propriétés des algebres sur un corpoide par extension des scalaires, en nous ramenant
a ce qui est connu en algebre commutative classique.

1.5.1. Algebres réduites sur un corpoide parfait. — Soit F un corpoide parfait et
soit A une F-algebre réduite. Soit L une extension de F'; la L-algebre Ay, est encore
réduite. Pour le voir, on choisit une famille r d’éléments de D telle que

O(L(r\T)*) = 2(F(r\T)™) = 2(Axo).
Soit p l'exposant caractéristique de F'. Posons

K = lim F(r'/P"\TY?") et A = lim L(r/P"\TV?").

On a alors 0(Axz0) € 0(K*) = 0(A*) 2 0(Axxo) (les deux relations d’inclusion
sont des égalités dés que A est non nulle), si bien que

Ax = (AK)l K1 K, (AA)l = (AK)I XK1 Al et Ap = (AA)l ®p1 A

Pour montrer que Ay, est réduite, il suffit de montrer que A, est réduite, et méme
que (Ap)! est réduite (en effet, si a est un élément non nul de Ay, son degré d(a)
appartient & 9(A*), si bien qu’il existe A € A* tel que Aa soit de degré 1, et a est
alors nilpotent si et seulement si Aa est nilpotent). Mais comme A est réduite, Ag
est réduite par la forme méme de K ; en particulier, (Ax)! est réduite. Par ailleurs,
puisque F est parfait, K est parfait, et K' est a fortiori parfait. Il s’ensuit que
(Ap)r = (Ak)! @K1 AL est réduite.

1.5.2. Algébres géométriqguement réduites. — Soit F' un corpoide et soit A une F-
algebre. Soit L une extension parfaite de F'. Il résulte de [Lo.Tlque Ay, est réduite si et
seulement si Aj est réduite pour toute extension A de F'; si ces conditions équivalentes
sont satisfaites nous dirons que A est géométriquement réduite.

Cette notion donne lieu par recollement a la notion de schémoide géométriquement
réduit sur F', qui se teste sur une extension parfaite de F.

1.5.3. Algébres intégres sur un corpoide algébriquement clos. — Soit F' un corpoide
algébriquement clos et soit A une F-algebre integre. Soit L une extension de F'; la
L-algebre Ay, est encore integre. Pour le voir, on peut supposer par un argument de
limite inductive que A et L sont de type fini sur F' (respectivement comme algebre
et comme extension). Dans ce cas le sous-groupe de D/d(F*) engendré par d(A.o)
et 9(L*) est de type fini, et partant libre de rang fini puisque d(F*) est divisible. Il
existe alors une famille finie et F-libre r d’éléments de D telle que

O(L(N\T)™) = o(F(r\T)*) > d(Axo).
Posons K = F(r\T) et A = L(r\T). On a
A = (Ak)' @1 K, (An)' = (Ak)' @1 A et Ay = (Ap)' @1 A.

Pour montrer que Ay, est intégre il suffit de montrer que A, est intégre, et méme que
(Ap)! est intégre (par un argument analogue a celui utilisé plus haut pour le caractere
réduit).

La fermeture séparable de K dans Ax est triviale. En effet, soit M une extension
finie séparable de K. Le groupe d(M*) est de rang rationnel fini sur 9(F*); comme
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ce dernier est divisible, 2(M*)/0(F*) est libre de rang fini; soit s = (s1,...,$n)
une base de ce quotient. En choisissant pour tout i un élément de M* de degré s;
on obtient un plongement de F(s\T') dans M ; on a alors d(F(s\T)*) = 0(M™*) et
M! = F! = F(s\T)! (la premiére égalité provenant du fait que F'! est algébriquement
clos). Par conséquent M = F(s\T') et un calcul direct montre que Aj; est intégre;
par conséquent, si M n’est pas triviale elle n’admet aucun K-plongement dans Ag.

Des lors la fermeture séparable de K*! dans (Ax)! est triviale et (4y)! = A'@p1 Al
est integre.

1.5.4. Algebres géométriquement intégres. — Soit F' un corpoide et soit A une F-
algebre. Soit L une extension algébriquement close de F'. 1l résulte de[Lh.Tlque A, est
integre si et seulement si Aj est integre pour toute extension A de F'; si ces conditions
équivalentes sont satisfaites nous dirons que A est géométriquement integre.

1.5.5. — Un schémoide X sur un corpoide F' est dit géométriquement irréductible
si X, est irréductible pour toute extension L de F'.

Supposons qu’il existe une extension A séparablement close de F' tel que X, soit
irréductible. Soit A’ une cloture algébrique de A. Le schémoide Y := (Xas)rea est
homéomorphe & Xp, et est par conséquent irréductible ; et il est réduit par définition.
Il résulte alors de [L5.4] que Yy, est irréductible pour toute extension M de A’; ceci
entraine que X est irréductible pour toute telle M (il est en effet homéomorphe &
Y ), puis que X est géométriquement irréductible.

1.6. Dimension. — Soit F' un corpoide et soit A une F-algebre de type fini. Soit
L une extension de F' telle que 9(Az.0) = 0(L*). La dimension de Krull de A} ne
dépend alors pas de L, et est appelée F'-dimension de A, ou dimension de A s’il n’y a
pas d’ambiguité (mais on prendra garde que cette notion dépend du corpoide de base
F :si p est un élément de D qui n’est pas de torsion modulo 9(F*) alors F'(p\T) est
de dimension 0 sur lui-méme mais de dimension 1 sur F).

Si les p; sont les idéaux premiers minimaux de A alors

dimp A = sup deg.tr.(Frac(A4/p;)/F)

comme on le voit en se ramenant au cas non gradué par extension des scalaires a un
corpoide L comme ci-dessus de la forme F'(r\T') avec r convenable (ce type d’extension
a 'avantage de préserver 'intégrité).

On étend la notion de F-dimension aux schémoides de type fini sur F' en posant
pour un tel schémoide X

dimp X = sup deg.tr.(Frac(x(x)/F).
zeX

Si z est un point de X la dimension de X en z est le maximum des dimensions des
composantes irréductibles de X contenant x. Si f: Y — X est un morphisme entre
F-schémoides de type fini, la dimension relative de Y sur X en un point y de Y est
la dimension de Yj(,) en y.

1.7. — Soit A un annéloide. Une wvaluation sur A est la donnée d’un groupe abélien
ordonné I' noté multiplicativement et d’une application |-|: A — ' U {0} (ol 0 est un
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élément absorbant pour la multiplication et plus petit que tout élément de T') telle
que :

o |1 =1;
o |ab| = |al - |b] pour tout couple (a,b) d’éléments de A;
o |a 4+ b] < max(|al, |b]) pour tout couple a et b d’éléments de méme degré de A.

Deux valuations |-|: A > T"u {0} et |-|": A - IV U {0} sont dites équivalentes s’il
existe un groupe abélien ordonné I'”, deux morphismes injectifs croissants i: IV — T’
et j: I — T, et une valuation |-|”: F — I U {0} telle que |-| = io|-|" et |-|' = jo]|".

1.8. — Soit F' un corpoide valué (c’est-a-dire muni d’une valuation). Nous emploie-
rons par défaut les notations suivantes :

o |-| pour la valuation de F'

o F° pour I'annéloide {z € F, |z| < 1}; ce dernier est local et est appelé ’annéloide
de la valuation |- ;

o F°° pour I'unique idéal maximal de F°, qui n’est autre que {z € F, |z| < 1}.

1.9. — Soit A un annéloide. Nous noterons Spv(A) le spectre valuatif de A, c’est-
a-dire 'ensemble des classes d’équivalence de valuations sur A. On peut définir de
maniére équivalente Spv(A) comme l’ensemble des couples (z, |-|) ot = est un point
de Spec A et |-| une classe d’équivalence de valuations sur x(x). Si £ est un point de
Spv(A) correspondant & un couple (z, |-|) le corpoide valué (k(x),||) sera noté x(§) et
sa valuation structurale restera notée |-| ; lorsqu’on voudra préciser que le morphisme
d’évaluation a — a(z) est vu comme & valeurs dans le corpoide valué k(€) on I'écrira
a — a(§). Grace a cette convention on a {(a) = |a(§)| pour tout a € A et cest la
seconde écriture dont nous nous servirons la plupart du temps.

Si E est un sous-ensemble de A nous noterons Spv(A4, F) le sous-ensemble de
Spv(A) formé des points ¢ tels que |a(§)| < 1 pour tout a € E.

1.10. — Soit F' un corpoide. Deux valuations sur F' sont équivalentes si et seulement
si elles ont méme annéloide; un sous-annéloide A de F' est 'annéloide d’une valuation
de F si et seulement si il est local et maximal parmi les sous-annéloides locaux de F'
pour la relation de domination. Ceci équivaut a demander que pour tout = € F on ait
reAouxleA

On dispose d’une relation d’ordre sur ’ensemble des valuations de F', qui se définit
mutatis mutandis comme dans la théorie classique ; rappelons brievement en quoi elle
consiste.

Donnons-nous donc deux valuations |-|; et ||z sur F' dont on note A et B les
annéloides respectifs, et k et A les corpoides résiduels respectifs. Les assertions sui-
vantes sont alors équivalentes :

(i) il existe un sous-groupe convexe H de |F*|; tel que |-|2 soit (équivalente &) la
composée de |-|; et de Iapplication quotient |F|; — (|F*|1/H) u {0};

(ii) Pannéloide B est égal & A, pour un certain idéal premier p de A;
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(iii) il existe un annéloide de valuation a de corpoide des fractions A tel que A soit
I’image réciproque de « par la fleche de réduction B — .

On dit alors que |-|; est plus fine que |-|2, ou qu’elle la raffine; on dit aussi que |-|2 est
plus grossiere que |-|1.

Indiquons quelques relations entre les différents objets évoqués dans les équivalences
ci-dessus : 'l existe H comme dans (i), alors (ii) est vraie en prenant pour p 'ensemble
des éléments a de A tels que |a|; ¢ H; s’il existe p comme dans (ii), alors (iii) est
vraie en prenant pour « annéloide A/p et (i) est vraie en prenant pour H le groupe
|B*|1; et §'il existe a comme dans (iii) alors (ii) est vraie en prenant pour p l'image
réciproque de 'idéal maximal de a.

Soit |-| une valuation sur F'; utilisons les notations standard F° et F°° pour
lannéloide de |-| et pour 'idéal maximal de celui-ci. La caractérisation (iii) de la
relation de raffinement fournit une bijection entre I’ensemble des valuations de F' plus
fines que || (& équivalence pres) et ’ensemble des valuations sur le corpoide F°/F°°.
Soit maintenant ¥ Iensemble des valuations sur F' plus grossiéres que ||, muni de
la relation de raffinement. La caractérisation (i) (resp. (ii)) de cette derniére fournit
une bijection croissante (resp. décroissante) entre ¥ et I’ensemble des sous-groupes
convexes de |F*| (resp. des idéaux premiers de F'°); le premier étant totalement or-
donné par inclusion, il en va de méme du second. Le cardinal de #\{|-|} est appelé la
hauteur de [-].

1.11. Valuations de Gaufl. — Soit F' un corpoide valué, soit r = (r;);e; une
famille d’éléments de D, et soit v = (;)ser une famille d’éléments d’un groupe ordonné
contenant |F*|. On note F(r\T /) le corpoide F(r\T) muni de la valuation de Gaufl
de paramétre vy définie par la formule Y a;T7 ~ max |as|-y”7. Dans le cas ou D = {1}
on écrira F(T' /) au lieu de F(1\T /7).

1.12. — Soient F,r et v comme ci-dessus. Le corps valué F(r\T/y)! est alors de la
forme F'(©/§). En effet, par le lemme de Zorn ou une récurrence transfinie, on se
ramene au cas ou I’ensemble I posséde un unique élément i et on écrit r et v au lieu
de r; et ;. On distingue deux cas.

o Le cas ou r est d’ordre fini n modulo 9(F*). On choisit alors un élément A de
F* tel que r™ = d(\); si lon pose § = - |\|7! et © = T/X alors F(r\T/v)!
s’identifie & F1(6©/9).

o Le cas oll r n’est pas de torsion modulo n. On a alors F(r\T/y)! = F*.

1.13. Remarque. — Soit F' un corpoide et soit r une famille d’éléments de D. Le
corps F(r\T)! est alors transcendant pur sur F! : il suffit en effet d’appliquer
en munissant I’ de la valuation triviale et en prenant v = 1 ou, de maniére plus
raisonnable, d’en reprendre la preuve sans se préoccuper des valuations.

1.14. Corpoides résiduels. — Soit F' un corpoide muni d’une valuation |-|. Le
corpoide résiduel de F est le (D x |F*|)-corpoide
Fie ] feeFhlal <y)/fze FYJa] <),

(d,y)eDx|Fx|
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Notons que FDx{1} et le corpoide résiduel F°/F°° de I'annéloide local F°. Si x est
un élément non nul de F' on notera ¥ son image dans Fe@)leD,

Soit L une extension valuée de F et soit (¢;) une famille d’éléments non nuls de L;
pour tout ¢ posons r; = 0(¢;) et y; = |¢;]. Les faits suivants résultent immédiatement
des définitions :

(1) La famille (£;) est libre sur F si et seulement si |>) a;¢;| = max |a;| - v; pour
toute famille (a;) d’éléments presque tous nuls de F telle que les a;¢; soient tous
de méme degré. Si c’est le cas, la famille (¢;) est alors libre sur F.

(2) La famille (f ) est algébriquement indépendante sur F' si et seulement si il existe
un F-isomorphisme de corpoides valués F'(r;\T;/7;); ~ L envoyant T; sur ¢; pour
tout 7.

Il résulte de (1) que dim L < dimp L. Mentionnons par ailleurs que dim 3 L= ef
ol e est 'indice de ramification de L sur F', c’est-a-dire I'indice de |F*| dans |L*|,
et ou f est son indice d’inertie, c’est-a-dire la dimension du FD *{1}_espace vectoriel
LDx{1} (voir par exemple [Duchb], 2.2.46.3 ; précisons qu’ici les indices et dimensions
sont & considérer comme des cardinaux).

1.15. — Soit F un corpoide valué et soit L une extension algébrique de F'. Soit
r = (1;)ier une famille d’éléments de D, soit v = (7;) une famille d’éléments d’un
groupe abélien ordonné contenant | F'*|?, et soit 7' = (7}) une famille d’indéterminées.
Munissons L d’un prolongement de ||, encore noté |-|. L'unique valuation sur L(r\T)
qui prolonge les valuations données sur L et F'(r\T /) est alors la valuation de Gaufl
de parametre 7.

En effet, fixons une telle valuation sur L(r\T'), et soit A son corpoide résiduel.
Pour tout ¢ notons T I'image de T; dans A7), Comme les T sont algébriquement
indépendants sur F et comme L est algébrique sur F les T sont algébriquement
indépendants sur L, ce qui permet de conclure.

1.16. Prolongements d’une valuation & une extension algébrique. — Soit
F un corpoide valué et soit L une extension algébrique de F'.

1.16.1. — Supposons que L' = F!. Pour tout = € L*, il existe N > 0 tel que
()N € o(FX); il en résulte qu’il existe X € F* tel que zV/\ € L' = F!; par
conséquent zV € F*. 1l s’ensuit que |-| posséde un unique prolongement |-| & L, dont
on munit ce dernier. Soit (¢;) une famille d’éléments de L* tels que les 9(¢;) constituent
un systéme de représentants de 9(L*)/0(F*). Tout élément de L™ posséde une unique
écriture de la forme af; pour un certain ¢ et un certain a € F'* ; les ¢; forment donc
une base de L sur F, et les E forment une base de L sur F.

1.16.2. — Supposons maintenant que 0(L*) = 3(F*). On a alors L = L' @1 F et
tout élément de L* a une écriture de la forme ¢z avec £ € L! et x € F'; il en résulte
que tout prolongement & L! de la restriction de |-| & F'! s’étend d’une unique manieére
en un prolongement de |-| & L; si on le note encore |-| il est donné par la formule

ex| = 6] - |z et Von a L = L1 @4 F.
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1.16.3. — Placons-nous maintenant dans le cas général et posons A = L°(F “). En
considérant le dévissage F' — A — L on déduit de [LT6.T] et [LT6.2 les faits suivants :

o la restriction & L' induit une bijection entre ’ensemble des extensions de |-| &
L et celui des extensions & L' de la restriction de |-| & F';

o si on munit L d’un prolongement donné de |-| on a
[L:A]=[L:A] et A=Al@g F.

1.16.4. — Supposons maintenant que L est finie sur F. Dans ce cas L' est finie sur
F! et la restriction de |-| & F'! admet donc un ensemble fini {|-|1, ..., |-|} d’extensions
a L'; pour tout i, il résulte de que |-|; s’étend d’une unique maniére en un
prolongement de |-| & L, qu’on note encore [-|;; soit L; (resp. A;) le corpoide valué
(L, |"s) (resp. (A,[|];)). Notons e; et f; les indices d’inertie et de ramification de L}
sur F', et eg et ff les indices d’inertie et de ramification de L; sur F. On sait que
Meifi <[L': F']. En vertu de [[L16.3 on a

S = NIk

i

< [L:A]-[L':F']
= [L:A]-[A:F]
= [L:F].

Ainsi, Y] egff < [L: F], et 'on a plus précisément
Ze?ff o eifi

[L:F]  [L':F']

B et
Le quotient %Lelf] est appelé le défaut de l'extension F' < L. On dit que cette exten-

sion est sans défaut si son défaut vaut 1.

1.16.4.1. — Par ce qui préceéde, F — L est sans défaut si et seulement si F! — L!
est sans défaut.

1.16.4.2. — Soit r une famille d’éléments de D, soit I un groupe abélien ordonné
contenant | L* | et soit v une famille d’éléments de L, paramétrée par le méme ensemble
que r. Il résulte de que le défaut de F(r\T/y) — L(r\T) est égal a celui de L
sur F.
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1.17. — Soit F un corpoide valué. On dit que F est stable, ou que sa valuation ||
est stable, si toute extension finie de F' est sans défaut. Il découle de [LI6.4.1l que F'
est stable si et seulement si F'! est stable.

1.17.1. — Si |-| est la composée d’une valuation |-|* sur F' et d’une valuation ||,
alors || est stable si et seulement si |-|* et |-|« le sont : on le démontre sans difficulté
comme dans le cas classique, auquel on peut également se ramener puisque la stabilité
se teste en degré 1.

1.17.2. — On suppose que D = {1} et que la valuation de F' est de hauteur 1. Si F’
est stable, son complété F est stable d’aprés [BGR&4], 3.6.2, Prop. 3; précisons que
la définition de stabilité dans cet ouvrage (op. cit., 3.6.1, Def. 1) n’est pas a priori la
méme que la nétre, mais les deux coincident en fait d’apres op. cit., 3.6.2, Prop. 5.

1.17.3. — Supposons toujours que D = {1} (mais on ne fait plus d’hypotheése sur
la hauteur de la valuation). Soit I un groupe abélien ordonné contenan t |F*| et
soit v = (7;)ier une famille finie d’éléments de I'. Si F est stable, alors F(T'/v) est
stable : cela a été démontré par Kuhlmann, voir [Kuh10] ; pour des résultats partiels
antérieurs, voir [Gru68|, [Ohm®&9], [Tem10], [Teil4]; pour une preuve plus récente
fondée sur les travaux de Hrushovski et Loeser, voir [Duc14].

1.17.4. — On ne suppose plus que D = {1}; nous allons briévement expliquer com-
ment étendre le résultat de dans le contexte gradué, et pour une famille v
éventuellement infinie.

Soit donc r = (r;);er une famille d’éléments de D, soit I" un groupe abélien ordonné
contenant |F*|Q et soit v = (7;) une famille d’éléments de I ; soit T = (7}) une famille
d’indéterminées. Supposons que F' est stable, et montrons que F(r\T /) est stable.
Comme la stabilité se teste en degré 1, il résulte de [[L3] qu’on peut se ramener au cas
non gradué. Soit L une extension finie de F'(T /). Il existe un sous-ensemble fini J
de I et une extension finie Lo de F(T;/7;)ics telle que L = Lo(T})ier s Par le cas
fini énoncé au [[LI73] Lo est une extension sans défaut de F(7T;/7;):es. Il s’ensuit en
vertu de que L = Lo(T}i)sers est une extension sans défaut du corps valué

F(T/y) = F(Ti/vi)ies(Ti/vi)ier -

1.18. Platitude sur un annéloide de valuation. — Soit F' un corpoide valué.
Un F°-module est plat si et seulement si il est sans torsion ([Ducl8], preuve du
lemme 5.2.1). Par ailleurs, toute F°-algebre plate et de type fini est de présentation
finie. En effet, soit A une telle algébre. Choisissons une famille finie r = (r1,...,7,)
d’éléments de D et une surjection F°[r\T| — A. Soit I le noyau de cette surjection ;
nous allons montrer que I est de type fini.

Expliquons tout d’abord pourquoi il suffit de prouver que c’est le cas aprés exten-
sion des scalaires & L° ot L est une extension valuée de F bien choisie. Ecrivons I
comme la réunion filtrante d’une famille (1)) d’idéaux de type fini. Par platitude, I.o
et les Iy ro sont des idéaux de L°[r\T]. Supposons Ir. de type fini; il coincide alors
avec Iy o pour un certain A. Par conséquent, (I/I))ro est nul, et il suffit de montrer
que cela entraine la nullité de (I/Iy); nous allons plus précisément vérifier que tout
sous—F°-module de type fini de (I/I)) est nul, ce qui permettra de conclure. Soit
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J un tel sous-module. Par platitude, Jro s’injecte dans (I/I))e,, et est donc nul. 11
s’ensuit que Jro/r00 est nul, puis que Jgo peo est nul (car F°/F°° < L°/L°° est une
extension de corpoides), et ’'on conclut & l'aide du lemme de Nakayama (gradué).

Nous allons appliquer cette remarque en prenant pour L le corpoide valué
F(ri\Th/1,...,r:\T/1, (1\©4/7),) ol 7 parcourt le groupe |F*|. Par construction,
les r; appartiennent & 0(L) et |L*| est égal & [(L!)*|. En étendant les scalaires a L°
on se raméne donc au cas ou les r; appartiennent & 9(F) (puis par renormalisation
au cas oll ils sont tous égaux a 1), et ou |F*| est égal & |(F*)*|. Mais dans ce cas
tout élément f de I est de la forme ag ou a appartient a (F°)* et ou g est de degré
1. L’idéal I est donc engendré par le noyau de la surjection (F°)[T] — Al, qui est
de type fini par le cas classique (non gradué) de l’assertion a démontrer, ¢f. [Nag66|
— mentionnons que ce résultat a été étendu des anneaux de valuation aux anneaux
intégres quelconques par Raynaud et Gruson ([RGT1], cor. 3.4.7).

1.19. Lemme. — Soit Y — X wun morphisme plat, dominant et de présentation
finie entre schémoides intégres, et soit d la dimension de sa fibre générique. Les fibres
deY — X sont alors purement de dimension d.

Démonstration. — Par une extension des scalaires & un corpoide de la forme F(r\T')
avec r convenable, on peut supposer Y — X est induit par extension des scalaires de
F' & F par un morphisme de schémas usuels ; il suffit maintenant d’établir le résultat
pour ce dernier morphisme, c’est-a-dire dans le cadre non gradué. Mais il est alors
bien connu ; combiner par exemple la proposition 13.2.3 de [EGA V3| et le corollaire
6.1.2 de [EGA TV,]. O

1.20. Corollaire. — Soit F' un corpoide valué et soit X un F°-schémoide de type
fini. tel que le morphisme X — Spec F¢irc soit générisant. Soit & un point de Spec F°,
soit Y une composante irréductible de X¢, soit d sa dimension et soit T son point
générique. 1l existe un ouvert U de X contenant T tel que les fibres de U — X soient
toutes purement de dimension d.

Démonstration. — L’énoncé a montrer est insensible aux phénomenes de nilpotence ;
on peut donc supposer X réduit. Soit 1 le point générique de Spec F°. Comme
X — Spec F° est générisant, il existe une générisation de 7 sur la fibre générique
X, ; autrement dit, 'ensemble 2 des composantes irréductibles Z de X, telles que
7 € Z est non vide. Soit E la réunion des composantes irréductibles Z de X, qui
n’appartiennent pas & 2. Par construction, 7 n’appartient pas au fermé E de X ;
posons U = X\E, et montrons que les fibres de U — X sont purement de dimension
d.

Soit Z € %. Le F°-schémoide de type fini Z muni de sa structure réduite est sans
F°-torsion, et partant plat (et deés lors de présentation finie, ¢f. [LI8). Le lemme
assure que les fibres de Z — X sont purement de dimension dim Z; or Y est une
composante irréductible de 75 puisque 7 € Z ; en conséquence, dim Z = d et les fibres
de Z — X sont toutes purement de dimension d.

Comme X — Spec F° est générisant, tout point de U appartient a Z pour au

moins une composante irréductible Z de X, ; puisque U est le complémentaire de F,
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la composante Z appartient nécessairement & Z. En conséquence, U est un ouvert du
schémoide réduit .4 Z. Les fibres de Z — X étant toutes purement de dimension

d quel que soit Z € &, il en va de méme de celles de (| J,.o Z) — X, puis de celles
de U — X. O

1.21. Définition. — Soit R un annéloide intégre de corpoide des fractions K et soit
A une R-algebre sans R-torsion et réduite. Le normalisé faible de A est la fermeture
intégrale de A dans Ax. Nous dirons que la R-algebre A est faiblement normale si
elle est égale a son normalisé faible.

Ces notions permettent de définir par recollement la notion de normalisé faible d’un
R-schémoide réduit sans R-torsion, puis celle de R-schémoide faiblement normal.

1.22. Lemme. — Soit F' un corpoide valué, soit A une F°-algébre plate et soit a
un €lément de Ap. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’élément a est entier sur A ;

(ii) on a |a(§)| < 1 pour tout & € Spv(Ar, A).

Démonstration. — 1l est clair que (i)=>(ii). Supposons maintenant que (ii) soit vraie.
Posons 7 = 9(a). Soit A" le schémoide Spec A[r\T] et soit P le recollement de
AL et A}L{Fl = Spec A[r=1\S] le long de Iisomorphisme D(T) ~ D(S),S ~ T~
Soit Z le sous-schémoide fermé de AZ’; := Spec Ap[r\T] défini par l'idéal (T — a) et
soit Z son adhérence schématique dans PZ’T, c’est-a-dire le sous-schémoide fermé de
PZ’T dont la trace sur A114’T est définie par le noyau de ’évaluation en a, et dont la
trace sur AZ’T?I est définie par le noyau de A[r=1\S] — Ag[r~1\S]/(aS — 1).

Soit z € Z. Par construction Z est sans F°-torsion, et est des lors plat sur F°. Un
morphisme plat étant générisant (la preuve est la méme mutatis mutandis que dans
le cas non gradué), z posséde une générisation ¢ située sur Z. Le choix d’un annéloide
de valuation dominant ﬁm,z (ot {C} est muni de sa structure réduite) fournit un
point & de Spv(Ar, A); comme |a(€)] < 1 d’apres Uhypothese (ii), le point z € PL”
n’est pas le «point & U'infini de sa fibre» (défini par I’équation S = 0). Par conséquent,
la section a l'infini de PL’T — Spec A ne rencontre pas Z. Celui-ci est donc & la fois
«projectif> et affine sur Spec A, et partant fini (on peut pour le voir se ramener au

cas non gradué par le procédé général décrit au [[L4). Il s’ensuit que a est entier sur
A. O

1.23. Lemme. — Soit F un corpoide valué et soit r une famille d’éléments de D.
Soit X un F°-schémoide plat et soit Y le normalisé faible de X. Le normalisé faible
du F(r\T/1)°-schémoide X p\7/1) s’identifie a Yri\7/1)0-

Démonstration. — On peut supposer que les schémoides X et Y sont affines ; posons
A = Ox(X) et B = Oy(Y). Traitons tout d’abord le cas ou B = A, c’est-a-dire
celui ou la F°-algebre A est faiblement normale; il s’agit alors de prouver que la
F(r\T/1)°-algebre Ap\1/1)o est faiblement normale. Soit a un élément de Ap (7)1
entier sur Ap(\7/1) ; ceci revient en vertu du lemme a demander que |a(§)| <1
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pour tout point £ appartenant & Spv(Ap\7/1), Ap\1/1)°)- Notre but est de montrer
que a € Ap(1/1)°- Ecrivons

o= Za]TI
YA

ol les a; appartiennent & Ap et les A\; appartiennent & F (et sont non tous nuls).
Quitte & multiplier numérateur et dénominateur par un scalaire convenable, on peut
supposer que max|A;| = 1, c’est-a-dire que A := Y. \;T! appartient a F(r\T/1)°*.
Mais dans ce cas |A(§)] = 1 pour tout & € Spv(F(r\T/1), F(r\T/1)°), ce qui entraine
que [A(§)| = 1 pour tout & € Spv(Ap\7/1), Ap\1/1)°) ; on peut donc remplacer a par
Aa et se ramener ainsi au cas ol a est de la forme > a 1T7, les ar étant des éléments
de Ap. Soit § € Spv(AF, A) et soit n I'antécédent de & sur Spv(Ap\r/1), Arp\r/1)°)
induit par le morphisme naturel Ap(\r/1) — #(£)(r\T/1). On a |a(n)| < 1 par hy-
pothése sur a. Par définition de 7, cela signifie que |ar(€)] < 1 pour tout I. Ceci
valant quelque soit & € Spv(Ap, A), chacun des a; est entier sur A; puisque A est
F°-normale, ceci entraine que chacun des a; appartient a A, puis que a € Ap\7/1)0-
Par conséquent, Ap(\p)o est F'(r\T/1)°-normale.

Traitons maintenant le cas général. Par construction, Bp\r/1)o est un sous-
annéloide de Br(,\1/1) = Ap(n\7/1) qui contient Ap\7/1)o et est entier sur celui-ci;
par le cas particulier déja traité, la F(r\T/1)°-algebre Bp(.r/1)o est faiblement
normale, ce qui acheéve la démonstration. o

1.24. Lemme. — Soit F' un corpoide valué et soit A une F°-algébre fidélement
plate. Supposons que d(Azo) = 0(F*) = o(F°") et que ce groupe est divisible. Soit B
le F°l-normalisé de A'. Le produit tensoriel B ®po1 F° s’identifie au F°-normalisé
de A.

Démonstration. — En vertu de nos hypotheses on a A = A' ®ppo1 F°. Exactement
comme dans la preuve du lemme ci-dessus, il suffit de traiter le cas ou B = Al
Supposons donc que A! est F°'-normale, et soit C' une A-algébre entiere et F°-plate
telle que Ap — C soit un isomorphisme. Comme d(A,() est divisible on a

0(Cro) = 0(Axo) = 2(F™) =0(F° )
si bien que C = C'®@po1 F = C'®41 A. Comme C' est F°!'-normale, A' — C! est un
isomorphisme. Par conséquent, A — C' est un isomorphisme et A est F°-normale. [
1.25. Théoréme (d’aprés Grauert-Remmert et Temkin)
Soit F' un corpoide valué et soit X un F°-schémoide plat et de type fini.

(1) Sile F°-schémoide X est d fibres géométriquement réduites, il est faiblement
normal.

(2) Supposons F stable et de hauteur finie, |F*| divisible et X réduit.
(2a) Sile F°-schémoide X est faiblement normal il est a fibres réduites.

(2b) Le normalisé faible de X est fini sur X.
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Démonstration. — Les deux assertions sont locales sur X, ce qui permet de supposer
que ce dernier est affine.

Commengons par 'assertion (1). Les lemmes [[L23] et [[24] permettent de se ramener
au cas non gradué, dans lequel (1) vaut d’aprés [Tem10], Prop. 3.5.2.

Supposons maintenant F stable et de hauteur finie, |F*| divisible et Xp réduit.
Nous allons montrer que le normalisé faible Y de X est fini sur X et a fibres réduites
sur Spec F°; ce qui montrera a la fois (2a) et (2b). La encore, les lemmes et
permettent de se ramener au cas non gradué; l'assertion en vue vaut alors d’apres
[Tem10], étapes 2, 3 et 4 de la preuve du théoréme 3.5.5. Précisons que Temkin
travaille avec un corps valué F' séparablement clos, mais son raisonnement s’applique
en fait tout aussi bien lorsque F est stable a groupe des valeurs divisible, en raison
des faits suivants : si I’ est stable et de hauteur 1, son complété F est encore stable;
le théoréme de finitude de Grauert et Remmert (ingrédient crucial de 1’étape 2 de la
preuve de Temkin) vaut encore pour les corps stables & groupe des valeurs divisibles
([BGR&4], 6.4.1, Corollary 5). O

1.26. Corollaire (Théoréme de la fibre réduite, version graduée et valuée)

Soit F' un corpoide valué et soit X un F°-schémoide plat de type fini telle
que X soit géométriguement réduit. Il existe une extension valuée finie L de F
telle que le mormalisé faible Y du L°-schéma Xpo soit fini sur Xpo et tel que les
fibres de Y — Spec L° soient géométriquement réduites et d composantes irréductibles
géométriquement irréductibles. Pour toute extension valuée A de L, le schémoide Yo
est le normalisé faible du A°-schémoide X po.

Démonstration. — Comme X est plat, il est de présentation finie et un argument
de passage a la limite permet de supposer que la valuation de F' est de hauteur
finie. Soit K une cloture algébrique de F' munie d'un prolongement quelconque de
la valuation de F. L’assertion (2) du théoréme assure que le normalisé faible
Z du K°-schémoide X ko est fini sur Xgo et que les fibres de Z — Spec K° sont
réduites. Il existe un sous-corpoide L de K fini sur F' et un L°-schémoide plat et de
type fini Y, fini sur Xyo, tel que Y, = X[, et Z = Yko ; les fibres de Y — Spec L° sont
géométriquement réduites. Il résulte des lors de 1'assertion (1) du théoréme que
pour toute extension valuée A de L, le schémoide Yo est le normalisé du A°-schémoide
Xpo; c’est en particulier le cas lorsque A = L. Enfin comme la valuation de F' est
de hauteur finie le schéma Spec L° est ensemblistement fini; quitte & agrandir L, on
peut donc supposer que les composantes irréductibles des fibres de Y — Spec L° sont
géométriquement irréductibles. o

1.27%7. Proposition. — Soit F' un corpoide valué et soit X un F°-schémoide plat,
de présentation finie et a fibres réduites.

(1) Soient n et & deuz points de Spec F° avec £ € W Soient Uy, ...,Up, les com-

posantes connexes de X,. Les (U;)¢ sont alors des ouverts fermés deux d deux
disjoints de X¢ et Xe = [[,(Us)e.
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(2) Supposons que la valuation de F est de hauteur finie. Il existe alors un recou-
vrement ouvert fini (X;) de X tel que pour tout { € Spec F*° la fibre X; ¢ est ou
bien vide, ou bien une composante connexe de X¢.

Démonstration. — Montrons tout d’abord (1). Quitte & remplacer F° par F°/p, ol
p est idéal premier de F° correspondant a 7, on peut supposer que 7 est le point
générique de Spec F°. Les (U; )¢ sont des fermés de X¢ par définition, et ils recouvrent
X¢ car X — Spec F'° est plat et a fortiori générisant. Il suffit pour conclure de prouver
que les (U;)¢ sont deux & deux disjoints. Fixons donc deux indices i et j différents.
Soit f la fonction sur X, telle que fly, = 1 et f[x,\v, = 0. La fonction f annule
le polynéme T? — T appartenant & F[T] ce qui entraine, puisque X est faiblement
normal sur F° en vertu du théoréme [[25 que f se prolonge en une fonction f sur
X. On a alors f(x) = 1 pour tout z € U; et f(x) = 0 pour tout z € X\U;, et en
particulier pour tout x € U_j En conséquence U; N 7] = .

Montrons maintenant (2). On suppose donc la valuation de F' de hauteur finie.
Soit £ € Spec F° et soit x € X¢. Pour toute générisation 7 de £ sur Spec F°, il existe
d’apres (1) une unique composante connexe U, de X, dont I’adhérence rencontre la
composante connexe de z dans X¢ (et U,, contient en fait cette composante). Notons
U la réunion des U, ol n parcourt 'ensemble des générisations de ¢ dans Spec F°.
C’est une partie constructible de X. Nous allons montrer que U est ouverte, ce qui
permettra de conclure puisque X est quasi-compact, puisque x € U et puisque toute
fibre de U — Spec F° est par construction une composante connexe d’une fibre de
X — Spec F°. Pour montrer que U est ouverte, il suffit de s’assurer qu’elle est stable
par générisation. Soit donc 7 une générisation de £ dans Spec F'° et soit y € Uy, ; soit 2
une générisation de y sur X, dont on note ¢ I'image sur Spec F°. Soit €2 la composante
connexe de z dans Xc. Il résulte de (1) que ©, est une réunion de composantes

connexes de X,. Comme y est adhérent a z, il s’ensuit que €, contient U,, ce qui

entraine que ﬁg contient Uy ; il vient Q = Uy, puis z € U. o

2. Extension de la théorie de Grauert et Remmert

2.1. Conventions générales. — Dans cette section les valuations et normes sont
sauf mention expresse du contraire a valeurs réelles. Un polyrayon est une famille finie
de réels strictement positifs.

Nous utiliserons librement la géométrie analytique au sens de Berkovich ([Ber90],
[Ber93]). En ce qui concerne les notions d’espace réduit ou géométriquement réduit
dans ce contexte, nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 de [Ducl8], et plus parti-
culierement au paragraphe 2.6.9.

2.1.1. — On fixe pour toute la suite un corps ultramétrique complet k. Un polyrayon
est dit k-libre si c’est une famille libre du Q-espace vectoriel R /|k*|Q. Si 7 est un
polyrayon k-libre nous noterons k;. le corps k{T'/r,rT~'}.

2.1.2. — On fixe également un sous-groupe I' de R tel que I'-|k*| # {1} (autrement
dit, T est non trivial si la valeur absolue de k est triviale). Nous allons faire quelques
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brefs rappels sur la théorie des espaces k-analytiques I'-stricts; le lecteur trouvera
davantage de détails et des justifications de nos assertions a la section 3.1 de [Duc18].

Une algebre k-affinoide A est dite I'-stricte si elle peut s’écrire comme un quo-
tient de k{T1/r1,...,Tn/rn} pour une certaine famille (rq,...,r,) d’éléments de T,
et il suffit pour que ce soit le cas que A puisse s’écrire comme un quotient de de
k{T1/r1,...,Tn/rn} ot les r; appartiennent a (|k|* - T')Q. Une algebre k-affinoide est
[-stricte si et seulement si sa semi-norme spectrale prend ses valeurs dans (|k|* -T')Q U
{0}.

Un espace k-affinoide est dit I'-strict si son algebre de fonctions analytiques est
I-stricte. Un espace k-analytique X est dit I'-strict s’il possede un G-recouvrement
par des domaines affinoides I'-stricts et si I'intersection de deux domaines affinoides
I-stricts de X est G-recouverte par des domaines affinoides I'-stricts (cette définition
est compatible avec la précédente lorsque X est affinoide). Tout point d’un bon espace
k-analytique I'-strict posséde une base de voisinages affinoides I'-stricts (c’est pour
assurer cette derniére propriété que nous imposons la condition I' - |k*| # {1}).

Notons deux cas particuliers extrémes : si I' = R} tout espace k-analytique est I'-
strict (le lecteur qui souhaite ignorer la question des parametres réels de définition des
espaces analytiques peut donc supposer I' = R) ; siI' = {1} (ce qui n’est possible que
si k n’est pas trivialement valué), les espaces k-analytiques I'-stricts sont les espaces
strictement k-analytiques.

2.1.3. — Si A est un anneau muni d’une semi-norme sous-multiplicative [|-| nous
noterons A le I'-annéloide résiduel de A, c’est-a-dire

[[{ae 4 lal <v}/fae 4, la| <~}
~el'

Si a est un élément de A et si s est un élément de T' supérieur ou égal & [la| nous
noterons a° I'image de a dans A% ; si || € T' nous écrirons @ au lieu de alel.
En particulier, nous noterons k le I'-corpoide résiduel de k, c’est-a-dire

H{x €k, |z| <v}/{rek, |z <~}

~el

SiT =R c’est le corpoide résiduel considéré par Temkin; si I' = {1} c’est son corps
résiduel au sens classique.

Si A est une algebre k-affinoide la notation A désignera toujours le I'-annéloide
résiduel de A relatif a sa semi-norme spectrale; nous n’utiliserons cet objet que
lorsque A est I'-stricte, car il est essentiellement inexploitable sinon. Notons que
comme la semi-norme spectrale commute aux puissances, A est réduit. Si X désigne
lespace .#(A), le schémoide Specg sera noté X. On dispose d’'une application de
spécialisation de X vers X qui est anti-continue et surjective. La dimension de X est
égale a celle de X — pour un énoncé un peu plus précis dont nous aurons besoin, voir
le lemme [AT] en appendice.

2.2. — Un k-espace de Banach est un k-espace vectoriel M muni d’une norme ul-
tramétique ||-|| telle que |Am| = |A| - ||m| pour tout (A\,m) € k x M, et pour laquelle il
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est complet. Une k-algebre de Banach est une k-algébre A munie d’une norme sous-
multiplicative qui en fait un k-espace de Banach. En pratique les seules k-algebres de
Banach auxquelles nous aurons affaire seront des algebres affinoides, et un morphisme
entre deux telles algebres sera par définition un morphisme borné de k-algebres.

Un module de Banach sur une k-algebre de Banach A est un A-module M muni
d’une norme |-| qui en fait un k-espace de Banach et est telle que |am| < |al - [|m]|
pour tout (a,m) e A x M.

2.3. — Soit A une k-algebre de Banach.

2.3.1. — Soit 7 un réel > 0. On notera A(r) le A-module de Banach dont le A-module
sous-jacent est A et dont la norme est a — r|a].

Si M est un A-module Banach, le produit tensoriel M ® AA(r) a pour A-module
sous-jacent le module M et pour norme Iapplication m — r|m|. Nous le noterons
M(r).

2.3.2. — Si (M;) est une famille de A-modules de Banach, la somme directe complétée

@ M; est 'ensemble des familles (m;) € [ [ M; telles que pour tout € > 0, Pensemble
des indices i tels que |m;| > € soit fini; notons que la famille I peut étre de car-
dinal quelconque, mais qu'un élément donné de (jBI\M n’a qu'un nombre (au plus)
dénombrable de composantes non nulles. On munit cette somme directe complétée de
la norme (m;) — max |m;|, qui en fait un A-module de Banach. Si la famille (M;)
est finie, on le notera simplement & M;.

2.3.3. — Soit M un A-module de Banach. Nous dirons qu’une famille finie (m;)
d’éléments de M est fortement génératrice si les m; sont tous non nuls et si pour
tout m € M il existe une famille finie (a;) d’éléments de A telle que m = > a;m;
et |m| = max |la;|| - |m;] (notons que pour avoir cette derniere égalité, il suffit que
[m| = max |a;| - |m;| car Iautre inégalité est automatique).

Soit (m;) une famille finie fortement génératrice de M. Soit (n;) une famille
d’éléments de M tels que [n; — m;| < [m;]| pour tout i. La famille (n;) est alors
fortement génératrice. En effet, soit m € M. Puisque (m;) est fortement génératrice,
il existe une famille (a;) d’éléments de A tels que m = >, a;m; et [m| = max |a;|-|m;].
En posant p; = m; — n; pour tout 4, on a m = Y, a;n; + >, a; ;. Soit € le maximum
des [l - [mil|~t;onae < 1et

| D @il < max ag| - il < e max faif - mi] = e|m].

On a donc écrit m = > a;n; + p avec |u| < ¢l|m]|. En réitérant le processus et en
utilisant la complétude de A on obtient une écriture de m sous la forme >} a;n; avec
m = max [ai - |mi = max [ - [|n.

2.3.4. — Soit M un A-module de Banach et soit N un sous-module de M. Nous
dirons que N est strictement fermé dans M si la distance a N de tout élément de M
est atteinte. La terminologie est consistante : si NV est strictement fermé il est fermé
(un élément de M a distance nulle de N appartiendra en effet alors & N); ¢’est donc
un A-module de Banach.
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2.3.5. — Soit ¢: N — M une application A-linéaire bornée entre A-modules de
Banach. Rappelons que ¢ est dite admissible si la norme quotient sur ¢(N) est
équivalente a la norme induite par celle de M. Nous dirons que ¢ est fortement ad-
missible si tout élément m de ¢(N) possede un antécédent n par ¢ tel que |n| = ||m|.
Cela revient & demander que la norme quotient sur ¢(N) soit égale & la norme induite
par celle de M et qu’elle soit de surcroit atteinte dans chaque fibre; cette derniere
condition équivaut au caractere strictement fermé de Ker(y) dans N.

Soit (m;) une famille finie d’éléments non nuls de M. Il résulte des définitions que
(m;) est fortement génératrice si et seulement si Papplication

D Allmal) = M, (a;) = > aim,
i
est une surjection fortement admissible.

2.}4. Proposition. — Soit r = (r1,...,ry) un polyrayon, soit A Ualgébre k-affinoide
E{T/r}, soit (p;) une famille finie de réels strictement positifs et soit M le A-module
@D A(p;). Soit N un sous-A-module de M. Le sous-module N de M est strictement
fermé et il posséde une famille finie fortement génératrice.

Démonstration. — Soit s un polyrayon k-libre tel que |k)S| # {1} et tel que les r;
soient tous de torsion modulo |k} | ; soit © la famille d’indéterminées canonique de k.

Pour tout 4, on note n; l'ordre de r; modulo |k, on choisit un élément A; de ks tel
que |\;| = 7", et 'on pose S; = T, /\;. Notons E 'ensemble des n-uplets (eq, ..., ep)
tels que 0 < e; < m; pour tout i. L’anneau k {T/r} alors un ks{S}-module libre de
base (T°)ecr, et I'on a de plus

Z AT¢

eeE

= max || - ¢
e

pour toute famille (A.) d’éléments de k;{S}. Il s’ensuit que Mj est isomorphe en tant
que ks{S}-module & ), ks {S}(rp;).

Il résulte alors de [Gru68|, III, §1, cor. de la prop. 1, que tout sous-ks{S}-module de
M est strictement fermé dans M et possede une partie finie fortement génératrice. En
particulier, A;N est strictement fermé dans M, et posséde une partie finie fortement
génératrice. Indiquons quelques conséquences de ces faits :

o A N est complet, et partant égal au sous-module Ny de M constitué des séries
en O dont chaque coefficient appartient a N ;

e N est de type fini (si (3)n;07); est une famille génératrice finie de N alors
(no,;); est une partie génératrice finie de N);

e N est strictement fermé dans M (si m € M et si >, n;07 réalise la distance de
m & Ny alors ng réalise la distance de m a N).

Soit (#1,...,x¢) une partie finie fortement génératrice du ks{S}-module N;. Il
résulte immédiatement des définitions que cette famille est a fortiori fortement
génératrice pour Ny vu comme Ag-module.
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Pour tout 4, posons o; = ||z;]. Ecrivons z; = 3, x; 707 (ot les z; y appartiennent
a N) et notons _#; ensemble (fini et non vide) des indices J tels que |z; s|s” = 03}
posons y; = ZM/I_ z; 707,

Soit n appartenant a V. Il suffit de prouver qu’on peut écrire

n = Z Qi JTs,J

1<i<é,Je}i

ot les a; ; appartiennent & A et vérifient les inégalités |a; s|s""a; < |n|. Clest
évident si n = 0; supposons désormais n # 0 (ceci entraine que N # {0} et donc que
£ > 0). Comme (x1,...,2¢) engendre fortement N, on peut écrire n = >, b;x; ol les b;
sont des éléments de A, tels que [b;]|o; < |n| pour tout i. Ecrivons b; = > ;0,507 on
a ||bi,s|s”0; < |n| pour tout (,.J). Comme n appartient & N (et donc est constante
lorsqu’on la voit comme série en la multivariable ©) on a

n = Zbi,—ﬂ?i,J = Z bi,—gxig + Z bi,—gxi,g.
iJ i,Je g i,J¢ Fi
Soit (,.J) un couple d’indices. On a ||b; _s|s™70; < ||n| et si de plus J ¢ _Z; alors
1bs,— sl i < Nbi— gl - il < 87 Inlloy yall,
d’ou finalement la majoration

| < [nflo7 il -

[bi— sl - i,

Posons € = max; o; '|yi|. On a 0 < & < 1 et n s’écrit par ce qui précede

Z biﬂ(,.]).’L'i’J +v
i,Jeji
avec |b; —s|ls~/o; < |n| pour tout (i,J) et |v| < e||n|. En réitérant le processus et
en utilisant la complétude de A on obtient une écriture de n de la forme

n = 2 Ci, J T4, J

1§i§m,.]€/i
ot les ¢; ;j appartiennent & A et vérifient les inégalités |c; s|s~70; < ||n]. O

2.5. Proposition. — Soient r et p = (p;) deux polyrayons, soit A lalgébre k-
affinoide k{T /r} et soit P le A-module de Banach fini @ A(p;). Soit ¢ un morphisme
de P wvers un A-module de Banach fini N. Soit L une extension compléte de k. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est une surjection fortement admissible ;

(ii) @1 est une surjection fortement admissible.

Démonstration. — Plagons-nous tout d’abord dans le cas ou |k*| # {1}. Supposons
que @ est une surjection fortement admissible. La surjection ¢: P — N contracte les
normes, et la norme de N coincide avec la norme quotient associée a ( ; il résulte alors
de [Gru66], §3, Théoreme 1 (1), que ¢, est une surjection contractant les normes et
que la norme de Ny, est égale & la norme quotient associée & ¢y, ; comme Ker(yy,) est
strictement fermé dans Py d’apres la proposition 2.4l ¢y, est fortement admissible.
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Réciproquement, supposons ¢y fortement admissible. L’application ¢ est alors
surjective; comme ¢ se déduit de ¢ par extension des scalaires algébrique de A a
Ap, et comme Ap est fidelement plat sur A, le morphisme ¢ est surjectif, et il est
admissible par la variante ultramétrique du théoréme de 'image ouverte (qui ne vaut
que lorsque la valuation du corps de base n’est pas triviale).

Comme l'injection k — L est isométrique, il découle de [Gru66], §3, Th. 1, que
la fleche @ — @ est isométrique pour tout k-espace de Banach (). Il s’ensuit que
¢ diminue les normes, puisque c’est par hypotheése le cas de pp. Si 'on note N’ le
module N muni de la norme quotient, on a donc un diagramme P — N’ < N
d’applications k-linéaires diminuant les normes, la seconde étant un isomorphisme
borné de k-espaces de Banach. On en déduit un diagramme Py, — N; — Ny, dont la
seconde fleche est un isomorphisme borné de L-espaces de Banach.

Par définition, la norme de N’ est la norme quotient associée & la surjection de P
vers N', laquelle contracte les normes; le noyau de cette surjection étant strictement
fermé dans P d’aprés la proposition 24, elle est fortement admissible. Il résulte alors
de I'implication déja établie que P, — N7 est une surjection fortement admissible.
Puisque ¢r, est fortement admissible par hypotheése, N; — Np, est isométrique. Les
fleches N — Nj et N — Np étant isométriques, N’ — N est isométrique et ¢ est
fortement admissible.

Il reste a traiter le cas ou k est trivialement valué. Soit ¢ un réel strictement positif
et soit L' une extension compléte de k composée de L et k;; notons que si L est
trivialement valué on a L' = L.

Par un calcul direct, on vérifie que ¢ est une surjection fortement admissible si et
seulement si c’est le cas de ¢;. Il résulte de ce qui précede que @y est une surjection
fortement admissible si et seulement si c’est le cas de .. Enfin, ¢/ est une surjection
fortement admissible si et seulement si c’est le cas de r, d’apres ce qui précede si L
n’est pas trivialement valué et par calcul direct sinon car alors L' = L;. Par conséquent
¢ est une surjection fortement admissible si et seulement si c’est le cas de ¢r,. O

2.6. Définition. — Soit V un k-espace de Banach. Une famille (v;);e; d’éléments
non nuls de V sera app/efléi une base de Schauder orthogonale si le morphisme de
k-espaces de Banach @), k(|v;]|) — V qui envoie (\;) sur X} A\jv; est une isométrie.

Plus concrétement, cela signifie que tout élément v de V' a une unique écriture sous
la forme >} Ajv;, ot (A;) est une famille de scalaires & support dénombrable dont les
valeurs absolues tendent vers zéro, et que |v]| = max]|\;| - |v;].

2.7. Remarque. — La définition traditionnelle d’'une base de Schauer orthogonale
(cf. par exemple la définition 6 de [BGR84], §2.7.2) requiert que ’ensemble J d’in-
dices soit dénombrable, mais nous nous permettons de la modifier en supprimant cette
exigence.

2.8. Remarque. — Soit V un k-espace de Banach et soit v un élément non nul de V.
Si V possede une base de Schauder orthogonale (v;), il résulte de la proposition 7 de
IBGR&4], §2.7.2 (appliquée & un sous-espace complet de V' engendré topologiquement
par une famille dénombrable de v; et contenant v) que V' posséde une base de Schauder
orthogonale contenant v.
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2.9. — Soit L une extension complete de k et soit A une extension complete de L.
Si (¢;) est une base de Schauder orthogonale de L sur k et si ()\;) est une base de
Schauder orthogonale de A sur L alors (£;);); ; est une base de Schauder orthogonale
de A sur k.

2.10. — Rappelons que si r est un polyrayon, nous désignons par k(T'/r) le corps
E(T) muni de la valuation de Gaufl de parameétre r. Son complété kﬂ), qui n’est
autre que k. si v est k-libre, s’identifie & 52 (n,) ou n, est le point de A,lc’an défini
précisément par la norme de GauB > a; 7" — max|a;]| - 7.

Si k est stable alors kﬂ) est stable : on peut le déduire de la stabilité de k(T'/r)
([Kuh10]) et de la préservation de la stabilité par complétion en hauteur 1 ([Gru68|,
Remarque n° 3 page 57); on pourra aussi se reporter & la preuve de Michael Temkin
([Tem10], Th. 6.3.1).

—_

2.11. Lemme. — Soit r un polyrayon. Le corps valué complet k(T /r) posséde une
base de Schauder orthogonale sur k.
2.12. Remarque. — D’apres la remarque [Z8] le lemme ci-dessus entrainera ’exis-

tence d’une base de Schauder orthogonale de k(T'/r) sur k contenant 1; mais en fait
le lecteur vérifiera que la base de Schauder orthogonale construite dans notre preuve
contient automatiquement 1.

Démonstration du lemmel[Z111 — En vertu de on peut raisonner par récurrence
sur la longueur de r et donc supposer que celle-ci vaut 1; on désigne donc a partir de
maintenant par r un réel strictement positif/et\par T une unique indéterminée.
Supposons que 7 ¢ |k*|Q. Dans ce cas k(T/r) = k, et la famille (T%);cz est une
base de Schauder orthogonale de k, sur k.
Supposons que 7 € |k*|Q et soit N l'ordre de r modulo |k*|. La famille

{1,T,...,TN~1) est une base de Schauder orthgonale de kﬂ) sur k(TN /rN).

Il suffit donc de montrer que k(TN /rV) posséde une base de Schauder orthogonale
sur k; ceci permet de se ramener au cas ou r € |k*| puis, par renormalisation de
I'indéterminée, au cas ou r = 1.

Fixons un ensemble & de polyndémes unitaires a coefficients dans k° telle que
P — P! établisse une bijection entre &2 et I'ensemble des polynoémes irréductibles
unitaires de %1[T] (notons que chaque polynéme P est alors irréductible, puisque
toute extension finie de k contenant une racine de P aura un indice d’inertie au
moins égal & deg P); si la valeur absolue de k est non triviale, on suppose de plus
que & est constitué de polynémes séparables. Nous allons montrer que la famille

P = (TYixo0, (g—i)Pey,ogd<degP,m>o) est une base de Schauder orthogonale de

k(T) sur k.
Si la valeur absolue de k est triviale, ¢’est évident : dans ce cas, une base de Schauder

———

orthogonale de k(T) = k(T) sur k en est simplement une base au sens usuel, et la
théorie de la décomposition en éléments simples sur le corps k& permet de conclure.
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Supposons maintenant la valeur absolue de k n’est pas triviale. La théorie de la
décomposition en éléments simples sur k! assure que & se réduit en une base de ! (T)
sur k! ; il s’ensuit q/uflle constitue une base de Schauder orthogonale du sous-espace
de Banach E de k(T) qu'elle engendre (topologiquement); il suffit maintenant de
montrer que E = k(T). Notons 7 le point de Gau$f de P, ; on a k(T) = 7(n).

Supposons tout d’abord que k est algébriquement clos. Chaque polynéme P est
alors de la forme T — ap avec ap € k°; les ap constituent un systéme complet de
représentants de £° modulo k°°. Soit f € k(n). Il existe un voisinage affinoide V' de n
sur lequel f est définie. Quitte a restreindre V' on peut supposer qu’il est décrit par
une conjonction d’inégalités de la forme

IT|<Ret|T —ap, | =riet ...et|T

oul < Ret0<r; <1pour tout j. Montrons que f (vue comme fonction analytique
sur V) s’écrit comme une somme

S+ XY g

Jj=1 1 7(1]3

ol |a;|R" — 0 et |o¢z-j|irj_" — 0 pour tout j; cela assurera que f appartient a E,
et partant que x(n) < E et donc que E = J#(n) par densité de k(n) dans 2(n).
On raisonne par récurrence sur s. Si s = 0 alors V est le disque fermé de rayon
R et lassertion requise est évidente. Supposons s > 0 et ’assertion vraie pour les
entiers < s. La restriction de f a la couronne ry < |T
ez @i(T —ap,)" ot |a;|rt tend vers 0 quand 4 tend vers —oo (et ot a7 tend vers
0 lorsque ¢ tend vers +00 pour tout r < 1). Posons g = f — >, _,a;(T' —ap,)". La
fonction g est alors une fonction analytique sur V' qui se prolonge par construction
au voisinage affinoide de 1 défini par les inégalités

IT|<Ret|T —ap,|=met ... et |[T—ap,_,|>rs_1.

On conclut en appliquant 'hypothése de récurrence a g.

Il reste a traiter le cas ou le corps k n’est plus nécessairement algébriquement clos.
Soit k7 le complété d’une cloture algébrique de k et soit @ le quotient 52 (n)/E, muni
de la norme quotient. Il s’agit de montrer que Q est nul; mais Q ®x ks "injecte
d’apres [Gru66], §3, Th. 1 dans Q@kka ; il suffit donc de montrer que ce dernier est
nul ; comme la suite 0 — E@kka — J(n )®kk:a — Q@kkza — (0 est exacte en vertu de

loc. cit., il suffit finalement de vérifier que E@kka = (n )@kk:a.
La norme de J#(n) est universellement multiplicative (Berkovich, ¢f. [Duc09],

Lemme 1.8 et exemple 1.9); en particulier, la norme tensorielle de #(n)®rk?® est
multiplicative, et coincide donc avec sa norme spectrale . Or comme le point de
Gaull iz de P ’an est invariant sous 'action de Galois, c’est I'unique antécédent de

n sur P ’an, et ///(%(n)@k@) est donc réduit au singleton {ng}. Il s’ensuit que

le morphlsme naturel ¢ (n)@k@ — (nkg) est un isomorphisme isométrique; on
identifie désormais jf(n)@k@ a A (nz)-
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Pour tout ¢ >0 ona T% e E@;v%3 Soit maintenant P un élément de &2 et soient
O, ..., 0deg P S€S Tacines dans k=, Pour tout entier m, le sous—é;—espace vectoriel
de J(ng) engendré par les éléments de la forme T4/P* avec 0 < d < degP et
1 < ¢ < m est contenu (par décomposition en éléments simples) dans celui engendré
par les m pour ¢ variant entre 1 et deg P et ¢ entre 1 et m; pour des raisons
de dimension, ces deux sous-espaces vectoriels coincident. Par conséquent, pour tout
entier m > 0, tout polynéme P € £ et toute racine a de P dans é;, I’élément
W appartient a E®ké§ Comme 'ensemble des racines dans k* des polynoémes
P appartenant & & contient un systéme de représentants de (ég)O modulo (é;)OO on
déduit du cas algébriquement clos déja traité que E@ukd = # (nz)- O

2.13. Définition. — Soit A une algébre k-affinoide et soit » un polyrayon. Nous
dirons qu'un morphisme @: k{T/r} — A est distingué si tout élément a de A posséde
un antécédent b par ¢ tel que [[b]| soit égal & la semi-norme spectrale de a.

2.14. — Soit ¢: k{T/r} — A un morphisme. Si ¢ est distingué la semi-norme spec-
trale de A est une norme, ce qui équivaut a dire que A est réduite. Et si A est
réduite alors ¢ est distingué si et seulement si c’est une surjection fortement admis-
sible lorsque A est munie de sa norme spectrale : cela résulte de la définition et du
fait que ¢ diminue les normes spectrales.

2.15. Définition. — Soit A une algebre k-affinoide. Nous dirons que A est dis-
tinguée $’il existe un polyrayon r et une surjection distinguée u: k{T/r} — A.

Nous dirons que A est I'-distinguée s’il existe une surjection distinguée k{T/r} — A
pour un certain polyrayon r constitué d’éléments de T'.

2.16. Remarque. — Lorsque la valuation de k n’est pas triviale, une algebre stric-
tement k-affinoide est {1}-distinguée si et seulement si elle est distinguée au sens de
[BGR84], 6.4.3.

2.17. — Soit A une algebre k-affinoide distinguée dont on note |- || la norme spectrale
(rappelons que A est réduite d’apres [Z.14).

2.17.1. — 1l existe un morphisme distingué ¢: k{O1/p1,...,O0m/pm} — A tel que
[£(0;)|]| = p; pour tout i. Partons en effet d’un morphisme distingué quelconque
w: k{Tv/r1,...,Tn/rn} — A; pour tout i on pose p; = ||¢(T3)|. Soit I ensemble des
indices i tels que p; > 0; ona ¢(T;) = 0 pour tout ¢ ¢ I. Le morphisme ¢: k{T/r} — A
admet alors une factorisation
X ¥

R{T/r} ——————=k{Oi/piticr ——= A
ou x envoie T; sur ©; si i € I et sur 0 sinon, et olt ¢ envoie ©; sur ¢(7T;) pour tout
i € I. Soit a € A. Il posséde un antécédent b par ¢ tel que [|b] = [a|. On a alors
a = Y(x(®)) et a] < x(b)] < [b] = al, si bien que [x(5)] = lal-
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2.17.2. — Donnons-nous un morphisme ¢: k{O1/p1,...,0n/pm} — A comme au
2I7.T ci-dessus. Pour tout 4, on pose f; = ¥(©;) et on suppose donné un élément
gi € A tel que | fi — gi| < pi.

Soit a € A. Comme % est distingué il existe une série >.a;0©! appartenant a
k{©/p} telle que a = Y as f! et max|ar|p! = |a|. En écrivant f; = g; + (f; — g:) et en
développant 1'égalité a = Y. arf! on voit qu'il existe une série > 3;07 appartenant
A k{©/p} telle que a = Y. Brg’ et telle que max|Br|p! = |al. Par conséquent, le
V' k{©1/p1,...,Om/pm} — A qui envoie O; sur g; pour tout i est lui aussi une
surjection distinguée.

2.18. Remarque. — Soit A une algebre k-affinoide distinguée. Si A est [-distinguée,
il existe une surjection distinguée k{T/r} — A avec r constitué d’éléments de T', ce
qui implique que |A| < |k|- T (et entraine par ailleurs que A est I'-stricte).

Réciproquement, supposons que |A| < |k| - T', et choisissons une surjection dis-
tinguée k{T/r} — A. Il résulte de 2171 que k{T/r} — A se factorise par une sur-
jection distinguée v: k{©1/p1,...,0n/pn} — A telle que |[v(0;)| = p; pour tout 7.
Chacun des p; appartient donc a | A|\{0} < |k*|-T'. En renormalisant convenablement
les indéterminées on obtient une surjection distinguée w: k{@®/p},..., 0. /ph} — A
ou chacun des pj; appartient a I' (et ou |w(©})| = p} pour tout ¢). Il s’ensuit que A
est I'-distinguée.

2.19. Lemme. — Soit A une k-algébre affinoide et soit L une extension compléte de
k possédant une base de Schauder orthogonale sur k. On fait les hypothéses suivantes :

(a) lalgébre A est réduite ;
(b) lorsqu’on munit A de sa norme spectrale, la norme tensorielle de Ay, coincide
avec sa (semi)-norme spectrale (ce qui implique que Aj, est réduite).
Les assertions sutvantes sont alors équivalentes :
(i) Dalgébre k-affinoide A est distinguée ;
(ii) lalgébre L-affinoide Ay, est distinguée.

Démonstration. — Choisissons une base de Schauder (©;);e; de L sur k, en faisant
en sorte qu’il existe 0 € J tel que ©g = 1 (remarque [Z8). Supposons A distinguée
et choisissons un morphisme distingué ¢: k{T/r} — A. Le morphisme ¢ est une
surjection fortement admissible et la proposition (que l'on applique en voyant A
comme un k{7 /r}-module de Banach fini via ) assure que @ est une surjection
fortement admissible lorsque Ay, est munie de sa norme tensorielle, qui coincide ici
par hypothese avec sa norme spectrale. Par conséquent ¢, est distingué et Ay est

distinguée.
Réciproquement, supposons A, distinguée. On note | - | les normes spectrales de
A et Ap,. Choisissons un morphisme distingué L{T}/r1,...,T,/rn} — AL, et notons

fi Vimage de T; pour tout i. Il résulte de [ZIT qu’on peut supposer que | f;|| = r; pour
tout 4 puis, quitte & perturber si besoin le morphisme L{T/r} — Ar, que f; est pour
tout ¢ une somme finie Y, \; ;O; (ol les \; ; appartiennent & A). Pour tout (4, j) tel
que \; ; # 0 on pose s; ; = | ;[ ; les réels s; ; sont tous strictement positifs ; on a par
ailleurs r; = || f;| = max; s; jp;. Soit ¢: k{S; ;/si;}i,j — A le morphisme qui envoie
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S;,; sur A; ; pour tout (4,7); on note ¢r,: L{S; ;/S: ;}i,; — Ar le morphisme déduit
de ¢ par extension des scalaires.

Soit a appartenant & A. Par hypothese, il existe un élément > a;T?! de L{T/r} tel
que a = Y arf! et max |as|r! = |a/. Comme

Zsi,j@j
J

pour tout i, on peut évaluer la série Y a7’ en (3; 5 ;0;)1<i<n- On obtient un

= m?X Si,jpj =T

élément b € L{S; ;/si j}i;j, de norme majorée par | Y asff| = |al, et qui vérifie par
construction I'égalité ¢ (b) = a. Puisque a € A on a également ¢(by) = a ou by
désigne le coefficient de ©¢ = 1 dans la décomposition de b sur la «<base» (0;). Par
ailleurs la définition de la norme de L{S; ;/si ;}:; entraine que |bo| < [b] < |al.
Comme ¢ contracte les normes spectrales il vient |bol| = |al. O

2.20. Lemme. — Soit A une algébre k-affinoide réduite, munie de sa morme spec-

trale ||-||. Soit r = (r1,...,7m) un polyrayon, soit |-| la norme tensorielle de Ak(/T—/\T)

et soit ||-||c sa semi-norme spectrale. On a Uégalité || = |||, et de plus HAk(/T%) |
zZ

est égal a |A|-rZ ... -rZ.

2.21. Remarque. — On sait que ||, est une norme car A est réduite et car k(T'/r)
est analytiquement séparable, ¢f. [Duc09], exemple 1.9 et théoréme 3.1; mais nous
n’allons pas utiiser ce fait dans la preuve du lemme, qui le redémontrera donc au
passage.

Preuve du lemme[2Z2200 — Soit P un élément de Ak(/Tﬁ) de la forme > a;T! ou I

parcourt un ensemble fini. On a |P| < max;|az| - r!. Soit 7: //Z(Ak(/TW)) — M (A)
I’application continue naturelle. On a les égalités
Pl = sup  [P(y)]
yE.//[(Ak(/T\/;‘))

= sup  sup [P(y)|
zeM(A) yer—1(x)

= sup max]|as(z)|r!
zeM(A)

= max|as|r!.
1

Comme on a par ailleurs |P|o, < |P|, il vient |P|o = |P| = max;|ar|r!.
On conclut en remarquant que ||-|| et |-« sont des normes de k(7T /r)-espaces vec-

toriels et que les éléments P comme ci-dessus engendrent un sous-k(7/r) -espace
vectoriel dense de Ak(/T/\T). O

La proposition suivante fait appel de maniere cruciale & la notion de I'-annéloide
résiduel introduite au 213
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2.22. Proposition. — Soit r = (r1,...,7r,) un polyrayon constitué d’éléments de T
et soit I un idéal de k{T /r}. Soit (a1,...,am) une famille fortement génératrice de I
telle que |a;| € T' pour tout i. Soit A lalgébre quotient k{T/r}/I et soit ||-|q sa norme
quotient.

(1) La norme quotient |-|q est sous-multiplicative et d valeurs dans |k|-T'. On note
Ay le T-annéloide résiduel de (A, |-||q).
(2) La surjection k{T/r} — A induit un isomorphisme k[r\T|/(a1,...,an) ~ A
(3) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La surjection k{T/r} — A est distinguée.
(ii) La surjection k{T/r} — A induit un isomorphisme de k-algébres
HAT)/ @ @) ~ A

(rappelons que A désigne le I'-annéloide résiduel de A relatif a sa semi-
norme spectrale).

(i) La k-algebre K[r\T)/(@1, ..., an) est réduite.

Démonstration. — La norme de k{T'/r} est multiplicative, ce qui entraine que ||-||q est
sous-multiplicative. Par ailleurs, Iidéal I est strictement fermé dans k{T'/r} d’apres la
proposition 24 ce qui implique que k{T/r} — A est fortement admissible lorsqu’on
voit A comme munie de |-|4. La norme de k{T'/r} étant & valeurs dans |k| - T, il en
résulte que [|Afq < |k| - T.

2.22.1. — Montrons que le morphisme %[T\T](cﬁ, ey ) — flq est bijectif. Pour
tout a € A et tout élément R de I' supérieur ou égal & |afq on note a7 'image de a
dans /I(If, et Pon omettra le R en exposant si R = |la|q.

Commencgons par la surjectivité. Soit a € fwlq ; montrons qu’il possede un antécédent
dans E[T\T] C’est clair si @ = 0. Supposons que o # 0 et choisissons un élément a de
A de norme appartenant a I' et tel que o = @q. Puisque k{T'/r} — A est fortement
admissible relativement & ||-[q, il existe un antécédent b de a dans k{T/r} tel que
[6] = |lalq. L'élément o = @4 de /Tq est alors égal & 'image de b.

Soit maintenant 8 un élément de k[r\T]. Nous allons montrer que I'image de 3
dans /Tq est nulle si et seulement si 8 € (a1, ...,a,,). On peut supposer § non nul; il
est alors égal a b pour un certain élément b de k{T'/r} dont la norme appartient & T";
notons a I'image de b dans A. L’image de 8 dans /qu est égale a &ff.

Supposons que 8 appartienne & (a1, ...,ay). Il existe alors A\1,... \, € k{T/r} tels
que |A;] - o] < R pour tout i et tels que |b — > Aia;| < R. Comme b — > \ay; a
également pour image a dans A, il vient [af, < R puis a2 = 0.

Inversement, supposons que &(If = 0. Cela signifie que |a|q < R. Par conséquent, a
possede un antécédent ¢ dans k{T'/r} tel que |c| < R. Puisque b et ¢ ont méme image
dans A, la différence b — ¢ appartient a I. Comme les «; engendrent fortement I, il
existe une famille ();) d’éléments de k{T/r} tels que ||\ - ||| < [b — ¢| = R pour
tout i et telle que b — ¢ = > A\;a;. Mais on a alors 8 = b= Diel /\Niawi ou I désigne
Pensemble des indices i tels que |A|; - |a;i| = [b]|.



REDUCTION EN FAMILLE D’ESPACES AFFINOIDES 33

2.22.2. — Montrons maintenant (3) par implications circulaires. Si k{T'/r} — A est
distinguée, la norme ||| q coincide avec la norme spectrale de A, et (ii) se déduit alors
de (2). Si (ii) est vraie alors (iii) est vraie car A est réduite. Enfin si (iii) est vraie alors
on déduit de (2) que ||-|q commute aux puissances, ce qui implique qu’elle coincide
avec la semi-norme spectrale de A, c’est-a-dire que k{T/r} — A est distingué. O

2.23. Théoréme. — Supposons que le corps k est stable et soit A une algébre k-
affinoide. L’algebre A est distinguée si et seulement si elle est réduite.

Démonstration. — Comme I' ne joue pas de réle dans ’énoncé, on peut le supposer
égal & R~ (il va intervenir ci-dessous implicitement & travers les annéloides résiduels).
On sait que si A est distinguée, elle est réduite. Rec1proquement supposons A redulte
et munissons-la de sa norme spectrale ||-|. La réduction A est de type fini sur k ; par
conséquent, D(A;éo) est un monoide de type fini sur D(k: ), ce qui veut dire que le
monoide des valeurs non nulles de la norme spectrale de A est de type fini sur |k*|.

Il existe donc un polyrayon r = (r1,...,r,) tel que k(T /r) ne soit pas trivialement
valué et tel que |A| < |k|-7Z ... rZ.
/Lis lemmes 21Tl et assurent qu’on peut appliquer le lemme [2.19] & ’extension
k(T/r) de k, ce qui signifie qu'on peut s’assurer du caractére distingué de A apres

passage au corps k(T/r) (notons que l'algébre A,—-. est encore réduite d’apres le

k(T /r)
lemme [Z20] voir aussi la remarque 221]). Par ailleurs, le corps valué k(T'/r) est stable
210), et HAk(T/T) | = |A|l-r% - ... 7% par le lemme Par conséquent on peut

N

supposer, quitte a étendre les scalaires a kﬂ), que la valeur absolue de k n’est
pas triviale et que |A| < |k| (avec égalité si A # {0}), ce qui implique que A est
strictement k-affinoide.

Récapitulons : A est une algebre strictement k-affinoide réduite sur le corps k qui
est non trivialement valué et stable, et |A| < |k|. En vertu de [BGR84], 6.4.3, Th.
1, ceci entraine que A est distinguée (et méme {1}-distinguée). O

Le lemme suivant est un cas particulier facile de résultats tres généraux de descente
établis par Conrad et Temkin dans leur prépublication [CT]. Nous en donnons une
preuve directe pour la commodité du lecteur.

2.24. Lemme. — Soit u: A — B un morphisme d’algébres k-affinoides, et soit k*
une cloture algébrique de k. Siug: Az — B est une surjection admissible alors u
est une surjection admissible.

Démonstration. — Comme I' n’apparait pas dans ’énoncé, on peut le supposer égal
a R~g. Posons C' = AA,d et D = Bp;. L’annéloide C est fini sur /~1®~ k= d’apres
[Tem04], Prop. 3.1 (v), et A — C est injective car A — A préserve les semi-normes
spectrales puisque .#(Ag) — A (A) est surjectlf Le morphlsme A - C est en
conséquence une 1nJect10n entiere. De méme, B — D est une 1nJect10n entiere. Par

ailleurs, notre hypothese sur u;5 implique que D est finie sur C et a fortiori entiere

k;d
sur A. Par conséquent, la sous—A—alg‘ebre B de D est entitre sur A (et méme fine sur
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A puisque B est de type fini sur k). Cela signifiec que .#(B) — .#(A) est sans bord
([Tem04], prop. 3.4) ; comme il s’agit d’'un morphisme entre espaces affinoides, il est
fini ([Ber90], Cor. 2.5.13). Dés lors B est un A-module de Banach fini, et D = B®4C.
Or C est une A-algebre fideélement plate ([Ber93|, Lemma 2.1.2); par conséquent, la
surjectivité de ug; entraine celle de . o

2.25. Lemme. — Soit A une algébre k-affinoide I'-stricte géométriquement réduite,
soit r un polyrayon constitué d’éléments de T' et soit u: k{T/r} — A un morphisme
surjectif. Soit (a1, ..., an) une famille fortement génératrice de Ker(u). Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) la k-algebre k[r\T/(a1,...,an) est géométriquement réduite ;
(ii) pour toute extension compléte L de k, le morphisme uy, est distingué ;

(iii) le morphisme u est distingué et il existe une extension compléte algébriquement
close L de k telle que uy, soit distingué ;

(iv) le morphisme u est distingué et A est géométriquement réduite.
2.26. Remarque. — Comme tout idéal de k{T/r} admet une famille fortement

génératrice (proposition [Z4]), les assertions (ii), (iii) et (iv) du lemme ci-dessus sont
équivalentes pour tout morphisme surjectif u: k{T/r} — A.

Démonstration. — Notons pour commencer que la proposition assure que
(a1,...,am,) est une famille fortement génératrice de Ker(uy) pour toute extension

complete L de k.

L’implication (i)=>(ii) découle de la proposition[Z22] et (ii)=>(iii) est évidente. Sup-
posons que (iii) soit vraie. Comme u et uy, sont distingués, la proposition[Z:22 entraine
que les applications naturelles k[r\T]/(a1,...,an) — A et L[P\T]/(a1,...,an) — AL
sont des isomorphismes. Par conséquent le morphisme naturel A ®x L— ;1\; est un
isomorphisme; comme le but de cet isomorphisme est réduit, sa source I’est aussi et
A est donc géométriquement réduite.

Enfin supposons que (iv) soit vraie. Comme u est distingué, la proposition
assure que k[r\T]/(@1,...,a@y) — A est un isomorphisme. Si L est une extension
compléte de k le quotient L[r\T]/(dx, . .., an) est donc isomorphe a A ®x L et est par
conséquent réduit d’apres nos hypotheses, d’ou (i). O

2.27. Définition. — Soit A une algebre k-affinoide. Si r est un polyrayon, un mor-
phisme surjectif u: k{T/r} — A est dit universellement distingué si uy, est distingué
pour toute extension complete L de k.

L’algebre A est dite universellement distinguée (resp. universellement I'-distinguée)
s’il existe un polyrayon r (resp. un polyrayon r constitué d’éléments de I") et une
surjection universellement distinguée u: k{T'/r} — A. Si c’est le cas on peut toujours

faire en sorte que |[u(T;)|| = r; pour tout 4, par le méme procédé que celui décrit au
217 (resp. ZTS).
2.28. Théoréme. — Soit A une algébre k-affinoide I'-stricte et géométriquement

réduite. Il existe une extension finie L de k, qu’on peut prendre séparable si |k*| # {1},
telle que Ay, soit universellement T'Q-distinguée.
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Démonstration. — Quitte a remplacer I' par I'® (ce qui ne change pas la notion
d’algebre I-stricte) on peut supposer que I' est divisible. Pour toute extension
complete F' de k, lalgeébre Ap est réduite et on la considérera toujours comme munie
de sa norme spectrale qu’on notera | - || (cette notation n’est pas ambigué car comme
M(Ap) — M (A) est surjective, A — Ap préserve les normes spectrales). Soit k*
une cloture algébrique de k. Le corps ko est stable, et 'algebre Ay est réduite. Le
théoréme assure alors que que Az est distinguée. Il existe donc un polyrayon
r = (r1,...,m,) et une surjection distinguée v: @{T/T} — Ag. Puisque A est
[-stricte et I' divisible, on a [A5 || = |E5| -I'; en vertu de la remarque on peut
donc supposer que chacun des r; appartient a I'. Il résulte par ailleurs de ZI7 que
quitte a perturber un peu v, on peut supposer qu’il existe une extension finie L de
Ek, et méme finie séparable si |k*| # {1}, telle que v(T;) € Ar pour tout i. Soit J
le noyau de v. La proposition [Z4] assure que J posséde une famille finie fortement
génératrice (ay,...,an), et il découle de qu’on peut supposer, quitte a agrandir
L et & perturber un peu les a;, que les a; appartiennent & L{T'/r}.

Notons u le morphisme L{T/r} — AL qui envoie T; sur v(T;) pour tout ¢, et I
idéal (a1,...,an) de L{T/r}. On a par construction v = ug et J = I;. Comme v
est une surjection admissible, le lemme[2.24] assure que u est une surjection admissible.
Puisque v = ug on a Ker(v) = Ker(u)z, et on a d’autre part Ker(v) = J = I;. Par
fidele platitude de A sur Ap ([Ber93], Lemma 2.1.2), il vient Ker(u) = I. Comme
(a1, ...,an) engendre fortement J, il résulte de la proposition[Z3l (et de la fin de 2235
que (a1, ..., an) engendre fortement . Le morphisme v étant distingué, la proposition
222 entraine que if\‘;[T/r]/(aNl, ..., @) est réduite. Il résulte alors du lemme 225 que u
est universellement distingué. En conséquence, A, est universellement distinguée. O

2.29. Remarque. — On ne peut pas espérer que ’énoncé du théoreme ci-dessus
vaille en général avec I' & la place de T'Q. En effet supposons qu’il existe un élément
r appartenant & T'Q\(I" - [k*|Q). Pour toute extension finie L de k on a alors

Ly =|L%|-r% ¢ |L¥]- T,
si bien que L, n’est jamais I'-distinguée. En revanche, la présentation canonique

E{T/r,rS}/(ST — 1) ~ k, est universellement I''/N-distinguée, ott N est 'ordre de r
modulo T'.

2.30. Proposition. — Soit A une algébre k-affinoide T'-stricte géométriquement
réduite, soit r un polyrayon constitué d’éléments de T' et soit u: k{T/r} — A une sur-
jection admissible. On note I le noyau de u. Soit (a1, ..., an) une famille génératrice
de I constituée d’éléments non nuls et telle que pour toute extension compléte L de
k, les propriétés suivantes soient satisfaites :

(a) L[A\T)/(a1,...ay) est réduite ;
(b) la fleche naturelle L[P\T/(ay, ... an) — m est injective.
La famille (a;) engendre alors fortement I, et u est universellement distingué.

Démonstration. — Soit ||-|| la norme spectrale de A. Il suffit de montrer que la famille
(a;) engendre fortement I. Il découlera alors de la proposition 28], de 'hypothese (a)
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et de la proposition 222 que uy, est distingué pour toute extension complete L de k,
et donc que w est universellement distingué.

Par ailleurs pour montrer que la famille (a;) engendre fortement I, il suffit de le
faire aprés une extension quelconque des scalaires (prop. 25). Comme nos hypothéses
sont, elles-mémes invariantes par une telle extension, on peut supposer que k est
algébriquement clos, et que I' < |k*| # {1} (lalgebre A est alors strictement k-
affinoide). Cette derniere hypotheése permet de se ramener aussitdt par renormalisation
des indéterminées au cas ou r = 1. Comme on peut multiplier chacun des a; par
un scalaire sans changer le caractére fortement générateur éventuel de (a;) ni nos
hypotheses sur algebre k[r\T]/(1, . .. @), on peut supposer que |a;| = 1 pour tout
i.

Soit J le noyau de k°{T} — A. Pour que la famille (ay, ..., a,,) engendre fortement
I, il faut et il suffit qu’elle engendre J sur k°{T'}. La condition énoncée est en effet clai-
rement nécessaire par définition d’une famille fortement génératrice. Réciproquement,
supposons que (a1, ..., a,) engendre J sur k°{T} et soit a € k{T'}; montrons qu’on
peut écrire a sous la forme > a;a; avec |oy| < |a| pour tout i. C’est évident sia =0;
sinon |a| € |k*|, si bien que quitte & diviser a par un scalaire convenable, on peut
supposer que |al| = 1; mais I'assertion requise découle alors directement du fait que
(ay,...,am,) engendre J sur k°{T}.

Il suffit donc pour conclure de démontrer que (ay, ..., an) engendre J sur k°{T}.
Comme A° est plat sur k°, I'idéal J de k°{T} est de type fini, ¢f. [BL93al, Prop.
1.1 (c). Soit b un élément non nul de J et soit p un élément de k° tel que [[b]| = |pl.
L’image de b/p dans A est nulle, et I'image de b/u dans k[T ]/(al,. .@ym) est donc
également nulle par injectivité du morphisme k[T]/(dy1,...an) — A. 1l existe donc
ALy ooy Am, v dans k°{T} et € dans k°° tels que b/pu = >, \ja; +ev. Comme u(a;) = 0
pour tout ¢, il vient eu(v) = 0 et donc € = 0 ou u(v) = 0, c’est-a-dire v € J; dans
les deux cas on a b € I + k°°J. Le k°{T}-module de type fini J/I satisfait donc
Pégalité J/I = k°°J/I. Le lemme de Nakayama assure alors I’existence d’un élément
w € k°°{T} tel que (1 +w)(J/I) = 0. Puisque 1 + w est inversible dans k°{T'} il vient
J=1. o

2.31. Un criteére utile. — Reprenons les notations de la proposition Nous
allons énoncer un critére pour que les hypotheses de celle-ci soient satisfaites, auquel
nous ferons appel lors de la preuve du théoréme principal.

Supposons que la k-algébre k[r\T']/(@1, . .. ay) est géométriquement réduite. Soit L
une extension complete de k. Elle satisfait alors ’hypothese (a). Par ailleurs, le mor-
phisme naturel de L[r\T'|/(d1, ... ay) vers (fTL/) est entier d’apres [Tem04j, Prop. 3.1
(v), et il induit donc un morphisme fermé de Spec (AL) vers Spec LIAT)/(a1,...an).
1l en résulte, Pannéloide L[r\T]/(d1, . . am) étant réduit, que L[r\T]/(al, oo Q) Sin-
jecte dans (AL) si et seulement si Spec (AL) se surjecte sur Spec L[A\T]/(a@1, . .. an).

Pour que cette derniére condition soit satisfaite, nous allons montrer qu’il suffit que
le schémoide X := Spec ’E[T\T] /(ai,...,a;,) possede les deux propriétés suivantes, en
notant E I’ensemble de ses points maximaux :
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(o) pour tout ¢ € E, la composante irréductible {£} de X est géométriquement
irréductible ;

(8) pour tout & € E, il existe un élément f non nul de k{T/r} tel que f(n) =0
pour tout n € E\{¢}, un domaine affinoide V' de .#(A) purement de dimension
d := dim {¢}, et un point v de V tel que |u(f)(v)| = | f]|-

Supposons en effet que ce soit le cas, et montrons que chacun des points maximaux
de X; appartient a I'image de Spec /fl\i ; cela permettra de conclure, puisque la fleche
Spec (fA\JL) — X3 est fermée.

Soit donc ¢ un point maximal de X; et soit £ son image sur X; 'hypothese ()
assure que ¢ est 'unique antécédent de § sur X;. Soit W le domaine affinoide de
A (Ar) défini par Végalité |u(f)] = |f]. L’hypothese (5) assure que W rencontre
Vi, qui est purement de dimension d; en particulier, W rencontre au moins une
composante irréductible de dimension d de .#(Ay), si bien que ouvert W de Spec AL
rencontre au moins une composante irréductible de dimension d de ce dernier (lemme
[AT)); soit w son point générique. Par définition de W, la fonction 17(\]‘/) ne s’annule
pas en w; par conséquent, I'image de w sur X n’appartient pas au lieu des zéros de f ,
lequel contient {77} pour tout point maximal n différent de £ (en vertu de I’hypothese
(8)). 11 ’ensuit que 'image de w sur Xy, est située sur {¢}. Comme Spec AL — Xy est
fini et comme w est le point générique d’une composante irréductible de dimension d,
on en déduit que 'image de w sur X, est égale a (.

3. Le théoréme principal

3.1. — Nous suivons toujours les conventions générales décrite aux paragraphes 2.1
et sq.
3.1.1. — Nous ferons un grand usage dans ce qui va suivre de la théorie de la

réduction des germes d’espaces analytiques introduite par Temkin dans [TemO04],
et plus précisément de sa déclinaison I'-stricte développée au chapitre 3 de [Ducl8]
(dans lequel nous décrivons en détail la théorie).

Rappelons simplement ici quelques notations utiles. Si F' — L est une extension de
corpoides I'-gradués, on note P/ I'ensemble des (classes d’équivalence de) valuations
sur L qui sont triviales sur F'. Pour toute partie £ de L, on note P, r{E} le sous-
ensemble de Py p formé des valuations dont I'annéloide contient E. Les P p{E}
pour F fini engendrent une topologie dont on munit Py ; ce dernier est alors quasi-
compact.

Si (X, x) est un germe d’espace k-analytique I'-strict, nous noterons m la «par-

T—— F
tie I'-stricte» de sa réduction a la Temkin, qui est notée (X, ) dans [Ducl8] (voir les
paragraphes 3.5.3 et 3.5.9 de op. cit. pour sa définition et ses principales propriétés).

C’est un ouvert quasi-compact et non vide de P —— )/

3.1.2. — Nous utiliserons également la notion de platitude en géométrie analytique
telle qu’elle est introduite et étudiée dans [Ducl8| (voir notamment le chapitre 4 de
op. cit.).
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Nous nous servirons a plusieurs reprises du résultat suivant : si p: ¥ — X est un
morphisme plat entre espaces k-analytiques compacts et T'-stricts alors p(Y) est un
domaine analytique (compact) et I-strict de X. Lorsque I' = {1} c’est un résultat
de Raynaud (¢f. [BL93Db], Cor. 5.11). On trouvera dans [Ducl8] une démonstration
du cas général par réduction au cas ot I' = {1}, ainsi qu’une nouvelle preuve de ce
dernier sans modeles formels (ils sont remplacés par la réduction des germes d’espaces
analytiques); ¢f. op. cit., théorémes 9.1.3 et 9.2.1.

Nous aurons également besoin d’un énoncé technique sur le lieu d’équidimensionalité
d’un morphisme plat, que nous démontrons en appendice (théoréme [A.2).

3.2. Définition. — Soit A — B un morphisme entre algebres k-affinoides I'-
strictes; posons X = .#(A) et Y = .#(B). Une présentation B ~ A{T/r}/(a1,...,amn)
de B sur A (ou de Y sur X) est dite I'-sympathique si elle posséde les propriétés
suivantes, en notant D le polydisque relatif .4 (A{T/r}) :

(1) le polyrayon r est constitué d’éléments de T';

(2) pour tout ¢ compris entre 1 et m la semi-norme spectrale p; de a; appartient a
T, et pour tout z € X la norme spectrale de a;|p, est encore égale & p; ;

(3) pour tout point z de .#(A), la famille (a1|p,, ..., am|p,) est une famille forte-
ment génératrice de I'idéal qu’elle engendre dans 52 (z){T/r} ;

(4) le morphisme naturel p: Spec A[r\T]/(d1,...,am) — X est plat et a fibres
géométriquement réduites ;

(5) les composantes irréductibles des fibres de p sont géométriquement irréductibles;

(6) il existe un recouvrement ouvert fini (€;) de Spec A[P\T]/(d1, ..., an) tel que

pour tout ¢ et tout & € X lintersection p~1(€) N ; soit ou bien vide, ou bien
une composante connexe de p~t(€).

3.3. — Soient A et B comme ci-dessus, soit B ~ A{T/r}/(ai,...,am) une
présentation I'-sympathique de B et soit D le polydisque relatif .# (A{T/r}).

3.3.1. — Soit L une extension complete de k et soit  un L-point de .Z(A). 1l
découle découle alors des conditions (1) & (4) de la définition d’une présentation sym-
pathique, de la proposition couplée & la fin de 2235 , de la proposition et
du lemme que (a1|p,,---,am|p,) est une famille fortement génératrice de 'idéal
de L{T/r} qu’elle engendre, que la surjection L{T/r} — L{T/r}/(ai1lp, ---,am|D,)
est universellement distinguée, et que Y, — Spec L[r\T']/ (m e .,cm ) est un
isomorphisme. Une présentation I'-sympathique d’un morphisme entre espaces k-
affinoides I'-stricts fournit ainsi entre autres une description uniforme et universelle
des réductions (graduées) de ses fibres.

3.3.2. — Soit C une algebre affinoide I'-stricte sur une extension complete de k
et soit A — C un morphisme; rappelons qu’on désigne par B¢ l'algebre B&AC.
L’isomorphisme Be ~ C{T/r}/(a1,...,an) est alors une présentation I'-sympathique
de B¢ sur C. C’est en effet une conséquence de la stabilité des propriétés (1) a (6)
de la définition par extension des scalaires, stabilité qui se voit comme suit : elle est
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évidente en ce qui concerne (1), (2), (4) et (5); en ce qui concerne (3), cela a été
expliqué en B3.T]; et en ce qui concerne (6), elle est immédiate une fois remarqué
qu’en vertu de (5), les composantes connexes des fibres de p sont géométriquement
connexes.

3.3.3. — Si ' = {1} et si A est distinguée (ce qui est par exemple le cas dés que
k est algébriquement clos et que A est réduite), on peut déduire de la présentation
{1}-sympathique de B sur A que nous nous sommes donnée un modele formel plat et
a fibres réduites de .#(B) — .#(A), comme en atteste la proposition suivante.

3.4. Proposition. — Supposons que T' = {1} (ce qui entraine que k n’est pas tri-
vialement valué). Soit A — B un morphisme entre algébres strictement k-affinoides,
et soit B ~ A{T}/(a1,...,am) une présentation {1}-sympathique de B sur A. Si A
est {1}-distinguée il existe by, ..., by appartenant a A°{T} tels que le morphisme

q: Spf (A°{T}/(a1,...,am,b1,...,bs)) — Spf A°
posséde les propriétés suivantes :
(a) la fibre générique de q s’identifie a M (B) — M (A);
(b) q est plat;
(c) le morpiwn'sme induit par q entre lesNﬁbres spéciales de ses source et but s’identifie
a Spec A[T']/(a1, ..., am) — Spec A ;
(d) les fibres de q sont géométriquement réduites ;
(e) les composantes irréductibles des fibres de q sont géométriquement irréductibles ;

f) il existe un recouvrement ouvert fini (2;) de Spf (A°{T}/(a1,...,am,b1,...,be))
tel que pour tout indice i, chaque fibre de qlq, soit ou bien vide, ou bien une
composante connexe de la fibre correspondante de q.

—~

Démonstration. — Mentionnons tout d’abord que comme I' = {1}, les réductions
graduées sont ici les réductions usuelles ; les applications ordinaires de réduction sont
celles que nous notons a — a' ; remarquons que l'on a d@;' = d; pour tout i puisque
a; est de norme spectrale 1. On note D le polydisque unité relatif .# (A{T'}).

La proposition 1.1 de [BL93a|] assure qu’il existe une famille finie (by,...,0bs)
d’éléments de A°{T} telle que le quotient de A°{T}/(a1,...,an) par son idéal de
k°-torsion soit isomorphe au quotient A°{T'}/(a1,...,am,b1,...,be). Nous allons mon-
trer que cette famille (bq, ..., bs) convient. Il suffit de s’assurer que (a), (b) et (c) sont
vérifiée, car les assertions (d), (e), et (f) découleront alors de (c) et de la définition
d’une présentation {1}-sympathique.

3.4.1. — Par construction, 'image de chacun des b; dans A{T'}/(a1,...,am) est nulle
(car de k°-torsion). Par conséquent, A{T'}/(a1,...,am,b1,...,be) s’identifie & B, d’on
(a).

3.4.2. — Posons B = A°{T}/(a1,...,am,b1,...,b7). On a

1

~ ~ ~ ~1
%®A°A:A[T]/(a~15"'aé;/n;bl 7"'abl )
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Soit € € Spec;l et soit « un point de .Z(A) se spécialisant en . On a
BEaoSpf A (2)° = A (2)°{T}/(a1|p,, - - amlp,, bilp, - bel D,)-

Comme les (a;|p,) forment une famille fortement génératrice de lidéal qu’ils en-
gendrent dans 77 (z){T}, c’est une famille génératrice de l'intersection de cet idéal avec
€ (x)°{T}. Par conséquent, les b;|p_ appartiennent a 'idéal de S (x)°{T} engendré
par les a;|p,, si bien que 'image de b’i|\D;1 dans %[T]/(m, . .,m) est
nulle pour tout i. On en déduit que pour tout i, 'image de b; dans A[T]/(a1,...,an)
sannule en tout point de (SpecA[T]/(a@1,...,a@m))e. Ceci valant pour tout
£ € SpecA, limage de I;il dans A[T]/(a1,....ay) est nilpotente. Or comme
Spec A[T]/(1,...,ay) — SpecA est plat et & fibres réduites, et comme A est
réduite, A[T]/(d1,...,an) est réduite (combiner les proposition 6.4.1 et 6.5.3 de
[EGA TV,|). Par conséquent, 'image de I;il dans A[T]/(a1,...,ay) est nulle pour
tout 7. Il vient
BRa A= A[T)/(a1,...,an).

La fibre spéciale du morphisme de schémas formels Spf B — Spf A° s’identifie
donc & Spec A[T]/(d1, . .., an) — Spec A, d'ot (c).
3.4.3. — Nous allons montrer que 9 est plat sur A°, ce qui achévera la démonstration
de la proposition. En vertu du lemme 1.6 de [BL93al, il suffit de vérifier que pour
tout A non nul dans k°°, la (A°/AA°)-algebre B/AB est plate. Fixons donc un tel
A. Les k°-algebres A° et B sont plates par construction; par conséquent, les k°/(\)-
algebres de présentation finie A°/AA° et B/AB sont plates. Or k°/(\) est local et
son idéal maximal k°°/Ak°® est constitué d’éléments nilpotents. On déduit alors du
théoréme 11.3.10 de [EGA IV3] que pour que B/AB soit plat sur A°/AA°, il suffit
que B/k°B = A[T)/(@1,...,a) soit plat sur A°/k° = A, ce qui est le cas par
hypothese (égalité A°/k°° = A est une conséquence immédiate du caractere {1}-
distingué de A). O

3.5. Théoréme. — Supposons que I' est divisible. Soit Y — X un morphisme entre
espaces k-affinoides I'-stricts, supposé plat et a fibres géométriquement réduites. II
existe une famille finie (X; — X) de morphismes dont les images recouvrent X et
telle que pour tout i, les conditions suivantes soient satisfaites :

o lespace X; est affinoide et I'-strict ;

o le morphisme X; — X posséde une factorisation X; — X! — X ot X! est
affinoide et T-strict, ou X; — X| est fini, radiciel et plat et ou X! — X est
quasi-étale ;

o st on a de plus |7 (x)*| # {1} pour tout x € X (c’est notamment le cas dés que
la valuation de k est non triviale) alors X; — X est quasi-étale ;

o le morphisme Y x x X; — X; posséde une présentation I'-sympathique.

3.6. Remarque. — L’hypothese que I est divisible n’est pas tres contraignante. En
effet, supposons donné un morphisme Y — X entre espaces affinoides I'-stricts, plat et
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a fibres réduites, mais sans hypothese sur I'. Comme les espaces X et Y sont I'-stricts,

ils sont I'Q-stricts, et le théoreme ci-dessus peut alors étre appliqué en remplacant T’
Q

par I'=.

Démonstration du théoréme[TI — L’assertion a prouver est locale sur X ; il suffit
donc de montrer qu’elle vaut au-dessus d’'un voisinage affinoide I'-strict convenable
d’un point z donné sur X. On note A et B les algebres de fonctions analytiques
respectives de X et Y, et 'on pose C' = B® . (x).

3.6.1. — Puisque C' est géométriquement réduite par hypothese, le théoreme
assure qu’il existe une extension finie E de J#(x), séparable si 5 (x) n’est pas trivia-
lement valué, telle que C'r soit universellement I'-distinguée. Choisissons une surjec-
tion v: E{Ty/r1,...,Tn/rn} — Cg universellement distinguée avec les r; appartenant
a I'. Pour tout 4, on pose f; = v(T;); on peut supposer que | f;|| = r; quel que soit i
(remarque [ZT8]).

Soit |-| une valuation appartenant & la réduction (/X\_/,:I:) du germe (X, ). Choisissons
un prolongement de |-| & E, encore noté |-|; suivant nos conventions générales en
matiére de corpoides valués, 'annéloide de la valuaiton |-| de E sera noté E°. Notons
que E est de degré de transcendance fini sur k, par conséquent, la hauteur de || est
finie. N N N N N

Soit B I'image de B dans Cg. La F-algébre Cp est entiére sur E- B (cela se prouve
de la méme maniére que les assertions (iv) et (v) de [Tem04] Prop. 3.1). Il existe donc
une famille finie 31, ..., 8¢ d’éléments de Cr 1, entiers sur E°. B, et qui engendrent Cr
comme E’-algébre. Quitte & agrandir la famille (3;), on peut supposer qu’elle contient
une famille génératrice de B comme %—algébre. Puisque Cg est uni@sellement dis-
tinguée, la E-algébre Cr est géométriquement réduite (et 6,; = (Cg); pour toute
extension complete A de F). D’apres la version graduée et valuée du théoréme de
la fibre réduite (corollaire [[20]), il existe une extension valuée finie L de E telle que
le normalisé faible R de la L°-algebre L°[f1, ..., B¢] soit fini sur L°[S1,..., B, telle
que les fibres de Spec R — Spec L° soient géométriquement réduites et a composantes
irréductibles géométriquement irréductibles, et telle que Rpo soit le normalisé faible
de A°[f1, ..., B¢] pour toute extension valuée A de L. Quitte & remplacer E par une
extension finie convenable (et méme finie séparable si la valuation de 7 (x) n’est pas
triviale) on peut supposer que L = E.La E’O—algébre R posséde des lors les propriétés
suivantes :

o elle est de type fini et E-R= 6;;;

o elle contient B et est finie sur E° - B;

¢ le morphisme Spec R — Spec E° est plat a fibres géométriquement réduites, et
les composantes irréductibles de ses fibres sont géométriquement irréductibles.

3.6.2. — Pour tout ¢ compris entre 1 et n, la réduction ﬁ est un élément non nul de
Cg. Il existe un élément A; non nul de E° tel que \;f; appartienne a R. Relevons \;
en un élément ¢; de F de valeur absolue d(};). Le morphisme

v: E{Tv/r1,....,Tp/rn} > Cg, T; — f;
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étant une surjection universellement distinguée il en va de méme de
E{T1/|€1| ATERE aTn/lgnl : rn} - CEa 711 = Elfz

On peut donc se ramener au cas ou chacune des ﬁ appartient a R.
Soit a1, ..., a, une famille d’éléments non nuls de ’annéloide R telle que les f; et

les a; engendrent R comme Eo—algébre. Fixons ¢ entre 1 et p.

Pour tout 4, relevons «; en un élément a; de C'y de norme spectrale égale a d(ay;).
Le morphisme

E{Tl/rl, ce ,Tn/Tn, Tn+1/0(a1), ce ,Tn+p/0(0ép)} - CE, { Ti - a;_n sinon
est encore une surjection universellement distinguée. En concaténant la famille des f;
et celle des a; et en renumérotant, on se rameéne finalement au cas ot (f1,..., fn) est

une famille génératrice de R comme Eo—algébre.

3.6.3. — Nous allons maintenant montrer ’existence d’un espace affinoide I'-strict
X’ muni d’un morphisme X’ — X et qui possede les propriétés suivantes :

¢ le point = possede un unique antécédent ' sur X', et J€(2') ~ 4p(,) E;
¢ le morphisme X’ — X admet une factorisation X’ — X" — X, ou :
e X est un voisinage affinoide I'-strict de z dans X ;
o X" — X, est fini étale;
o X' =X"si|H(x)*|# {1}, et X' — X" est fini, radiciel et plat sinon.
3.6.3.1. Le cas ou |7 (x)*| # {1}. — Dans ce cas E est séparable sur J#(z) et il
résulte du théoréme 4.4.1 de [Ber93] que lextension . (r) — E est induite par
un morphisme étale (X', 2’) — (X, z) de germes d’espaces k-analytiques, d’olt notre
assertion.

3.6.3.2. Le cas ot |7 (x)*| = 1. — Le corps % (z) n’est alors autre que le corps
résiduel k() de Ox ,. En dévissant l'extension F en ses parties séparable et radicielle
on obtient I'existence d’une Ox -algebre locale, finie et étale ) et d'une d’une Ey-
algebre locale, finie, radicielle et plate Ey telles que Es gy, k(x) = E. 1l existe, la
encore par le théoreme 4.4.1 de [Ber93], un voisinage affinoide I-strict Xy de = dans
X tel que E; soit induite par une &x (Xy)-algebre finie étale; si X” désigne l'espace
affinoide correspondant le point = a un unique antécédent z” sur X” et By = Oxn g 11
existe un voisinage affinoide I'-strict X de 2" dans X" tel que E3 soit induite par une
Oxr(X{))-algebre finie, radicielle et plate ; si” désigne 'espace affinoide correspondant
le point z” a un unique antécédent &’ sur X’ et Ey = Ox . Quitte a restreindre X
et X” on peut supposer que X = X", et le morphisme X’ — X possede alors les
propriétés requises.

3.6.3.3. Choiz de fonctions prolongeables a X’'. — Quitte & restreindre Xy, X” et
X' on peut supposer par approximation que la fonction f; provient pour tout ¢ d’une
fonction analytique sur Y’ := Y xx X’ notée ;. Il suffit en effet de s’assurer que
les propriétés qu’'on impose aux f; sont stables par petites perturbations. Or c’est
évident en ce qui concerne les propriétés résiduelles, et en ce qui concerne le caractere
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universellement distingué du morphisme v: E{T}/r1,...,Tn/rn} — Cg, T; — f; c'est
une conséquence de 217

3.6.4. Simplification du probléme. — 1l suffit maintenant de montrer 'existence d’un

—_——

domaine affinoide I'-strict V' de X’ contenant ', tel que (V, z’) contienne la valuation
|-] de %) = E, et tel que Y xx/V =Y xx V posséde une présentation I'-
sympathique sur V.

Supposons en effet avoir exhibé un tel domaine. La preuve du lemme 2.4 de [Duc03]
(théoréme de Gerritzen-Grauert dans le cas non nécessairement strict) assure que
V' est une union finie de domaines rationnels dont la définition ne fait intervenir
que des scalaires appartenant & I'; on peut donc supposer que V est un tel do-
maine. Dans ce cas c’est I'image réciproque d’'un domaine affinoide I'-strict Vg de
X" (si |(x)*| # {1} alors X’ ~ X" et il n’y a rien a faire; sinon il suffit d’élever
les inégalités définissant V' dans X’ & une puissance convenable de ’exposant ca-
ractéristique de k). Le morphisme V' — X admet donc une factorisation V — Vy —» X
ou Vj est affinoide et I'-strict, ou Vj — X est quasi-étale et ou V' — Vj est fini, radiciel
et plat, et est un isomorphisme si |77 (x)*| # {1}.

Comme V est plat sur X et comme V est I'-strict I'image de ce morphisme est

un domaine analytique compact I'-strict U de X contenant x. La réduction (U, x)

—_—

contient par fonctorialité la valuation || de 47 (z).

Le point x et la valuation |-| € (X, z) ayant été choisis arbitrairement, il s’ensuit en
vertu de la quasi-compacité des réductions de germes et de la compacité de X qu’il
existe une famille couvrante de X possédant les propriétés requises.

3.6.5. — Nous allons donc désormais chercher a exhiber un domaine V' comme au
B.6.4l On remplace X par X', etc. ce qui permet de supposer & partir de maintenant
que X' = X,2' = 2,Y' =Y et E = 5 (x). Notons ¥ I'ensemble des domaines af-

—_—

finoides T'-stricts de X contenant x et tels que (V) contienne |-|. Notre but est de
construire un domaine appartenant & ¥ au-dessus duquel Y posséde une présentation
I'-sympathique. Nous rédigerons le raisonnement comme suit : nous «restreindrons» X
de fagon répétée, ce qui voudra dire par convention que nous le remplagons par un
élément bien choisi de 7 ; lorsqu’il arrivera qu’il suffise de remplacer X par un voisi-
nage I'-strict de x dans X, nous dirons que nous restreignons X autour de x ; et nous
montrerons a la fin que Y possede une présentation sympathique sur X.

——~— 0

3.6.5.1. — Soit h la hauteur de |-|. On note 79,...,7, les points de Spec 57 (x) ,
numérotés de sorte que 7;41 soit une spécialisation de 7; pour tout ¢ entre 0 et h —1;

——~—— 0

le point 79 est donc le point générique de Spec S (x) , et 7, est son point fermé. Pour

tout 4 compris entre 0 et h — 1 on choisit un élément v; de J#(x) s’annulant en 7,41

—_—

mais pas en 7;, et on pose v, = 1. Le lieu d’inversibilité D(v;) de v; sur Spec 7 (z)
est exactement {7;};>;>0; on fixe une fonction 0; € Ox , telle que |6;(z)] € T et
0;(xz) = v;; on restreint X autour de x de sorte que ; € A pour tout 7; on suppose
par ailleurs que 0, = 1.
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3.6.5.2. — Pour tout V € ¥ nous noterons Ay et By les algebres de fonctions
analyt1ques respectives de V et Y xx V; nous désignerons par Ay l'image de AV
dans J7 ( ), et par By celle de BV dans C ; remarquons que Bx est ce que nous
notons simplement B, et nous écrirons de méme A au lieu de Ax. Pour tout espace
affinoide Z nous désignerons par |-| z la semi-norme spectrale de ’anneau des fonctions
analytiques sur Z (et le cas échéant nous écrirons [la]z plutdt que que Ha| A Z)

Soit V' € ¥. Par construction, (V x) = P%( )/k{AV} ; en particulier, %”( ) o Ay.

Réciproquement soit 6 un élément de O, tel que |0(x) € " et H(z) € %(z) , et
soit W un voisinage affinoide I'-strict de  dans X sur lequel 0 est définie.

Soit V' le domaine affinoide I'-strict de W défini par 'inégalité |0] < |0(z)|; le
domaine V' contient z, et ||f||y = |f(z)| par construction. On a

(V,2) = (X,2) 0 P s /k{9( )}

et (V, z) contient par conséquent ||, si bien que V' € ¥. L’égalité

= |0(x)| assure
que I'image de Pélément 6 de Ay dans JZ7(x) est alors égale & 6(z), et ce dernier
appartient par conséquent a Ay .

e}
On déduit de ce qui précede que S (x) est la réunion filtrante des Ay pour V
parcourant 7.

3.6.5.3. — Il résulte de B.6.5.2 qu’on peut restreindre X de sorte que |6;]|x = |6;(x)]
pour tout i. Pour tout V' € ¥, notons V; le domaine affinoide I'-strict de V' défini par
Pégalité = |0;(x)| (remarquons que comme 6, = 1 tout domaine V appartenant &

¥ vérifie HGhHV = |0n(x)| , et on a alors Vi, = V). L'image de I'élément 6; de Ay dans
H ( ) est alors égale a v; (qu1 appartient donc & Ay) et 'annéloide Aw s’identifie &
AV[ ] Il vient Ay, = AV[ ]

L’ annelolde de valuation ﬁSpec ) s 8t égala ( ) [-L]. 11 peut en conséquence

s’écrire comme la réunion filtrante des AV[7] = Ay, pour V parcourant 7.

3.6.6. — Par construction, les ﬁ engendrent R, et ils sont en particulier entiers sur
%O -B; et par ailleurs R contient B, qui est de type fini sur k. En vertu de B.6.5.2,
il existe par conséquent V' € ¥ tel que les fz soient entiers sur Ay -B < By et tels que
B c Av[fl, . ,}:] On peut donc restreindre X de sorte que les ]71 soient entiers sur
B et que BCA[ﬁ,...,E].

3.6.7. — Nous allons maintenant établir un résultat général que nous appliquerons
a plusieurs reprises dans la suite. Soit W € ¥ et soit x une fonction analytique sur
Yw. On pose h = x|y, et on suppose que p := ||h|y, est un élément de T.

3.6.7.1. — Supposons que h appartient a R. Nous allons montrer qu’il existe un
élément V' de ¥ contenu dans W et tel que |x|ly,, = p (il suffit pour que ce soit le cas
que [ x|y, soit majorée par p, puisque ||y, = [Aly, = p)-

Comme h appartient & R, elle est entiére sur B - 7 (x) . Il existe donc V € ¥ tel
que V < W et tel que h soit entiere sur B - Ay < By . 1l existe par conséquent un
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entier N > 0, un sous-ensemble I de {0,..., N — 1} et une famille (b;);e; d’éléments
de By possédant les propriétés suivantes :
o pour tout i € I on a |[bi|yy, = |bily, = pV
o [BN + 3 (bily, )R] < p™ sur tout Y.

On a alors ‘hN + Dier bixi’ < pN au-dessus d’un voisinage de = dans V (par propreté
topologique de Y — X). Quitte & restreindre V' autour de x, on peut donc supposer
que |XN + Dier bixi| < p~ sur tout Yy . Ceci entraine que || < p en tout point
de Yy : en effet ¢l existait z € Yy tel que |x(2)| > p on aurait pour tout i € I
I'inégalité p™ > |b;(2)|p! car |b;| < pN~% sur tout Yy ; mais ceci impliquerait que
XN (2) + D bix'(2)| = pV, ce qui est absurde.

3.6.7.2. — On suppose toujours que I3 appartient a R. Soit 7 un entier compris entre
0 et h tel que 'ouvert D(%) de Spec R rencontre (Spec R),,. Soit t un point maximal
de (Spec R)., situé sur D(h), et soit d la dimension de {t},,. Le paragraphe B.6.7.1]
assure qu'il existe un domaine V € ¥ contenu dans W tel que | x|y, = p. Nous allons
montrer qu’on peut choisir un tel V' en imposant de surcroit que pour tout z € V; il
existe un domaine affinoide I'-strict de Y., non vide et purement de dimension d, sur
lequel |x| prend la valeur p.

Commengons par restreindre X de sorte que y soit défini sur Y tout entier (au-
trement dit, W = X) et que lon ait || x|y = p, ce qui est possible d’apres B.6.7.1 11

résulte du corollaire [[L20] qu’il existe un voisinage ouvert de ¢ dans Spec R purement
o

de dimension relative d sur Spec.#(x) ; on peut toujours supposer ce voisinage de
la forme D(«) pour un certain o non nul de R, dont on note p’ le degré; quitte a

restreindre X autour de x, on peut supposer que & = aly, pour une certaine fonction
analytique a sur Y telle que |ally, = p'.

En vertu de B.6.71] on peut restreindre X de sorte que |a]y = p'. Soit Y’ le
domaine affinoide de Y défini par 1’égalité |a| = p’. La fibre Y, a pour réduction
D(a),, qui est purement de dimension d par hypothése. Il s’ensuit que Y, est pure-
ment de dimension d (lemme [A-T)). Le morphisme Y’/ — X est plat, et ses fibres sont
géométriquement réduites; elles sont en particulier réduites, et satisfont a fortiori
la propriété (S7). Il découle alors du théoreme [A.2] et de la propreté topologique de
Y’ — X que quitte a restreindre X autour de z, on peut supposer que les fibres de
Y’ — X sont purement de dimension d.

Nous allons montrer qu’il existe un élément V de ¥ tel que pour tout z € Vj,
la fonction |ay| prenne la valeur pp’ sur Y, ; compte-tenu du fait que ||x|y = p et
laly = p', cela signifie qu’il existe un point de Y, en lequel |x| = p et |a| = o,
c’est-a-dire encore qu’il existe un point de Y, en lequel |x| = p et qui est situé sur le
domaine affinoide T'-strict Y, de Y, lequel est purement de dimension d.

Pour alléger les notations, on peut remplacer x par ay et p par p'p (et bien stir h
par (a]y,)h); il s’agit alors maintenant simplement de montrer qu’il existe un élément
V de ¥ tel que pour tout z € V;, la fonction |x| prenne la valeur p sur Yy, c’est-a-dire
encore, compte-tenu du fait que |x|y = p, tel que |x|ly, = p pour tout z € V;. Apres
ces substitutions, la fonction h est encore inversible en le point (maximal) ¢ de la fibre
(Spec R), .
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—_—

Notons |-|* la valuation de 5#(z) d’annéloide &

Spec @) 1" Le morphisme

—_—

(o]
Spec R — Spec 7 (x) est plat et donc générisant; il existe par conséquent un point
t' de (Spec R),, qui se spécialise en t. Soit y un point de Y, dont l'image sur Y,
est égale a t’. Choisissons une valuation de x(¢') dont ’annéloide domine ﬁm . et

—_—

prolongeons-la arbitrairement en une valuation de 2 (y) ; celle-ci induit la valuation

—_—

|-|* sur sZ(x) et on la note encore |-|*. Par construction, annéloide de |-|* dans

—_—

A (y) contient 'image de R, et en particulier 'image de (:I:)O -B, et a fortiori celle
de B; il s’ensuit que |-|* € m Notons également que comme I est inversible en ¢
on a |h(t')|* = 1. Ceci entraine que |h(y)| = p et que |f;(\y/)|* =1

Soit 2 le domaine affinoide I'-strict de Y défini par ’égalité |x| = p. Par définition

—_— —

—~ —~ -1 —
deQona (Qy) =({Y,y)n P%)/%{h(y), h(y) }; en particulier, (£2,y) contient |-|*.

Par platitude, I'image de €2 sur X est un domaine analytique I'-strict et compact

—_—

U de X, qui contient z. Par fonctorialité, (/_UT;) contient la valuation |-|* de J#(x).

L’annéloide Ay est donc contenu dans ﬁs ——o _, et il existe de ce fait un élément
pec H(z) ,7;’

V de ¥ tel que Ay < Ay,. Cette derniere inclusion assure que (V;,x) est contenu

—_—

dans (U, z). Il existe donc un voisinage affinoide I'-strict X’ de = dans X tel que
X' nV; < U. Quitte a remplacer V par V n X’ on peut supposer que V; — U ; par
définition de U il existe alors pour tout point z de V; un point de Y, en lequel |x| = p.
Il s’ensuit que V satisfait aux conditions requises.

3.6.8. — En vertu de B.G.7.1 on peut restreindre X de sorte que |p;|y = r; pour
tout ¢ (les p; ont été définies en B.6.3.3).

Notons D = A (A{T1/r1,...,Tn/rs}) le k-polydisque fermé relatif de polyrayon
(riy...,7ry) sur X. Soit m: Y — D le morphisme défini par le n-uplet (¢1,...,pn).
Par construction, la restriction 7|y, : Y, — D, est une immersion fermée.

Soit y € Yy ; posons z = 7(y). Soit J 'ensemble des indices i tels que |T;(2)| = 7
c’est aussi ensemble des indices i tels que |f;(y)| = i, c’est-a-dire aussi celui des

indices i tel que ﬁ@) # 0, en désignant par 3 'image de y sur Y,. Le corpoide J2(z)
est une extension de J#(x) et

(Df\vz) = P%)/Q{A o {fz?;)}ze]}

—_—

L’image réciproque % de (D z) sur P%)/% est donc égale a

—_—

P ooy ilA v fi(y)}ies}-

—_— —_—

Le sous -annéloide de 4 (y) engendré par A et les f;(y) pour i € J est celui engendré
par A et les f;(§) pour ¢ variant entre 1 et n, c’est-d-dire par I'image de 'annéloide
Alf1,..., fn] de C. Puisque A[f1,..., fn] contient B et est entier sur celui-ci, 'ouvert

—_——

U est égal a P%)/g{B}, c’est-a-dire & (Y, y); en conséquence, 7 est sans bord en

y. Ceci valant pour tout y € Y, il en résulte par propreté topologique qu’il existe un
ouvert X’ de X contenant z tel que Yx» — Dx- soit sans bord. Quitte & remplacer
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X par un voisinage affinoide I'-strict de  dans X', on peut donc supposer que 7 est
sans bord. Puisque Y et D sont affinoides, cela entraine que 7 est fini.

Comme 7|y, est une immersion fermée, la restriction du morphisme canonique
Op — w0y ala fibre D, est surjective. On en déduit que &p — . Oy est surjectif
au voisinage de D, dans D (c’est une conséquence du lemme de Nakayama, voir
[Ducl8]|, 2.5.4). Par propreté topologique on peut encore restreindre X autour de
x de sorte que Op — w0y soit surjective, ce qui signifie que 7 est une immersion
fermée.

3.6.9. — Soit I le noyau du morphisme surjectif A{T/r} — B. Remarquons que
I (x){T/r} est le noyau de la surjection distinguée v: 2 (x){T/r} — C,T; — fi;
nous noterons ¥: % (z)[r\T] — C la surjection induite. Comme les f; engendrent R

comme () -algebre, le morphisme ¥ induit une fleche surjective % ["\T] — R.
Nous allons montrer qu’on peut restreindre X de sorte qu’il existe une famille finie
(a1, ...,an,) satisfaisant les propriétés suivantes, en posant h; = a;|y, quel que soit

1

o les h; forment une famille fortement génératrice de Ker(v) et pour tout i la
norme spectrale p; := ||h;|y, appartient & T';

——~—— 0

o les h; appartiennent & () [r\T], sont de norme 1 pour la norme de Gauf

——~— 0

> arTT — max|ag|, et engendrent en tant qu’idéal de #(x) [r\T] le noyau de
la surjection J#(x) [r\T] — R induite par ¥;

o pour tout z € X et tout ¢ on a |h;lly. = p;.

3.6.9.1. — On commence par choisir une famille (hq, ..., h,,) fortement génératrice
de Ker(v) (proposition [Z4]). Comme cette propriété est stable par petites perturba-
tions d’apres[2Z3.3) on peut supposer quitte a restreindre X que h; est pour tout i la
restriction d’une fonction analytique a; sur D appartenant a I.

3.6.9.2. — Complétons (ai,...,am,) en une famille (a1,...,am,b1,...,b0p) qui en-
gendre 1.

Soit j un indice tel que bj|y, = 0 et soit Y’ le sous-espace analytique fermé de D
défini par I'idéal ((a;)s, (b:)ixj). Considérons par abus Oy et Oy comme des faisceaux
cohérents sur D. On a une surjection naturelle Oy, — Oy, dont la restriction a D,
est bijective par choix de j. Or Y est plat sur X, ce qui signifie que Oy est plat sur
X. 1l en résulte que Oy, — Oy est un isomorphisme au voisinage de D, ([Ducl8],
lemme 4.5.10). Par propreté topologique on peut donc restreindre X autour de z de
sorte que I soit engendré par les a; pour ¢ compris entre 1 et m et par les b; pour ¢
compris entre 1 et p et différent de j.

En réitérant 'opération autant de fois qu’il est nécessaire et en renumérotant
les b; on voit qu'on peut finalement restreindre X autour de x de sorte I soit en-

gendré par une famille (a1,...,am,b1,...,by) avec b;ly, # 0 pour tout i. La fa-
mille (h1,...,hm,b1ly,,--.,bply,) est alors encore une famille fortement génératrice
de Ker(v). En incorporant (bi, ..., b,) & la famille des a; on se ramene au cas ou cette

derniere engendre I.
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3.6.9.3. — La norme spectrale de J€(x){T/r} étant a valeurs dans | (x)*| T, il
existe des élément \; € O  tels que [\i] - [h;lly, € T pour tout i et tel que I’élément

—_—

Xi(z)h; de A (x)[r\T] soit de norme (de GauB) égale & 1. En restreignant X autour
de x pour que chaque \; soit définie et inversible sur X, et en multipliant a; par A;
pour tout i, on se rameéne au cas ou p; := |h;lly, appartient & T' pour tout ¢ et ou
chacun des th est de norme 1.

—~——0

3.6.9.4. — Pour tout i I'élément h; de %[T\T] appartient a J(x) [r\T] (car il
est de norme 1) et au noyau de ¥. Complétons (hq, ..., h,,) en une famille génératrice

~ ——_0

(hi,.. . hm,01,...,ap) de Ker(ﬁ|%)o[r\ﬂ) sur 2 (x) [r\T], avec les «; tous non

—~ X
nuls. Pour tout j, choisissons A; € J#(x) tel que Aja; soit de norme 1. L’élément
Aja; appartient encore a Ker(?), et |A;| = 1. Puisque a; = A;l(Ajaj), la famille

—~—20

(;L\;, Y D VR Apayp) engendre encore Ker(9) n s (x) [r\T]; par conséquent
on peut, quitte & remplacer o; par Aja; pour tout j, supposer que les a; sont tous
de norme 1.

Chacun des «; appartient & Ker(?). Or comme v est distingué et comme
(hi,...,hm) est une famille fortement génératrice de Ker(v), le noyau de ¥ est
engendré par les h; d’apres la proposition 214l Chaque «; appartient donc a
(a,,i;n) et peut deés lors se relever en un élément o) appartenant a l'idéal
(hiy...,hp) de Panneau x(x)[T] < J2(x){T/r}. Quitte & restreindre X autour de x
on peut supposer que chacun des a; est la restriction d’'un élément ag’ appartenant a

l'idéal (ay,...,am) de anneau A[T] < A{T/r}, et en particulier & I. En incorporant
les af a la famille des a;, on se rameéne au cas out (hi,...,hn,) est une famille

—_0

) sur J(x) [r\T7].

génératrice de Ker (7] [T

3.6.9.5. — Pour tout i, on écrit a; = Y. a; ;T7, et on pose h; ; = a; j|y, pour tout
(i,J).

A chaque indice 7 on associe les sous-ensembles suivants de ZZ, :

o Jo(i) ={J, |hig|-r7 < pi}.

o #1(i) = {J,|hig| - r7 = pi et |hi s <1}

o Fo(i) = {J,|hig| - v7 = pi et |hi s =1}
(Nos hypotheses entrainent que ZZ, = Zo(i) u #1(i) U #2(i), que Z1(i) et Z2(i)
sont finis, et que #5(i) # J.) On pose b; = ZJE/O(Z.) ai g T7.

Par construction, |b;|ly, < p; pour tout i. Par propreté topologique on peut donc
supposer quitte a restreindre X autour de z que chaque b; est de norme spectrale

strictement inférieure a p;.
Soit X’ le domaine affinoide I'-strict de X défini par les conditions

{lais - r < pi}1§i§m,.]€/1(i) et {|a; sl ! = Pi}lsism,Je,@(i)-

Le domaine X' contient z, et

—_—

—~ —~ ~—1
(X 2) = (X,2) 0P o p{thishie gy © {higs hia Ve g}
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En particulier, (/)_(7,;) contient |-]. On peut donc restreindre X de sorte que X’ = X.
Il résulte alors de nos constructions que pour tout z € V' et tout ¢ compris entre 1 et
m la norme spectrale max|a; j(2)| - r7 de a;|y. est égale & p;.

(On aurait pu également invoquer B.G.7.1] et dans le cas ou Y = D, ou

fi=T;,ou R = % [F\T'] et ou t est le point générique de la fibre spéciale — une

fonction appartenant & 2 (x) [r\T'] est inversible en ce point précisément si sa norme
de GauB vaut 1; mais la preuve ci-dessus est plus élémentaire.)

3.6.10. — Pour tout ¢ compris entre 0 et h et tout point maximal ¢ de (Spec R),,
il existe Gy € S (x){T/r}, dont on note g; 'image dans C, telle que les propriétés
suivantes soient satisfaites :

o les réels |Gil|lp, et |gelly, sont égaux a un méme élément r; de I';
——~—— 0

o la réduction G; appartient & () [r\T] (ce qui entraine que g; appartient &
R);
o élément g; de R est inversible en t et s’annule en les autres points maximaux

de (Spec R),.

(Pour construire g;, on commence par choisir un élément de R satisfaisant la derniere
propriété, ce qui est possible car la réunion des adhérences dans Spec R des points
maximaux de (Spec R), autres que ¢ est un fermé de Zariski de Spec R qui ne contient

——~— 0

pas ¢ ; on eleve ensuite cet élément dans #(z) [r\T'] puis dans S (x){T/r}).

Les propriétés de G; étant stables par petites perturbations, on peut supposer
quitte a restreindre X autour de x que G est la restriction d’une fonction ¥, appar-
tenant & A{T/r}; on note 1; 'image de ¥; dans B.

Pour tout (i,t), les valuations des coefficients de ’th sont toutes inférieures ou
égales a 1. Un raisonnement analogue a celui tenu au montre alors qu’on peut
supposer quitte a restreindre X que pour tout (i,t) on a |¥¢| < 7} sur D tout entier
(ce qui entraine que |[¢;| < r} sur Y tout entier).

Par ailleurs il résulte de qu’on peut, quitte & encore restreindre X, supposer
que pour tout (4,t) et tout z € X;, la fonction [¢:| atteint la valeur 7} sur un domaine
affinoide I'-strict de Y, purement de dimension dim mT

3.6.11. — Puisque (hwl, . ,ffz:,;) engendre Ker(
de %O—algébres

5|%)0[T\T]), on a un isomorphisme

(@) [NV (B, ... hom) ~ R
Comme chaque h; se prolonge en la fonction a; sur D et comme |a;||p = p;, les f;
appartiennent tous & A[r\T]; pour une raison, analogue, les & appartiennent tous a
A[r\T]. Pour tout V' € ¥, posons My = Ay [T\T]/(E{, cee ffz:,;) ; on écrit M au lieu de
MX .
Nous allons maintenant montrer qu’on peut restreindre X de sorte que le mor-
phisme Spec M — Spec A satisfasse les propriétés suivantes :

(a) il est plat et a fibres géométriquement réduites;
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(b) les composantes irréductibles de ses fibres sont géométriquement irréductibles;

(¢) pour tout i compris entre 0 et h, pour tout point o de Spec A tel que v;(o) # 0
et vi+1(0) = 0, et pour tout point maximal s de (SpecM),, il existe un point
maximal ¢ de (Spec R),, tel que 'image G de Gy dans M soit inversible en s et
s’annule en les autres points maximaux de (Spec M), , et tel que dim@a soit
égal & dim {t}_;

(d) il existe un recouvrement fini (£2;) de Spec M tel que pour tout j, chaque fibre

non vide de {2; — Spec A soit une composante connexe de la fibre correspondante
de Spec M — SpecA.

—~—0
3.6.11.1. — Comme Spec R est plat sur Spec 5 (x) , Spec My — Spec Ay est plat
pour tout élément V' de ¥ suffisamment petit : la méthode [[4] permet en effet de se

ramener a ’assertion analogue dans le cas non gradué, qui est le théoreme 11.2.6 (ii)
de [EGA TV3].

3.6.11.2. — Pour tout élément V' de ¥, notons Ey 1’ensemble des points de Spec Ay
tels que la fibre correspondante de Spec My — Spec Ay soit géométriquement réduite.

Pour tout V', 'ensemble Ey est une partie constructible de Spec Ay (on utilise
[L4 pour se ramener au cas non gradué, et c’est alors le théoréme 9.7.7 (iii) de
[EGA 1V3]); elle dépend de maniére cartésienne de V.

——~— 0

Comme les fibres de Spec R — Spec J#(x) sont géométriquement réduites, la
limite projective des Spec My \Ey est vide; par compacité constructible, il existe V
tel que FEy = Spec My

3.6.11.3. — Soit ¢ compris entre 0 et h et soit ¢ un point maximal de (Spec R),. Pour
tout élément V de ¥ notons E, 'ensemble des points o de Spec Ay tels que v; (o) # 0,
tels que vi41(0) = 0 et tels que la fibre en o de Pouvert D(G;) de Spec My soit
géométriquement irréductible et de dimension dim mT C’est une partie constructible
de Spec Ay (on utilise [[4] pour se ramener au cas non gradué, et on combine alors
la proposition 9.2.6 et le théoréme 9.7.7 (i) de [EGA TV3]); elle dépend de maniére

—~—20

cartésienne de V. Comme la partie correspondante de Spec 7 (z) est égale & {7},

—_—

c’est-a-dire précisément & ’ensemble des points de Spec s (x) en lesquels v; est
inversible et v;41 nul, un argument de compacité constructible permet la encore de
conclure que Fi, est pour V assez petit 'ensemble des points o de Spec Ay tels que
vi(o) #0 et v;41(0) = 0.

3.6.11.4. — Soit i compris entre 0 et h. Pour tout élément V de ¥ notons E3

Pensemble des points o de SpecAy tels que v;(o) # 0, tels que v;41(0) = 0 et

tels que la réunion des ouverts D(ét) de Spec My pour ¢ parcourant I’ensemble des

points maximaux de (Spec R), contienne une partie dense de (Spec My ),. C’est une

partie constructible de Spec My (on utilise [[4] pour se ramener au cas non gradué,

et c’est alors la proposition 9.5.3 de [EGA 1V3]); elle dépend de maniére cartésienne
(o]

—_—

de V. Comme la partie correspondante de Spec 7 (x) est égale a {7;}, c’est-a-dire

—~——0

précisément & Uensemble des points de Spec 5 (x) en lesquels v; est inversible et
Vi+1 nul, un argument de compacité constructible permet la encore de conclure que
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E3Z est pour V assez petit 'ensemble des points o de Spec Ay tels que v;(0) # 0 et
l/iJrl(O—) =0.

3.6.11.5. — En vertu de la proposition [[L.27] il existe un recouvrement ouvert fini
(o]

(Y;); de Spec R tel que pour tout j, chaque fibre non vide de T; — Spec 7 (z)

——~— 0

soit une composante connexe de la fibre correspondante de Spec R — Spec 57 () .
Chaque T ; est quasi-compact; si on prend V suffisamment petit, on peut donc faire
en sorte que Y; provienne pour tout j d’'un ouvert €2, de Spec My, dépendant de
maniere cartésienne de V.

Les T; recouvrant Spec R, un argument de compacité constructible montre que si
V est assez petit les €21 recouvrent Spec My .

Pour tout j et tout V assez petit pour que cela ait un sens, notons EJ‘O-’VV I’image
de Q; v sur SpecAy, et E;'l,v le sous-ensemble de E]3-1V formé des points en lesquels la
fibre de €y — Spec Ay est géométriquement connexe. Les ensembles E]3-1V et E;'l,v
sont constructibles (pour le second, cela découle du corollaire 9.7.9 de [EGA TV3]);
ils dépendent de maniere cartésienne de V', et les deux sous-ensembles correspondants

de Spec % coincident par choix des Y, et parce que les composantes irréductibles
(o]

—_—

des fibres de Spec R — Spec () sont géométriquement irréductibles. Il s’ensuit par
un argument de compacité constructible qu’on a pour V suffisamment petit ’égalité
E]3-1V = E;'l,v pour tout j, ce qui signifie que les fibres de ;3 — SpecAy sont
géométriquement connexes.

Enfin, soient j et £ deux indices distincts. Pour tout V' suffisamment petit pour
que cela ait un sens, notons E]5 ov €t E?,e,v les images respectives de Q; v N Qv et
Q; v AQ v sur Spec Ay . Ce sont des parties constructibles de Spec Ay, dépendant de

——_0

laniére cartésienne de V' ; par construction, les parties correspondantes de Spec 5 ()
sont disjointes. En utilisant une derniere fois un argument de compacité constructible,
on en déduit que si V' est assez petit alors Ei“, N E‘i&v = (f, ce qui signifie que
pour tout o € Spec Ay, les fibres de €21 et {1y 1y en o sont ou bien disjointes, ou bien
égales.

3.6.11.6. — Il résulte des paragraphes précédents qu’on peut restreindre X de sorte
que Spec M — Spec A satisfasse les propriétés (a), (b), (c) et (d) requises.

3.6.12. Fin de la démonstration. — Soit T I'image de z sur X et soit I'image
réciproque de m sur X. C’est un voisinage ouvert de z dans X. Soit V' un voisinage
affinoide I'-strict de x dans 2. Le morphisme A :4\; induit par Uinclusion V «— X
se factorise alors par I'image de A dans k(Z), qui s’identifie elle-méme & A. Modulo
cette identification, I'image de a;|p, dans :4\;[T\T] est égale & h; pour tout i, celle
de U,|p, est égale a @ pour tout ¢, et celle de 6, est égale a v; pour tout .

En remplacant X par V' on se rameéne alors au cas ol le morphisme

~

q: Spec A[P\T]/(a1,....an) — X
satisfait les propriétés suivantes :

(a) il est plat et a fibres géométriquement réduites;
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(b) les composantes irréductibles de ses fibres sont géométriquement irréductibles;

(¢c) pour tout ¢ compris entre 0 et h, pour tout point o de Specg appartenant
a D(@)\D(ﬁ) et pour tout point maximal s de ¢~!(o), il existe un point
maximal ¢ de (Spec R), tel que I'image W; de U; dans A[r\T]/(1, ..., ay) soit
inversible en s et s’annule en les autres points maximaux de ¢~!(o), et telle que
dim@g = dimmn ;

d) il existe un recouvrement ouvert fini (£2;) de Specfl n\T]/(ai,...,am) tel que
J
pour tout j et tout £ € X, Pintersection Q; n ¢~1(£) soit ou bien vide, ou bien
une composante connexe de ¢~1(€).

Soit z un point de X. Soit ¢ un entier compris entre 0 et h tel que z € X;, et minimal

pour cette propriété (rappelons que comme 6, = 1, le point z appartient automa-
tiquement & Xj). L’image de z sur Spec A appartient alors & D(@NZ)\D(HFZVH) Par ce
qui précede, Spec%[r\T] / (<;1|\3Z e a/m\h_/: ) est géométriquement réduit, et ses
composantes irréductibles sont géométriquement integres.

Par ailleurs, soit s un point maximal de Spec f%r;(dz)[r\t]/(cm, . ,arm\|;). Il existe

~

alors un point maximal ¢ de (Spec R),, tel que W, soit inversible en s et s’annule
en tous les autres points maximaux de Spec%[r\t]/(m, cee (;;n\h_/;), et tel que
dim {s} = dimmﬂ_. L’image de U; dans B est égale & v¢,. On a |¥y|p, = r}; et
comme z appartient a X;, il existe un domaine affinoide I'-strict non vide de Y,
purement de dimension dim mn, sur lequel |¢;| prend la valeur r;. On déduit alors
de la proposition et du critere 2Z3T] qui garantit que les hypotheses de cette
derniére sont satisfaites ici, que B ~ A{T/r}/(ai,...,an) est une présentation I'-

sympathique de B sur A.
O

Appendice A. Autour de la dimension des espaces analytiques

Le but de cet appendice est de démontrer différents résultats auxiliaires en théorie
de la dimension, qui sont utilisés dans 'article et peuvent avoir par ailleurs leur intérét
propre.

Le premier de ces énoncés est certainement bien connu; nous en donnons une
démonstration pour la commodité du lecteur.

A.1. Lemme. — Soit X un espace k-affinoide, soit (X;) la famille de ses com-

posantes irréductibles et pour tout i, soit d; la dimension de X;. Soit p: X — X
Uapplication de réduction.

(1) Pour tout i, I'image p(X;) est un fermé de X.

(2) Désignons pour tout i par (Xi;); la famille des composantes irréductibles de
p(X;). On a alors dimX;; = d; quel que soit i, et (Xi;);; est la famille des
composantes irréductibles de X .
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Démonstration. — Fixons i et munissons X; (par exemple) de sa structure réduite.
L’immersion fermée X; — X étant en particulier un morphisme fini, le morphisme
induit X; — X est fini ([Tem04], Prop. 3.1. (iii)), et par conséquent fermé; or par
surjectivité de X; — )z I'image de )/\(; — X coincide avec p(X;), ce qui acheve de
démonter (1).

Prouvons maintenant (2). Fixons i. Pour montrer que p(X;) est purement de di-
mension d;, il suffit de démontrer que c’est le cas de )N(l Soit & un élément non nul de
ﬁ;\(iz) et soit r son degré; soit a une fonction analytique sur X; de rayon spectral
r et telle que @ = «. L’image réciproque V' de D(«) sur X; est le domaine affinoide
non vide de X; défini par la condition |a| = r et Pon a V = D(a) ([Tem04], Prop.
3.1 (ii)). Puisque V est un domaine affinoide non vide de Xj, il est de dimension d;.
On sait alors que V = D(a) est de dimension d; (utiliser la proposition 3.1 (i) de
[TemO04] pour se réduire au cas strict, et appliquer la remarque de [BGR84] suivant
le corollaire 3 de §6.3.4). Ceci valant pour tout élément o non nul de ﬁml’), le
schémoide X; est purement de dimension d;.

Vérifions enfin que les X;; sont bien les composantes irréductibles de X. Les points
génériques des composantes irréductibles de X sont exactement les images des points
du bord de Shilov de X ; et pour tout 4, les points génériques des composantes
irréductibles de )?; sont exactement les images des points du bord de Shilov de X;.
Puisque p(X;) est pour tout 7 I'image du morphisme fini X, — )N(, il suffit pour
conclure de montrer que le bord de Shilov de X est la réunion des bords des Shilov
des X;. On peut évidemment pour ce faire supposer X non vide.

Soit S le bord de Shilov de X. Pour tout ¢, notons .S; le bord de Shilov de X;. Soit
f une fonction analytique sur X. Puisque f|s, atteint pour tout ¢ son maximum en
valeur absolue sur S;, la fonction f atteint son maximum en valeur absolue sur | JS;
(on se sert ici du fait que X est non vide) ; par conséquent, S < | J S;. Réciproquement,
soit ¢ un indice et soit « un point de S;. Par définition il existe une fonction g sur X;
telle que |g(z)] =r > 0 et |g(y)| < r pour tout y € S;\{g}. On peut relever g en une
fonction sur X, que ’on note encore g. Soit h une fonction sur X dont la restriction a
X, est génériquement inversible, et qui s’annule en tous les points de toutes les autres
composantes de X. Comme X; est purement de dimension d; (on I’a vu plus haut),

ligz}/ge de x sur )?; est le point générique d’un fermé de dimension d;, et le corpoide
H(x) est donc de degré de transcendance d; sur E, ce qui interdit & x de vivre sur
un fermé de Zariski strict de I'espace irréductible X;. Il s’ensuit que h(z) # 0, puis
qu’il existe un entier N > 1 tel que |g(z)Vh(z)| > |g(y)N h(y)| pour tout y € S;\{x}.
Mais alors = est 'unique point de | J ;S en lequel |g™ h| atteint son maximum (en

effet, g h s’annule par construction en tout point de S; sl j # 1); par conséquent,
zeS. O

Le second de ces énoncés est la déclinaison analytique d’une version un peu affaiblie
de [EGA TV3], th. 12.1.1 (iv). Nous utiliserons librement les propriétés (S,,) de Serre
(pour n = 1 ou 2) et leurs variantes analytiques, leur invariance par extension des
scalaires, et les prinicipes GAGA a leur sujet (¢f. [Ducl8|, Lemma-Definition 2.4.3,
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Lemma 2.4.6 et Prop. 2.6.7); nous utiliserons également les propriétés de base des
composantes irréductibles en géométrie analytique, rappelées a la section 1.5 de op.
cit.

Si p: Y — X est un morphisme d’espaces analytiques nous dirons que ¢ est de
dimension d (resp. purement de dimension d) en un point y de Y si la fibre Y,,(,) est
de dimension d (resp. purement de dimension d) en y.

A.2. Théoréme. — Soit p: Y — X un morphisme plat entre espaces k-analytiques
dont les fibres satisfont la propriété (S1) de Serre. Soit d un entier. L’ensemble des
points y de 'Y en lesquels ¢ est purement de dimension d est un ouvert de Zariski de

Y.

Démonstration. — Soit €2 'ensemble des points de Y en lesquels ¢ est purement
de dimension d. Pour montrer que €2 est un ouvert de Zariski on peut raisonner G-
localement sur X et Y, et partant les supposer tous deux affinoides.

A.2.1. Réduction au cas strict. — Soit r un polyrayon k-libre tel que |k}| # {1} et
tels que X, et Y, soient strictement r-affinoides (ot le  en indice désigne ’extension
des scalaires de k & k,.) ; 'image réciproque 2, de Q sur Y, est exactement I’ensemble
des points de Y, en lesquels ¢, est purement de dimension d. Soit s: Y — Y, la
section de Shilov de Y, — Y (c¢f. [Ducl8], 1.2.16); on a Q = s~ (Q,) et il suffit par
conséquent de montrer que 2,. est un ouvert de Zariski de Y, (il résulte en effet de la
description de s par des formules explicites qu’elle est continue pour les topologies de
Zariski de ses source et but). On peut donc supposer que la valeur absolue de k n’est
pas triviale et que X et Y sont strictement k-affinoides.

A.2.2. — On fixe y appartenant a €. Nous allons montrer qu’il existe un ouvert de
Zariski de Y contenu dans ) et contenant y, ce qui permettra de conclure.

A.2.3. — Soit 0: Y — Y x xY I'immersion diagonale, et soit ' 'ensemble des points
de Y x x Y en lesquels la seconde projection est purement de dimension d. On a alors
Q = §71(), et il suffit donc pour conclure de montrer qu'il existe un ouvert de
Zariski de Y x x Y contenu dans Q' et contenant §(y). Quitte & remplacer Y — X par
Y xxY — Y et y par §(y), on peut donc supposer que Y — X posséde une section
o et que y = o(x) pour un certain x € X.

A.2.4. — Soit (X;)ier la famille des composantes irréductibles de X, et soit J 1’en-
semble des ¢ tel que x € X;; munissons chacune des X; de sa structure réduite et
posons Y; =Y X x X;. Supposons avoir montré que pour tout i € J il existe un fermé
de Zariski F; de Y; ne contenant pas y tel que Y; — X; soit purement de dimension d
en tout point de Y;\Fj, et posons F' = | J,.; F; v UieI\J Y;. Alors I est un fermé de
Zariski de Y et le morphisme ¢ est purement de dimension relative d en tout point
de Pouvert Y\ F, lequel contient y.

Il suffit donc de démontrer I'assertion pour chaque composante irréductible réduite
de X. Cette remarque permet de se ramener au cas ou X est integre, c’est-a-dire
irréductible et réduit ; on note e sa dimension.
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A.2.5. — Puisque le morphisme ¢ est plat, on a pour tout point z de Y
I'égalité dim,Y = dimy,;) X + dim, Y,y ([Ducl8], Lemma 4.5.11). Il en résulte
immédiatement que les assertions suivantes sont équivalentes (ici X est irréductible
de dimension e, mais on peut remarquer que ces équivalences seraient encore avérées
si Pon supposait simplement que X est purement de dimension e) :

(i) il existe un ouvert de Zariski de Y contenu dans 2 et contenant y ;
(ii) toute composante irréductible de Y contenant y est de dimension d + ¢;

(iii) toutes les composantes irréductibles de Y contenant y ont méme dimension.

Nous avons pour objectif de démontrer (i); il revient donc au méme d’établir (ii) ou
(iii). Nous allons raisonner par récurrence sur e.

A.2.6. Le cas ot e = 0. — On a alors X = {z} et ¢~ }(z) = Y; dire que y € Q
revient a dire que toute composante irréductible de Y passant par y est de dimension
d, ce qui entraine immédiatement le résultat voulu puisque la condition (iii) de [A-2.5]
est satisfaite ou, plus directement, puisque la dimension de ¢ en un point coincide ici
avec celle de Y.

A.2.7. On suppose que e > 0 et que le résultat vaut en dimension < e. — On note
Z et ¥ les spectres respectifs de Ox(X) et Oy (Y); on désigne par n 'image de y
sur % et par £ celle de = sur 2.

A.2.7.1. Supposons que & est le point générique de & . — Si y est situé sur une seule
composante irréductible de Y, la condition (ii) de est satisfaite et le théoréme
est démontré. Supposons maintenant que y soit situé sur au moins deux composantes
irréductibles de Y.

Soit Z une composante irréductible de Y contenant y, soit U 1'ouvert de Z constitué
des points qui n’appartiennent pas a d’autres composantes irréductibles de Y, et soit
7' le complémentaire de U dans Z ; remarquons que U est un ouvert dense de Z, et
que y € Z' par hypothese.

Soit T' (resp. T”) Vintersection o(X) n Z (resp. o(X) n Z'); on munit Z, Z', T et
T’ de leurs structures réduites, et Pon note & le spectre de 0z(Z). Puisque & est
le point générique du schéma integre 2, la fleche 2 — 2 est plate en 1. Comme
le point y est situé sur le sous-espace analytique fermé T de Z qui est fini sur X, la
Z -platitude de Z en 7 entraine la X-platitude de Z en y en vertu du théoréme 8.3.7
de [Ducly|. Le méme argument appliqué & Z’ et T’ au lieu de Z et T montre que Z’
est X-plat en y.

Comme y = o(x), le point y appartient & U'intérieur relatif de Y sur X, et a fortiori
a celui de Z sur X. La X-platitude de Z et Z’ en y implique alors que y appartient &
ladhérence de la fibre U, ([Ducl8], prop. 10.4.2). Or U est un ouvert de Y purement
de dimension dim Z; par platitude, les fibres de U — X sont donc purement de
dimension dim Z — e. Puisque y est adhérent a U,, I'une au moins des composantes
irréductibles de ¢ ~!(z) passant par y est de dimension dim Z — e; comme ¢ est par
hypothése purement de dimension d en y, il vient dim Z = d + e; comme ceci vaut
pour toute composante irréductible Z de Y contenant y, I'assertion (ii) de est
établie, et le théoréme est démontré.
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A.2.7.2. On suppose que & n’est pas le point genemque de % — Soit X le normalisé
de X et soit U le lieu de normalité de X. Posons ¥ = Y x X X et notons 7 la section
de Y — X déduite de o.

Soit V (resp. V) I'image réciproque sur Y (resp. Y) de U. Comme X est réduit, U
est un ouvert dense de X ; il en résulte par platitude de Y — X que V est un ouvert
dense de Y ([Duc09], lemme 5.7).

Soit Z une composante irréductible de Y contenant y. L’intersection Z NV est un
ouvert dense de Z, qui est irréductible (c¢f. [Ducl8], Prop. 2.7.16) ; ¢’est une compo-
sante irréductible de V ~ 17, et son adhérence Z dans Y est donc une composante
irréductible de f/, de méme dimension que Z et se surjectant sur celle-ci; en particu-
lier, 7 contient un antécédent y' de y.

Par construction, Y — X est purement de dimension d en y', le point y’ appartient
a 5(X ), et son image sur le schéma integre Spec O (X ) n’est pas le point generlque Il

suffit pour conclure de montrer que toutes les composantes irréductibles de Y conte-
nant ¢ ont méme dimension ; en effet si ¢’est le cas celle-ci est nécessairement égale a
d + e (c’est I'équivalence (ii) <= (iii) de [A:2.5), ce qui entraine que Z est de dimen-
sion d + e; puisque cela vaut pour tout Z, l'assertion (ii) de [A.2.5] est établie, ce qui
termine la preuve du théoreme.

On s’est donc ramené au cas ou X est normal, et c’est désormais l'assertion (iii)
de[A.2.5] que I'on cherche & montrer.

Puisque £ n’est pas le point générique de 2, il existe une fonction non nulle f sur
Z sannulant en £ ; soit 7 le sous-schéma fermé de 2~ défini par ’équation f = 0;
on déduit du Hauptidealsatz et du lemme 2.7.13 (1) de [Ducl8] que T := " est
purement de dimension e — 1. Par notre hypotheése de récurrence, y posséde pour
toute composante irréductible S de T" un voisinage ouvert de Zariski Vg dans ¥ x x S
tel que Vg — S soit purement de dimension d en chacun de ses points. Il en résulte
d’apres[A.2.4] qu’il existe un voisinage ouvert de Zariski V de y dans Y x x T tel que
V — T soit purement de dimension d en chacun de ses points; en vertu de [A-2.5] les
composantes irréductibles de Y x x T contenant y sont alors toutes de méme dimension
(& savoir d + e — 1).

Comme la valeur absolue de k n’est pas triviale et comme les espaces en jeu sont
strictement affinoides, toute composante irréductible du schéma % x o 7 est de
dimension d + ¢ — 1 ([Duci8], lemma 2.7.6). Soit ¢ la dimension de {7} ; le schéma
Spec O x , 7y est alors purement de dimension d +e—1—¢ (op. cit., Lemma 2.7.13
(1) ; notons qu’on n’a pas besoin ici que la valeur absolue de k soit non triviale ni que
les espaces affinoides en jeu soient stricts).

En utilisant & nouveau les lemmes 2.7.3 (1) et 2.7.6 de [Ducl8|, on voit
quil suffit pour prouver lassertion (ii) de [A.2.4] de démontrer que Spec O,
est équidimensionnel. Or :

o Spec Oy x 4 7,4 st équidimensionnel comme on vient de le voir;

o Owpx 5 7., €st le quotient de Oy ,, par f, qui n’est pas diviseur de zéro (puisqu’il
ne l'est pas dans 'anneau intégre 04 5 sur lequel Oy ,, est plat);
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o lanneau Oy , est caténaire puisque % est de type fini sur une algebre de
la forme k{Ti/r1,...,T,/rn} qui est réguliere (¢f. [Duc09] pour une preuve
élémentaire) et partant universellement caténaire.

Il suffit alors désormais pour conclure, grice & la proposition 5.12.2 de [EGA TV],
de montrer que Oy « , 7, satisfait (S1).

Le schéma 2 est normal, et partant posséde la propriété (S3) de Serre. Son sous-
schéma fermé .7 étant défini localement par une équation réguliére, il satisfait (S7);
par conséquent, ’espace analytique T satisfait (S1). On en déduit, compte-tenu du fait
que Y xx T — T est plat et que ses fibres satisfont la propriété (S7) par hypothése,
que Y xx T satisfait (S7) ([Ducl8|, Thm. 11.3.3); en conséquence, 'anneau local

Ow x o 7 n satisfait (S1). O
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