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Résumé : Les systémes temps-réel utilisent souvent un modéle de tache simpdifié.|®
majorité des applications, les taches sont représentées par un unicjd&ekéxrution. Mais cer-
taines taches ont besoin au cours de leur exécution d’effectuer destiops externes (comme
par exemple des opérations d’entrée/sortie) et ainsi doivent sergirsp Ce sont des taches
dites a suspension. Dans cet article, nous montrons que le problemid®rtiancement de
tache a suspension est un problé/@-Difficile au sens fort. Nous démontrons également
gu'il n'existe aucun algorithme optimal qui soit polynomial ou méme gdsepolynomial en
temps de calculs pour choisir la prochaine tache a s’exécuter. Et, Bmontrons la faiblesse
de politiques classiques d’ordonnancement bien connues c@b¢Earliest Deadline First),
RM (Rate Monotonic)DM (Deadline Monotonic) eLLF (Least Laxity First) méme sur des
configurations de taches avec une charge processeur faibleemtedtro.
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1 Introduction

Le fonctionnement correct d’'un systéeme temps-réel ne dépasseulement de I'exac-
titude du résultat mais aussi du temps auquel il est surddnisystéeme temps-réel
peut se voir comme un systeme concurrentiel de taches. thes&omposant de
tels systémes ont des contraintes temporelles qu’ellegioiespecter. Les systemes
temps-réel utilisent généralement des processeurs asiedesquels certaines tdches
effectuent des opérations externes comme par exemple destiops d’entrée-sortie
ou des lancements de procédure. Ces taches sont plus canusekappellation de
tdche a suspensioie principe de ces taches est qu'au cours de leur exécuiion,
tache lance une opération externe engendrant sa suspgrssjaia ce que I'opération
externe soit terminée. Alors, la tache se réveille et peirtdon exécution.

Soit une configuration & taches. Les taches seront considérées indépendantes. Cha-
cune des taches (1 < i < n) arrive dans le systeme a la date et doit terminer

son exécution avant la date limite de fin d’exécution netge- r; + D; ou D, est
I'échéance relative a sa date d'arrivée. Enfin, chacune destions der; est sépa-

rée par une période€;. Une tacher; est dite a échéance sur requéte si sa période est
égale a sa date limite de fin d’exécution’Bu= D,. Le facteur d'utilisatiori/; d’'une
tacher; est égal a% Le facteur d'utilisation/; d’une configuration de tachdsest

égal a la somme des facteurs d'utilisation des taeheg cette configuration. Ainsi,

Ur = Ziel %

La plupart des études existantes délaissent le problémctess a suspension ou au
mieux le simplifient. Ainsi, le modeéle de représentation dehes utilisé dans I'en-
semble de ces études est bien souvent réducteur car limit&@ul bloc d’exécution
noté C; comme le montre la figure 1. Ce qui implique que pour les tacheef-
fectuent des opérations externes, le temps nécessairéiéhla pour effectuer cette
opération est compris a l'intérieur méme du bloc d’exécutidais pendant qu’elle
effectue une opération externe, une tache n'utilise paslegseur et par conséquent,
elle peut laisser une autre tche s’exécuter. Le modeéleties& suspension est donc
plus réaliste.

il

FiG. 1 — Caractéristiques des taches dans les études simplifiées

Pour simplifier notre étude nous considérons que les taaheguvent se suspendre
gu'une seule fois au plus. Ce modele est représenté par le fRyjuChaque tache
7 (1 < i < n) est composée de deux blocs d’exécution, appelés aussi&thes



(de longueurC; ;,, 1 < k < 2), séparés par une suspension de durée maxifiale
pendant laquelle la tAche ne s’exécute pas. La somme deselarggdes deux blocs
d’exécutionC; , (1 < k < 2) est notée”;. A l'intérieur de chaque bloc d’exécution,
par définition il n’y a aucune suspension. La durée de suspediine tache; varie
d’une exécution a une autre sans jamais dépasser sa pieeXiuré

FiG. 2 — Le modeéle des taches

La théorie de I'ordonnancement temps-réel se focaliseesitekts d’ordonnancabilité
pour s'assurer que toutes les échéances sont respectégsuP tests de faisabilité
sont connus pour I'analyse de tache a suspension. Des testkep algorithmes clas-
siques existent déja. Dans [3] est présenté un test basé faateur d'utilisation du
processeur. Ce test, pour les algorithmes a priorité fixbast sur le calcul du pire
temps de réponse des taches [6, 8]. Une telle approche pgsité&ite utilisée pour
I'algorithme d’ordonnancemei®@DF [8]. Mais nous montrons que ces ordonnanceurs
sont globalement inefficaces pour les taches a suspension.

Les systémes temps réel ont souvent outre celle de respesteontraintes tempo-
relles de chaque tache, une autre finalité : celle d’optimiseritére de performance.
Il'y a deux types de criteres a optimiser, les critéres a niggncomme par exemple,
le temps moyen de réponse et des criteres & maximiser comnuenlere de taches
respectant leurs échéances lorsque des dépassementadéelsont tolérés. Pour
comparer plus finement les algorithmes, nous avons coisldérdeux critéres sui-
vants : la minimisation du plus grand temps de réponse et Xnnigation du nombre
de taches respectant leurs échéances.

Dans le paragraphe 2, nous présenterons la complexité deprobléme et plus par-
ticulierement, nous démontrerons qu'’il n’existe aucumatgme optimal qui soit po-
lynomial ou méme pseudo-polynomial en temps de calculsuiEnsious montrerons
les faiblesses de certaines politiques d’ordonnancentenineEDF (Earliest Dead-
line First), RM (Rate Monotonic)DM (Deadline Monotonic) eLLF (Least Laxity
First) méme sur des configurations de taches avec une chargespeur arbitraire-
ment faible, proche de zéro. Le paragraphe 3 montrera l@pecésd’anomalies d’or-
donnancement souEDF. Dans le paragraphe 4, nous calculerons la compétitivité de
ces algorithmes sur I'optimisation de deux critéres : laimisation du nombre de
taches en retard (nous démontrerons en plus que la tectdiapugmentation des res-
sources est inefficace dans le cas de I'ordonnancemenEsafiset la minimisation
du temps de réponse maximum des taches.



2 Complexité du probléme

Dans cette partie, nous établissons que le probléme d’'oedmement de taches qui
peuvent se suspendre au plus une fois est un problgfdifficile au sens fort.
Nous avons déja démontré (cf [10]) que ce problémeA&BiDifficile au sens fort
pour I'ordonnancement de systéme de taches périodiquespartcsimultané. Nous
étudions le probleme ouvert de complexité ou les tachesésénhéance sur requéte
et quand elles ne peuvent se suspendre qu’au plus une fois.

Théoreme 1 :L’'ordonnancement de taches périodiques, a échéances guéte et
se suspendant au cours de leur exécution au plus une foia psbbléme\P-Difficile
au sens fort.

Démonstration : cf Annexe 6.1

Un algorithme d’ordonnancement est ditiverselsi cet algorithme effectue le choix
de la prochaine tache a ordonnancer en temps polynomi&¢kis démontrons main-
tenant qu'il n’existe pas d’algorithmeniverselpour ordonnancer des taches avec sus-
pension, a moins quB = N'P.

Théoréme 2 :S'il existe un algorithme d’ordonnancement universel plesrconfi-
gurations de taches ol chaque tache se suspend au plus sradiEP = A/P.

Démonstration : cf Annexe 6.2

3 Les anomalies d’ordonnancement sousDF

Dans cette sous-partie, nous allons étudier les poséibititapparition d’'anomalies
sous la politique d’ordonnancemdaarliestDeadlinefirst (EDF). Nous allons tout
d’abord expliciter la notion @ginomalie d’ordonnancemengoit A un algorithme,
nous savons que le temps processeur requis dopeut varier d’'une exécution a
une autre A posséde des anomalies d’ordonnancement, s'il existe urfeyacation

I de taches telle que diminuer la durée d’exécution ou de sggped’une des taches
rend la configuratiod non ordonnancgable pat alors gu’elle I'était en considérant
les pires durées d’'exécution et de suspension de I'ensetelslédches de la confi-
guration. Un algorithme supportant les anomalies d’or@meement est dibbuste

En pratique, la robustesse simplifie les démonstrationsgpei si la preuve qu’une
configuration de tachesen utilisant pour chaque tache son pire temps processeur est
ordonnancgable avec 'algorithmé est établie, alors c’est une condition nécessaire et
suffisante d’ordonnancabilité de la configuration gar



Il a été prouvé dans [7] g&EDF est robuste pour I'ordonnancement de taches indé-
pendantes sans suspension. Ainsi, dans un ordonnancemers les dates limites
de fin d’exécution sont respectées avec les pires duréesalitan, diminuer la durée
d’exécution d’'une des taches ne peut pas amEBét a ne plus respecter I'échéance
d’'une des taches du systéme. Nous allons démontrer queasstdion est fausse dés
lors que des taches sont autorisées a se suspendre.

Théoreme 3 : Des anomalies d’ordonnancement peuvent apparaitre eruestc
des taches a suspension par I'algorithme d’ordonnancerabit.

Démonstration :

Afin de démontrer ce théoréme, une configuration de taéhes étre définie. Puis
sur cette configuration, il va étre démontré que si la durérétution ou la durée de
suspension d’une des taches est réduite d’'un unité de temgpgchéance ne sera plus
respectée. Soft la configuration étudiée a trois taches suivante :

T T 1070171:2,)(1 :2,0172:2,D1 :6,T1 =10
TQ:T2:57CQ71 :1,X2=1,Cg72=1,D2:4,T2=10
T317“3:7703’1 :1,X3:1,0372=1,D3:3,T3=10

Lorsque toutes les taches sont exécutées avec leurs pressdliexécution et de sus-
pension EDF définit 'ordonnancement suivant : a I'instabitil ordonnance la tache
71 jusqu’'a l'instant2. Elle se suspend de l'instadta 4. A l'instant 4, elle redémarre
son exécution et la termine a l'instafit A ce moment |a, la tache, se réveille et
s’exécute jusqu’a I'instarit. Moment auquel elle se suspend et auquel la taghse
réveille et alors commence son exécution. A l'instana tacher; se suspend et alors
la tAcher, qui ayant fini sa suspension peut finir son exécution a I'mgtal a tdche
73 Se réveillant a ce méme instant peut finir elle-méme son ¢wéca I'instant10.
Cet ordonnancement est montré sur la figure 3.a. L'ordoreraant se déroule cor-
rectement et toutes les échéances sont respectées. Reguems en utilisant les pires
durées de suspension et d’exécution, I'ordonnancemehpdeEDF est faisable.

(o] 5 10
b. -H-_ef_\ <>
o 5 lIO
FiGc. 3 — Ordonnancement de la configuratibavec ses pires durées d’exécution des
taches



Maintenant, en diminuant la durée d’exécution de la tAgheu sa durée de suspen-
sion d’'une unité de temps, il va étre démontré que la taghee respecte plus son
échéance. Par exemple, diminuons la durée d’exécdtiond’une unité de temps :
Cy,1 = 1 etlaissons toutes les autres durées d’exécution et dersispénchangées.
Commer; a une unité de moins d’exécution, elle termine par conségommexécu-
tion une unité plus tét donc a I'instaht Mais a cet instant;; se réveille et peut par
conséquent commencer son exécution une unité plus tét.oraéguent a I'instant
7 quand elle se réveille apreés sa suspension, elle rentreremicence avec la tache
73 qui S’active. Cette concurrence n’existait pas au préalphisque quand toutes les
tdches sont exécutées avec leurs pires durées d’exéctititnseispension, la tache
79 Se suspend & la dafeet ne demande donc pas a s’exécuter. La taghisposant
d'une échéance plus petite que celle de la tachelle peut s’exécuter et finir son
exécution a I'instang8. Mais de ce fait, la tAches; se retrouve retardée d’'une unité
de temps et par conséquent elle ne respecte plus son écliéarkigure 3.b), ce qui
provoque une anomalie d’ordonnancement. Ainsi, en dinmhlzadurée d’exécution
de la premiére sous-tache dg I'ordonnancement est devenu infaisable. La méme
anomalie apparait avec le méme scénario en diminuant dhite de temps la durée
de suspensioX; ou la durée d’exécutio’; » (i.e. X; =1 ouCi s = 1).

Enfin, il est facile de démontrer que dans tous les cas p&sentl'algorithmeEDF
échoue, il existe des ordonnancements (hors-ligneshiasa

O

4 Analyse de compétitivité

4.1 Introduction

Dans cette partie, I'étude des comportements d’algorithionen connus tels qUeEDF
ouLLF en ordonnancant des configurations de taches a suspensiwnteer que ces
algorithmes ne sont pas ou peu compétitifs pour la mininasatu nombre de taches
en retard et pour la minimisation du temps de réponse maxirRaur déterminer si
un algorithme en-ligne est compétitif, une technique caument utilisée est I'analyse
de compétitivité. Pour simplifier les résultats, nous sgpps que les périodes des
taches sont prises suffisamment grandes pour qu’une uniuerence de chaque
tache appartienne a I'hyperpériode.

4.2 Analyse de compétitivité

L'analyse de compétitivité compare I'algorithme en-ligh&valuer a un algorithme
clairvoyant optimal appelé audsdversaire Un bon adversaire définit des instances
de probléme pour que l'algorithme en-ligne atteigne sa p@dormance. Un algo-
rithme qui minimise un critére de performance estompétitif si la performance
obtenue par l'algorithme en-ligne esffois la valeur obtenue par I'adversaire. Plus
formellement, étant donné un algorithme en-ligh& évaluer, et une configuration



de tached. La performance obtenue par en ordonnancani est notéer4 (1) et
celle obtenue par I'adversaire sur cette méme configurasbnotéer* (7). A est dit
c-compétitif s'il existe une constantetelle queo 4(I) < co*(I). Le ratio de compé-
titivité ¢4 de I'algorithme en-ligned est égal a la pire valeur en considérant toutes les
instanced du probléme :

cCA = Sup JA(I)
toutl U*(I)

Selon le critére a optimiser, il appartient a I'une des deatégories suivantes :

— Minimisation : La valeur du ratio est supérieure ou égale Si la valeur du
ratio de compétitivité d’'un algorithme en-ligne dstlors il est optimal pour
le critere étudié. Sinon, si ce ratio est différent de toutestante, le ratio est
une fonction em, oun est le nombre de taches. Dans ce cas, I'algorithme est
non-compeétitif.

— Maximisation : La valeur du ratio est comprise erttiet 1. Si la valeur du ratio
de compétitivité d’un algorithme en-ligne dsdlors il est optimal pour le critére
étudié. Sinon, si son ratio va0t il est non-compétitif.

4.3 Minimisation du nombre de taches en retard

Le critere de minimisation du nombre de taches en retardiedigédans cette partie.
Ce critere est bien sir équivalent a celui de la maximisadiomombre de taches
respectant leurs échéances. Nous allons rappeler toudrd'éds principaux résultats
connus puis nous étudierons les performancE®& ou LLF pour I'ordonnancement
de tAches a suspension.

Nous savons qu'il n’existe pas d’algorithme en-ligne cotitip@our la maximisation
du nombre de taches respectant leurs échéances en ordanndes systemes de
tache classique, sans suspension. Mais il en existe dansadgzarticuliers [1, 2].
Dans ce contexte particulier, nous allons prouver qu’emmndncant des taches a
suspension, les algorithmes classiques cor&ME ne sont pas compétitifs. Il est a
noter que nos résultats sont valides d’'un point de vue deidalfdité puisque les
résultats que nous allons présenter, le sont avec pour g aations étudiées, des
facteurs d'utilisation faibles, proches de zéro.

4.3.1 Résultats connus

Baruahet al. [1, 2] ont prouvé qu’il n'existe pas d’algorithme d’ordomtement
en-ligne préemptif pour maximiser le nombre de taches maptleurs échéances
dans les systemes monoprocesseurs. Pour obtenir soraté&diversaire définit une
configuration de taches avec des surcharges du processasicéd auteurs montrent
gu'il existe des résultats positifs dans des cas particuldous allons maintenant pré-
senter un de ces cas. La définition 1 présente les propriétédel ces cas particuliers.

Définition 1 Monotonic Absolute Deadlines (MAD) :
Un systeme de tache est qualifié de MAD si I'échéance abselwhatjue nouvelle



tache qui arrive dans le systeme est supérieure ou égald@ aeln’importe quelle
tache déja arrivée dans le systeme.

La définition 2 présente I'algorithm@RPTFE

Définition 2 Shortest Remaining Processing Time First (SRPTF) :
SRPTF est un algorithme d’ordonnancement en-ligne prééniplloue a chaque
instant, le processeur a la tache ayant le plus petit tempsgsseur restant a exécuter.

Dans [1, 2], Barualet al. ont prouvé que si un systéme de taches a la propvié&B
alors I'algorithme d’ordonnancement en-lighRPTFest2-compétitif pour minimiser

le nombre de taches en retaBRPTFest alors un des meilleurs algorithmes en-ligne
possibles.

4.3.2 Mauvais résultats pour I'ordonnancement de taches a spension

La démonstration qu’'en ordonnancant des systémes de tachigspension, I'algo-
rithme d’ordonnanceme@RPTFn’est plus compétitif pour minimiser le nombre de
taches en retard et ce méme si le system&lédd, est présentée ici :

Théoréme 4 :Pour les systemes de taches a suspension MAD méme avecaun fact
d'utilisation arbitrairement petit, I'algorithme en-lige SRPTF n’est pas compétitif
pour maximiser le nombre de taches respectant leurs écleéanc

Démonstration : L'algorithme clairvoyant génére la configuratidra n + 1 taches
suivante :

7'027“0:0,001 = 17X1 :07002:O7D0:K
Tii’f’i:i—l,Cﬂ :l,Xi:K—27Ci2:].,D7;:K avec iE{L..,TL}

Ou K est un entier positif strictement supérieur.a

La configuration/ respecte bien la propriétdAD. La figure 4 montre les résultats
de I'ordonnancement depar I'algorithme d’ordonnancemeBRPTFet par son ad-
versaire clairvoyant. A la date, 7, et 7; sont disponiblesSRPTFordonnancer,
parce query a le plus petit temps processeur restant. Ensuite, pounehi@gher;,

(1 < i < n), la premiére sous-tache est ordonnancée a laiddatia seconde a la date
K + (i — 1). L'adversaire, lui choisit d’ordonnancer la tachea I'instant0. Puis, il
ordonnance chaque tache(i € {2,...,n}) alinstanti — 1. Pour finir, il ordonnance
T0-
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FIG. 4 — Limites deSRPTFdans un systéme de tachdaD

Calcul du ratio de compétitivité deRPTF:

_ OSRPTE _ 1
CSRpPTF = ———— = lim
TOpt n—oomn + 1

Et pour finir, calculons le facteur d’utilisation de

_xn Cia+Cia 1 n o 2
Ur = Zi:o T; =%kt Zi:l K

= limg o0 22 =0

Pour conclure, une configuration de taclies été générée par I'adversaire. Elle res-
pecte la propriété dMAD et a un faible facteur d'utilisation alors q®RPTFne soit
pas compétitif pour maximiser le nombre de taches respeetanrs échéances.

O

Avec la méme configuratioh que celle présentée dans la démonstration du théoreme
4, les résultats obtenus pdBRPTFpeuvent s’étendre BDF, DM andRM.

Corollaire 1 : Pour des systémes de taches a suspension et ayant la péogdtiét
MAD, EDF, DM et RM ne sont pas compétitifs pour maximiser lmine de taches
respectant leurs échéances.

Démonstration : Soit I la configuration générée par I'adversaire lors de la démons-
tration du théoréme 4. Sur cette configuratiB®F, DM et RM assignent exactement
les mémes priorités aux taches gBBPTFle fait. Par conséquent, nous obtenons
les mémes ratios de compétitivité et facteurs d'utilisafpmur ces algorithmes que
pour SRPTE Finalement, la méme conclusion s'impose a savoir queDi, ni DM

et ni RM ne sont compétitifs pour maximiser le nombre de taches ctmpieleurs
échéances.



Etude de I'algorithmé.LF.

Théoréme 5 :Pour des systemes de taches a suspension et ayant la péolphidD,
LLF n’est pas compétitif pour maximiser le nombre de tachepectant leurs échéances.

Démonstration :
Pour l'algorithmeleastLaxity First (LLF), soit] la configuration & taches suivante :

7:1, =001 =3,X;,=K-3n+1),Cis=3,D; =K avec Vi=1l.n

ou K est un nombre trés grand tendant vers I'infini.

e b
10 eI 0
K
Algorithme - j
Optimal
K

FiG. 5 — Etude de&_LF sur la minimisation du nombre de tache en retard

Les résultats de I'ordonnancementidearLLF sont donnés par la figure 5. A l'instant
0, LLF commence par ordonnancer la tacheMais aprés avoir exécutg pendant
une unité de temps, les autres tache@ € 2,..,n) ont une priorité plus importante
que celle de-;. Par conséquentLF préempter; et exécute. Mais, aprés une unité
de temps d’exécution de,, les autres taches ont une priorité plus importante que
celle ders. Les taches; (i € 1,..,n) ont la méme laxité obligeahl F & préempter
a chaque fois la tache active aprés seulement une unité ¢bs tdenson exécution.
En conséquence, I'exécution des taches ne peut se fairaiguaprés unité. Ce qui
obligeLLF a ne respecter aucune des échéances de ces taches.

L'algorithme optimal ordonnance la premiere sous-tache, qmiis la premiére sous-
tache der, pour finir avec la premiére sous-tache dleet dans le méme ordre, la
seconde sous-tdche de ces taches. Par conséquent, trafgoioptimal ne manque
aucune échéance.

Le calcul du ratio de compétitivité dd_F donne :



Ce qui implique qud.LF n’'est pas compétitif pour la maximisation du nombre de
taches respectant leurs échéances. Et le calcul du facteilisdtion de cette confi-
gurationI (cf. 1), montre bien qu'il est quasi nul. Ce qui nous permetdeclure
quant a la faiblesse de_F.

"\ Ci1 + Cio . 6n
UI:; T, A E @)

4.3.3 Technique de 'augmentation de ressources

En analyse de compétitivité, I'algorithme en-ligne et Vatsaire clairvoyant s’exé-
cutent sur la méme machine. Mais les résultats obtenus parteehnique d'ana-
lyse, sont quelques fois pessimistes et afin de diminuer ssimpesme des alterna-
tives existent. Afin d’analyser les performances relatilesalgorithmes sous un autre
angle, une extension de I'analyse de compétitivité a é&ecréaugmentation de res-
sources [9]. Dans cette extension, I'algorithme en-ligiesécute sur une machine
plus rapide que celle de l'adversaire. Il a été prouvé dahgu® si vous disposez
d’'une configuration de taches qui est, avec une méme madaionegrdonnancable
par EDF mais ordonnancable par un algorithme optimal alors, elfe sedonnan-
¢able parEDF avec une machine deux fois plus rapide. Cette dernieretmssest
fausse dés que le systéme est composé de taches a suspensiamnle démontrons.

Le résultat connu dEDF ne tient plus si les taches sont a suspension. Le théoréme
qui suit, va démontrer gue méme s'il existe une configuratiordonnangable par un
algorithme optimal alors, elle ne sera pas toujours ordogaiale paEDF méme sur

une machine plus rapide.

Théoréeme 6 : Augmenter la vitesse du processeur n'améliore pas les perfor-
mances d’EDF quand les taches sont autorisées a se susppadmpport a un
algorithme d’ordonnancement optimal utilisant un proegsde vitesse unitaire.

Démonstration :

Raisonnement par I'absurde :

Hypothése :ll existe un entier, s > 1 tel que SiEDF dispose d’'une machinefois
plus rapide que celle de son adversaire clairvoyant, &bis est optimal.

Soit la configurationl a deux taches suivante :



T T 1070171 :28,X1 :O,CLQ:O,Dl =4s—1

n—1

Tii’l"i:O,Ci)l:l/n,X,‘:48—2+ ,C’i,gzl/n,Dizéls 2<i1<n
— La figure 6.a donne I'ordonnancement Hgar un algorithme optimal. Cette
figure montre que 'adversaire a respecté toutes les écbgahes taches;
(1 <1 < n) sont ordonnancées avamtdes leur arrivée, a l'instaift
— Lafigure 6.b montre I'ordonnancement Bpar I'algorithmeEDF sur une ma-
chines fois plus rapide. A I'instan®, EDF ordonnance car son échéance est
plus proche que celle des autres taches. Ainsi, il retaed@tution des taches
7; (2 < i < n) qui manquent leurs échéances. Par conséqga&H®,méme avec
une machines fois plus rapide ne parvient toujours pas a respecter tdeses
échéances et par conséquent a construire un ordonnandaisahte.
Calculons maintenant le ratio de compétitivité de I'altfurie d’'ordonnancemeBDF
avec une machine fois plus rapide. L'algorithme optimal respecte quant aduites
les échéances comme le montre la figure 6.a a la différeri€@Figui ne respecte
gu’une seule échéance, celleddcf. figure 6.b) :
Le ratio de compétitivité &DF en faisant tendre le nombre d'instance¥\ers I'in-
finiest égal a:
9EDE _ i =~ =0
OOpt n—oo 1

CEDF =

EDF n’est par conséquent pas compétitif pour la minimisatiomdumnbre de taches
ne respectant pas leur échéance, méme en augmentants$a desls machine allouée
a l'algorithme d’ordonnancemefDF.

Ce qui contredit I'hypothése de départ et conclut cette destnation.

[ —
k 2k 3k 4k
b. i 1 J H
=
k 2k 3k 4k

FiG. 6 — L'ordonnancement deparEDF

O

La technique d’augmentation des ressources utilisée astinefficace poueDF car
lorsquEDF dispose d’'une machine plus rapide, seule la machine suellacgiexé-
cute les taches a été améliorée. Ainsi lorsque les tachesesoin de se suspendre
pour effectuer des opérations sur des machines auxiljahes le font sur des ma-
chines qui n'ont pas été accélérées. Effectuant ces opésasur la méme machine



gue le fait I'algorithme optimalEDF ne va pas plus vite et par conséquent, les durées
de suspension ne sont pas améliorées et donc pas diminuées.

4.4 Minimisation du temps de réponse maximum

Lorsque les tadches ne se suspendent pas, pour tout algerdlordonnancement
conservatif (i.e. n'insérant pas de temps creux dans llumdacement s'il existe au
moins une tache préte a s’exécuter), alors le plus grandstelmpéponse d’'une tache
ne peut excéder la durée de la période d’activité synchrSgechronous Busy Per-
iod). Mais cette assertion devient inexacte quand les tachesisuspension comme
l'illustre les résultats suivants po&M, DM, EDF, LLE

4.4.1 Compétitivité d’EDF, RM et DM

La politiqgue d’ordonnanceme®DF est au mieux2-compétitive pour minimiser le
temps de réponse maximum.

Théoréme 7 :L'algorithme d’ordonnancement EDF est au miglsgompétitif pour
la minimisation du temps de réponse maximum en ordonnanigatiches a suspen-
sion, se suspendant au plus une fois.

Démonstration :
Soit la configuration de tachdssuivante :

T - T1 :0,0171 =€,X1 :K,CLQ:G,Dl =4K
7227“2:0,02’1 :K,X2:0,02’2:07D2:4K—1

Ou K est un entier positif supérieurla

Ou e est un nombre positif strictement inférieut &t tendant vers zéro.

Sur la figure 7 sont présentés les résultats de I'ordonnagmede la configuration
I par I'algorithme d’ordonnancemeBDF et par un algorithme clairvoyant optimal.
L'algorithme EDF ordonnance en premier la tAche car son échéance est la plus
proche. Mais l'algorithme clairvoyant, ordonnance en pegrta tacher; pour per-
mettre d’ordonnancer, pendant la suspension dg

EOF [ T, W )

Algo
Optimali T [H

FIG. 7 — Compétitivité dEDF pour la minimisation du temps de réponse maximum




Le calcul du ratio de compétitivité HDF finit cette démonstration. Le temps de ré-
ponse obtenu paEDF pour I'ordonnancement dé est égal 2K + 2¢ alors que
celui de I'algorithme optimal est d& + 2¢. Ce qui nous permet d’obtenir un ratio de
compétitivité dEDF de2 en faisant tendre vers0 (cf. 2).

c :UEDF:Hm2K+26:%=2 (2
EDE OOPT e—0 K + 2¢ K

Ce qui conclut notre démonstration puisqu’une configunafi@ été trouvée sur la-
guelle le ratio de compétitivité de I'algorithme d’ordomeamentEDF est de2. Par
conséquent:DF est un algorithme au miewcompétitif.

0

Nous allons maintenant étendre ce résultat aux algoritiRiest DM.

Corollaire 2 : Les algorithmes d’ordonnancement RM et DM sont au mizux
compétitif pour I'ordonnancement de taches a suspensiathaque tache se suspend
au plus une seule fois, et en minimisant le temps de réponsienuna.

Démonstration :

La configuration/ utilisée dans la démonstration du théoréme 7 est consebiée.
nous ordonnancons cette configuratioavec les algorithmeRM et DM, les priori-
tés affectées par ces algorithmes seront les mémes que affletées paeDF. Par
conséquent commEDF dans la démonstration du théoremeRM et DM ordon-
nancentr, avantr;, ce qui implique que les mémes résultats que pour I'algoeth
EDF sont obtenus. AinsiRM et DM ont un ratio de compétitivité d’au moins deux.
Ce qui permet de conclure g&&M et DM sont au mieux-compétitifs.

O

4.4.2 Compétitivité deLLF

La politique d'ordonnancemeniiLF est au mieux2-compétitive pour minimiser le
temps de réponse.

Théoreme 8 :L'algorithme d’ordonnancement LLF est au mig2scompétitif pour
la minimisation du temps de réponse maximum pour I'ordonaarent de taches a
suspension et se suspendant au plus une fois.

Démonstration :
Pour démontrer ce théoréme, le ratio de compétitivité.ldeé en ordonnangant une
certaine configuratior doit étre égal . SoitI la configuration suivante :



T1 - T1 :O,Cl_yl :E,Xl :K,CLQ :E,Dl = 4K
To T2 :0,0271 =K, X, :0,0272 =0,Dy =2K +2

Ou K est un entier positif supérieurla

Ou e est un nombre positif strictement inférieut &t tendant vers zéro.

La figure 8 montre les résultats de I'ordonnancement de Ifigumation de taches
I par I'algorithme d’ordonnancemehtF et par un algorithme clairvoyant optimal.
L'algorithme LLF (cf figure 8) ordonnance en premier, la tachecar sa laxité dy-
namique est plus faible. Quant a I'algorithme optimal, intbence a ordonnancey
pour permettre d’exécutes pendant la suspension dg

LLF [T, ® T

Algo
Optimali T [

FiG. 8 — Compétitivité de_.LF pour la minimisation du plus grand temps de réponse

Pour finir, calculons le ratio de compétitivité deF (3), en sachant que la longueur
d’ordonnancement obtenue fdrF est égal 2K — 2¢ et que celle obtenue par un
algorithme optimal n’est que d& + 2e.

OLLF — lim 2K — 2¢ :%:
copr 0 K+e¢ K

2 3)

Ce qui permet de conclure la démonstration puisqu’une cardimnl sur laquelle le
ratio de compétitivité de I'algorithme d’ordonnancemehf est de2 a été détermi-
née. Et doncl.LF est un algorithme au mieuxcompétitif.

O

5 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs résultats négatifs suobmahcement de taches qui
peuvent se suspendre pour effectuer des opérations suradgsnes auxiliaires ex-
ternes au systéme. Nous avons premiérement prouvé quenimadcement de taches
qui peuvent se suspendre au plus une fois est un prob)mBifficile au sens fort
et il n'y a pas d’algorithme universel a moins gite= A’P. Nous avons également
établi qu'il existe des anomalies d’ordonnancement enwgaét des taches a suspen-
sion, sous la politique d’ordonnancem&fF. En utilisant I'analyse de compétitivité,
nous avons démontré que les algorithmes classiques pedépasser des échéances



et ce méme si la charge processeur des configurations egtipnaglle alors que des
algorithmes hors-ligne simples qui respectent I'enserdbkéchéances peuvent étre
facilement établis. Enfin, nous avons démontré que la tgalend’augmentation des
ressources n'amene aucune amélioration pour I'ordonmagicede taches a suspen-
sion sou€DF.

L'une des perspectives de ce travail serait de chercheragtsomns pour I'ordonnan-
cement de taches a suspension. Une autre serait de consldéreonfigurations de
taches non indépendantes.
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6 Annexes

6.1 Démonstration du théoreme 1

Théoréme 1 :L’ordonnancement de taches périodiques, & échéancesguéteet se
suspendant au cours de leur exécution au plus une fois espbiemeN\’P-Difficile
au sens fort.

Démonstration :
Pour démontrer ce théoréme, nous allons transformer utenresdu probléme d&
partition connu pour étr&/P-Complet au sens fort en une instance de notre probleme
[4]. Enfin, nous essayerons d’ordonnancer cette configurginérée.

Instance du probléme departition : Soit A un ensemble d&m éléments déy,
B une limite appartenant B et pour toutj € {1...3m}, s; € Ntels queB/4 <
s; < B/2 ettel qued "™ s; = mB.

Probléme :Peut on partitionnerd enm ensembles disjointsA|, As, ..., An)
tels que, poutt < i < m, ZjeAi s; = B. Ce quiimplique que chaque ensemilg
i € {1,...,n} contient exactement trois éléments. En effet, il ne peuhriantenir
moins cars; < B/2 et ni en contenir plus caB/4 < s,.
Nous générons a partir de I'instance du problévgartition, une instance d’ordon-
nancement 8m + 1 taches :

— Lestachesy, ..., 3, sont générées avec le méme profil :
Cin=Cip = s
i <3m X = (2m-1)B
— Latachers;i1 :
B B
C’Z’}m—Q—l,l = ’75—‘ C3m+1,2 = \‘5J
X3my1 = B
D31 = 131 =28

Nous allons maintenant prouver qu’une solution pour le jgmole de3-partition existe
si et seulement si la configuration de taches générée a gaxta probleme est ordon-
nancable.
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FiG. 9 — Ordonnancement faisable de la configuration générée

Les taches générées, sont toutes a départ simultané. Pggo@mt, nous pouvons
limiter notre étude d’ordonnancabilité a I'hyperpériodintila longueur est égale a

H = ppem(Ty,...,T3m+1) = 4mB. Nous limiterons notre étude qu’a l'intervalle
[0,4mB].
Nous pouvons également montrer que le facteur d'utilisadmcette configuration est
égal a1
— Le facteur d'utilisation des taches, . .., 3, estégal a:
Z?:1 m+ % = Z?:l m2gg
— 2mB
4mB

1

2

— Le facteur d'utilisation des,,, ;1 vaut :

C3m41,1+C03m11,2 _ [%—IJFLgJ
Tsm+1 - 2B

— §|UU

2
Le facteur d'utilisation de cette configuration est par éuent bien égal §1+% =1.
Ce résultat implique que le processeur est constammenpé&tyue par conséquent,
il n'y a aucun temps libre dans I'ordonnancement. La taghg,; posséde une laxité
nulle par conséquent, chacune de ses instances doit étnatézdles son arrivée dans
le systeme. La tache;,, 1 laisse libre le processeur pendant seulement pour cha-



cune de ses instances, un unique bloc de dBréa longueur de la suspension) pour
I'exécution des autres taches. La figure 9 présente un oathmement réussit de la
configuration générée par le probléme 3partition. Les bornes dé'®™e bloc de
temps-creux sont calculables et sont les suivantes :

[Q(k ~1)B+ El ;2kB — gJ) vk >1 4)

Nous allons aborder notre démonstration en deux parties.

1. Siune solution existe pour le probleme d8-partition alors la configuration
de taches générée admet un ordonnancement faisable :
D’aprés I'énoncé du probléme et si nous nous intéressans iapossede exac-
tement trois éléments (notés s, ets;) dont la sommesy; + s + s;) donneB.
Pendant le temps creux correspondant a la suspension aderiépe instance de
T3m+1, NOUS ordonnancons les premieres sous-tadtigs des tachesr, 7, et
7;) correspondant aux élémentsde Les secondes sous-taches sont ordonnan-
cées pendant le temps creux créés parilar 1) instance des,, ;. Ainsi
le temps écoulé entre les deux sous-taches de chaque taghéga partir des
éléments del; est égal §2m—1) B, soitla durée de suspension requise d'aprés
la formule 4. Nous recommencons le méme processus en presadiéments
de A, et en réitérant I'opération en ordonnancant les premiéres-tgiches des
tAches générées par les élémentsddgpendant le temps creux généré par la
seconde instance dg,,+1 et les secondes sous-taches pendant le temps creux
obtenu par I'exécution de lan + 2)“9”‘9 instance ders,,,11. Puis, il suffit de
continuer les mémes opérations en ordonnancant les taohesmgondant aux
élémentsA; pendant leg'®™® et (m + i)®™e temps creux générés par les ins-
tances des,,, 1. Ainsi, nous obtenons un ordonnancement faisable poue notr
configuration de taches.

2. Si la configuration de taches générées admet un ordonnancemdaisable
alors il existe une solution pour le probléme de 3-partition: Nous allons
d’abord supposer qu'il existe un ordonnancement non-ppéépour les taches
générées puis nous traiterons le cas général.

— Il existe un ordonnancement non-préemptif pour les taghasgrées a partir
du probléme d&-partition :
Comme le facteur d’utilisation est deet que I'ordonnancement est faisable,
dans chaque temps creux dd a I'exécution d’'un jobrgg,, trois taches
exécutent soit leur premiére sous-tache, soit leur sec@eltés sont trois
carB/4 < C;; < B/2,i = 1.3m,j = 1,2). Les trois taches dont la
premiére sous-tache s’est exécutée pendant le temps dietuXakécution
du premier job de la tache,,, 1, ne peuvent pas exécuter leur seconde sous-
tache pendant les. — 1 blocs de temps creux suivants générésmaf, |
sinon la durée de suspension n’est pas respectée. Par uentég seconde
sous-tache ne peut étre ordonnancée qu'a partindy 1)**mebloc de temps
creux. Pendant ce temps creux, toutes les premieres sthestde toutes les
tachesr; (pouri € {1...3m}) ont été exécutées et toutes ces taches sont en



période de suspension sauf celles qui ont exécutées lauiggeesous-tache
durant le premier bloc de temps creux. Par conséquent, coerfaeteur
d'utilisation est del, pendant lgm + 1)®™ bloc de temps creux, les seules
tédches ordonnancées sont celles dont la premiére sous-daéte exécutée
durant le premier bloc de temps creux. En répétant cettejuegpour les
autres taches, les taches dont la premiére sous-tache ¥éétéée pendant
le i*™€ (; < m) bloc de temps creux a exécuté sa seconde sous-tache pendant
le (m + i)®™ bloc de temps creux. Ainsi, si nous nommotis 'ensemble
dess; ayant servi a la conception des taches dont la premiéretdohs-a été
exécutée pendant 1™ temps creux généré paf,, ;. Alors nous obtenons
une partition ded enm sous-ensembles respectant les contraintes données
par le probleme d8-partition.

— Cas général :
Nous allons en fait démontrer qu'une sous-tache ne peutslggr que dans
un unique bloc de temps creux généré par.1. En effet, utilisons un rai-
sonnement par I'absurde et supposons qu’une sous-tacbenaihencé son
exécution dans un blok (k < m) et qu’elle finisse son exécution dans le
bloc k + 1. Les autres sous-taches sont supposées s'étre exécutsesnda
unigue bloc. Comme il ne peut y avoir plus de trois sous-taiga bloc, il
n'y a que deux sous-taches dont I'exécution s’est termiaés tk blod:. Par
respect des suspensions des taches, il n'y a seulement guealgés-taches
complétées dans le bleo + k. Comme une conséquence, il y a un temps
creux dans le bloé + m ce qui contredit le fait que le facteur d'utilisation
est égal d. Ce qui finit cette démonstration.

O

6.2 Démonstration du théoréme 2

Théoreme 2 :S'il existe un algorithme d’ordonnancement universel dearconfigu-
rations de taches ou chaque tache se suspend au plus unédig$Pa= NP.

Démonstration :

Nous allons utiliser une technique de preuve classique, dek celle présentée dans
[5]. Plus précisément, nous allons supposer I'existenoa t&l algorithme. Et nous
allons démontrer que si cet algorithme choisit en un tempmpmial (polynomial
en la longueur de la configuration) la prochaine tache egégalorsP = A'P. Parce
gue dans ce cas |a, nous aurons trouvé un algorithme pselgltemial qui résout le
probléme de3-partition.

Nous supposons qu'’il existe un algorithme d’ordonnancepeur les configurations
de taches périodiques, ou chaque tache peut se suspendus ang fois, et sur des
systemes monoprocesseurs. Cet algorithme esthdEé utilisant la méme technique
gue celle détaillée dans la preuve du théoréme 1, nous d&fitssa partir d'une ins-
tance du probléme d&partition un ensemble den + 1 taches, noté. Lensemble
des taches composant la configuration nouvellement gédéséat a départ simul-
tané. En utilisant le méme raisonnement que dans la dératinstdu théoreme 1,



pour vérifier que tous les instances respectent leurs échganous pouvons limiter
notre période d’étude a l'intervall@®, 4Bm]|. Par conséquent nous ordonnancons la
configuration/ avec I'algorithmeA, puis nous vérifions que chaque tache respecte
son échéance. L'hyperpériode de I'ordonnancement estneonous I'avons calculé
précédemment, est égalet®m. De plus, d’aprés nos hypothéses,est un algo-
rithme polynomial. Par conséquent, vérifier que toutes ¢bg#@nces sont respectées
se fait en un temps au plus pseudo-polynomial (i.e, c’estecteent réalisé en temps
proportionnel aBm). En utilisant le méme raisonnement que lors de la démdiwsira
du théoréme 1, la configuratiahn’est ordonnancable par I'algorithmé que si et
seulement s'il existe une partition des taches . ., 73, €nm ensembles disjoints
Ay, As, ..., A, tels que pour chaque ensemble (i € {1,...,m}), nous avons

> r,ea, Cj1 = B. Ainsi, la solution obtenue par l'algorithmé donne une solution
pour résoudre le probléme departition. Pour déterminer cette solution, nous trans-
formons l'instance du probléme @epartition en simplement construisant I'ensemble
de taches avec au plus une suspension par tache comme daesva gu théoreme

1 et alors en présentant cette configuration de taches adadgure de décision basée
sur l'algorithmeA.

Par conséquent, nous avons trouvé un algorithme pseuginguoial pour résoudre
le probleme d&-partition. Mais le probléme d&partition A’P-complet au sens fort.
Donc, et pour conclure, si I'algorithmé existe alorsP? = A/P. Un tel algorithme ne
peut donc par conséquent pas exister.

O



