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Microlocalisation d’opérateurs différentiels arithmétiques sur

un schéma formel lisse

Raoul Hallopeau

Abstract

Let X be a formal smooth quasi-compact scheme over a complete discrete valuation
ring V of mixed characteristic (0,p). We consider the sheaves of differential operators

55?,)1@,(@ with a congruence level £ € N and their projective limit Dx o, = I&Hk 55?,)1@@-

In this article, we construct microlocalization sheaves of /D\g)k@ for the different con-
gruence levels k admitting transition morphisms. Then we pass to the projective limit
over k in order to obtain some microlocalization sheaves of Dy . These sheaves will
be useful later to define a characteristic variety for coadmissible Dx ,-modules when
X is a formal curve.
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1 Introduction

Un enjeu majeur dans la théorie des D-modules arithmétiques réside dans la généra-
lisation de la notion de D-modules holonomes. Une catégorie constituée de tels modules
permettra par exemple d’étudier les cohomologies cristalline et rigide. Des catégories de
D-modules arithmétiques holonomes avec Frobenius ont déja été construites par Berthe-
lot et Caro de deux maniéres différentes. Christine Huyghe Toblas Schmidt et Matthias
Strauch ont introduit dans 6] un faisceau Dy o = Lk % k@ d’opérateurs différentiels
obtenu en rajoutant des niveaux de congruence k € N aux faisceaux de Berthelot. Les
modules & considérer sur le faisceau Dx o, sont les @xm—modules coadmissibles. Actuelle-
ment, il n’existe pas de notion satisfaisante d’holonomie pour les D-modules coadmissibles.
L’article [3] de Ardakov-Bode-Wadsley introduit une catégorie de modules faiblement ho-
lonomes de D-modules coadmissibles sur un espace analytique rigide en utilisant la ca-
ractérisation cohomologique classique des modules holonomes. Cependant, cette catégorie
demeure trop vaste, car les D-modules faiblement holonomes ne sont pas tous de longueur
finie. Une autre approche envisageable consiste & définir une variété caractéristique pour les
D-modules coadmissibles. Sur un schéma formel lisse, les opérateurs différentiels considérés
ne sont pas d’ordre fini. Par conséquent, la méthode classique des variétés complexes pour
définir la variété caractéristique ne s’applique plus. Une autre méthode consiste & construire
un microlocalisé du faisceau des opérateurs différentiels. Une telle construction dans le cas
arithmétique a déja été faite par exemple par Adriano Marmora et Tomoyuki Abe dans [2],
ou la microlocalisaton sert ensuite & démontrer une formule du produit.

Dans cet article, nous construisons un faisceau microlocalis¢ Fo, du faisceau Dx o, des
opérateurs différentiels afin d’introduire ultérieurement une variété caractéristique pour les
D x,0o-modules coadmissibles. Une telle construction a déja été entreprise par Tomoyuki Abe
dans 'article [1] pour les opérateurs différentiels arithmétiques de Berthelot. Il démontre
que ses microlocalisés permettent de retrouver la variété caractéristique des D-modules
arithmétiques lorsque X est une courbe formelle lisse quasi-compacte. Par ailleurs, Tomoyuki
Abe a rencontré les mémes difficultés techniques que celles que nous rencontrons pour le
faisceau Dy o : trouver des microlocalisés pour chaque rang m admettant des morphismes

de transitions compatibles & ceux des faisceaux D( ) . Pour microlocaliser Dx «, il nous faut
trouver des microlocalisés admettant des morphlsmes de transition compatibles avec ceux
de larticle |6] pour les différents niveaux de congruences k € N. De plus, la construction du

microlocalisé F, est délicate pour une autre raison. En effet, les K-algébres 552 L,Q(U ) de
article |6], pour U un ouvert affine muni de coordonnées locales, ne sont pas commutatives
et ne vérifient pas les conditions de Ore. Nous devons donc recourir & un autre critére
de localisation. En pratique, le microlocalisé F,(U) est la plus petite algébre contenant
Dx oo (U) dans laquelle un opérateur différentiel est inversible si et seulement si cet opérateur
est fini, §’il admet un unique coefficient de norme maximale et si ce coefficient est dominant
et inversible.



Rentrons maintenant, et plus précisément, dans le vif du sujet de cet article. Soit V un
anneau complet de valuation discréte de caractéristique mixte (0,p). Notons K = Frac(V)
son corps des fractions et zo une uniformisante. Considérons un V-schéma formel lisse X
de dimension d, connexe et quasi-compact. L’object principal que nous considérons est le

(0)

faisceau des opérateur différentiels 536 .. introduit dans l'article |6] par Christine Huyghe,

Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Il s’agit d’un faisceau de sous-algébres du faisceau 59
des opérateurs différentiels cristallins auquel nous rajoutons un parameétre k € N appelé
niveau de congruence. Soit U un ouvert affine de X sur lequel nous disposons d’un systéme
de coordonnées étales (z1,...,24). Si d1,...,0y sont les dérivations associées, alors

59)"?([]) - Z aq - 01" 09, aq € 0x(U) tels que aq - w kel 5

s |a| =00
avec |a| := a1 + - -+ a4 € N. Pour k = 0, nous retrouvons le faisceau de Berthelot /D\g?) de
niveau m = 0. Notons @gEOL Q= @ggL Ry K.

(0)

Introduisons ensuite le faisceau limite projective Dy o, 1= l&lk 536 k.- Pour des entiers
k' > k, nous disposons d’une inclusion d’algébres 5914 olU) C /D\g?)k o(U). Ces inclusions

locales induisent des morphismes de transition /D\g?)k’(@ — @gg LQ. Localement, si U un
ouvert affine de X sur lequel on dispose d'un systéme de coordonnées étales, alors Dy o (U)
est la K-algébre de Fréchet-Stein donnée par

Dy oo(U) = Z Ao - O .05t aq € Ox0U) tq V>0, lim aq-n"=0

o|—0o0
a€eNd o

Notre objectif final est d’introduire une catégorie de Dx o-modules coadmissibles holonomes
qui soient de longueur finie. Par la suite, nous souhaiterions adapter ces constructions au
niveau de 'espace de Zariski Riemann (X) afin d’obtenir une variété caractéristique dans
le cas de 'espace analytique rigide Xg associé¢ a X. Les Dx o-modules holonomes doivent
satisfaire la condition suivante. Lorsque P est un opérateur différentiel de Dx o(U), le

Dx oo-module coadmissible Dy o /P = l&lk 5913 0 /P devra étre holonome seulement si P

est un opérateur différentiel fini. En effet, si P n’est pas un opérateur fini, alors /D\g? )k Q /P est

un module de longueur finie augmentant avec k. De plus, /D\gg L Q /P est localement un Ox q-

module libre de dimension de plus en plus grande. Nous ne pouvons donc pas espérer avoir de
bonnes propriétés de finitude pour le module coadmissible Dy o,/ P. Détaillons maintenant
ce qu’il advient lorsque X est une courbe formelle pour un opérateur fini P = > 7 _a, - 9"
d’ordre ¢ de Dy oo (U). Soit (z,§) un systéme de coordonnées locales sur T7*U associée a la
coordonnée étale de U. Nous vérifions alors pour k suffisamment grand que

Car (@gg,)k,Q/P) NT*U = {(z,£) € T*U : ay(x) - €7 = 0}.
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Ces variétés caractéristiques ne dépendent plus de k & partir d’un certain niveau de congruence.
Notons z1, ...,z les zéros du coefficient dominant a, de P dans 'ouvert U. La figure sui-

(0)

vante trace ’allure de la variété caractéristique des @x’k@—modules cohérents /D\g)}f’@ /P.

§

™U

T 0 T2 T T

Figure 1 : Cdl(@g))kQ/P) NT*U

Ce critére motive la construction du microlocalisé Fo, du faisceau Dx o, de cet article.
En pratique, F est une faisceau vérifiant la condition d’inversibilité suivante lorsque X
est une courbe formelle. Un opérateur différentiel P de Dx o(U) est inversible dans le
microlocalisé Foo(U) si et seulement si

1. P=3%1_,a, 0" est un opérateur fini d’ordre ¢ de Dx o (U),
2. le coefficient dominant a4 de P est inversible dans Ox o(U).

Le support du module M := F, /P permet alors de distinguer les opérateurs infinis des opé-
rateurs finis P. Si P est un opérateur infini, alors (Supp M)NU = U puisque P n’est pas in-
versible dans 'algebre Fo (V') quel que soit 'ouvert V' C U. Dans ce cas, dim(Supp M) = 1.
Soit maintenant P un opérateur fini de coefficient dominant a, € Ox g(U). D’aprés le cri-
tére d’inversibilité des opérateurs de Dy oo(U) dans le microlocalisé Foo(U), le support
(SuppM) N U est I'union finie des zéros z1, ...,z de la fonction a, dans 'ouvert U. Ainsi,
dim Supp M = 0. Les points z1, ..., zs du support (SuppM)NU sont les abscisses des com-
posantes irréductibles verticales des variétés caractéristiques des modules /D\gg)k’(@ /P données
dans la figure 1 pour k suffisamment grand. Un tel microlocalisé permettra de construire
une variété caractéristique du module coadmissible Dy o, /P coincidant avec les variétés

caractéristiques Car(/@g?)k Q /P) pour k suffisamment grand. La condition d’inversibilité est
analogue en dimension quelconque. Cependant, dés que d > 2, il ne s’agit pas encore du cri-
tére désiré d’inversibilité pour obtenir la catégorie souhaitée de Dy -modules holonomes.

Nous commencons dans la section 2] par rappeler briévement la définition et les princi-
pales propriétés du faisceau Dy . Expliquons maintenant en quelques mots la construc-
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tion du microlocalisé F,. Cette derniére fait intervenir des microlocalisés J, , des faisceaux

/D\geoaf @ pour tous les entiers k > r > 1. Soit U un ouvert affine de X muni de coordonnées

étales. La K-algébre @;0 ),%Q(U ) est non commutative et ne vérifie pas les conditions de Ore.
Pour inverser la dérivation, nous utilisons une localisation non commutative décrite dans
I'annexe par Peter Schneider de I'article [9] de Gergely Zabradi ou les conditions de Ore sont
remplacées par la condition d’étre quasi-abélien. On vérifie dans notre cas que la K-algébre
(553),%@(U), | - |x) est quasi-abélienne dés que k > 1, ie il existe une constante v €]0, 1] telle
que

¥P,Q € DY) o(U), [PQ— QP <7 [Pl Q.

Remarquons aussi que la localisation de I'article [9] ne s’applique pas directement a Dy o (U)
puisque ce n’est pas une algébre de Banach. Cette localisation nous permet de construire
dans la section B] des microlocalisés JF}, . (U), pour tous entiers k& > r > 1, de 'algébre
/D\QL’Q(U ) en inversant les dérivations 0;. Puisque les ouverts affines U de X admettant un
systéme de coordonnées locales forment une base de voisinages ouverts de X, ces algébres

définissent un faisceau J . sur le schéma formel X. Sur un tel ouvert affine, nous avons

Fer(U) = Zaa-w[a’k’r}aa, a, — 0

|a| =400

avec |af := |ag|+---+|ag| et [a, k,r] := 2% (k- - Lo, 5047 ;- 1o, <0). Les microlocalisés
Fk,» admettent des morphismes de transition F4 , — Fj , commutant avec les morphismes
de transition 59}:4—1,@ — 59)&@. En passant a la limite projective sur & > r et pour r fixé,
nous obtenons un microlocalisé Fo, , du faisceau Dy o, construit dans la partie LI} dans
lequel la dérivation est localement inversible. Nous démontrons que Fu (U) est une K-
algébre de Fréchet-Stein pour tout entier naturel r € N* et qu’il existe des morphismes
naturels injectifs de K-algebres Fo r41(U) = Fo »(U). L'algebre Fo(U) de la section
est simplement la limite inductive des algebres F (U) pour 7 > 1.

Notations

e V est un anneau complet de valuation discréte de caractéristique mixte (0, p), d’idéal
maximal m et de corps résiduel k supposé parfait. On note | - | la valeur absolue
normalisée de V, w une uniformisante et K = Frac(V) son corps des fractions.

e X est un k-schéma lisse connexe quasi-compact de dimension d et x € X est un
point fermé.

e X est un V-schéma formel lisse relevant X, d’idéal de définition engendré par I’uni-
formisante w et X est 'espace analytique rigide associé a X.



e U est un ouvert affine de X contenant x sur lequel on dispose d’un systéme de
coordonnées locales (z1,...,24). On note 01, ...,0; les dérivations associées.

e Sauf mention contraire, les idéaux et les modules considérés sont tous & gauche.

2 Les faisceau 55&@ et Dx

On rappelle briévement dans cette section les définitions et les principales propriétés
des faisceaux /D\g)}f’@ et Dx o des opérateurs différentiels de Huyghe-Schmidt-Strauch. Le
lecteur peut consulter la seconde partie de l'article |6] ou la seconde section du document
[5] pour plus de détails. On désigne par U un ouvert affine de X contenant le point x sur

lequel on dispose d’un systéme de coordonnées étales dont les dérivations sont 01, ..., 0.

2.1 Le faisceau /D\gg)k@
(0)

Le faisceau Dy est défini comme un sous-faisceau dépendant d’un parametre k € N
L. . 0 , crs . .
appelé niveau de congruence du faisceau usuel @;) des opérateurs différentiels sur le schéma

formel lisse X. On retrouve Dg?) lorsque k£ = 0. Localement, Dg?)k(U) est la V-algébre
engendrée par Ox(U) et par les dérivations w®d;. Plus précisément, si 9% := ot ... 09" et

si|al == a1 + -+ ag pour a € N%, alors

DOW) = Y a0 0%, a0 € 0x(U), aa =0 pour a] >> 0
a€Nd

)

On peut aussi voir Dg) i comme le Oy-module libre de base les puissances des dérivations
ﬁ#@ii
DY) = @ 0u - @Hlloe,
aeNd

Les dérivations w"d; sont des endomorphismes V-linéaires de I'algébre Ox(U). La loi mul-

tiplicative de la V-algébre des opérateurs différentiels Dg?)k(U ) est la composition d’appli-

cations linéaires. En pratique, on a wk‘o‘@ia . wkwﬁf = wk‘o‘+5|8f‘+5 et les crochets
Va € 0x(U), [@"0;,a] = @*0;-a—a ©"0; = ©*9;(a),

kvkahtUkaﬂ =0

(0)

On note Dx ;. la réduction modulo @ de Dx,k' C’est le faisceau de k-algébres sur la fibre
spéciale X = X xy Speck de X engendré localement sur U par Ox |y et par les dérivations
0; 1, images de w”; apres réduction modulo w. On rappelle que X et X ont méme espace
topologique. On identifie alors U a un ouvert affine de X.



L’ouvert affine U de X est le spectre formel d’une V-algébre affinoide Ox(U). Cette
derniére est intégre car le schéma formel X est connexe et lisse. Il en découle que la norme
spectrale de 'algebre affinoide Ox(U), notée dans la suite | - |, est une valuation compléte
non archimédienne. Soit Dgg )k = gnl (Dgg )k / w”ngg)k) le complété w-adique de ®g?,)k' On
dispose de la description locale suivante :

DLW =4 D aa-10%, a0 € 0x(U), Jaal —> 0

a|— 00
a€Nd lod

On pose Oxqg = Ox ®y K et @gﬂ@ = @;OL ®y K. Les éléments de @;O’LQ(U) sont
les opérateurs différentiels convergents a coefficients dans la K-algebre affinoide Ox o(U).
Il est démontré dans article [6] que ces algébres sont noetheriennes et que les faisceaux
associés sont cohérents. Pour tous entiers k' > k, il est clair que 59]«,@([]) - 553),%@(U). En

(0)

particulier, 53& k,Q(U ) est une sous-algebre de 'algébre des opérateurs différentiels cristallins

5;0) (U) = 5§€07)(](U ). On considére les morphismes de transition /D\ggaf,’(@ — /D\g)}f’@ induit par

les inclusions locales @;0 )k,@(U ) = @;0 ),%Q(U ) pour tout ouvert affine U muni d’un systéme

de coordonnées locales.

Définition 2.1. Soit P =} na Ga - w9 un opérateur de /D\gg)k@(U), On note
1. |P|p == max, cna{|aal} ;
2. Ni(P) :=max{|a| : « € N |ay| = |P|s}.

On appelle 'entier N (P) ordre de 'opérateur différentiel P. L’entier N (P) coincide
avec I'ordre de P = (aP mod w) dans Dy x(U) pour tout scalaire o € K vérifiant |aP|, =
1. Par ailleurs, ces deux définitions sont indépendantes du choix des coordonnées locales
sur U. En effet, il est montré¢ dans |5] lorsque X est une courbe que la norme | - | et
la fonction N ne dépendent pas du choix de la coordonnée locale de U. Les preuves
fonctionnement toujours en dimension supérieure. Cependant, la norme |P|; et lentier
Ni(P) dépendent du point z initial : ce sont des notions locales en x. Les deux résultats
suivants sont démontrés dans la seconde partie de [5] lorsque d = 1. La preuve du premier
se généralise immédiatement & la dimension supérieure.

Proposition 2.2.

1. Les K-algebres /D\g?)k(U) et /D\g?)k o(U) sont complétes pour la norme | - |y.
)

2. La norme induite sur tout 5g?k Q—module cohérent est compléte.
3. Pour tous opérateurs différentiels P et Q de @;OL Q(U), on a

|PQlx = Pl - |Qlk et Ni(PQ) = Ni(P)+ Ni(Q).



On suppose dans la proposition suivante que X est une courbe formelle, autrement dit
d = 1. Dans ce cas, Nj(P) = max{n € N: |a,| = |P|;}.

Proposition 2.3. Lorsque dim X = d = 1, un opérateur différentiel P =3">° i ap, - (w*o)"
de Dgeoaf o(U) est inversible si et seulement si Ni(P)=0 et siag € Oxo(U)*.
2.2 Le faisceau Dy

On rappelle dans cette partie quelques propriétés du faisceau Dx oo = 'mk /D\g)}f’@ des
opérateurs différentiels surconvergeants et la définition des Dx o-modules coadmissibles.
Pour plus de détails sur le faisceau Dx o, et sur les propriétés des Dx oo-modules coadmis-
sibles, le lecteur peut toujours regarder l'article [6] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt

et Matthias Strauch.

Soit U un ouvert affine contenant le point = sur lequel on dispose d’un systéme de coor-

données locales. Pour tout entier naturel k, on rappelle que ’algébre 5913 41 Q(U) est une

sous-algébre de 5?3@ Q(U). On considére les morphismes de transition 5g])k+1 o /D\g?)k Q

induits par ces inclusions locales. On définit le faisceau Dy o, comme la limite projective

(0)

sur k des faisceaux Dx,k,Q'

Définition 2.4. On note Dy o := l£1k @;O)k(@
Le faisceau Dy o, est un faisceau de K-algébres sur le schéma formel X vérifiant les trois
points suivants :

1. Dy oo(U) est une K-algebre de Fréchet-Stein et sa topologie est induite par les

normes | - | des algébres de Banach 5?2 oU);

. (0 (0
2. Dz (U) = L&lk Q;I,)k,Q(U) = nkzo Q;I,)k,Q(U) )

3. Dxoo(U) = Z Ao - O ... 05" aq € OxU) tq Y >0, lim aq-n"=0
|a| =00

aeNd

Le lemme suivant, démontré dans |5] en dimension un, caractérise les opérateurs diffé-

rentiels finis de I'algébre Dy o (U) & 'aide des fonctions Ny, pour tout niveau de congruence

k. La preuve s’adapte immédiatement a la dimension supérieure. On en déduit les éléments

inversibles de l'algébre Dy (U) d’aprés la proposition 23] lorsque d = 1 et d’apres le

corollaire [3.19 pour d quelconque.

Lemme 2.5. Soit P un opérateur différentiel de Dx oo (U). La suite (N(P))k>o est crois-
sante. De plus, P est un opérateur fini d’ordre ¢ € N si et seulement si la suite (N(P))y
est stationnaire de valeur limite q.



Corollaire 2.6. Les éléments inversibles de la K-algébre Dx o(U) sont exactement les
fonctions inversibles : Dy oo (U)* = 0x,0(U)*

On termine cette partie en rappelant la définition des Dy -modules coadmissibles et
en détaillant un exemple concrét intéressant de Dy -module coadmissible. Un tel exemple
motive la construction du microlocalisé que l'on fait ensuite et la définition de variété
caractéristique que l'on souhaite adopter pour les Dy o.-modules coadmissibles.

Définition 2.7. Un module coadmissible est un Dx o-module M isomorphe a une limite

projective l&lk My, de Dgs)k Q-modules cohérents My, tels que les applications de transitions

M1 — My soient Dg?’),c+17(@-lz’néaires et tels que pour chaque niveau de congruence k, on

7O

dispose d’un Dy @-isomorphisme mnduit par Uapplication de transition :

7O

D( k (O)k+1 o Mk.l’_l ~ Mk.

Exemple 2.8. On suppose que d = 1, autrement dit X est une courbe formelle. Soit
P =151 -®"9) € Dx (U). Alors Ni(P) = k. En effet, le coefficient de 9" est a4 un
signe prés

n(n+1)

WPt It w4+ )+ b w4 )= 2 -ay

avec a, un élément de V de valeur absolue un. Dans /D\g))kQ(U ), le coefficient d’ordre n

de P est +o("5 k) . a,. Par définition, Nj(P) est le plus grand entier n maximisant la

n+1
valeur absolue |w|"(i_k ). On cherche donc le plus grand entier n» minimisant la puissance
n ("+1 k:) La fonction z — =z (“’”‘2"1 k‘) est minimale en © = k— % de valeur —k% — k + %.

2
La puissance n (”'2"1 k:) est donc minimale pour n = k — 1 et n = k. Ceci prouve que

Nk(P) = k. On a de plus
| Peli = |w|k(%—k) — |eo| H/2HR/2,

Dans @;O’LQ(U), P s'écrit P = Py Qg avec Py = [[<,,<;(1—@"0) un opérateur fini d’ordre
Ni(Py) =k et Qi = [],-x(1 — @"9) inversible dans /D\QL’Q(U) puisque Nk(Qk) =0 et
puisque son coefficient constant est inversible. On en déduit que D Q /P ~ D Q / Px.
Par ailleurs, Py1q = (1 — @**19) - P, avec 1 — @w**'9 inversible dans @;)IQQ(U). On a

donc 5;07)]4;,(@/})]43""1 552),%@/3,3. Autrement dit, Dy oo /P ~ an Dx,k@/Pk en tant que
Dx,00o-module coadmissible.

On peut retrouver P & partir des opérateurs Py : la suite (Py)i converge vers P dans la
K-algebre de Fréchet-Stein Dy oo (U). En effet, il suffit de le vérifier pour toutes les normes
| |m. Ona P— P, = (Qx — 1) - P;. Pour k& > m, on observe que N,,(P;) = m et que
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—3(m*=m) 10 coefficient constant de Qi — 1 est nul et le coefficient de 0™ est

kt(ktD)++(k4n=1) . g ol a,, € V est de valeur absolue 1. Dans /D\g?)m o),

| Pelm = @
de la forme w

le coefficient de (™)™ est kgt —m) | an. Les coefficients de @ — 1 sont presque ceux
de Py : il suffit de remplacer k£ par m + 1 — k. La fonction z(k + IT_l — m) est minimale
pour x = m+1—k—1/2. Pour k assez grand, par exemple k > m+ 1, ce terme est négatif.
La norme de 1 — @}, est donc donnée par le coefficient d’indice un : Ny(Qp — 1) = 1 et
|Qr — 1] = |w[F~™. 11 vient
P~ Pl = 11— Quln - [Pl = |55 = 0.
k—o0

On peut vérifier que le D( ) -module cohérent Dge 5.0 /Py est de longueur k, et qu’il
s’agit d'un Ox g-module libre de rang k. Ainsi, le Dy Oo—module coadmissible Dy /P n’aura
pas de bonnes propriétés de finitudes. On souhaite définir une notion d’holonomie pour les
Dy oo-modules coadmissibles telle que le module Dx /P soit holonome si et seulement P
est un opérateur différentiel fini. C’est ce qui motive la construction du microlocalisé Fuy
de Dx o ; ce dernier ne rend inversibles que les opérateurs différentiels finis.

3 Microlocalisations de 55&,@

On introduit dans cette section des microlocalisés du faisceau /D\geoj,f’(@ pour un niveau de
congruence k supérieur ou égale a un. Pour cela, on utilise une localisation non commutative
décrite dans 'annexe écrite par Peter Schneider de 'article |9] de Gergely Zabradi. On
commence par rappeler les principales propriétés de ce microlocalisé. La condition pour
construire un tel microlocalisé est d’étre une algébre quasi-abélienne. Comme déja dit en
introduction, les K-algébres de Banach (Dg))kQ(U),| - |g) sont quasi-abéliennes dés que
k > 1. On inverse en pratique la partie multiplicative S = {0%, o € N¢} des puissances
des dérivations ;. Une difficulté est de construire des microlocalisés des algébres /D\gg L,Q(U)
pour la partie multiplicative S admettant des morphismes de transition commutant avec
les morphismes injectifs 5§3L+1,@(U) — @;OLQ(U)

Soient £ > r > 1. On peut définir un tel microlocalisé en inversant les éléments de .S dans
l’algébres /D\gg)k’Q(U) pour toutes les normes quasi-abéliennes |- |, ..., |-|x de Dg?)k o). On
obtient ainsi une K-algébre de Banach noétherienne J ,(U) dont la norme est seulement
sous-multiplicative. Les faisceaux J, ,, pour un niveau r fixé, vont admettre des morphismes
de transition 41, — Fj , commutant avec les morphismes Dg?)k +1.0 Dg?)k o En passant
a la limite projective sur k > r, on construit un faisceau F, = Lk> Cr"k - Localement,

Foor(U) est une K-algeébre de Fréchet-Stein. On introduit dans cette partie les faisceaux
Fkr- On démontre ensuite plusieurs de leurs propriétés. On définit le faisceau Fo - plus
tard dans la partie 1]
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3.1 Microlocalisation d’une algébre de Banach quasi-abélienne

On résume et rappelle dans cette partie quelques résultats vérifiés par le microlocalisé
d’une algébre de Banach quasi-abélienne construit dans ’annexe de larticle [9]. On dé-
montre ensuite que 1’algébre (@gg L,Q(U )s| - |x) est quasi-abélienne dés que U est un ouvert
affine sur lequel on dispose d’un systéme de coordonnées locales et dés que k& > 1.

Soit A une K-algébre de Banach munie d’une norme multiplicative |- | non archimeé-
dienne.
Définition 3.1. On dit que l’algébre A est quasi-abélienne pour la norme |- | s’il existe un

réel v € [0, 1] tel que pour tout couple (a,b) € A2,

|ab — ba| = |[a, b]| <~ - |ab| =~ - [a][b].

On fixe maintenant m normes | - |1,...,| - |m quasi-abéliennes sur A. Une partie multi-
plicative de A est un sous ensemble S de A vérifiant
1.0¢ SetlelsS,;

2. S est stable par multiplication : Vs,t € S, s-t € S.

Soit S une partie multiplicative de A. Il existe alors une unique K-algébre de Banach

B=A{",---s||m,S) munie d’'une norme sous-multiplicative || - || non archimédienne et
d’un morphisme isométrique de K-algébres
¢ (Amax{|-|1,.... |- |m}) = (B, ]])

tels que ¢(S) C B et tels que les éléments de B de la forme s~!a pour (s,a) € S x A soient
denses dans B. On identifie A & une sous-algébre de B via ¢ : on note encore a 'image d’un
¢lément a de A et s~! I'inverse de s € S dans B. Par ailleurs, le morphisme ¢ : A — B
vérifie la propriété universelle suivante.

Proposition 3.2. Soit (D, | - ||p) une K-algébre de Banach munie d’un morphisme de
K-algébres f : A — D tel que f(S) C D*. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 pour
laquelle
-1 -1 .
Yis,a) € S x A, f() f@lo < e max {Isl - lal}

Il existe alors un unique morphisme continu de K -algébres f : B — D tel que le diagramme

A—".B

N

D

commute. De plus, si c =1 et si la norqu |Ip de D est sous-multiplicative, alors appli-
cation f est 1-lipschitzienne : Vb € B, ||f(b)||p < ||b]|.
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Remarque 3.3. La condition vérifiée par f permet de la prolonger naturellement par uni-
forme continuité sur B. En effet, puisque s(s~'a) = a dans B et puisque f est multiplicative,
on a nécessairement f(s~'a) = f(s)"'f(a). La condition sur f (impliquant au passage la
continuité de f) signifie que Uapplication S x A — D , (s,a) — f(s)"'f(a) est uniformé-
ment continue. Ainsi, puisque les éléments de la forme s~'a sont denses dans B, elle se
prolonge uniquement en une application continue f :B— D.

Pour la proposition suivante, on se fixe une constante v € [0, 1] telle que
Va,be A, V1 <i<m, |ab—bal; <~-|abl;.
Proposition 3.4. Pour tout (ey1,...,e,) € B™ et pour toute permutation o € Sy, on a

le1.- en —ex1) - om)ll < vller- .. enll.

En particulier, l’algébre B est quasi-abélienne de constante v et ||ab|| = ||bal|. Par ailleurs,
dans le cas ou B est le localisé de A pour une unique norme, la norme de B est multiplicative.

1

Le lemme suivant relie la norme des éléments de B de la forme s~ 'a avec les normes

| - |; initiales de s et de a.

Lemme 3.5. Pour a,bc Aets,te S, ona

—1 _ —1 — '—1‘ _ .
1. ||s77a— s b 1@2};1{|8|2 la —bl;} ;

_1 — _1. . .
2. ||s" all —lgli%{ISIi lali};

=1y 1 = =1 1417 g — bl
357 a 0] = e (1l 1 i)

On démontre maintenant que la K-algébre (@;0 )k o(U), |- |k) est quasi-abélienne dés que

le niveau de congruence k est supérieur ou égale & un. On désigne toujours par U un ouvert
affine contenant z sur lequel on dispose d’un systéme de coordonnées locales. On rappelle

(0)

que les sections du faisceau Dy o Sur I'ouvert U sont données par

@gL,Q(U) = P= Z aa-wkla\aa, ao € Ox0(U) tq |aq] |:> 0

o o
a€eNd

On munit la K-algébre 5&,@((]) toujours de la norme multiplicative compléte |- |5, définie
par |P|, = max,cna{|aa|}. Par définition, les coeflicients dominants de P sont les coeffi-
cients d’indice Ny (P) = max{|a| : a € N, |ay| = |P|1}. On rappelle que la norme |- et la
fonction N ne dépendent pas du choix de la coordonnée locale. L’algébre (5QQ’Q(U), | %)
est une K-algébre de Banach dont la topologie est équivalente a la topologie w-adique.
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Proposition 3.6. Pour tout niveau de congruence k > 1, la norme compleéte |-|x, de l’algébre

Dg?)k o(U) est quasi-abélienne de constante optimale ||k = p~F.

Démonstration. Soit P =3 a1 aa - @F0% et Q = > pend bg - wFPl98 deux opérateurs

différentiels de Dge)kQ(U ). Pour deux multi-indices o et 8 de N% tels que a < 3 (ie oy < 5;
pour tout entier ¢ € {1,...,d}), on note

(5)-11(3)

PQ=Y aq @ | 3 by wHlo?

On a

aENd BENd
= Z g - Z <2‘>.wkfl.af(bﬁ).wk(a+ﬁ—f|).aa+ﬁ—f
a,8eNd 0<t<a

S (S5 (1) w0 )

ueNed \ LeNd 0<j<u

On en déduit que le coefficient d’indice v de PQ — QP est

=7 > = <u+€ _j> ' (%M—j - 0 (bj) — buge—j - 55(“1))'

£eNd 0<j<u

Pour ¢ = 0, la somme sur j est nulle. Il vient

o=ty Y @iy <u+§ _j> (@ - 0 (b)) = buge—j - 0°(a5)) .

2#0 0<j<u

Quitte a normaliser P et @, on peut supposer que |P|; = |Q|x = 1. Chaque terme de la
somme a une norme inférieure a 1. La somme est donc aussi de norme inférieure a 1. Ainsi,
|| < |[@*] = p7F et |PQ — QP = max,ena{|aw|} < p7*. O
Remarque 3.7.
1. L’algebre /D\gg?@(U) = /ﬁgg)o@(U) n’est pas quasi-abélienne puisque par exemple [0;, x;] =
1. Pour k >0, on a [@*0;,z;] = @" avec |@*0|, =1 = |z4| et |&*| < 1.
2. On peut vérifier que pour tout niveau de congruence 1 < k' < k et pour tout P €
553),%@(U), |Plir < |Pli. En particulier, |- | est aussi une norme quasi-abélienne

pour [’algebre 5?3@ oU)-
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3.2 Un premier microlocalisé &,

On suppose a partir de maintenant, et dans la suite de cette section, que le niveau de
congruence k est toujours supérieur ou égale a un. Ainsi, la K-algébre (D;OL o), k) est
quasi-abélienne. On peut donc la localiser pour n’importe quelle partie multlplicative. On
choisit concrétement pour partie multiplicative de DgE)k Q(U ) les puissance des dérivations

0+ S :={0% aeNi}.

On localise dans cette partie 1'algébre 55?,);;@(@ pour la seule norme |- |;. Le mi-
crolocalisé € (U) obtenu posséde de trés bonnes et plaisantes propriétés en tant qu’al-
gébre de Banach. En particulier, on peut déterminer facilement ses éléments inversibles.
Cependant, il n’existe pas de morphismes de transition pertinents £, 1(U) — Ex(U) com-
mutant avec les morphismes de transition 5?}3 L (U) = 5££(U ). On ne peut donc pas
obtenir & partir des localisés €4(U) un microlocalisé au niveau de I’algébre limite projec-
tive Dy o (U) = Hm, Dg?k o) = Dg?k 0(U). On introduit dans la partie suivante un
autre mircolocalisé .’ﬂw(U ) admettant quant & lui des morphismes de transition injectifs
Fi+1,(U) = Fj»(U). Néanmoins, ce microlocalisé est plus compliqué : sa norme n’est plus
multiplicative, mais seulement sous-multiplicative. Cependant, on obtient facilement une
injection naturelle F, . (U) < E;(U) continue. Ainsi, bien connaitre les algébres € (U) per-
met d’en déduire de nombreuses propriétés pour les microlocalisés Fy ,(U). On commence
donc par étudier le localise €5 (U).

Définition et premiéres propriétés

Définition 3.8. On définit l'algébre Ex(U) = ®g?)k(@( )| - |k, S) comme le microlocalisé
de l’a,lgébre DgL’Q(U) donné par la partie multiplicative S et la norme | - |p. On note

Ok - Xk Q(U) — E,(U) le morphisme de K -algébres associé.

Le microlocalisé € (U) est une K-algébre de Banach. Puisqu’on a localisé par rapport

7O

a la seule norme |- [, de Dy} o(U), la norme de €(U) est encore multiplicative. De plus,

le morphisme ¢y, : ®g?)k<@(U ) < Ek(U) est une isométrie. Autrement dit, la norme d’un

opérateur différentiel de Dge )k o(U) est la méme aussi bien dans €4 (U) que dans /D\g? )k oU).

On identifie donc 5$L,Q(U) a une sous-algébre de € (U) via le morphisme ¢. On peut
noter encore | - | la norme de €, (U) sans ambiguité. Par ailleurs, le fait que les dérivations
0; commutent entre elles implique que les dérivations 0% pour a € Z commutent toutes
entre elles.

Remarque 3.9. Il revient au méme de prendre comme partie multiplicative les puissances
des dérivations w*0; puisque 'uniformisante w est inversible dans la K -algébre Dggit Q(U).
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On a |0ix = |@w|™* = p~*. Le lemme dit que |9,y = |w|® = p*. De maniére
équivalente, |@@*0;|x = |(w9;) 7| = 1. Pour a € Z%, on note |a| := |ay| + -+ + |ag| € N
la longueur de a et |a] = a3 + --- + g € Z la somme de ses termes. Lorsque o € N9,
la| = |a]. De plus, |a] 4+ |8] = |a + B] pour tous a, 8 € Z%. Avec cette notation, on a
|kled g, = 1 et whld g . wklPlof = whletBlgath pour tous a, B € Z%.

Proposition 3.10. Tout élément S de E,(U) s’écrit uniquement sous la forme d’une série
S =3 ez ta - @O avec an € Ox(U) tels que aq — 0 lorsque || — +o00. De plus,
Sk = maxaeza{laal}-

Démonstration. On commence par démontrer que l'algébre € (U) contient les séries de cette

forme. Soit (aq)qeze une suite d’éléments de Ox (U) vérifiant a, — 0 lorsque |a| — +o00.
Pour tout entier naturel m, on note

Pm:{ozGZd:oziZ—m Vz’e{l,...,d}} c 7

Pour m € N, on pose Sy, = > cp -l 9%, Puisque I'algebre &4, (U) contient 5?3& o)
et les puissances des dérivations 0, ! les séries S, appartiennent au localisé Ex(U). Pour

tout entier £ > 0, on a Sy,4p — Sy, = ZaerH\Pm Qg - wFl P et

S - S <  max {a . hlel ge } = max aq|}.
| m+t m|k _aer+e\P7n | “ |k OCEPerZ\Pm{| a|}

Puisque la suite (aq)q converge vers 0 lorsque |a| — 400, la suite (Sp,)m est de Cauchy
dans l'algébre de Banach € (U). Elle converge donc vers un élément de E;(U) que I'on note
S =3 ez o - @0, Par ailleurs, on a |Sy,|y = maxaep,, |aq|- En effet,

d

S,y - H(wkai)m _ Z aa_(m’m’m)wk\alaa'

i=1 aeNd
Puisque la norme | - [ est multiplicative et comme |*d;|, = 1, on obtient

d
Sm - [[(="00)™
k

i=1

= max{|aa—n,..m)|} = max {|aa|}.

On en déduit en passant a la limite m — oo que |S|x = max,czi{|aq|} puisque UpenPp, =
Z%. En particulier, S = 0 si et seulement si tous ses coefficients a, sont nuls. Ainsi, une
telle écriture est unique.

On démontre maintenant que €;(U) coincide avec 'ensemble de ces séries. On note F'
le sous-ensemble de & (U) constitué des éléments de la forme S = 3" 74 ao - @" L] 9o avec
aq — 0 pour |a| = 400. On va vérifier que F' contient les éléments w1 9% P pour o € Z¢

15



et P ¢ /D\g?)k Q(U) et que F est fermé. Puisque ensemble des termes de la forme w®le/92. P
est dense dans € (U), on aura bien € (U) = F.
Pour le premier point, il suffit de prouver que si f est un élément de Ox o(U), alors

82_1]0 € F.On a [82, f] =0;f — f0; = 8Z(f), soit O;f = 8Z(f) + f0;. 1l vient
070, f = f=0,10,(f) + 9, fo;.

Ainsi, 9,1 f = f0;71 — 9710;(£)9; . En réitérant ce calcule pour 9; '9;(f) et en modifiant
ce terme dans lexpressmn de 0; ' f, on obtient 9;'an(f) = ar(f)o;t — 9t (fo;
Une récurrence montre alors que pour tout entier n € N*,

o7 f = Z SO 4 (—nratar (o

01N e = 181(D1 107 TVl < 11 p7HTY — 0,

7 ]—)OO
0,100 (F)O; s = 10, i - |07 (£)] - 10" < |1 -p7H0D — 0,

La somme partielle définissant 0, L converge donc lorsque n — 0o. On en déduit que

o7 f = Z nor(f)-o; " e k.

Enfin, puisque la norme d’un élément S = Y yaaq - @kl g de F est donnée par
S| = max,eza{|aq|}, toute suite de Cauchy d’éléments S, = >, 74 Gam - @l
de F converge aussi vers un élément de F. En effet, le fait que la suite (S,,) soit de
Cauchy implique que pour tout d-uplet d’entiers o € Z%, la suite (@a,m)m est de Cauchy.
Elle converge donc vers un élément aq o € Ox(U). La suite (Sy,), converge alors vers
S =3 ez Gaco - w9, Cela prouve que F est fermé. Il en résulte que E,(U) = F. [

Soit S =3, czd Ao - w0 un élément de €;(U). On appelle ordre de S le plus grand
entier |a] € Z pour lequel |S|; = |as|. On le note encore N (S). Il généralise I'ordre des

opérateurs différentiels de /D\QL’Q(U ).

Remarque 3.11. On a démontré dans cette preuwve que pour toute fonction f € Ox o(U),
o7 f = Z Do (f) -0, "V e ew(U).
En particulier, 8;1 commute avec les scalaires : pour tout A € K, 8;1 A=A 8;1,
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On démontre le résultat suivant en considérant la graduation de la K-algebre £(U)
induite par la norme | - |j.

Proposition 3.12. La K-algebre E,(U) est noetherienne & gauche et a droite. De plus, le
morphisme d’algébres ¢y, : Dgeoaf oU) = Ex(U) est plat a gauche et a droite.

Démonstration. Soit x un point donné de X. C’est un point «’ rationnel pour une extension
finie k" de k de degré s € N*. On rappelle que la norme spectrale de Ox g(U) relative

au point x est a valeur dans p%'z (corollaire 1.5.4 de l'article [4] de Laurent Garnier). Les
valeurs prises par la norme spectrale étant indexées par Z, on peut supposer que x est un
point s-rationnel et que |Ox o(U)| = pZ. On munit algeébre Ox g(U) de la filtration indexée
par Z fournie par la norme spectrale :

Ox,QU)(m) = {f € Ox o) : |f| <p™} pourm € Z.

Cette derniére est croissante exhaustive. On note gr(Ox g(U)) le gradué associé. Soit f une
section de Ox g(U) telle que |f| = p™. On définit y(f) comme étant I'image de f dans le
gradué gr,,,(0x,(U)) := 0x,(U)(m)/0x,oU)(m — 1). Soit v : Ox,o(U) — gr(Oxg(U))
I’application induite, et v : K — gr K la restriction a K. Cette application permet de doter
le gradué gr(Ox o(U)) d'un produit et donc d’'une structure de gr K-algébre. Le gradué
gr(Ox,o(U)) est noetherien puisque l'algébre Ox o(U) est noetherienne.

Soit P =3 czd Ga -9 un élément non nul de €, (U). Par construction, sa norme
|P|x = max,cz4{|aq|} appartient & p”. On munit l'algébre €;(U) de la filtration donnée
par la norme :

Ex(U)(m) ={P € & (U) : [Pl < p™} pour m € Z.

C’est une filtration croissante indexée par Z vérifiant
Vm,m' € Z, Ex(U)(m) - EL(U)(m) C Ex(U)(m +m').

On note gr,, Ex(U) := E(U)(m)/Ex(U)(m — 1) et gr & (U) := D,z &m Ex(U) le gradué
associé. Soit ¢; j, I'image de w"9; dans gr &x(U). Pour tout A € Z, £, (U)(m) est isomorphe
a €,(U)(m+\) via la multiplication par @”. On en déduit que gr, Ex(U) =~ gr,, 5 Ex(U) via
la multiplication par v(w?”). On peut donc identifier v(w?) - (; x avec 'image de @ - (w*9;)
dans le gradué gry x(U).

On suppose que |P[; = p™ pour un certain entier m € Z. En notant (' := Cf‘}ﬁ .. Cf‘jl,
I'image de P dans le gradué gr,, Ex(U) est donc 'élément

W= Y )G

i (P)<|a|<Nk(P)

ou Tig(P) le plus petit entier relatif ¢ pour lequel |P|y = |as| avec || = £. On définit
ainsi une application 7 : Ex(U) — gr&x(U) dont I'image engendre le gradué en tant que
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gr K-algebre. Puisque l'algebre € (U) est quasi-abélienne, le gradué est commutatif. On en
déduit que
gré&x(U) = gr(0x,0(U)[C1ks - -+ > Caks Ci,i, e Cdfli]

en tant que gr K-algébre. En particulier, gr £, (U) est une gr K-algébre noetherienne. La
proposition 1.1 de l’article |7] implique alors que l'algeébre £x(U) est noetherienne a gauche
et & droite.

De méme, on munit ’algébre /D\geoaf Q(U ) de la filtration donnée par la norme. L’inclusion

/D\gL’Q(U) — E(U) induit une inclusion entre les gradués gr 5550}3@((]) — gré;(U). On a
gr Dgg)k’Q(U) ~ gr(0x.0(U))[C1k, - - - Cak) en tant que gr K-algebre. Le morphisme de gr K-

algébres gr /D\g?)k Q(U) — gr &k (U) est donc plat. D’aprés la propositions 1.2 de Particle [7],

on obtient que le morphisme 55? )k o(U) = &,(U) est plat a gauche et a droite. O

Elements inversibles de &.(U)

On rappelle que la K-algébre /D\gg)k(U) est 'ensemble des opérateurs différentiels de
D;OL o(U) de norme | - [, inférieure ou égale & un. On note Dy = Kk Vy D;OL
(0)

modulo w de @x’k. C’est le faisceau de k-algébres sur la fibre spéciale X = X Xy Speck

la réduction

de X engendré localement sur U par Ox |y et par les dérivations 0; x images de wk0; aprés
réduction modulo w. Les schémas X et X ont méme espace topologique ; on identifie U &
un ouvert affine de X. En notant toujours 9§ := 97} ... 95%,0n a

Dxi(U) = @ 0x(U) - 0.

a€Nd

Comme k > 1, c’est une k-algébre commutative puisque [c*9;,t] = w” dans /D\g)L(U ). Ainsi,
Dxp(U) =0x(U)[O1k,---,04k est un anneau de polynome en les variables 0y k, ..., 0q k-
On en déduit que Dx 1 (U)* = Ox(U)*.

Soit €7 (U) I'ensemble des éléments de €4 (U) de norme |-|;, inférieure on égale & un. C’est

une V-algébre de Banach contenant /D\gg)k(U) On note Ex(U) = £(U) ®vy & la réduction
modulo @ de ER(U). C’est une k-algébre contenant Dx ;(U) dans laquelle les dérivations
0; 1, sont inversibles. Puisque 'algébre (€4 (U),| - |i) est quasi-abélienne, Ey(U) est une s-
algébre commutative. Il en découle que E(U) = Ox (U)[01 ;- - -, Ok, 8;;, e ,61_’;]. Aprés
réduction modulo w, E(U) est donc le localisé classique commutatif de 1’algébre de po-
lynomes Ox (U)[01k,---,04%| pour la partie multiplicative constituée des puissances des
dérivation 0; 1. On en déduit 1'égalité

E (U)* = {a-@,‘j, a€0x(U)  etace Zd}.
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En effet, ce résultat est clair pour d = 1 puisque (A[X, X)X = {a- X", a € A*, n € Z}.
On le démontre ensuite en dimension supérieure par récurrence sur d.

Définition 3.13. Pour tout élément P =) yaaq Wkl g de &4 (U), on pose

Ni(P) :=max{|a| : @ € Z%, |aa| = |P|x} et Tp(P) :=min{|a|: a € Z: |ay| = |P|;}.
(0)

La fonction Nj, généralise celle de 53& k’@(U). La proposition suivante caractérise 1'in-

versibilité des éléments de I'algébre € (U) en fonctions de Ny, et de 7.

Proposition 3.14. Un élément P du localisé E(U) est inversible dans Ex(U) si et seule-
ment si P admet un unique coefficient de norme spectrale mazimale et si ce coefficient est
inversible dans Ox g(U).

Démonstration. Quitte & normaliser P, on peut supposer que |P|, = 1. Alors P € £7(U).
On note P = (P mod w) l'image de P dans E(U) = &3(U) ®y k. On commence par
démontrer que P est inversible dans € (U) si et seulement si P est inversible dans Ey(U).
Le sens direct est évident. On suppose que P est inversible dans Eg(U) : il existe Q € €3(U)
tel que PQ = 1. Ainsi, PQ est de la forme 1 + wR pour un certain élément R € EL(U).
Puisque |wR|; < |w| < 1, 'élément 1+ wR est inversible dans €, (U). En effet, son inverse
est donné par la série « classique »

oo

(1+=R)™'=> (~=R)"

1=0

Cette somme est bien convergente dans 'algébre de Banach €, (U) puisque |@wR|; < 1. On
en déduit que P-Q(1 + wR)™! =1 dans &,(U). Autrement dit, P est inversible & droite
dans €;(U). De méme, P est inversible a gauche puisque QP = 1. Ainsi, P est inversible
dans l'algebre £ (U).

On rappelle que Ex(U)* = {a- 0%, a€ Ox(U)* et a € Z}. L'élément P est inver-
sible dans £ (U) si et seulement si P est de la forme a - 0f avec a € Ox(U)*. La réduction
modulo w de P est un mondme si et seulement si P admet un unique coefficient de norme
spectrale maximale. Le terme a est inversible dans O x (U) si et seulement si a est inversible
dans Ox(U). Il s’agit exactement des conditions données dans I’énoncé de la proposition. [

Remarque 3.15.

1. En dimension un, lorsque d = 1, cet énoncé se traduit de la maniére suivante : un
élément P de E(U) est inversible dans Ex(U) si et seulement si Ny(P) = g (P) et
si ce coefficient est inversible dans Ox g(U).

2. Ce critére est analogue a la condition d’inversibilité des séries de Laurent conver-
gentes K(T') a coefficients dans un corps ultramétrique complet K.
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3. On peut démontrer ce résultat sans réduire modulo w les faisceauz 55?),6(U) et E2(U).
En effet, on peut raisonner de maniére analogue en utilisant le gradué de Ex(U) pour
la filtration induite par la norme | - |p. On rappelle que

gr Ek(U) = gr(O%,Q(U))[Cl,kv s 7Cd,k7 4.1_7]17 s 7Cd_7]i]

Les éléments inversibles de ce gradué sont aussi les éléments de la forme a - (¥ avec
a inversible dans gr(Oxo(U)) et a € Z%. Il est clair qu'un élément inversible de
Er(U) est inversible dans le gradué gr E;(U). La preuve est alors similaire a celle de

la proposition [3.14).

On commence pour simplifier par supposer que d = 1, autrement dit que X est une
courbe formelle. Soit P = Y, ; a, - (w"8)™ un élément inversible de €;(U). Son inverse
s’exprime explicitement en fonction des coefficients a,. On note ¢ = Ny(P) lordre de P.
Puisque P est inversible, on sait que Ni(P) = mi(P) et que le coefficient a; de P est
inversible d’aprés la proposition .14l On a

P = ag - <Z % . (wka)n) (wka)q

ne”L

Q

Le coefficient constant de ) est égale a 1. Ses autres coefficients sont de normes strictement
inférieures & 1. Son inverse est comme précédemment donné par Q@1 = >, (—(Q — 1))".

On obtient ,

¢eN neZ\{0} q

On repasse au cas général. Soit P = ) -4 aq -kl 92 un élément inversible de &5 (U).
Autrement dit, P a un unique coefficient ag de norme spectrale maximale et ce coefficient
est inversible dans Ox o(U). L’'inverse de P dans E;(U) est encore donné par

¢

-1 _ _—k|B]9-8 Ao+ kla] qa -1
£eN a€Z4\{0}

Le lemme suivant servira dans un autre article pour la démonstration de I'inégalité de
Bernstein pour les Dy -modules coadmissibles.

Lemme 3.16. Soit J un idéal cohérent de @;O)k o(U). On note E,(U) -J Uidéal a gauche de
Ek(U) engendré par 3. Si Ex(U) - = Ex(U), alors IN Ex(U)* # 0.
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Démonstration. On reprend les notations de la proposition B.I2l vis & vis des gradués. Pour
tout entier m € Z, on pose J(m) = @gEOL o(U)(m)NJ. On définit ainsi une filtration croissante

exhaustive de I'idéal J. Le gradué associé gr J est un idéal cohérent de gr /D\g?)k Q(U ). On note

v :J — grd la restriction a J de application = : 553);@@([]) — gr 5@6@((])- On observe

alors que grJ = gr(ﬁg)k@(U)) -v(J). De méme, gr(Ex(U)) - J) = gr(E€x(U)) - v(J) pour

la filtration (Ex(U)) - I)(m) = Ex(U)(m) N (Ex(U) - J). On rappelle que gr /D\QL’Q(U) o~

gr(0x,0(U)[CLks -+ Carl et que gr&(U) = gr(Ox,g(U)[CLks -+ Caks s -5 Cap)-
L’hypothese Ex(U) - I = E,(U) implique gr(Ex(U) - T) = gr(&x(U)) - v(I) = gr&x (V).

Autrement dit, il existe des opérateurs Pj,...,Ps € Jet Q1,...,Qs € gr & (U) tels que

QI'V(PI)_‘_"'"FQS"V(PS) =1
Puisque gr&i(U) =~ gr(Ox,Q(U))[ng,...,(d,k,Cl_;,...,Cd_;], on peut trouver un élément

a € N? pour lequel ¢&-Q1,...,(0 Qs € gr/ﬁggaf’@(U) ~ gr(0x,0(U))[Ciks - - - » Cax]- On note
Rj=(i-Qjegr DgL,Q(U). Alors

=R -Y(P) + -+ Ry -(Py) € grT = gr(DY) o(U)) - 1(9).

Puisque ¢j est un monéme de norme un, ¢ € groJ = J(0)/I(—1). En particulier, (7
se reléve en un élément P de J vérifiant y(P) = (. Puisque les gradués proviennent de
la filtration induite par la norme de Jj ,.(U), cela signifie que P a un unique coefficient
de norme maximale et que ce coefficient est inversible. D’aprés la proposition B.14], P est

inversible dans £(U). O

Pas de morphismes de transition &;,,(U) — &4 (U)

On ne dispose pas de morphismes intéressants de transition E41(U) — Ex(U) prolon-
geant les inclusions Dg? )k 10U) = Dg? )k(U) La propriété universelle du microlocalisé ne
fournit pas de tel morphisme. En effet, le morphisme

. . 1(0)
I =by50, @) PrirrrolU) = Ex(U)
ne vérifie pas la condition d’uniforme continuité de la propriété universelle appliquée a
l'algebre €x41(U). Cette condition s’écrit
~0 3 B
Je>0 tq ¥n €N, YPeDY . o), 107" Pli < c- |00 - [Plisr-

On a |0k = |@|* = p~ et |9, xs1 = p~F+1. Ainsi, pour P = 1, il est impossible de
trouver une telle constante c. Le morphisme f; ne se factorise donc pas naturellement en un
morphisme de Ex41(U) dans E(U) étendant l'inclusion de Dg])k-H o(U) dans Dg])kQ(U).
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Pour tout opérateur P de 5g])k+1 o(U), on a [Pl < [P[11 avec inégalité stricte en général

dés que P est infini. En effet, si P =} na Ga - 0%, alors
= . pklal - . plk+1)al
[Pl = max {Jaq| - p1} < [Plisr = max {Jaa| - p ;-

Puisque la norme de £ (U) est multiplicative, cette inégalité est inversée dés que 'on inverse
les dérivations 0;. L’inclusion de 5?}3 +10lU) = /D\gg )k(U ) est inversée dés que 1'on considére
des opérateurs dont les puissances des dérivations 9; sont toutes négatives. Par exemple,
P =3 o) wled gk Dled ge st un élément de €1 (U)\Ex(U). Tl nexiste donc pas
de morphisme injectif continu de €x41(U) dans E;(U) prolongeant l'inclusion d’algébres
Dg?,)kﬂ,@(U) - ®g§,)k,<@(U)-

Le faisceau de K-algébres &

Dans ce qui précéde, on a défini le microlocalisé €x(U) sur un ouvert affine U de X sur
lequel on dispose d’'un systéme de coordonnées locales. On rappelle que la K-algébre de

Banach (@gg L,Q(U ), |+ |x) ne dépend pas du choix des coordonnées locales. Puisque 1’algébre
(0)

Er(U) est définie par une propriété universelle au dessus de @x’k@(U ), le microlocalisé
Er(U) est indépendant du choix des coordonnées locales. On note U ’ensemble des ouverts
affines de X sur lesquels on dispose d’un systéme de coordonnées locales. C’est une base de
voisinages ouverts de X.

Proposition 3.17. [l existe un unique faisceau & de K-algebres sur X tel que pour tout
owvert U de U, Ex(U) = @Q,%Q(U) (|- 1k, {0} aena)-

Démonstration. Soit V' C U deux ouverts de U. Puisque £(V) ne dépend pas du choix
de la coordonnée locale, le morphisme composé /D\gg)k’Q(U) — /D\g?’)k@(V) — Ek(V) vérifie
les hypothéses de la propriété universelle appliquée a Ex (V). Il existe donc un unique
morphisme E;(U) — £(V) induit par le morphisme /D\gg)k@(U) — @g])kQ(V) On en déduit
que & est un préfaisceau sur I'ensemble des ouverts de U. Puisque U est une base de
voisinages ouverts de X, il existe un unique préfaisceau €, sur X coincidant avec les Ex(U)
sur les ouverts U de U. L’unicité de P'écriture des éléments de €x(U) comme séries en les
puissances des dérivations (wk(‘)i) implique que &g est un faisceau sur les ouverts U de U.
On en déduit que € est un faisceau de K-algébres sur X. U

(0)

On a donc construit un faisceau de K-algébres € sur X admettant /D\x k. comme
sous-faisceau et pour lequel les dérivations 0; sont localement inversibles. Cependant, on ne
dispose pas de morphismes de transition naturels €x4+1 — € induits par les morphismes

de départ 552),%17@ — 55?,)19@'

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme coor-
données locales associé a x. La proposition B.14] se traduit de la maniére suivante.
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Proposition 3.18. Un élément P de Ei(U) est inversible dans le localisé Ex (V) sur un
voisinage V- C U de x si et seulement si P admet un unique coefficient de norme spectrale
mazimale et si ce coefficient est inversible dans Ox g(V).

Soit P =} cnd Ga w1l un opérateur différentiel de @gg L Q(U ). On rappelle que
P est inversible dans € (V) si et seulement si P admet un unique coefficient ag de norme
spectrale maximale et si ag est inversible. L'inverse de P est alors est donné par

14

-1 klBlg=8. _ Ga | kla=Blga—6 | .41
P =w 0 Z Z as w 0 ag’-
leN aeNA\ {5}

L’opérateur P~ appartient a ’algébre @gg L Q(V) si et seulement si 8 = 0, donc si et
seulement si Nj(P) = 0. On retrouve ainsi les éléments localement inversibles du faisceau
Dge%’@, déja donnés plus tot dans la proposition 2.3] lorsque d = 1.

Corollaire 3.19. Un opérateur différentiel P = )" nd Ga - whlelo de @;O’LQ(U) est in-

versible dans /D\gg)k@(U) si et seulement si Ng(P) =0 et si ag est inversible dans Ox g(U).

3.3 Des microlocalisés J;, avec des morphismes de transition

On fixe tout d’abord I'ouvert affine U sur lequel on dispose d’un systéme de cordonnées
locales. Soit r un entier naturel supérieur ou égale & un et k£ un niveau de congruence

plus grand que r. En ne prenant plus la seule norme | - | pour définir le microlocalisé
de Dggi o(U), mais un certain nombre des normes précédentes | - [r,...,| |k, la condition

d’uniforme continuité pour obtenir des morphismes de transition entre les différents niveaux
de congruence devient évidente. Dans cette partie, Uentier r > 1 est fixé. On ne le fera varier
que dans la section suivante. Le niveau de congruence k sera toujours supposé supérieur ou
égale a r lorsqu’on considére les algébres JFy (U). La partie multiplicative S est toujours
constituée des puissances positives des dérivations 0;.

Définition et propriétés

Définition 3.20. Pour tout niveau de congruence k > r, on note Fy, .(U) le microlocalisé
Dgg)k’Q(U)(] Npy ooy |- k3 S) de @geo’)k@(U) et Yy Dgg)k’Q(U) — Fi(U) le morphisme de

K -algebres associé.

Soit || - ||k, la norme de Fy (U); (Fir(U), | - ||k,r) est une K-algébre de Banach. Par

—~

construction, le morphisme ¢y, est une isométrie de (D;OL o(U),max{[-|;,....|[x}) dans

(Fer(U), ||l - |g,r)- Pour tout opérateur différentiel P de 'algébre /D\QL’Q(U), on vérifie que
|P|, < -+ < |P|g. On en déduit I'égalité max{|P|,,...,|P|x} = |P|k. Autrement dit, ¢y,
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est une isométrie de (55?3C o(U),["[x) dans (Fg(U), || [[x,r)- On identifie toujours 5?3@ oU)
a une sous-algébre de JFy ,(U) via le morphisme ¢y, ,. Cette identification est compatible

avec les normes de 5£L’@(U) et Iy (U).

La norme de Jy, ,.(U) n’est cette fois ci plus multiplicative mais seulement sous-multiplicative
dés que k > r. En effet, on sait d’apres le lemme que

—1 = JThy — IV — | s|T — T
107 e = s (101157} = ma (ll’} = fol” =

Cependant, on a toujours ||0;||x, = |0;|x = || 7F = p*.

Remarque 3.21. Pour k = r, on a F,1,(U) = E,(U). En effet, on localise ’algebre
Dgg)k@(U) seulement pour la norme | - |,. En particulier, la norme de lalgebre Ty, 1, (U)
est multiplicative.

. 7y(0)
KDYt 0U) D10
la condition d’uniforme continuité pour le microlocalisé Fy41,(U), avec pour constante

Le morphisme f = ¢ (U) <= Fp»(U) vérifie de maniére évidente

¢ = 1. En effet, pour tout entier n € N et pour tout opérateur P de @;O)IQH Q(U), on a
0, " P} < 0;"-Pl;} < o™ |P|;}.
g;gk{l ; i} < r;;‘g,iilﬂ ; i} < r;?ggﬂﬂ i 1Pl

Par propriété universelle du microlocalisé Fj11,(U), le morphisme fj, se factorise unique-
ment par un morphisme continu de K-algebres ey, @ Fyy1,(U) — Fi,(U). De plus, ce
morphisme €y, ;. est 1-lipschitzien, tout comme l’est 'inclusion de I’algebre Dgeoaf 1 Q(U ) dans
5?7),6’@((]). Ainsi, |leg () ||kr < ||S||k+1,» pour tout élément S du microlocalisé Fy11,(U).

Pour tout a € Z%, on pose [a,k,r] := [a|(k - L|450 + 7 - L|aj<0). Autrement dit,
[a, k,r] = k- |af lorsque | > 0 et [a,k,7] = k- |a] lorsque |a] < 0 On rappelle que
la] = a1 + -+ + ag € Z. On démontre dans le lemme suivant que pour tout a € 74,
|wl@krIo||; . = 1. Par exemple, si d = 2 et a = (2,-3), alors |a] = 2 -3 = —1,
[ k7] = =7 et [|0705 |l = |wl” = p 7"

Lemme 3.22. Pour tout o € Z%, on a ||0%||y.,, = |w| L@k,

Démonstration. Soit o € Z%. On pose ay = (o - 1a,>0,---504 - 1o,>0) € N? la partie
positive de a et a_ = (a1 - Lay<0y---,0q - La,<0) € (—~N)? la partie négative de a. Il est
clair que @ = a4 + a_. Le lemme implique que

o — —(—a-) | say _ —a_|—1 5904+
10 = 10700 0% ey = mma (107 |94}

Or, [0%+], = |w|~lot] = pflet] et |92 |, = p~¢lo-). On en déduit que

o _ (s |+ [a—])
0%\, gggk{p }-
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Comme |a4] + [a—| = |a], le maximum sur ¢ € {r,...,k} est donné par ¢ = k lorsque
la) > 0 et par £ = r lorsque |a] < 0. Autrement dit, [|0% ||y, = pl**]. O

On rappelle que la norme || - ||, de T (U) n’est pas multiplicative. En particulier, les
normes puissances des dérivations 9% pour a € Z% ne sont pas multiplicatives, comme on
peut le voir dans la remarque ci-dessous.

Remarque 3.23. La relation [a, k,r]|+ B, k, 7] = [a+ B, k,r] est fausse en général dés que
k > r. En particulier,

w[a,k,r}aa . w[ﬁ,k,r]aﬁ 7& w[a—i—ﬁ,k,r}aa-‘rﬁ'

Ces inégalités sont déja vérifiées lorsque d = 1. On prend par exemple a =1 et § = —1
(wka) . (wra)—l _ (w[l,k,r}a) . ( — lkr]a ) k r ?é kar} _ wO - 1.

On démontre dans la proposition suivante que la K-algébre J ,(U) est exactement
I’ensemble des séries convergentes de terme général aq - w!®*719% pour a, € Z% tel que
aq — 0 lorsque |a] — +o0.

Proposition 3.24. Tout élément S de Ty, .(U) s’écrit uniquement sous la forme
S= 3 an-wlohrlge
aezd
avec aq — 0 lorsque |a| — +o00. De plus, ||S||k, = max,cza{|aal}

Démonstration. On vérifie toujours comme dans la preuve de la proposition B.10] que pour
toute fonction f € Ox o(U),

o f = Z nor(f) -0, " e F,,.(U).

)

Cette série converge bien dans le microlocalisé Fp, .(U) puisque

n—oo

—(n 1 n+1
T e S

Pour m € N, on note P, = {a = (a1,...,0q) € Z% : ¥i € {1,...,d}, o; > —m}. Comme
Hw[o"kv’"]@aHk,r = 1, on montre comme dans la preuve de la proposition B.I0 que la suite

Su= 3 a0 b
QEPm

est de Cauchy dans 'algeébre de Banach (5% ,(U), |- ||x,-)- La norme || ||, n’est maintenant
plus que sous-multiplicative. Il n’est pas clair que ||Sy,||r,r = maxacp,, {|aa|}. Puisque la
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maxqep,,{|ada|}- Il en découle que la suite (Sy,)men est de Cauchy. Elle converge donc dans
la K-algébre de Banach Jj . (U) vers un élément que I'on note

S = Z g - @R loe,

a€gZd

norme de 'algébre Fy ,(U) est ultramétrique, on dispose déja de I'inégalité ||Sp, |k, <

Enfin, le passage a la limite m — oo donne ||S||;, < max,czi{|aqa|}. Le reste de la preuve
est analogue A celle de la proposition B.10l

Obtenir I'égalité ||Sy, ||k, = maxaep,, {|aa|} nécessite plus de travail que pour I’algébre
Er(U). On suppose maintenant que d = 1, autrement dit X est une courbe formelle. La
preuve de cette égalité est analogue en dimension supérieure en remplagant simplement
n € Z par |a] pour o € Z9. En effet, [a, k,7] = k- |a] lorsque |a] >0 et [a, k, 7] =7 |
lorsque || < 0. En dimension un, on a

o m
Sm = an- (@) +Y an-(@d)"
n=0 n=1
[’élément
(e} m—1
S;n =S, (wra)m _ Zan . wrmwkn Lontm + Z U (wra)n
n=0 n=0
appartient a l'algébre 5913 Q(U). D’aprés la proposition B4 et le lemme B35 on sait que
1Smllir = 155 - (@ 0) " llg.r = (@ 0)™™ - Spullgr = max {0l - [Sile} -

Pour r </ <k, on a

00 m—1
S;n — Zan . wrm—i—kn—é(n—l—m) . (wéa)n—i-m + Z Ay w(r—f)n . (wéa)n

n=0 n=0
Comme |e"d|;™ = |w|“~"™, on obtient
|wra|g—m . |S;n|f — max {max |an| . |w|rm+kn—€(n+m)+(£—r)m ’ max |an—m| . |w|(r—€)n+(l—r)m}

neN 0<n<m-—1
_ e[ (k=Om . ((é—r)(m—n)}
max {Irrzleaﬁ)f lay| - || o BX |an—m| - || .
Le terme max,en{|an|-|@|* ="} est maximum pour £ = k. En effet, lorsque £ € {1,...,k},
(k—8)n

la puissance (k — I)n de w est positive et |w] < 1. De maniére analogue, le terme
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maxo<n<m—114|an_m| - [@|(E=)M=")1 est maximum pour £ = r, auquel cas on obtient
Max0<pn<m—1 |Gn—m| = MaX_m<n<o |an|. On en déduit finalement que

ISl = mavs {maxlan], ma ool | = max {Joul)

Le passage & la limite m — oo donne |||k, = max,ez{|an|}. O

On peut noter au passage que les actions des dérivations 0, L sur une fonction f de
Ox,0(U) sont encore données par

o' f = Z " or(f) -0 " e g (U).

)

On suppose maintenant que d = 1. Soit S un élément du microlocalisé Fy, ,.(U). D’aprés
cette proposition, S s’écrit uniquement sous la forme

S:ian ko) —i—Za_ @ )"
n=0

PeDY), o(0) Q@

avec a, — 0 lorsque n — 4oc0. L’opérateur P est dans 5@& Q(U). On a

ISk = masx{fan]} = ma{| Pl Q-

Soient @ et @' deux éléments du microlocalisé Fj ,(U) formés seulement de puissances
strictement négative des dérivations w”d;. Un calcul permet d’observer que ||Q - Q' ||k, =
Qs - |Q ||k, Autrement dit, la norme || - |5, de Fj(U) est multiplicative pour le
produit de tels éléments, comme elle I'est pour le produit d’opérateurs différentiels de
D?LQ(U). On peut noter |Q|, pour ||Q||x et ||S||k,r = max{|P|;,|Q| } dans le cas ou
X est une courbe formelle. Lorsque la dimension de X est quelconque, on vérifie aussi
que la norme est multiplicative pour les séries de la forme S = ZQE(N*)d U_q - Tl
et que [[S|k, = max,en-ye{laal}. Plus généralement, tout élément S de Fy . (U) s’écrit
uniquement sous la forme

S = Z o - w9 4 Z o - O
a€Z | al>0 a€Zd,|a]<0

P Q

On rappelle que pour o, 3 € Z%, |a] + |B] = |a + B]. Ainsi, le produit d’éléments de la
forme P reste un élément de cette forme, soit une somme sur |a] > 0. De méme, le produit
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d’éléments de la forme @) reste une somme sur [«] < 0. On en déduit que la norme || - ||,
est multiplicative pour le produit d’éléments ne contenant que des puissances a € Z% telles
que |a] > 0 ou ne contenant que des puissances o € Z¢ telles que |a] < 0. On note donc
encore [Pl pour [Pl |Qlr pour |Q|x,r et [k, = max{|P[x, |Ql:}.

On rappelle que le morphisme de transition ey, : Fyy1,(U) = Fp(U) est une facto-
(0)

risation de l'inclusion de @Xk +17Q(U ) dans F,,.(U). Comme le morphisme ¢, envoie les
dérivations 0; sur elles-mémes, ¢ ,(0%) = 0% pour tout a € Z%. Puisque par construction
ce morphisme est continu, on en déduit que € ,(S) = S pour tout élément S de Fyy1,(U).
Ainsi, ey, injecte I'algeébre Fyyq,(U) dans Fy,(U). Pour récapituler, on dispose du dia-
gramme commutatif

(0 i (0

Dge,)1c4r1,<@(U)c+> Dge,)k,Q(U)

Pk+1,r Ph,r
?k—l-l,r(U)( Shor ?k,r(U)

ol iy et g, sont des inclusions 1-lipschitziennes et ¢y, et @i 41, des isométries.

La proposition suivante relie les K-algébres Fy (U) et E,(U) : le microlocalisé Fy, ,.(U)
est une sous-algébre du microlocalisé € (U).

Proposition 3.25. Le morphisme ¢y, : 5?3@ o(U) = &x(U) se releve en un morphisme in-

jectif de K -algebres vy, : Fir(U) — Ex(U). De plus, Uapplication vy, est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Le morphisme ¢y, : 5$L,Q(U) — &(U) vérifie clairement la condition
d’uniforme continuité dans la propriété universelle du localisé JFy . (U). Il induit donc un
unique morphisme de K-algébres 1-lipschitzien 4, : Fp,(U) — E,(U). Ce morphisme
envoie les éléments de 552 )laQ(U ) sur eux mémes et 0; Usur o; 1. Par continuité, il envoie
tout élément S de Fy, . (U) sur I’élément S de E,(U) (il s’agit bien d'une série convergente

dans €,(U)). Ainsi, le morphisme ~, , est injectif. O

Comme pour le localisé €;(U), on peut munir I'algébre JFy, (U) de la filtration croissante
donnée par la norme sous-multiplicative || - ||z . Pour k& = r, on rappelle que Fy (U) =
Er(U). On suppose que k& > 7. La norme du microlocalisé JFy, ,.(U) étant sous-abélienne,
le gradué gr Jy »(U) est une gr K-algébre commutative. On note (j; et ¢,; les images res-
pectives des dérivations w”9; et de (w"9;)~! dans le gradué gro I .(U). Puisque (w*9;) -
(w"0;) "' =@ " ona

1(@*8:) - (@)l = " < "0l - 1(200) "l = 1.
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On a donc (ki - ¢r; = 0 dans le gradué gr Fy ,(U). On en déduit un isomorphisme

gt Fper(U) = gr(Ox,0(U))[Ch1s - - -+ Chids Cris -+ -5 Gl /(oo + Gty - -+ 5 Chd * Grl)
de gr K-algébres. La premiére partie de la proposition suivante en découle.

Proposition 3.26. La K-algebre I, .(U) est noetherienne a gauche et a droite. De plus,
le morphisme de faisceaus €y, : Fpq1, — Tpr est plat a gauche et a droite.

Démonstration. Puisque le gradué

gr Fpr(U) ~ gr(Ox,0(U))[Ch,1s -+ Chods Crto - -5 Grd) / (Gt = Crts - - -5 Cliyd - Crd)

est noetherien, I'algeébre Fy, .(U) l'est aussi toujours d’aprés la proposition 1.1 de Darticle
[7]. Pour démontrer que le morphisme ey, : Fpy1, — JFj, est plat & gauche et a droite,
on adapte la preuve de la proposition 2.2.16 de l'article [6] aux cas des faisceaux Fj,, pour
r > 1 fixé. On suppose maintenant d = 1, autrement dit X est une courbe formelle. La
preuve en dimension quelconque est analogue. On fixe un ouvert affine U de X sur lequel
on dispose d’une coordonnée locale. Il suffit de montrer que le morphisme de K-algébres
Fi+1,(U) = T »(U) est plat a gauche et a droite.

On note A = Ox(U) et I} (U) l'ensemble des éléments de Fy ,(U) de norme || - ||,
inférieure ou égale a un. Autrement dit, ?Z’T(U ) est 'ensemble des éléments de Fy ,(U)
dont tous les coefficients sont dans ’algeébre affinoide A :

Fpr(U) = {Z an - (W) + Z a—p - (@0)™" € TF,(U), ane€ A} .
n=0 n=1
C’est une A-algebre vérifiant F . (U) = I3 .(U) ®y K. On introduit le A-module
H =93, ,(U)+DY)(U).
La dérivation () n’appartient pas a la V-algébre I3 Jrl’T(U ). Cependant, elle appartient a

la K-algebre Fp1,(U) = I3, .(U)®y K. La démonstration de la platitude du morphisme
Fi+1,(U) = Fp»(U) se décompose en trois étapes.

1. On vérifie tout d’abord que le module H est une A-algébre. Soit @ € ?ZHJ,(U)

et P € Dgg L(U ). Comme k > r, on observe facilement que P - @ appartient au
A-module H. En effet, on considére pour cela le A-module suivant :

Fir(U) = {Z an - (@) + Za_n ("), anp € A, an, =0 pourn << 0} )
n=0 n=1

Il est clair que 'on dispose d’inclusions Fj1;,(U) C Fy,(U) C H. On peut dé-
composer 'élément @ sous la forme Q = Q1 + @w - Q2 avec Q1 € Fjq1,(U) et
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Q2 € 3341,(U). On a (whd) - Q1 € Fy.,(U) C H. Par ailleurs, (@*9) - (wQ2) =
(@h+19)-Q, € Fri1,-(U). Autrement dit, (w*9)-Q € H. On en déduit que P-Q € H.
Pour montrer que H est une A-algébre, il suffit maintenant d’observer que Q-P € H.

On rappelle que pour toute fonction a de A, on a

+o0o
(@) a=) (~1)'"(@)w™ - (@'0)" " € 5y, (U)

n=0

avec (—1)"0"(a)w™ — 0. En particulier, comme k > r,
n—o0

+o0o
(@'0) " - a(@*0) =" Y (~1)"0"(a) - 07" € Ty (U).

n=0

On en déduit que pour tout entier £ € N,
ray— o 0
(@) PeH=53,,U)+DYU).

Ainsi, pour tout élément fini Q de Fh41,(U), il en découle que Q- P e H. Soit ¢ le
degré de 'opérateur différentiel fini P. L’élément () s’écrit uniquement sous la forme

00 q 00
Q= Zan (@) + Z a_p - (w'0)™ "+ Z a_p - (w"0)™".
n=0 n=1

n=q+1

Q1 Q2 Q3

Puisque Q1 € 5%“(@, il est clair que Q1P € /D\gg)kﬂ(U)—l—Dgg)k(U) C H.D’apres

ce que 'on vient d’établir ci-dessus, Q2 - P € H. Soit m > q et Qém) la troncation a
lordre —m de Q3 :

ém) = Z a_p - (w'0)™".
n=q

Comme (w"d)~! diminue strictement 'ordre et comme ¢ est I'ordre de 'opérateur P,
on vérifie que ng) -Pe ?Zﬂ,r(U)' De plus, on vérifie que la suite (Qém) “P)msq est
de Cauchy dans l'algébre (37, .(U), | - [|k,r). Enfin, puisque la V-algebre 37, (U)
est compléte, on en déduit que Q3 - P € 3"]2+17T(U). Pour conclure, on a bien montré
que Q- P € H. On a ainsi démontré que H est une A-algébre.

. On démontre ensuite que la A-algébre H est noetherienne a gauche et a droite.
L’algebre 97, .(U) est noetherienne d’aprés la proposition 1.1 de larticle [7]. En
effet, son gradué est isomorphe a lalgébre noetherienne gr(A)[Cx, ¢/ ((k - ) et
Iy +17T(U ) est complet pour la topologie w-adique. L’algébre H est engendrée sur A
par I3, .(U) et par la dérivation (ww®d). Pour toute fonction a de A, on a

[wka’ CL] = wka(a) €AC gjloﬁ-l-l,r(U)‘
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Comme [@w*0, w**10] = [@*0, (w"9)~!] = 0, [=*9, P] € Fri1,-(U) pour tout opé-
rateur différentiel fini P de F3,, (U). Enfin, puisque la V-algébre 37, .(U) est
compléte pour la topologie w-adique, on en déduit que

VP € 33,4,,(U), [k, P] e Fri1,(0).

Une récurrence sur ¢ € N* implique alors que
{—1 '
VP € Ty, (U), (@), Ple ) Fppy, (U)- (=" 0) (1)
=0

Le méme argument que celui de la fin de la preuve de la proposition 2.2.16 de larticle
[6] montre ensuite que I'algébre H est noetherienne. On le rappelle briévement ci-
dessous.

Soit I un idéal & gauche de H. On note J ’ensemble des éléments R de HTZH’T,(U)
pour lesquels il existe f € N, P e T et Ry,...,Ry_1 € 3"2+17T(U) tels que

-1
P=R-(@9)'+> R;- (="0)".
i=0
Soit R’ un autre élément de J, ou P’ = R’ - (w*d)’ + Y\ R, - (@*d)? € I. On
suppose par exemple que ¢ > ¢'. La relation [l implique que
{—1 '
P+ (")~ P'=(R+R) - (z"0) + > R (z"0)
i=0

pour certains R;” € F;_; (U). Autrement dit, R+ R’ € J et .J est un idéal a gauche
de 7, .(U). Ainsi, J est engendré sur 37, (U) par des éléments Ry, ..., Rs. Par
ailleurs, I N3, (U) est un idéal & gauche de J7,, ,(U). Il est donc engendré par
des éléments Pj,...,P. Enfin, on observe que I est engendré en tant qu’idéal a
gauche de H par les éléments Ry, ..., Rs, P1, ..., P;. Ceci prouve que 'algébre H est
noetherienne a gauche. De méme, on démontre la noetherianité a droite.

. On montre enfin que le morphisme d’algebres Fy11 ,(U) < Fj (U) est plat & gauche
et a droite. Comme @ggLJFLQ(U) = DgL’Q(U), ona Hg = HRyK = Fj41,(U). Par
ailleurs, il est clair que H = F3.-(U). Puisque Iy, (U) C I (U) et Dg?)k(U) -
Fr,(U),ona H C Fy  (H). De plus, I'algebre H contient Fy, . (U) et 'algébre I3 (U)
est le complété w-adique de Fy, (U). Le complété w-adique H de H est donc égale
a la V-algebre J}  (U). Le résultat de platitude découle alors du fait que 'algeébre H

est noetherienne. En effet, dans ce cas le complété H est plat sur H et donc l'algébre
Hg = J,(U) est plate sur Hy = Fj11,-(U).
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O

Remarque 3.27. Le morphisme de faisceaux de K-algébres ¢y : /D\geoaf Q™ Tk est proba-
blement plat & gauche et a droite. Cependant, plusieurs difficultés techniques apparaissent
pour démontrer ce résultat. On en liste deux ci-dessous.

1. Le morphisme gradué grﬁg?)k(@ — grJy,» n'est pas plat puisque l'algébre graduée

gt Trr(U) = g1(0x,0(U)) Gt -+ Chos Gt -+ Gl / (Gt~ G-, G+ Crd) adimet
de la torsion. On ne peut donc pas déduire la platitude de la filtration induite par la
norme.

2. Par ailleurs, ffz(i) = Fp,p /(@ - Frp) est un faisceau sur le (V/w')-schéma clas-
sique X; := X; xvy Spec (V/w') et Fy,. est la limite projective sur i des fr’z(? :
]‘;m = 1£1Z 3",’;(? Le morphisme de faisceauz Dgg)k/wi — fﬂj(fn) n’est pas plat. En

effet, les faisceaux d’algébres 3’",';(:;) admettent de la w-torsion. On ne pas peut donc

pas démontrer ainsi, en passant a la limite projective sur i, que le morphisme initiale

Dgg}k — EFZ’T est plat. Néanmoins, la torsion des algébres 3’"27(? est a priori indépen-

dante de l’entier i pour i > k — r. En contrdlant bien cette w-torsion, il devrait
(0)

étre possible de montrer que le morphisme de faisceauz 5}:1& — J}, est plat apres
tensorisation par K = Frac(V).

On rappelle que U est I’ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’un
systéme de coordonnées locales. C’est une base de voisinages ouverts de X. On démontre
comme pour le faisceau localisé &, le résultat suivant.

Proposition 3.28. Il existe un unique faisceau Fy,, de K-algebres sur X tel que pour tout
(0
owvert U de U, Fy,(U) = D;L’Q(U) (- froees ] e {0 aena) -

Les inclusions locales Fjq1,(U) — Fj,(U) pour tout ouvert U de U induisent des

morphismes de faisceaux JFpy1, — JFj, commutant avec les morphismes de transition

/D\geoaf 4110~ /D\geoaf o On dispose ainsi du diagramme commutatif suivant :

~0) ~0)
Dxri1r0 Dxko
g’k—l—l,’f‘ S:k,r .
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Opérateurs de @?L@ inversibles dans le microlocalisé J, ,

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de
coordonnées locales associé a z. Il est plus délicat de déterminer les éléments inversibles
de l'algebre Fy . (U) que de E;(U) lorsque k > r. En effet, soit S un élément de Fy, . (U).
Pour simplifier, on suppose que X est une courbe formelle, ie d = 1. L’élément S s’écrit
uniquement comme une série

S = i an - (wWhO)" + i a_p - (w'0)™".
n=0 n=1

On note Jy et (9,)7! les réductions modulo w respectivement de w®d et (w"d)~!. La
réduction modulo w de S est une somme finie de la forme

S= a0+ a0}

n<0 n>0

Pour k > 7, on a d - 9, = 971 - O = 0 puisque (@*9) - (w"9)~! = @*~". Autrement
dit, la dérivation 0 n’est plus inversible dans le quotient F}  (U)/w. On ne peut donc pas
déterminer les éléments inversibles de ’algébre Fy, ,.(U) apreés réduction modulo . Le méme
phénomeéne apparait en considérant le gradué gr F, ,.(U). Bien que les dérivations 0; soient
inversibles dans J}, . (U), les images des 0; dans le gradué ne sont plus inversibles. Cepen-
dant, on dispose d'un morphisme injectif d’algebres ey, : Fj,(U) <= Ex(U). Puisque les
¢léments inversibles de 1’algebre € (U) sont connus, on en déduit facilement les opérateurs
différentiels de @;0 ),%Q(U ) inversibles dans le microlocalisé Fy, . (U). Ce cas est suffisant pour
définir la variété caractéristique & partir du microlocalisé.

On traite tout d’abord le cas de la dimension un, soit d = 1. Les raisonnements sont
analogues pour d quelconque. Les énoncées et les démonstrations s’écrivent bien plus sim-
plement lorsque d = 1. On évite la lourdeur des multi-indices et les idées demeurent les
mémes en dimension supérieure. Soit P = > . a, - ("d)" un opérateur différentiel de

/D\QL’Q(U ). Les normes de P dans les algébres E,(U) et dans F,(U) coincident avec la

norme usuelle |P|; de P dans /D\QL’Q(U ). Si P est inversible dans l'algebre Fj, . (U), alors

P est inversible dans € (U). Cet opérateur doit donc vérifier I'égalité Ny (P) = ng(P). On
rappelle que

Ni(P) =max{n € N: |a,| = |P|x} et Mx(P)=min{n € N: |a,| = |P|i}.

On note ¢ = N (P) = 7 (P) cet entier. Pour que P soit inversible dans le localisé & (U),
il faut de plus que son coefficient dominant a, soit inversible dans la K-algébre affinoide
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Ox,0(U). L'inverse de P dans E;(U) est alors

q—1
Pl= (w0 Y [ -3 B (o - Y T (g | g
jeN n—o % n>1 Aq

L’opérateur P! appartient & I’algébre Tkr(U) si et seulement si la somme sur j converge

pour la norme || - ||, de Fp,(U). Une condition suffisante est d’avoir
“a a
Z 2 (@Fe)n e+ Z (k) < 1.
—o % aq
n=0 n>1 kr

On rappelle 'égalité démontrée dans la proposition 324 :

q—1
Qa Qa
Z Yn (wka)n—q + Z n+q (wka)n —
—o M q
n=0 n>1

k,r

q—1

G n— an n
S0 (whoye| YD (k)
n=0 4

Q,
kp |n>1 71 i

max

On a toujours

ntq k o9\n _ Oniq k a\n
Za (") > (ko) < 1.

a
q q
n>1 kr n>1 k

En effet, l'opérateur ), -, a’;—:q - (w®d)™ appartient a I’algébre 5?3@ Q(U) et par définition

de q, |an+q| < |aq| dés que n > 1. Par ailleurs,

q—1 q—1
Z In (w*9)" 1 = In  (k=r)(n—q) (w"8)" .
n=0 tq n=0 ¢
On obtient
q—1
| I— (M . ,w‘w—r)(n—q)) ,
—0 % 0<n<g \ aq]|
n=0 k,r

On en déduit que P est inversible dans le microlocalisé Fy, ,(U) dés que
VO<n<qg—1, lag|-p* 0 <ay.

La réciproque est vraie. Cependant, elle n’est pas immeédiate puisque la norme || - ||, de la
K-algébre Jy, (U) est seulement sous-multiplicative. La proposition suivante résume tout
ce qui vient d’étre dit.
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Proposition 3.29. On suppose que d = 1. Soit P = > 7° jay - (@®0)™ un opérateur
différentiel de /D\g]LQ(U). Il existe un ouvert V.C U contenant x tel que P soit inversible
dans le microlocalisé Fy, (V') si et seulement si

1. Nk(P) = ﬁk(P) =q,

2. aq est inversible dans Ox o(V),

3. ¥n € {0,...,q—1}, |ay| - p*=7@=) < |q,|.

Démonstration. Si P vérifie les trois conditions de la proposition, alors P est inversible dans
le microlocalisé Iy, (V). Réciproquement, si P est inversible dans Fy, .(V), alors P vérifie
les deux premiéres conditions de la proposition. En effet, P est & fortiori inversible dans le
localisé €5 (V). Il reste a établir que P vérifie le point 3. On rappelle que l'inverse P~! de
P s’écrit

q—1
a a
Pl = (@)Y [ =D (@hay = Y T (b)) o
ieN n=0 4 n>1 4
Il a été vu que
Untg (_kaw| _ N %n4a (kg
3 (" 0) =D (@"0)"| <1.
n>1 Y N S k
q-1 a
On pose R = Z 2 (k)" On a
aq
n=0
q—1
a a a
¥ o (=Foy1+ % Z_ﬂ (@ 0)"|| = max{ Rl | Z—*" (" o)"
n=0 % n>1 o n>1 .

On doit donc démontrer que ||R|[;, < 1. Comme R ne contient que des puissances stricte-
ment négatives de 0, la norme || - ||, est multiplicative pour les puissances de R :

1B Ik = |R'|; = |RL.

On suppose tout d’abord que || R||x» = 1. On montre alors que la somme définissant P~! ne
converge pas dans F (U). Comme ||R||g, = |R|, =1, on a ||R![|x, = |R|¢ = 1. Puisque la
norme || - ||, de Fy . (U) est sous-multiplicative et puisque la norme de >, -, az% (wFo)m
est strictement inférieure & un, le produit d’une puissance de cette somme avec une puissance
de R converge dans l'algebre de Banach JFy, ,-(U). Il suffit donc de prouver que la somme des

puissances de R diverge pour arriver a une contradiction. Or la suite {Z?:o Ri}n ey nest
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pas de Cauchy dans 'algébre Jy (U) puisque ||R||x, = 1. En effet, la différence de deux
termes consécutifs est de norme égale & un :

n+1 n

DR R
i=0 =0

Ainsi la somme des puissances de R diverge dans l'algeébre Fy ,(U). Lorsque ||R|[, > 1, on
vérifie aussi que la somme définissant P~* diverge dans 'algébre de Banach (F (U), || ||k
par des arguments similaires au cas || R|, = 1.

On en déduit finalement que ||R||;, < 1. L'implication directe de la proposition est
donc démontrée. O

Pour tout opérateur différentiel P = )  na Gq - wklelge de /D\g?)k o(U), on note encore

N(P) := max{|a| : a € N |ay| = |P|x} et Aig(P) := min{|a| : « € N¢: |ay| = |P|x}. Si P
est inversible dans le microlocalisé F}, .(U), alors P est inversible dans le localisé €4 (U). En
particulier, P admet un unique coefficient ag de norme spectrale maximal, et ce coefficient
est inversible dans Ox (U). On rappelle que pour a € VAR la] = a1+ -+ag € Z. Linverse
de P dans E;(U) est donné par

= [|[R* e = 1.
k,r

Pl = o HlBlg=F. _ Ga | kla=Blga—5 | .41,
w ZZ > @ ag
N\ aeNi\{5}

Pour tout élément S =) 7a o @ ** 9% de Ty, . (U), on avu que || S|y, = max,cza{|aal},
que S s’écrit uniquement sous la forme

S = Z g - kel oo 4 Z gy - 'l o

a€Z, | a]>0 a€Zl,|a]<0

Q1 Q2

et que la norme || - ||, est multiplicative pour le produit d’élément du type de @ ou le
produit d’éléments du type de Q2. On obtient ainsi exactement comme ci-dessus que P est
inversible dans le microlocalisé¢ Jy ,(U) dés que P vérifie les conditions de la proposition
suivante.

Proposition 3.30. Soit P = ) nd Ga w9 un opérateur différentiel de @gLQ(U).
Alors P est inversible dans le microlocalisé Ty, .(V'), ou V' est un ouvert de U contenant z,
si et seulement si P vérifie les points suivants :

1. P admet un unique coefficient ag de norme spectrale maximale,
2. ag est inversible dans Ox g(V),
3. pour tout a € N vérifiant |a| < ||, |aq| - pF—" B~ < |ag).
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La premiére condition de ce résultat implique que |3| = N (P) = 7,(P). En particulier,
on peut reécrire la proposition B30 de la maniére suivante. Un opérateur P = aend Ga

whlelg de 5?2 o(U) est inversible dans le microlocalisé¢ Fy, (U) si et seulement si

1. P admet un coefficient ag tel que |3] = Ny (P) = ng(P),
2. ag est inversible dans Ox o(U),
3. pour tout o € N? vérifiant || < |B|, a # B = |aa| - pF Bl < apg).

4 Microlocalisation de Dy

On construit dans cette derniere section le microlocalisé Fy, de Dx o, vérifiant la condi-
tion d’invisibilité souhaitée lorsque X est une courbe formelle : un opérateur différentiel P
surconvergeant de Dx o (U) est inversible dans le microlocalisé Foo(U) si et seulement si
P est un opérateur fini dont le coefficient dominant est inversible. Ce microlocalisé per-
mettra plus tard, dans un autre article, de construire une variété caractéristique pour les
Dx,0o-modules coadmissibles lorsque X est une courbe formelle.

4.1 Les microlocalisés F ,

On introduit dans cette partie le faisceau F , limite projective sur k > r des faisceaux
Fk,r pour r > 1 fixé. On détermine ensuite les opérateurs différentiels de Dy o (U) inver-
sibles dans le microlocalisé Foo ,(U). Contrairement a ce qu’il se passe pour les K-algébres
Fir(U), les éléments de Dy o (U) N (Foo(U))™ seront des opérateurs finis. Leurs coefficients
dominants devront toujours étre inversibles. Il faudra de plus demander certaines inégalités
entre les normes des coefficients des opérateurs inversibles.

Définition et structure

Pour 'instant r est un entier fixé supposé supérieur ou égale a un et k désigne toujours
un entier plus grand que r. On rappelle que tout élément S de Fj, . (U) s’écrit uniquement
sous la forme

S = Z g - oo 1 Z Qg - @MY avec ay M_}—J:oo 0.
a€Zd | a]>0 a€Zd,|a]<0

Les morphismes d’algébres ey, : Fpp1,(U) — Fp(U) sont injectifs et vérifient pour
toute section S de Fpi1,(U) linégalité |k, (S)|kr < |[S|lk+1,-- On considére les mor-
phismes de faisceaux de K-algebres Fjy1, — JF, induis localement par ces inclusions
locales. La limite projective des faisceaux JFy , définit un faisceau de K-algébres sur I'es-

pace topologique sous-jacent a X.

Définition 4.1. On pose T = l'glf}'k,r,
k>r
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Soit U un ouvert affine de X muni de coordonnées locales. On a

Foor(U) = lim Ty o (U) = () T (U).

k>r k>r

C’est une K-algébre contenant I’algébre de Fréchet-Stein Dy o (U). Cette inclusion corres-
pond au morphisme continu Dy o (U) — T ,(U) induit par passage a la limite projective
sur k > r dans les diagrammes commutatifs de K-algébres topologiques

~(0 ~(0
®g€,3c+1,Q(U)(—> ®;I,)I€,Q(U)

Frt1,(U) =T (U).
La proposition .26l montre que Fu »(U) est aussi une algébre de Fréchet-Stein. La propo-
sition suivante résume les principales propriétés du faisceau Fog .

Proposition 4.2. Le faisceau T, est un faisceau de K-algebres de Frechet-Stein sur les
ouverts U de U dont la topologie est induite localement par les normes || - ||, des algébres
Ter(U) tel que

Foor(U) = Z aq - 0% + Z o - w40 a, € Ox0(U) tq
a€Z?|a]>0 a€Zd,|a]<0
Yu € R, lim g - MM =0 et lim Qo = O} .
|a|—=o0,|a]>0 |a| =400, |a] <0

Démonstration. Soit S € Foo »(U) et k > 7. Alors S € Fy, ,(U) et S s’écrit uniquement sous

la forme
S = Z Ay - 0%+ Z ay - "o

a€Z?|a]>0 a€eZd | a]<0

P Q

avec a, - Lol — 0 lorsque || — +oo et |a) > 0. Soit &’ > k. Comme S € Fy,.(U) et par
unicité de I'écriture dans les microlocalisés JFy, . (U), S s’écrit sous la méme forme S = P+Q
dans Fpr . (U). On en déduit que a, - w ¥ — 0 lorsque || — 400 avec |a] > 0. Ainsi,
on a démontré que S = P + Q dans F},(U) pour tout niveau de congruence k > r et que
la limite de a, - @ %l lorsque |a| — +oo avec [a) > 0 doit étre nulle. Autrement dit,
S = P+ @ dans F ,(U) avec la condition de convergence donnée. Réciproquement, un
élément de cette forme appartient & tous les microlocalisés Jy (U) et donc appartient a

Foor(U) = ﬂer Fr,r(U). O
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Opérateurs de Dy ,(U) inversibles dans le microlocalisé F, ,.(U)

On suppose tout d’abord que X est une courbe formelle, autrement dit d = 1. On déter-
mine les éléments de Dy o, inversibles dans F . On explique ensuite comment généraliser
ces résultats & la dimension supérieure. Soit P = Y7 a, - 9" un opérateur différentiel fini
d’ordre g de Dy oo(U). Pour k suffisamment grand, Ni(P) = 1i(P) = ¢ d’aprés la preuve
du lemme Ainsi, P est inversible dans le localisé € (U) si et seulement si son coefficient
dominant a, est inversible dans la K-algebre affinoide Ox o(U). On déduit de la proposition
que P est inversible dans le microlocalisé JFy, (U) si de plus

Vne{0,...,q—1}, |an| < |ag|-p"@™.

Cette condition ne dépendant pas de k, on peut expliciter les opérateurs différentiels finis
de Dz o (U) inversibles dans le microlocalisé F (U) : un opérateur fini P = > 7 _ a,, - 9"
d’ordre ¢ de Dy o(U) appartient a Foo ,(U)* si et seulement si

L. ag € 02(U)",
2.¥n €{0,...,q— 1}, l|an| < |ag|-pr@=.
Cette condition est vérifiée par exemple pour les opérateurs dominants : |a,| < |a4| pour

tout entier n € {0,...,q}. Réciproquement, on va démontrer que tout opérateur différentiel
de Dy o (U) inversible dans le microlocalisé Fo - (U) est de cette forme.

Soit maintenant P =Y >°  a, - 0" un opérateur différentiel infini de Dx o (U). Il n’est
pas vrai en général qu’a partir d'un certain niveau de congruence k, I'égalité N (P) = ny,(P)
soit vérifiée. Autrement dit, P n’est pas forcément inversible dans le localisé Ex(U) pour k
suffisamment grand dés que son coefficient d’ordre N (P) est inversible.

Exemple 4.3.
1. Soit P = [],5,(1 = @"9) € Dy o(U). Alors Nj(P) = k et (P) = k — 1 pour tout
entier naturel k£ non nul. Autrement dit, P n’est jamais inversible dans £x(U) dés
que k > 1.

2. Soit P =3} A L= Dxo(U). On a Ni(P) = np(P) = k/2 si k est paire.
Sinon, Ny(P) = % et ng(P) = % Ainsi, P est inversible dans 'algébre €5 (U) si
et seulement si le niveau de congruence k est pair.

Cependant, on dispose de morphismes de transition injectifs Fy11,(U) < Ty (U). Si
P est inversible dans le microlocalisé Fj, . (U), alors P est inversible dans F,(U) pour
tout entier £ € {0,...,k}. Ainsi, ou bien P est inversible dans tous les microlocalisés
Fkr(U), ou bien P n’est plus inversible dans les microlocalisés Fy -(U) & partir d'un certain
niveau de congruence k. Puisque F}, . (U) est une sous-algebre de E(U), les deux opérateurs
différentiels de I’exemple 3] ne sont pas inversibles dans le microlocalisé Fy (U) quelque
soit le niveau de congruence k > r > 1.
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Soit P = Y cny@n - 0" un opérateur de Dy o(U) inversible dans le microlocalisé
Foor(U). Alors P est inversible dans toutes les algébres Fp, . (U) et €4 (U). Une condition
nécessaire est donc d’avoir Nj(P) = m(P) pour tout entier naturel k. Par exemple, les
deux opérateurs différentiels de I’exemple [£.3] ne sont pas inversibles dans le microlocalisé
Foor(U). De plus, on rappelle que 'opérateur P est inversible dans ’algébre Fy, ,.(U) si pour
tout entier n € {0,..., Np(P) — 1}, la,| < lax, (P -prWE(P)=n) On g'intéresse donc aux
opérateurs différentiels P ="  a, - 0" de Dx o (U) vérifiant la condition

qr = Np(P) =7mR(P) et Yne{0,...,qr— 1}, lan| <lag,| p" @™ (2)

On démontre dans ce qui suit que si P vérifie cette condition pour une infinité d’entiers
naturels k, alors P est un opérateur différentiel fini. Les éléments de Dy oo (U) inversibles
dans le microlocalisé F ,(U) seront donc des opérateurs différentiels finis.

On note U = Spf A’ et A = A’®y K. Par définition, A une K-agébre affinoide. La norme
spectrale | - | sur A est multiplicative. En effet, la courbe formelle X est connexe et lisse,
donc A est intégre. On fixe une cloture algébrique K de K. Cette derniére est munie d’une
valuation, extension de la valuation de K, que I’on note encore v. Soit P = " a,-0" un
opérateur différentiel de Dx oo(U). Les coeflicients a,, de P sont des éléments de A vérifiant
la condition de surconvergence : YV € R, lim, o0 ay - w #" = 0. Pour p € v(K)\{oo}, on
pose

o |P|, := maxen |ag - @,

e N,(P):=max{n€eN:|a, =@ | =|P|,},

e 7, (P) :=min{n € N:|a, - w " = |P|,}.
Par définition, N (0) = +oo et Tx(0) = 0. Lorsque p = k € N, on retrouve les fonctions
définies précédemment. La norme spectrale | - | est & valeurs dans |K|. Pour tout élément a

de l'algebre Ox o(U), on note v(a) I'élément p de v(K) pour lequel |a| = |w|*.

Définition 4.4. Soit P =} _a,-0" € Dx oo(U)\{0}. On définit son polygone de Newton
comme étant I’enveloppe conveze des points A, = (n,v(ay)) de R%. Les pentes des segments

du polygone de Newton de P sont des éléments de v(K).

La figure [I page 2] représente graphiquement le polygone de Newton d’un opérateur
différentiel P de Dy oo (U). Les pentes sont données en bleu. Si P est un opérateur différentiel
fini, alors son polygone de Newton n’a qu'un nombre fini de pentes. Dans le cas contraire, la
suite des pentes (rangée dans l'ordre des indices des coefficients) est strictement croissante
et diverge vers +oo. En effet, si P = > > ja, - 9", alors v(a,) — oo lorsque n — 400
puisque la suite (ay) converge vers 0. La proposition suivante montre que les pentes du
polygone de Newton sont étroitement liées aux fonctions N et 7@ de P.

Proposition 4.5. Soit P =3 _yan - 0" € Dx oo(U) et p € v(K)\{oo}.
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1. Si p n'est pas une pente du polygone de Newton de P, alors N, (P)=mn,(P).
2. Si p est une pente du polygone de Newton de P, alors m,,(P) < NH(P).

Démonstration. On suppose tout d’abord que p n’est pas une pente du polygone de New-
ton de P. La suite (|a,| - p*"), converge vers zéro. La condition N,(P) = m,(P) signifie
exactement qu’elle admet un unique élément maximal. On suppose qu’il existe deux indices
J < j tels que

[Pl = max{an| - p"} = lag| - p*" = |ag] - p (3)

On note « la valuation commune des éléments a; - w * et aj - w . Les points A; et
Aj appartiennent a la méme droite d’équation Y = p - X + o. L’égalité [3 signifie que o
minimalise la valuation des termes a, - w™"". La minimalité de o implique que [A;, Aj]
est un co6té du polygone de Newton de P. Mais ce segment a pour pente u! Cela contredit
I'hypothése de départ. La suite (|a,|-p*™), a donc un unique élément maximal. Autrement
dit, N, (P) =m,(P).

Soit maintenant p une pente du polygone de Newton de P. Alors le polygone de Newton
admet un segment [A;, A;] de pente p pour deux indices i et j distincts. Les points A;
et A; appartiennent & une méme droite d’équation ¥ = p - X + . Cela se traduit par
|a;| - p** = |aj| - pJ = |P|, au niveau des normes. En particulier, 1, (P) < N ,(P). O

La condition [2] pour un niveau de congruence k > r fixé a d’importantes conséquences
sur les valeurs possibles des pentes du polygone de Newton de 'opérateur différentiel P. La
proposition suivante les résume.

Proposition 4.6. Soit P =) _yay,-0" € Dx (U). Si P vérifie la condition [2 pour un
certain niveau de congruence k > r, alors le polygone de Newton de P n’admet pas de pente
appartenant au segment [r, k).

Démonstration. Soit u une pente du polygone de Newton de P appartenant & l'intervalle
[r, k]. On sait d’aprés la proposition qu’il existe deux indices distincts n < m tels que
|P|, = |an|-p"™ = |am|-p*™. On suppose m maximal. L’hypothése 2limplique que N (P) =
7k (P). On note g cet entier. Le lemme nous assure que m < qi. Par maximalité de m,
on a |am| - p*™ > |ag,| - pH%. On en déduit que

lan| = pH ) L ay,| > pHmT) L paeTm) lag,| = prlar=—n) . |ag,-

On rappelle que n < m < qi. Le fait que p soit supérieur ou égale & r contredit la seconde
partie de I’hypothése 2 :

Vn € {O, ey QE — 1}, ’an’ < ‘adk‘ ,pT(Qk—n).

Ainsi, aucune pente du polygone de Newton de P n’appartient au segment [r, k]. U
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FIGURE 1 - Polygone de Newton de P =3 _nan - 0" € Dx o (U)

valuation

coeflicient

On en déduit que P est un opérateur différentiel fini dés que P vérifie ’hypothése
pour tout entier naturel k > r.

Corollaire 4.7. Soit P =" _yan - 0" € Dx (U). Si P vérifie la condition [2 pour tout
entier naturel k > r, alors P est un opérateur différentiel fini.

Démonstration. On suppose que P = ">  ay - 0" est un opérateur infini. Alors son poly-
gone de Newton admet une infinité de pentes A\, et la suite (Ay) est strictement croissante
de limite +o00. Mais la proposition implique que pour tout entier k > r, il n’y aucune
pente dans le segment [r, k|. Le polygone de Newton de P ne peut donc pas admettre de
pente dans I'intervalle [r, +o00[. La suite des pentes (A\¢), est donc finie et P est un opérateur
fini. O
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Soit P ="  a, - 0™ un opérateur différenciel de Dx o (U). Si P est inversible dans
le microlocalisé Fo . (U), alors P est inversible dans F, . (U) pour tout entier k& > r. En
particulier, P vérifie la condition 2l pour tout entier naturel k. Le corollaire [4.7 permet donc
de décrire les éléments de Dx o (U) inversibles au voisinage de = dans le microlocalisé Fog .

Théoreme 4.8. On suppose que d = dimX = 1. Soit P € Dy (U). Alors P est inversible
dans le microlocalisé Fog (V') pour un ouvert V.C U contenant = si et seulement si

1. P=31_ja,-0" dans Dx oo(V),

2. aq est inversible dans Ox g(V),

3. Vne{0,...,q—1}, |an| < lag|-pr@™.

On repasse maintenant au cas général ou la dimension d de X est quelconque. On
démontre que les opérateurs différentiels de Dy o inversibles dans le microlocalisé F
vérifient une condition analogue & celle du théoréme A8
Définition 4.9. Pour tout opérateur P = ", i ao - wH0% de @;OL oU) et pour tout
p € v(K)\{oo}, on note encore

1. |P|u = maXaENd{|aa ’ w_ula”};

2. N,(P) :=max{|a| : @ € N |a,| = |P|,},

8. m,(P) == min{|a| : « € Z¢ : |aa| = |P|,}.

On rappelle I’énoncé de la proposition B.30] écrite pour les éléments de Dx oo(U). Un
opérateur différentiel P = )" na G - 0% de Dx oo(U) est inversible dans le microlocalisé
Fkr(V) pour un certain voisinage V' de x si et seulement si

1. il existe ag inversible dans Ox (V) tel que |3| = Ny (P) = g (P),
2. pour tout « vérifiant || < [B|, a £ B = |aa| < p"IFI=1eD - |ag].

La condition [2] s’écrit alors :
Jag tq |8 = Ny(P) =me(P) et YO<|a| <8, a# B = laa| < |ag|-p"IPI71*D (4)

On va démontrer que si P vérifie cette condition pour tout niveaux de congruence
k € N* alors P est un opérateur différentiel fini. Autrement dit, les opérateurs différentiels
inversibles dans le microlocalisé Fu,, seront les opérateurs finis vérifiant la condition [l

sur les coefficients. Pour a € Ox g(U), on rappelle que v(a) est I’élément de v(K) tel que
jaf = o).

Définition 4.10. Soit P =)  na Ga-0% un opérateur différentiel non nul de Dx oo(U). On
définit le polygone de Newton de P comme [’enveloppe convexe des points Ay = (|a],v(aq))
de R? pour tout a € N?. Les pentes des segments du polygone de Newton de P sont des

éléments de v(K).
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Lorsque P = }_  cnd Gq - 0 est un opérateur différentiel infini de Dy o (U), les pentes
du polygone de Newton de P forment une suite croissante divergeant vers +oo puisque
v(ay) — oo lorsque |a| — oo. Lorsque P est fini, il n’y a qu’un nombre fini de pentes finies
(la derniére est infinie, il s’agit d’une demi-droite verticale). La différence avec le cas d =1
est que pour tout entier naturel n, il y a maintenant un nombre fini de points (augmentant
avec n) sur l'axe verticale d’abscisse n. Par exemple, pour |a| = 1, il y d points sur I'axe
verticale d’abscisse 1 correspondant & o = (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1). La
proposition est encore vraie pour le polygone de Newton de P en dimension quelconque.

Proposition 4.11. Soit P = Y cyi @a - 0% € Dxoo(U) et p € v(K)\{oo}. Alors p est
une pente du polygone de Newton de P si et seulement si 7, (P) < N ,(P).

Démonstration. La seule différence avec la preuve de la proposition provient du fait que
des points peuvent avoir la méme abscisse. Il suffit de montrer que ce cas n’apparait pas
pour raisonner de maniére analogue. Si p n’est pas une pente du polygone de Newton de
I'opérateur P, on démontre comme dans la preuve de la proposition qu’il existe deux
multi-indices o et B tels que |P|, = |ay - @ | = |ag - o Pl avec |a| # |B|. Ainsi,
N,(P) # m,(P). Soit maintenant ;1 une pente du polygone de Newton de P. Puisque
p # +oo par hypotheése, cette pente relie deux points a, et ag du polygone de Newton
d’abscisses différentes. Autrement dit, |a| # |5] et le reste de la preuve est alors identique
A celle de la proposition O

Comme la condition [ est analogue a la condition 2 on déduit de la proposition précé-
dente le théoréme suivant exactement de la méme facon que le théoréme E.8]

Théoreme 4.12. Soit P € Dx o (U). Alors P est inversible dans le microlocalisé Fog (V')
pour un ouvert V.C U contenant x si et seulement si

1. P=7) cnd o 0% est un opérateur différentiel fini d’ordre ¢ € N de Dy oo (V),
2. il existe ag inversible dans Ox (V) avec |5| = g,
3. V0<|al <8, a#B = |aa| < |ag| - prlel=I8D.

Le critére du théoréme .8 ne correspond pas exactement a la condition d’inversibilité
souhaitée. En effet, on désire que tout opérateur différentiel fini de Dy o (U) soit inversible
dans le microlocalisé dés que son coefficient dominant est inversible. La condition 3 du
theoréme [4.8 contient cependant beaucoup d’opérateurs : les coefficients a,, peuvent étre
bien plus grands que ag pour la norme spectrale lorsque o < |f]. On peut les autoriser
a étre de plus en plus grands en augmentant r. En considérant tous les entiers r > 1,
la condition 3 donne exactement tous les opérateurs finis dont le coefficient dominant est
inversible.
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4.2 Le microlocalisé F

On introduit dans cette partie le faisceau de K-algébres Fo sur le schéma formel X.
Soit toujours U un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’un systéme de coor-
données locales. On observe que Foo (U) C Foory1(U). Concrétement, Foo (U) est 'union
croissante dénombrable des K-algebres de Fréchet-Stein F (U). Lorsque X est une courbe
formelle, les opérateurs de Dx o (U) inversibles dans le microlocalisé F(U) sont exacte-
ment, d’aprés le théoréme [£.8] les opérateurs différentiels finis dont le coefficient dominant
est inversible, sans aucune autre condition sur les coefficients. Ce critére d’inversibilité est
la propriété désirée du microlocalisé discutée en introduction. Lorsque la dimension d de
X est quelconque, les opérateurs différentiels inversibles de Dy oo (U) dans le microlocalisé
Foo(U) sont les opérateurs finis pour lequel un coefficient dominant est inversible et de
norme spectrale maximale parmi les coefficients dominants.

On rappelle brievement la construction des faisceaux I3, et Fo , avant de définir le
microlocalisé . Pour tous les entiers k > r > 1, 'algébre J, (U) est le localisé de I'algébre

DO

X Q(U) pour la partie multiplicative des puissances des dérivations 0; et pour les normes

complétes quasi-abéliennes | - |,,...,| - |5 de /D\g?)k@(U). Le microlocalis¢ Jj ,(U) est une
K-algeébre de Banach munie d’une norme seulement sous-multiplicative || - ||, admettant

/D\ggL’Q(U ) comme sous-algebre. Tout élément S de Fy, ,(U) s’écrit uniquement sous la forme

S = Z g - o + Z g - ' 5 tq ao —> O.

a€Z?|a]>0 a€eZd | a]<0 =00
De plus, ||S||k, = max,cza{|aa|}. Pour tout entier k& > r, on dispose de morphismes
de transition Fjyq1, — Fj, commutant avec les morphismes Dgg}ﬂﬂ@ — Dg?}f’@. Par

définition, Fo, = Y&lk>r TFk,r. Les algébres T »(U) sont des algébres de Frechet-Stein.
Tout élément S de Fu, - (U) s’écrit uniquement sous la forme d’une somme

S = Z Qg - 0% + Z Ay - "o

a€Zd | a]>0 a€eZd | a]<0

telle que pour tout p € R, limg 00, |a]>0 Qa - wrlel = 0 et lim|q 54 00,|a)<0 @a = 0.
En particulier, I’algébre de Frécher-Stein F (U) contient l'algébre Dy oo (U). Les opéra-
teurs différentiels de Dy o (U) inversibles dans le microlocalisé F ,(U) sont donnés par le
théoréme

On regarde maintenant les liens entre les algébres F}, ,.(U) pour un niveau de congruence
k fixé et pour r variable. Soit r < 7’ deux entiers strictement positifs et & > r’. On se donne
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un élément S de F, . (U),

S = Z ag - whlel g 4 Z Qg - @O .

a€Z® | a]>0 a€Zd,|a]<0

P Q

Alors S appartient & F,+(U). En effet, il est clair que P € Fj(U) et que ||Plg, =

| Pk = max,cna{|aa|}. 11 suffit alors de vérifier que @ est dans Fy ,»(U). On a

Q = Z Qo - wTLaJ % = Z Qg - w(r—r’)[a] ) wr’LaJ v

a€Zd | a]<0 a€Zd | a]<0

Comme || —— 0, on a bien Q € Fy,»(U). Par ailleurs,

|| =400
= max a et ;=  max a| - pr’ =l
1Qlkr = _max {laal} et [Qlley = _max {laa|-p" 1o}

Ainsi, il en découle que ||Q|k < [|Q|lkr et que ||S|k < ||S||k,r puisque (' — 7)) < 0.
Autrement dit, I'inclusion d’algebres Fy, ,.(U) — Fy,,»(U) est 1-lipschtizienne. Elle est donc
continue. Cependant, la topologie de Fy, ,»(U) induite sur F, .(U) pour 7’ > r par 'inclusion
d’algebres JFy - (U) — Fi,»(U) ne coincide pas avec la topologie de Fy, (U). En effet, les
normes || - || et || - |5~ ne définissent pas les mémes séries convergentes pour les éléments

du microlocalisé de la forme )~ q la]<0 Qo " T lJ9. En conclusion, Fir(U) est une sous-

algebre de Fy ,/(U) dés que k > r’ > r et la topologie de Fj, (U) est plus fine que celle de

T (U).

Ces inclusions Fy, (U) < F (U) pour k > r’ > r commutent avec les morphismes de

transition Fpy1,(U) < T »(U). Le diagramme suivant est commutatif :

Frt1,(U)————= T, (U)

Fht1, U)——— gk,r’(U)-

En passant a la limite projective sur k£ dans la catégorie des K-algébres topologiques, on

obtient un morphisme injectif continu de K-algébres T (U) — Foo ,(U).

Définition 4.13. On pose Foo(U) := lim Foo + (U) = | J Foor (V).
r>1 r>1
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C’est une K-algébre contenant toutes les algébres de Fréchet-Stein Foo ,(U) dés que
r>1.5185 € Fo(U), alors S € Fg (U) pour un certain r € N*. En particulier, S s’écrit

uniquement sous la forme S = 3" 4 aq - 0% avec |aq| - pled ‘ |—> 0 lorsque || > 0 pour
a|—00

tout réel p > 0 et |ag| - p"l ‘ |—> 0 lorsque |a] < 0. La deuxiéme condition implique que
a|—00
pour tout R > p” on a |as| - R ‘ |—> 0 pour |« < 0. Ainsi,
o|—00

Fo(U) = Z Qo - 0%: Y >0, aq-pt

—
a|—o00,|a]|>0
=, a0, >

JR >0, an-RY — o}
|a|—o00,|a] <0

Remarque 4.14. Lorsque d =1, On obtient la description suivante de [’algébre Foo(U) :

ffoo(U):{P—FZa_n'a_", PeDyxU), IR>0 tq |ap|-R™T" —> O}.

n—-4o0o
neN*

On munit la K-algébre F(U) de la topologie la plus fine pour laquelle les inclusions
Foor(U) — Fo(U) sont continues. Il s’agit de la topologie localement convexe. Puisque
'algebre Foo(U) est I'union croissante des algébres F (U), on a

Foo(U)* = | Foor(U)*.

r>1

Le résultat suivant se déduit du théoréme L8] lorsque X est une courbe formelle. En effet,
I'union sur r € N* des opérateurs finis de Dx o (U) vérifiant le point 3 de ce théoréme est
I'ensemble des opérateurs différentiels finis de Dy o (U).

Théoreme 4.15. On suppose que d = dimX = 1. Un opérateur différentiel P de Dx oo (U)
est inversible dans le microlocalisé Fo (U) si et seulement si

1. P=3%1_Ja, 0" dans Dx «(U),
2. aq est inversible dans Ox o(U).

Le théoréme .12 implique quant & lui le théoréme suivant.

Théoreme 4.16. Un opérateur différentiel P de Dx o (U) est inversible dans le microlo-
calisé Foo(U) si et seulement si

1. P =3 0<|aj<q Ba - 0% dans Dx,(U),

2. P admet un unique coefficient ag de norme spectrale maximale parmi les coefficients
d’ordre q, ie |a| = [B| = ¢ = |aa| <lag] ,
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3. ag est inversible dans Ox q(U).

Le théoréme est la propriété souhaitée du microlocalisé de Dy o, lorsque X est une
courbe formelle. En effet, un opérateur différentiel P sera inversible dans le microlocalisé
Foo de Dx o si et seulement si P est fini de coefficient dominant inversible. Cependant,
dés que d > 1, un tel opérateur sera inversible dans le microlocalisé si et seulement si
P est fini et admet un unique coeflicient dominant de norme spectrale maximale et si ce
coefficient inversible. On n’obtient donc pas tous les opérateurs différentiels finis de Dy o
dont les coefficients dominants sont inversibles. Pour obtenir un tel microlocalisé, il faut
inverser plus d’éléments que les seules dérivations 0; dans la construction des microlocalisés
de /D\gg )k,Q' Il faudra inverser en pratique les termes de la forme E‘ a]=q Ga - 0% avec ¢ € N
et aq € Ox (U) tel que ou bien a, = 0, ou bien a, est inversible de norme un.

Soit ' > r > 1. Les morphismes injectifs d’algébres Foo r(U) — Foo v (U) induisent
des morphismes de transition Fo, , — F v au niveau des faisceaux. On note F, la limite
inductive de ces morphismes. C’est un préfaisceau de K-algébres sur X dont les sections
sur les ouverts affines U de U sont les algébres Foo(U). Puisque la courbe formelle X est
quasi-compacte et puisque les morphismes de transition sont localement injectifs, Fo, est
un faisceau sur X d’apreés [, Tag 009F].

Définition 4.17. On définit le faisceau microlocalisé Fo, de Dy o dont les sections sur
les ouverts U de U sont exactement les unions croissantes | J,~; Foor(U) en posant Fo :=

lim ) Foo,r-

Références

[1] Tomoyuki Abe. Rings of microdifferential operators for arithmetic D-modules. Rend.
Sem. Mat. Univ. Padova, 131(1) :89-149, 2014.

[2] Tomoyuki Abe and A Marmora. On p-adic product formula for epsilon factors. J. Inst.
Math. Jussieu, 14 :275-377, 2015.

[3] Konstantin Ardakov, Andreas Bode, and Simon Wadsley. D-modules on rigid analytic
spaces I : Weak holonomicity and operations. Compositio Mathematica, 157(12) :2553—
2584, 2021.

[4] Laurent Garnier. Théorémes de division sur DO et applications. Bulletin de la Société
Mathématique de France, 123(4) :547-589, 1995.

[5] Raoul Hallopeau. ﬁ]go)—modules holonomes sur une courbe formelle, 2023.

[6] Christine Huyghe, Tobias Schmidt, and Matthias Strauch. Arithmetic structures for
differential operators on formal schemes. Nagoya Mathematical Journal, 243 :157-204,
2021.

48


https://stacks.math.columbia.edu/tag/009F

[7] Peter Schneider and Jeremy Teitelbaum. Algebras of p-adic distributions and admissible
representations. Inventiones mathematicae, 153(1) :145-196, 2003.

[8] The Stacks Project Authors. Stacks Project. https://stacks.math.columbia.edu,
2018.

[9] Gergely Zabradi. Generalized Robba rings. Israel J. Math., 191(2) :817-887, 2012. With
an appendix by Peter Schneider.

49


https://stacks.math.columbia.edu

	Introduction
	Les faisceau (0)X, k, Q et DX, 
	Le faisceau (0)X, k, Q
	Le faisceau DX, 

	Microlocalisations de (0)X, k, Q
	Microlocalisation d'une algèbre de Banach quasi-abélienne
	Un premier microlocalisé Ek
	Des microlocalisés Fk , r avec des morphismes de transition

	Microlocalisation de DX, 
	Les microlocalisés F, r
	Le microlocalisé F


