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Microlocalisation des modules coadmissibles sur une courbe
formelle

Raoul Hallopeau

Abstract

Let X be a formal smooth quasi-compact curve over a complete discrete valuation
ring V of mixed characteristic (0,p). We consider the sheaves of differential operators
5?&@ with a congruence level £ € N and their projective limit Dx o, = l'mlC 5?&@.
In the first part, we introduce a microlocalisation of the sheaf Dx . In fact, we
construct microlocalisations for the sheaves /D\g)))k’(@ admitting transition morphisms.
Then we pass to the projective limit. In the second part, we define a characteristic
variety for coadmissible modules as a closed subset of the cotangent space T*X. With
such a characteristic variety, one can introduce a notion of holonomic modules : a
coadmissible module is holonomic if its characteristic variety has dimension less than
or equal to one. We prove that a coadmissible module is holonomic if and only if it a
connection module on some open subset of X. At last, we bridge holonomic modules

with weakly holonomic modules.
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Notations

V est un anneau complet de valuation discréte de caractéristique mixte (0, p), d’idéal
maximal m et de corps résiduel k supposé parfait. On note | - | la valeur absolue
normalisée de V, w une uniformisante et K = Frac(V) son corps des fractions.

e X est une courbe sur s lisse connexe quasi-compacte et x € X est un point donné.

e X est un V-schéma formel lisse localement de type fini relevant X d’idéal de définition
engendré par I'uniformisante w.

e t est un relévement local sur Oy d’une uniformisante en = (Ox , est un anneau de
valuation discréte puisque X est une courbe). Alors dt est une base de Q%E .- On note
0 la dérivation associée.

e [ est un ouvert affine de X contenant = sur lequel on dispose d’une coordonnée étale
associée a .

e Sauf mention contraire, les idéaux et les modules considérés sont tous & gauche.

1 Introduction

Un enjeu important dans la théorie des D-modules arithmétiques consiste a généraliser
la notion de modules holonomes. Une catégorie de tels modules permettra par exemple
d’étudier les cohomologies crystalline et rigide. Des catégories de D-modules arithmétiques
holonomes ont été construites par Berthelot, Caro et Tsuzuki de deux maniéres différentes.
D’une part en introduisant une variété caractéristique, sous-variété fermée du fibré cotan-
gent de l'espace de base. D’autre part en utilisant une caractérisation cohomologique des
modules holonomes.



Dans le monde arithmétique, les opérateurs différentiels considérés ne pas d’ordre fini.
La méthode classique pour définir la variété caractéristique sur une variété complexe ne
fonctionne donc plus. Berthelot introduit une variété caractéristique des D-modules arith-
métiques en se ramenant a des variétés sur des corps finis. Dans ce cadre, les opérateurs
différentiels sont finis et la définition classique complexe des modules holonomes s’adapte
en considérant de bonnes filtrations. Cependant, pour se ramener a ce cas simple, Berthe-
lot suppose l'existence d’un morphisme de Frobenius sur le schéma formel X. Une autre
approche possible consiste & construire un microlocalisé du faisceau D des opérateurs dif-
férentiels, comme pour les variétés complexes.

Nous définissons dans cet article une variété caractéristique pour les D-modules coad-
missibles de Huyghe-Schmidt-Strauch dans le cas d’une courbe formelle X. Rappelons que
les D-modules coadmissibles sont des systémes projectifs de modules sur des anneaux s’ob-
tenant comme sous-anneaux des opérateurs différentiels arithmétiques de Berthelot. Nous
disposons de deux constructions des D-modules coadmissibles. La premiére est décrite dans
larticle 6] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Cette construction
repose sur ’ajout d’un niveau de congruence k € N aux faisceaux des opérateurs différentiels
de Berthelot, et définit une catégorie de D-modules coadmissibles au niveau de I'espace de
Zariski Riemann (X). La seconde construction, directement sur l’espace analytique rigide
Xk, est due & Ardakov-Wadsley dans I'article |2], et utilise la caractérisation cohomologique
des modules holonomes.

Il existe des versions G-équivariantes de ces constructions, voir par exemple |5, 6]. Elles
permettent d’établir un théoréme de localisation analogue au théoréme obtenu dans le cas
complexe. Nous considérons alors la catégorie des représentations localement analytiques
admissibles du groupe de Lie p-adique G(L), ou L est une extension finie de Qp et G est un
groupe réductif sur L. La variété caractéristique est aussi un invariant associé aux représen-
tations localement analytiques. Ainsi, disposer en général d’une variété caractéristique nous
permettrait de classifier les D-modules irréductibles équivariants ou non et d’en déduire une
classification de telles représentations.

Dans le but d’introduire une variété caractéristique pour les D-modules coadmissibles,
nous construisons un microlocalisé F, de 'algébre Dy o, des opérateurs différentiels sur-
convergeants de [6]. Cette construction est délicate et technique pour deux raisons. Pre-
miérement, les K-algébres Dy o (U), pour U un ouvert affine muni d’une coordonnée étale,
ne sont pas commutatives et ne vérifient pas les conditions de Ore. Deuxiémement, il nous
faut trouver des microlocalisés admettant des morphismes de transition compatibles avec
ceux de l'article [6] pour les différents niveaux de congruences k € N. Nous démontrons
finalement que la variété caractéristique d'un Dy o-module coadmissible M vérifie I'inéga-
lité de Bernstein : le module M est non nul si et seulement si dim(CarM) > dim X = 1. De
plus, notre catégorie de Dy -modules holonomes définit une sous-catégorie abélienne des
modules faiblement holonomes introduit par Ardakov-Bose-Wadsley dans I'article [1].



Rappelons briévement et plus en détails la définition des Dy -modules coadmissibles
sur un schéma formel X introduite dans l'article |6] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt
et Matthias Strauch. Cette définition fait intervenir des faisceaux cohérents de K-algébres
constituées d’opérateurs différentiels pour différents niveaux de congruence k¥ € N. Plus
précisément, nous considérons les faisceaux /D\gg)k@ définis localement sur les ouverts affines
U de X munis d’une coordonnée locale par

n—o0

D(%Ok(@ {Za” n, an € O%,Q(U)a ap — 0}

)

Ces algébres sont complétes pour la topologie w-adique. Les faisceaux ®3€ £Q interviennent
naturellement pour résoudre certaines questions données par exemple dans l'article [7] de

Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch. Par exemple, les faisceaux @;L Q

apparaissent dans I’étude de représentations localement analytiques de groupes de Lie p-
adique. Par ailleurs, ils s’avérent aussi utiles pour regarder des isocristaux surconvergents
dans le cas ramifié. o "
. . . P (1) ~0) ..
Nous considérons ensuite les morphismes de transition D%, k+1.Q D}Z,k,Q induits loca-

lement par les inclusions d’algébres /D\geoaf 41 Q(U ) — /D\geoaf Q(U ). Nous nous intéressons alors

au faisceau limite projective Dy o = L&lk @gg L o Localement, Dy o (U) est la K-algébre
de Fréchet-Stein donnée par

Dx,oo(U) = {Zan-a tan € Ox0U) tq Vn >0, nh_)n;Oan-n :0}

Le faisceau Dy o est intéressant d'un point de vue conceptuel. En effet, les opérateurs
différentiels de Dy o, induisent des fonctions analytiques entieres sur le fibré cotangent 77X

)

de X. Nous pouvons associer aux éléments de Dge k, des fonctions analytiques sur le fibré
cotangent T*X de X convergents sur une bande horizontale de hauteur augmentant avec
k. Plus précisément, soit (x,£) un systéme de coordonnées locales sur T*U associée a la
coordonnée étale de U. Nous pouvons attribuer a tout opérateur P =30 a,(x) - (w*0)"
de l'algebre Dgg,L,Q(U) une fonction P(z, &) = Y 07 an(z) - £ sur le fibré cotangent T*U.
La fonction P(z,£) converge sur la bande horizontale {|£1| < p e |§d| < pk} de T"U.
Ainsi, les opérateurs différentiels de 'algébre Dy o (U L ) x k@ =D x A Q( )
induisent des fonctions analytiques entiéres sur le ﬁbre cotangent T X.

Un Dy -module coadmissible M est par définition un Dx ,.-module isomorphe a une
limite projective @k My, de Dg? )k Q—modules cohérents M, admettant de bonnes propriétés
de transition entre les rangs k et k + 1.

Dans le document [4], la variété caractéristique Car(My) d'un @gg L g-module cohérent
My, est introduite comme une sous-variété fermée du fibré cotangent 7% X de la fibre spé-



(0)

ciale X de X. Les /D\gg)k@—module holonomes sont définis comme étant les 5x’k7Q-moduleS
cohérents My, dont la variété caractéristique Car(My) est de dimension au plus la dimen-
sion de X. Ainsi, le module M}, est holonome si dim(Car(My)) < 1. Lorsque X est une
courbe, les modules holonomes ont de trés bonnes caractérisations. Ce sont des modules &

(0)

connexion sur un certain ouvert de X. De plus, les D5 Q-modules holonomes sont exac-
b} b

tement les /D\g?)k Q-modules cohérents de longueur finie. L’étape suivante consiste & intro-
duire une bonne catégorie de modules holonomes pour les Dy -modules coadmissibles
M = @k Mj,. Cependant, nous ne pouvons pas le faire directement a partir des variétés

caractéristiques Car(My) des /D\gg L Q—modules cohérents My. En effet, les morphismes de

(! ~(0 . . . . .
transition ®g€ L 1 D;L sont triviaux aprés réduction modulo w. Ces morphismes n’in-

duisent donc pas de morphismes intéressants entre les différentes variétés caractéristiques
Car(My,) pour k variable.

Nous cherchons alors & définir une variété caractéristique des Dx o-modules coadmis-
sibles directement au niveau du fibré cotangent T*X de X, sans utiliser les variétés carac-
téristiques Car(My) et sans réduire les modules My, modulo w. L’objectif est d’introduire
une catégorie de Dy -modules holonomes vérifiant la condition suivante. Soit P un opé-
rateur différentiel de /D\gg)k’@(U). Nous aimerions que le module /D\gg )k,Q/ P soit holonome
seulement si P est un opérateur différentiel fini. En effet, si P n’est pas un opérateur fini,
alors @gg L,Q /P est un module de longueur finie augmentant avec k. De plus,@gg L,Q /P est
localement un Ox g-module libre de dimension de plus en plus grande. On ne peut donc pas
espérer avoir de bonnes propriétés de finitudes pour le module Dy o /P = lglk /D\g)}f’@ /P.

Cependant, lorsque P = Zizo an - 0" est un opérateur fini d’ordre d de Dy (U), ces

problémes n’apparaissent pas. En effet, si (z,£) est un systéme de coordonnées locales sur
T*U associée a la coordonnée étale de U, il est possible de vérifier pour k suffisamment
grand que

Car (5?7)]6’@/P) NT*U = {(%5) c T*U - O’(P)(x,f) — ad(x) . fd _ 0}

Ces variétés caractéristiques ne dépendent donc plus de k pour les niveaux de congruence
suffisamment grands. Si x1,...,xs sont les zéros du coefficient dominant agy de P dans U,
alors la figure suivante trace 'allure de la variété caractéristique des modules M. La section
nulle est une composante irréductible de ces variétés caractéristiques Car(@gg )k@ /P) si et
seulement si le degré d de P est supérieur ou égal a un.



™U

X1 0 x2 Z; Ts

Figure 1 : Car(@(f)kQ/P) NT*U

Afin de définir une variété caractéristique pour les Dx o.-modules coadmissibles, nous
construisons un microlocalisé Fu, de Dx o vérifiant la condition d’inversibilité suivante.
Un opérateur différentiel P de Dy o(U) est inversible dans le microlocalisé Foo(U) si et
seulement si

1. P= Zgzo an - O™ est un opérateur fini d’ordre d de Dx (U),
2. le coefficient dominant ag de P est inversible dans Ox g(U).

Ce critére d’inversibilté pour Palgébre Foo(U) est 'analogue souhaité du lemme 2§
énoncé pour le faisceau Dy p = 5?}3 ®v k. En effet, soit P un opérateur différentiel de
Dx 0o(U). Nous souhaitons que le module coadmissible Dy o, /P soit holonome si et seule-
ment si P est un opérateur différentiel fini. Le support du module M = F,,/P permet
de distinguer les opérateurs infinis des opérateurs finis. Si P est un opérateur infini, alors
SuppM N U = U puisque P n’est pas inversible dans F.(U) quelque soit 'ouvert U (voir
la preuve de la proposition [2.9). Dans ce cas, dim Supp M = 1. Soit maintenant P un opé-
rateur fini de coefficient dominant aq € Ox g(U). D’aprés la proposition 29l et le critére
d’inversibilité des éléments de Ialgébre Dy o (U) dans le microlocalisé Fo(U), le support
SuppM N U est 'union finie des zéros 1, ..., x5 de la fonction ay dans 'ouvert U. Ainsi,
dim Supp M = 0. Les points z1, ...,z du support Supp MNU sont les abscisses des compo-
santes irréductibles verticales des variétés caractéristiques des modules @;0 )k@ /P données
dans la figure 1 pour £ suffisamment grand.

Décrivons maintenant plus précisément la structure de cet article. Dans un premier
temps, nous fixons dans la section 2lle niveau de congruence k£ € N*. Nous commencons par

(0)

rappeler dans la partie 2.1] les principales propriétés de la variété caractéristique des /D\x %.Q"

(0)

modules cohérents et des @}: & Q—modules holonomes. Le faisceau d’opérateurs différentiels

Dx = /D\;OL ®v k est défini sur la fibre spéciale X de X. Pour tout niveau de congruence



k > 1, les algébres Dx 1 (U) ~ Ox(U)[X] sont commutatives isomorphes & un anneau
de polyndomes. Nous expliquons ensuite, dans la partie 2.2] comment retrouver la variété
caractéristique d’un 59%7Q-module cohérent My, & partir d’'un microlocalisé du faisceau
Dx k. Ce cas est élémentaire puisque pour k > 1, les algebres Dx 1 (U) sont commutatives.
Nous pouvons donc inverser la dérivation 0y de Dx ,(U) pour construire le microlocalisé.

Cet exemple motive I'introduction du microlocalisé Fo, du faisceau Dy .

Dans la section Bl nous rappelons tout d’abord les définitions du faisceau d’algebres
Dxoo = l&lk ®g?,)k,(@ et des Dy -modules coadmissibles. Enfin nous introduisions une ca-
tégorie une catégorie de Dx o.-modules faiblement holonomes au sens de Ardakov-Bose-
Wadsley dans 'article |1]. Nous démontrons qu’un module coadmissible M = l&lk est
faiblement holonome si et seulement si les modules M, sont holonomes pour les niveaux de

congruences k suffisamment grands.

La construction du faisceau d’algébres microlocalisées Foo, décrite dans la section [l fait

)

. . . . . ~(0 .
intervenir des microlocalisés J}, . des faisceaux Dge k. bour tous les entiers kK > r > 1. Plus

(0)

précisément, Fy, ,.(U) est le localisé de I'algébre @x 1.0(U) obtenu en inversant la dérivation

0. La K-algebre /D\QL’Q(U ) est non commutative et ne vérifie pas les conditions de Ore. Pour
inverser la dérivation, nous utilisons une localisation non commutative construite dans ’an-
nexe de article [11] de Gergely Zabradi, annexe écrite par Peter Schneider. Les conditions
de Ore sont remplacées par la condition d’étre quasi-abélien. L’algébre (5g?,)k,@(U )y |+ |x) est
quasi-abélienne dés que k£ > 1 : il existe une constante vy €]0, 1] telle que

¥P,Q € DY) o(U), 1PQ—QPly =[P, Qllx <v-|Pli-|Ql

La localisation de |11] ne s’applique pas directement & Dy o(U) puisque ce n’est pas une
algebre de Banach. La construction des microlocalisés J, ,- est faite dans la sous-partie .13l
Nous démontrerons que les sections du faisceau Fy, ;. sur 'ouvert U sont

Fer) =18 > an- @+ Y an- W an — 0

n—+oo
0<n<oc0 —o00<n<0

Les microlocalisés Fj, , admettent des morphismes de transition Fj4q1, — Fi, commutant

avec les morphismes de transition @gg L 110 — @gg L,Q' En passant a la limite projective
sur k > r et pour r fixé, nous obtenons un microlocalis¢ Fu,, de Dx o dans lequel la
dérivation est localement inversible. Ces microlocalisés sont introduits dans la partie
Nous montrons que F (U) est une K-algébre de Fréchet-Stein pour tout entier r € N*,
De plus, il existe des morphismes naturels injectifs de K-algebres Foo ry1(U) = Foo r(U).
L’algébre Fo (U) introduite dans la partie[d.3]est simplement la limite inductive des algébres
Foor(U) pour r > 1.



Enfin & l'aide de ces microlocalisés, nous définissons une variété caractéristique des
Dx,0o-modules coadmissibles en section Nous nous restreignons au cas d’une courbe
formelle X afin de démontrer I'inégalité de Bernstein pour les Dx o-modules coadmissibles.
La preuve ne fonctionne qu’en dimension un. Cependant la construction des microlocalisés
s’adapte & toute dimension supérieure. Le seul point plus délicat consistera a déterminer les
éléments inversibles du microlocalisé. Un Dy ,-module coadmissible est appelé holonome
si sa variété caractéristique est de dimension au plus un. Nous démontrons que tout module
holonome est un module & connexion sur un certain ouvert de X. Enfin, nous terminons cet
article en reliant les Dy o-modules holonomes aux modules faiblement holonomes introduis
par Ardakov-Bose-Wadsley dans l'article [1]. Un Dy oo-module holonome est faiblement
holonome et son dual va aussi étre un module holonome.

Avec nos hypotheéses sur le schéma formel X, les modules coadmissibles forment une caté-
gorie abélienne équivalente a la catégorie des modules coadmissibles introduite dans ’article
[2] de K. Ardakov et S. Wadsley d’aprés la proposition 3.2.5 de [6]. Ainsi, ce travail per-
mettra de définir une notion d’holonomie dans le cas des courbes analytiques rigides. Pour
cela, I'étape suivante consiste & faire passer notre construction au éclatements admissibles
de X afin de définir une variété caractéristique au niveau de 'espace de Zariski Riemann
(X). Enfin, nous espérons ensuite généraliser cette construction au cas G-équivariant.

2 Variété caractéristique des 55& g-modules cohérents

Cette section permet de comprendre I'intérét du microlocalisé et de voir son lien avec la
variété caractéristique. On commence par redéfinir brievement dans la partie 2.1 la variété
caractéristique des Dgeoaf Q—modules cohérents. On y rappelle les principaux résultats démon-

(0)

trés dans le document [4] sur les @% 1g-modules holonomes. On construit ensuite, dans la

)

. . ., . 0 .
partie 2] un microlocalisé¢ du faisceau Dy ) = Dg& . @y K pour tout niveau de congruence

(0)

k > 1 permettant de retrouver la variété caractéristique des 5%’k7(@—modules cohérents en
dehors de la section nulle. Il s’agit du cas le plus simple dans lequel on peut construire
un microlocalisé. En effet, pour tout niveau de congruence k > 1, I'algébre Dy ,(U) est
commutative. On peut donc appliquer les constructions classiques d’algébre commutative
pour localiser la s-algébre Dx 1, (U). Cet exemple motive l'introduction du microlocalisé Fog
du faisceau Dx o ; voila pourquoi une partie entiére lui est consacrée !

2.1 Variété caractéristique

On commence par quelques rappels sur le faisceau 5913 Q des opérateurs différentiels sur

lequel on travaille. On peut consulter la seconde partie de I'article |6] de Christine Huyghe,
Tobias Schmidt et Matthias Strauch ou le document [4] pour plus de détails. On désigne
par U un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’une coordonnée locale.



Le faisceau Dg?)k est défini comme un sous-faisceau de Dg?) dépendant d’un paramétre

k € N appelé niveau de congruence. En pratique, il s’agit d’un sous-faisceau d’algébres
de (Endy(Ox,0%),+,0). Le cas k = 0 donne Dgeo). Localement, Dg?}f(U) est la V-algébre
engendrée par Ox(U) et par la dérivation w*d. Plus précisément,

DgL(U) = Z an - (WO, a, € Ox(U)

0<n<oo

)

On peut aussi voir D0 U comme le Oy-module libre de base les puissances de w*o :

Dk =P ou- (o)

neN

Le produit de l'algébre D( ) (U) est caractérisé par les commutateurs suivants. Pour toutes
fonctions a,b € Ox(U) et pour tous entiers n,m € N* on a

[(WF0)", a] = W*0"™(a), [(WFO)", (W*O)™] =0, [a,b] =0

Soit D(O) L (D(O /w”lD(O) ) le complété w-adique de Dge)k et Dg?)k 0= Dg?,)k Qv K.
On dlspose de la description locale suivante :

D(O {Zan )", an € 0x(U) tq ap — O}

n—oo

Il est démontré dans larticle [6] que toutes ces algébres sont noetheriennes et que les
faisceaux associés sont cohérents. Pour k' > k, il est clair que 5g3)k,(U ) C 5?%([] ). L’ouvert
affine U de X est le spectre formel d'une V-algébre affinoide A. Cette derniére est intégre
car X est connexe et lisse. Il en découle que la norme spectrale de A, notée dans la suite ||,

70)

est une valuation compléte. On munit alors 'algébre Dy Q(U) de la norme multiplicative

suivante. Si P = 3" ja, - (w*9)" un élément de 55?3&@(0')’ alors |Pl, = max,>o{|an|}.

On démontre dans la section suivante que ’algébre (@gg L Q(U )| - k) est quasi-abélienne.
On note Dy, = /D\g?)k ®vy K la réduction modulo w du faisceau @;0 )k On rappelle que

X et X ont le méme espace topologique ; on identifie U & un ouvert affine de X. Soi J; est

I'image de w*0 dans D Xk, alors

Dx(U) = P 0x(U)

neN

Lorsque k > 1, I'algébre Dx ;,(U) est commutative puisque 1’algébre (/D\gg?lC oU): ] - k) est
quasi-abélienne. Ces propriétés ne sont pas vraies lorsque k = 0. Par exemple [0,z] = 1
dans Dg?)(U) et dans Dx (U) = @g?)(U) ®y K.



On munit Dy j de la filtration croissante donnée localement par I'ordre des opérateurs
différentiels :
VmeN, FiI™(Dyx) = P Ov-o;

0<n<m

On note gr Dx p = @P,,cn 88m Dx i le gradué associé et & 'image de 9y, dans gri(Dy).
Localement, gr(Dy ) ~ Opléy] est un anneau de polynomes en une variable sur Oy. En
particulier, le fibré cotangent T*X de X est isomorphe & Spec gr(Dx ) en tant que x-
schéma. On identifie ces deux schémas dans la suite. On note 7 : T*X — X la projection
canonique.

Soit P = Zflzo ap - Of un élément de Dx 1 (U) d’ordre d. On lui associe un élément du
gradué gr Dy ,(U) appelé symbole principal de P par

O’(P) = aq fg € grd®X7k(U)

Une filtration (Filz E)ieny d'un Dy p-module quasi-cohérent & gauche E est une suite
croissante (Fil’ E), de sous-O x-modules quasi-cohérents de F telle que

1. E =g Fil'E;

2. Yn, L €N, (Fil" Dyxy) - (Fil* E) C Fil**" B,

Le gradué gr E pour une telle filtration est un gr D x p-module. La filtration est appelée
bonne filtration sile gradué gr I est un gr D x p-module cohérent. Puisque la courbe X est
quasi-compacte, tout D x ;-module cohérent admet une bonne filtration globale.

On se donne maintenant un D x p-module cohérent £ muni d’une bonne filtration glo-
bale. On associe & E le Op«x-module cohérent suivant

E = Opxx ®7771(gr®X,k) W_l(gr E)

Définition 2.1. La variété caractéristique de E est le support du Op=x-module cohérent
E :CarFE =SuppF.

C’est une sous-variété fermée de T*X puisque F est cohérent. La variété caractéristique
est indépendante du choix de la bonne filtration choisie.

(0)

Soit maintenant & un 5% & Q—module cohérent a gauche. Un modéle entier de € est un

/@\geoaf—module cohérent €° sans w-torsion tel que & ~ £° ®y K. Puisque & est cohérent, il
existe un modéle entier £°. La réduction £° ®y k modulo w de €° est un Dx j-module
cohérent.

Définition 2.2. La variété caractéristique de & est la variété caractéristique du Dx -
module cohérent £° ®y k : Car € = Car(E° Qy k).

C’est un sous-schéma fermé du fibré cotangent 7T*X de X indépendant du choix du
modéle entier.
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Exemple 2.3. On suppose que la courbe X est affine munie d’une coordonnée étale. On
note toujours & = o(Jy) l'image de 0y, dans le gradué gry Dy .

1. Puisque le support du faisceau Dy ;, est X tout entier, on a Car Do )kQ =T*X.

2. Si € =0, alors sa variété caractéristique Car(€) est vide.

3. Soit € = /D\g?)k o/ P avec P € /D\g? )k o(X) un opérateur différentiel non nul de norme

un. Alors €° = 5§L/P est un modeéle entier de €. On note d = Ny (P) et b le

coefficient d’indice d de P. La réduction P de P modulo w est un opérateur de
Dx x(X) d’ordre d. Son coefficient dominant est b = (b mod w) € Ox(X).

On a gr(€° ®y k) = gr Dx x/(0(P)), ot o(P) = b- £ est le symbole principal de P.
La variété caractéristique de € est donc donnée par ’équation

Car(€) = {(t.€) € T"X : o(P)(t,€) = b(t) - € = 0}

Tout DgE)k (g module cohérent Mj, vérifie I'inégalité de Bernstein démontrée dans [4] :
le module Mk est non nul, alors les composantes irréductibles de sa variété caracterlsthue
Car(My,) sont de dimension au moins un.

Définition 2.4. Un /D\ggaf’@—module cohérent My, est dit holonome si dim(Car(My)) <1

(0)

La proposition suivante de [4] caractérise les 536 1. g-modules holonomes.

0)

Proposition 2.5. Soit M, un 5&7k’Q—module cohérent. Les points suivants sont équiva-
lents :
1. My, est holonome.
My, ~ DgE e Q/J pour un idéal non nul J de Dge)kQ
My, est de longueur finie.
My, est un module de torsion.

ExtA(O) (M, @g?)k o) =0 pour tout d # 1.

xk

AR RS

7O

On démontre de plus que M est Dy Q-module holonome si seulement si il existe un
ouvert non vide U de X tel que My soit un module & connexion intégrable. Un module a

. ~(0 ) . . . .
connexion est un D; )k Q—module cohérent qui est aussi un Ox g-module libre de rang fini. Ce
résultat pour un niveau de congruence k fixé permettra de démontrer un énoncé analogue

pour les Dy -modules holonomes.
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2.2 Microlocalisation de Dy

Soit m : T*X — X la projection canonique. L’application m est ouverte : pour tout
ouvert U de X, V = 7~ 1(U) est un ouvert de T*X. En effet, T* X = Spec (SymOy) — X,
ol Ox est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, O x est un module localement
libre de rang fini. En particulier le morphisme T*X — X est plat de présentation finie.
Il est donc ouvert d’apres |9, Tag 00I1]. On note s : X — T*X la section nulle du fibré
cotangeant et T X = T*X\s(X).

Pour un niveau de congruence k£ > 1 fixé, on construit un microlocalisé¢ de Dy j redon-
nant la variété caractéristique d'un D x -module cohérent en dehors de la section nulle. Le
microlocalisé est un O7+ xy-module plat Ly défini sur T (X)) vérifiant pour tout D x p-module
cohérent M 1'égalité

Car(M) N T3 (X) = Supp(Lx @,-1(p ) 7~ (M)

Dx,k
Soit U un ouvert affine de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale. On rappelle
que la k-algeébre Dy = Op[0k] est commutative. Si ) est une dérivation donnée par
une autre coordonnée locale sur U, alors 9; = « - O pour un élément inversible o de
Ou(U). Soit P = ZZ:O an - 0" = ZZZO an - (@)™ € Oy|0;]. Puisque l'algebre Dx 1 (U)
est commutative, P = Zflzo(ana") - 0p. Ainsi, la description de l'algébre Dy, comme
lanneau de polynéomes O [0k] ne dépend pas du choix du systéme de coordonnée locale.

On considére le systéme de coordonnées locales (¢,&) sur V = 7= 3(U) C T*(X) associé
a la coordonnée de départ sur U. Soit P = Zizo a, - 0 un opérateur différentiel de
Dx (U). On lui associe une fonction de 'algébre O7«x (V) en envoyant P sur I’élément
P(t, &) = ZZ:O an(t) - €". On note Dy (V') 'ensemble des éléments de Op«x (V') provenant
d'un opérateur différentiel de Dx ;(U). Puisque Dx 1(U) est commutatif, le produit de
Dx (V) induit un produit sur Dy(V') coincidant avec le produit de O7«x (V). Autrement
dit, D (V') est une sous-algebre de Or+x (V). L’algébre Dy (V') ne dépend pas non plus du
choix du systéme de coordonnées locales (t,&). Les ouverts V' de T* X provenant d’ouverts
affines U de X sur lequel on dispose d’'une coordonnée locale forment une base d’ouverts de
T*X. Ainsi, les algébres Dy (V') se recollent en un faisceau Dy sur le fibré cotangent 7% X.

On a Dyy = Oy[¢]. Autrement dit, Dy ~ Op«x en tant que -faisceaux. On identifie
par la suite ces deux faisceaux. Comme pour Dx j, on munit Dj, de la filtration donnée
localement par l'ordre des éléments en £. On a

¢
Fil*(Dyy) = P O - €
n=0

Cette filtration est compatible avec la filtration de Dy j via l'isomorphisme défini précé-
demment Dy ,(U) ~ D(V) = Op«x (V). Le gradué est encore un anneau de polynéme
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sur Op : gr Dyjy =~ Op[(], ot ¢ est 'image de § dans gry Dy (U). L’application de Dj, dans
d

n=0

son gradué gr Dy est donnée par le symbole principal o. Si P(t,£) = >
opérateur d’ordre d de Dy, alors o(P) = aq - %

an - €™ est un

On se restreint maintenant a 77 X = 7" X \s(X) ou la variable £ n’est jamais nulle. Soit
donc V' un ouvert affine contenu dans T5X. On pose U = w(V'). On suppose que U est
affine, quitte a réduire V.

Définition 2.6. On note Ey (V') le localisé de Dy(V') = Op-x (V) pour la partie multipli-
cative {€"}nen. On a Ex(V) = Ox (U)[€,€71].

Les algebres Ey (V) ne dépendent pas non plus du choix des coordonnées locales. Elles se
recollent pour former un faisceau Ej, sur Ty X admettant O x comme sous-faisceau. Locale-
ment, Eyy ~ Oy[€,£ 1. On note encore degré d’un élément P(t,£) = >°_ o0 an(t)-€"
de Ei (V) le plus petit entier n tel que a,, # 0 et a,,, = 0 pour tout m > n. On munit E (V)
de la filtration donnée par le degré. Dans ce cas, gr(Eyy) ~ Oyl ¢7']. On rappelle que

gr(Dyv) =~ Oy [¢].
On consideére sur Ej (V) la valuation ve donnée par moins le degré en & :

Uﬁ(P(ta 5)) = - degf P(ta 6)

Définition 2.7. On note Ly (V') le complété de Ey(V') pour cette valuation. Autrement dit,
Li(V) = 0x(U)[[¢~]][€]-

Un élément @) de Ly (V') s’écrit uniquement sous la forme
QO = Y. an(t)-£", an(t) € Ox(U)
—oo<n<+oo

On définit son degré comme 'opposé de sa valuation £-adique : deg @ = —vg(Q). Clest le
plus grand entier n pour lequel le coefficient a,, est non nul. On munit & nouveau L (V') de
la filtration donnée par le degré des éléments en £. On a

gr(Li(V)) = Ox (U)[¢, ¢ = gr(Ex(V))

L’application de Ex (V') dans gr Ly (V') est encore donnée par le symbole principal :

0(Q) = aqego(t) - (18@

On note toujours o le symbole principal sur L (V') puisqu’il est compatible avec les inclu-
sions Dy (V) C Ex(V) C Li(V).

Les algebres Ly(V') se recollent en un faisceau d’algébres Ly sur T X. Puisque Ox est
localement noetherien, il est clair que Ly, est plat sur D;.. Le faisceau ;. est le microlocalisé
recherché.
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Le lemme suivant est le résultat clé permettant de faire le lien entre Lj et la variété
caractéristique. Le localisé est justement construit comme le plus petit faisceau d’algébres
sur Ty X contenant Dy, et vérifiant cette propriété.

Lemme 2.8. Soit V' un ouvert affine de T§ X muni de coordonnées locales (t,€) € T3 X et
P(t, &) = 22:0 an(t) - & un élément d’ordre d de lalgebre Dy (V). Il existe un voisinage
ouvert W de (t,§) dans Ty X pour lequel P est inversible dans L (W) si et seulement si
a(P)(t.€) = aq(t) - &7 # 0.

Démonstration. Si P est inversible dans Li(W) pour un certain voisinage ouvert W de
(t,€), alors I'image de P dans le gradué est inversible au voisinage de (¢, ). Cette image est
o(P) = ag4(t) - €4 par deéfinition. 1 suffit qu’elle soit non nulle en (¢,£) pour étre inversible
localement.

Réciproquement, on suppose que o(P)(t,£) = aq(t) - €% # 0. Puisque le terme ay(t) - £
est non nul évalué en (t,§), il est inversible sur un voisinage W C V de (¢,£) (en retirant
les zéros potentiels de a,, dans V). On se restreint maintenant a cet ouvert W. Alors
P - (a,&") "1 s'écrit sous la forme 1 + R avec R un élément de Ei(W) de degré < 0. On
note Sy, =14+ R+ -+ + R™ pour m € N*. C’est un élément de Er (W) de degré < —m.
En particulier, la suite (Sy,)m converge dans L (W) vers un élément que l'on note S. Par
ailleurs on observe que deg(S,, - P - (a,£")~" — 1) < —m + 1. Ainsi, le passage a la limite
m — 400 donne S - P - (a,£")~! =1 dans Li(W). Autrement dit, P est inversible dans le
microlocalisé Ly (W). O

Soit maintenant M un D x p-module cohérent. Puisque Lj, est plat sur Dy, = Op+x, on
définit un Li-module cohérent par

ML =L ®OT*X 7T_1(M)

Le support de ce module coincide avec la variété caractéristique de M en dehors de la
section nulle. Pour montrer ce résultat, on va se ramener au cas oi M = Dy /I pour un
idéal a gauche I de Dx j. On identifie I avec un idéal de Dy = Op+x. On pose I=1;-1
I'idéal de L engendré par I. On munit [ et L des filtrations obtenues par intersections de

celles de Dy, et Ly, respectivement, ie gr(I) = o(I) et gr(I) = o(I). On peut montrer alors
que gr([) est engendré par o(I) : gr(I) = gr(Lg) - o(I).

Proposition 2.9. On a Car(M) N T (X) = Supp(M?’).

Démonstration. On note Car*(M) = Car(M) N T (X). On peut se ramener au cas ou X
est affine et M = Dx /I pour un idéal a gauche I de Dy . En effet, puisque M est
cohérent, M est engendré par des sections globales eq,...,e.. Si [; = Ann@OX " (e;), alors

Dox k€ = Doy .k /I;. Comme la variété caractéristique est un support et puisque le
support d’une somme est 'union des supports des termes de la somme, on a

T

Car(M) = | ] Car(Do,, 1/1)
i=1
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On suppose donc que M = Dx /1. On note encore I 'image de I dans le faisceau Dj,.
Alors ML ~ Lk/f en tant que Dy-module, o I = Ly, - I est l'idéal de L, engendré par
I. Soit (t,£) ¢ Supp ME. Cela signifie que sur un voisinage affine V de (t, &), Ly = IZ‘V.
Dans ce cas, o(Iy) = gr(Eyv) - o(I)y) = gr(Eyv). En particulier, Iy, contient un élément
P tel que o(P)(t,&) # 0. On rappelle que

Car M NT*V = {(t,€) € T*V : 0(P)(¢t,€) =0 VP € I(V)}

On en déduit que (t,€) ¢ Car*(M).

Réciproquement, on suppose que (¢,£) ¢ Car*(M). Cela signifie que I contient un
¢lément P défini sur un voisinage affine V' de (¢,€) tel que o(P)(¢,£) # 0. Alors d’aprés
le lemme 28 et quitte a réduire Vouvert V, I'élément P € I(V) est inversible dans le
microlocalisé Ly(V). Ainsi, I = Lj, au voisinage de (t,€) et M* ~ L;/I est nul en (t,£).
Autrement dit, (¢,€) ¢ Supp(M%). O

On rappelle que si M est un Dy p-module cohérent, alors Car M = Car(M° ®y &) ol
M? est un modeéle entier de M et M° ®y & est un D x p-module cohérent. On a alors

Car(M) N T5 (X) = Supp (Lk oy ' (M° @y k)

3 Dx-modules coadmissibles
On rappelle dans cette section quelques propriétés du faisceau Dx oo = l&nk @g? )k@ et la
définition des modules coadmissibles. On introduit ensuite la notion de module faiblement
holonome pour la courbe formelle X en reprenant la définition de Konstantin Ardakov,
Andreas Bode, et Simon Wadsley donnée dans l'article [1].

3.1 Définitions et propriétés

Pour plus de détails sur le faisceau Dx o, et sur les propriétés des Dx o.-modules co-
admissibles, le lecteur peut consulter Particle [6] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et
Matthias Strauch.

Soit U un ouvert affine contenant le point = sur lequel on dispose d’un systéme de coor-
donnée locale associé & x. Pour tout entier naturel k, on rappelle que 1'algébre Dg?)k 41 Q(U)

(0)

est une sous-algebre de /D\x & Q(U). On considére dans la suite les morphismes de transition
/D\geoaf 41,0 /D\g)}f’@ induits par ces inclusions locales. On définit le faisceau Dy o, comme la

(0)

limite projective des faisceaux @xm@

Définition 3.1. On note Dy o0 = lim, DY) o
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Le faisceau Dx o, est un faisceau de K-algebres sur le schéma formel X. Il vérifie les
trois points suivants :

1. Dy oc(U) est une K-algébre de Fréchet-Stein et sa topologie est induite par les

normes | - | des algébres de Banach 5913 oU);

. (0 (0
2. Dxoo(U) = lﬁlk pge,)k,Q(U) = ﬂkzo p(%,)lc,Q(U) )

3. Dxoo(U) = {Z an - 0" : an € Oxq(U) tq Vn >0, nli_)n(f)loan -yt = 0}.
n=0

Le lemme suivant caractérise les opérateurs différentiels finis de Dx o(U) a 'aide des
fonctions N pour tout niveau de congruence k. On en déduit les éléments inversibles de

l'algebre Dy oo (U).

Lemme 3.2. Soit P un opérateur différentiel de Dx oo (U). La suite (N(P))r>o0 est crois-

sante. De plus, P est un opérateur fini de degré d € N si et seulement si la suite (N (P))g
est stationnaire de valeur limite d.

Démonstration. On écrit P = Y">° jay,-0", avec a,, € Ox (V). On commence par montrer

que la suite (N3 (P))x est croissante. Les coefficients de P dans la base (w*9)" de /D\g?)k Q
—kn

sont les fonctions w - ay. Donc

Ni(P) =max{n € N: |w| 7" . |a,| = |P|s}

Soit ng = Nj41(P). Puisque |Plgy1 = Jw™EFDm0 g, | > [w=*+Dn . g | par définition de
ng, on a

k k+1)n —(k+1)no | —k

Vn > nyg, ’w_ " an’ = ‘w’n ’ ’w_( ) an‘ < ’w‘no ’ ‘w ano’ = ’w no. ano‘

On en déduit que Ni(P) < ng = Ny41(P).
On suppose maintenant que N(P) = d & partir d’un certain niveau de congruence k.
Cela signifie que pour tout entier £ > kg et pour tout entier n > d,

janl - |w] 75" < |agl - |w] 7

Autrement dit, |a,| < |ag| - |w**~D. Mais |w[**=% — 0 lorsque k — co. Le passage a la
limite £ — oo implique que |a,| = 0. Ainsi P est un opérateur fini d’ordre d. O

Corollaire 3.3. Les éléments inversibles de la K-algébre Dx o(U) sont exactement les
fonctions inversibles :
Dz,00(U)" = 02,0(U)"
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Démonstration. Soit P € Dx oo(U) un opérateur différentiel inversible. Alors P est inver-
sible dans ’algébre Dgeoaf Q(U ) pour tout niveau de congruence k € N. De maniére équiva-

lente, N1 (P) = 0 pour tout entier k et le coefficient constant de P est inversible d’aprés le
corollaire .19 déja démontré dans [4]. Le lemme implique que P est un opérateur fini
d’ordre 0. Autrement dit, P est un élément inversible de Ox o(U). O

On termine cette partie en rappelant la définition des Dy -modules coadmissibles et
en détaillant un exemple de tel module.

Définition 3.4. Un module coadmissible est un Dx o-module M isomorphe a une limite

projective lglk M. de 5?2 Q—modules cohérents My, tels que les applications de transitions

M1 — My soient Dg?’),c+17(@-lz’néaires et tels que pour chaque niveau de congruence k, on

(0)

dispose d’un /D\% i Q-isomorphisme mnduit par Uapplication de transition :

DY) o ®

X0 . M1 = M,

D)
Dx k1,

La catégorie des Dy o.-modules coadmissibles est abélienne. Soit M = gnk My, un Dy oo-
module coadmissible. Il est démontré dans [6] et []] que My =~ 59)&@ @y o M et que
M ~ an (Dgg,)k@ @Dy o M) en tant que Dy -module coadmissible. On peut donc choisir

pour M. le @gg’i@—module @;O’LQ Dy oo M.

On explicite dans I'exemple ci-dessous un opérateur infini P de Dy oo (U) vérifiant
Ny(P) = k pour tout niveau de congruence k. Plus précisément, on montre que Dy /P est

un Dy o-module coadmissible isomorphe a une limite projective de la forme @k @gg L Q /Py

avec P, un opérateur différentiel fini d’ordre k de /D\QL’Q(U ).

Exemple 3.5.
1. Tout Dx ~o-module cohérent est coadmissible.
2. Soit P = [],»;(1 —w"d) € Dx (V). Alors Ni(P) = k. En effet, le coefficient de
O™ est & un signe prés

WP p w4 ) =w 2y,

(0)

avec ap un élément de V de valeur absolue 1. Dans 536 & Q(U ), le coefficient d’ordre

n+1

n de P est +0"("5 k). a,. Par définition, N (P) est le plus grand entier n maxi-

. ntl . s .
misant la norme \w["( = %), On cherche donc Uentier n minimisant la puissance
ntl
n( 5 k:)
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La fonction = — x (xTH — k:) est minimale en z = k — %, de valeur —k% — k + %.
L’entier le plus proche est —k? — k 4 1. Donc 'entier n ("TH — k‘) est minimal pour

n = k. Ceci prouve que Nj(P) = k. On a de plus

| Pilr = ’w‘k(%—k) — ‘w’_k2/2+k/2

Dans 55?,3&,@(0')’ P sécrit P = Py - Qg avec Py = [[1<,<,(1 — w"9) un opérateur

fini d’gdre Ni(Py) = k et Q = [[,,»,(1 — w™d) inversible dans @;OLQ(U) En
effet, Ni(Qr) = 0 et le coefficient constant de @ est inversible. On en déduit
que D;OL o/P = Dg% o/ P Par ailleurs, Ppyq = (1 — Wwkt19) - P, avec 1 — wh+19

inversible dans @;OLQ(U) On a donc /D\(}?L’Q/Pk_i_l o~ /D\QL’Q/PR. Autrement dit,

Dy oo/ P =~ lglk /D\QL’Q/P;@ en tant que Dy -module coadmissible.

On peut retrouver P a partir des opérateurs P puisque la suite (Py); converge vers
P dans 'algébre de Banach Dx o (U). En effet, il suffit de le montrer pour toutes les
normes |- |,,. Ona P— Py = (Qg — 1) - P,. Pour k > m, on observe que N,,(Py) = m
et que |Pglm = |w|_%(m2_m). Le coefficient constant de Q;; —1 est nul et le coeflicient
de 9" est de la forme whtEktD++ktn=1) ¢ o1 q, € V est de valeur absolue 1.
Dans 552)77%@(U), le coefficient de (w*d)™ est wkH5E=m) g Les coefficients de
Q. — 1 sont presque ceux de Py : il suffit de remplacer k par m + 1 — k. La fonction
z(k + 21 — m) est donc minimale pour z = m + 1 — k — 1/2. Pour k suffisamment
grand, par exemple k > m + 1, ce terme est négatif. La norme de 1 — Qj est donc
donnée par le coefficient d’indice un : Nx(Qp — 1) = 1 et |Qg — 1], = |w[F~™. 11
vient

_m
2

m2
|P = Pilm = |1 = Qlm - |Phlm = 0" 7772 = 0
k—o0

3.2 Modules faiblement holonomes

On définit dans cette partie les Dy -modules coadmissibles faiblement holonomes au
sens de Konstantin Ardakov, Andreas Bode, et Simon Wadsley dans l'article |1]. Un module
coadmissible M = L&lk My, sur la courbe formelle X est appelé faiblement holonome si

. (0
Eath... O Dxoc) i= ImEatyp O Dhg) =0

De maniére équivalente, M est faiblement holonome si et seulement si les modules My, sont
tous holonomes & partir d'un niveau de congruence k suffisamment grand.

Soit M = @k My, un Dx oo-module coadmissible. Puisque M, est un /D\ggaf’@—module

cohérent & gauche, on peut munir le groupe abélien .‘J-fomﬁ(o) (M, @gg L Q) d’une structure
x,k,@ vy
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de Dgs)k Q-module cohérent & droite. En effet, la question étant locale, on peut supposer que
X est un ouvert affine suffisamment petit pour que le module M, soit de présentation finie :

@ggw (@gggf Q)" = M = 0

En appliquant le foncteur .‘J-fomﬁ(o) (o 5?2 Q), on en déduit que f}Comﬁ(o) (M, @ge)k(@)
X,k vy x,k,Q )

)

est un sous-module de type fini du @( XkQ -module cohérent & droite

J‘COmA(O) ((’Dg?)k Q) ,®g?)k Q) = (Dg?,)k@)n

sy

Il en découle que le 5913 Q—module a droite ﬂ-fomA(o) (Mk, 5913 Q) est cohérent.
Lemme 3.6. Pour tout niveau de congruence k € N, on dispose d’un isomorphisme de
@;OL @-modules a droites :

/\( —~

=~ 0 0
Homgo (M1, @;73§+1,Q) R0 Dx,)k’@ o~ }ComA(O) (Mk, D&,’k,@)

X,k+1,Q X,k+1,Q

Démonstration. Soit ¢ € HomD(o) o (Mk+175§§,)k+17@)~ On lui associe une application

D;OL o(%)-linéaire
Q: Mk:ﬁge)k(@ D(o) Mk-i—l—)ﬁ(xo}ﬂ@, P®ml—>P-<,0(m)

7O

On en déduit une application entre les Dy k’Q(.’{)—modules a droite

=0
Homgo (M1, DY) 1 0) ®50 DY) o(X) — Homgo) (My, DY)

X,k+1,Q ,k+1,Q

PRQ—p-Q

On dispose d’une telle application sur chaque ouvert U de X. On obtient ainsi un morphisme

7H0)

entre ®3€ & Q—modules cohérents a droite

Hom~wo  (Miy1, D R0y
gx,kﬂ,@( +h 36,k+1,(@) Dx k+1,Q

(0
D,S{,)k,(@ — %Omﬁgg)ky (Mk, @; )k,Q)

On montre maintenant que ce morphisme est un isomorphisme. Il suffit de le vérifier loca-
lement. On suppose que X est affine tel que My1 soit de présentation finie :

0 m N n
(DgE )k-‘rl,Q) - (D;,)HL@) — Mg4+1 — 0
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En tensorisant par /D\g?)k - on obtient une présentation (/D\g?)k " (55?3C )" = M =0

: 7»0) 7»O)
de My,. En appliquant les foncteurs Hom (o, D%,k+1,<@) et ﬂ{omﬁggo’)k@(o, Dx,k,Q)’ on
obtient le diagramme commutatif suivant entre D;OL Q—modules a droites.

(0)
X,k+1,Q

0 0

xXkEQ

/

Homz o) (Mk—i—l, @(}Io,)k—i-l,(@) ® /D\g)k’(@ Hom~ (o) My, @(0) )

(0 n mN0) 70
}COmA(O) ((D%,k+1,Q) 7Df,k+1,Q) ® D%,R,Q

7O \n NO)
J'COWL’@(O) ((‘Dx,k@) 7‘Dx’k7(@)

HO  m HO) HO = HO  ym HO)
Fomzo  ((Drhere)™ Dirre) © Do %Om@%@((@x,k,@) D¥ka)

X,k+1,Q

On déduit du fait que les deux derniéres fléches horizontales soient des isomorphismes que
la premiére fleche en est aussi un. O

On définit un Dy o-module coadmissible a droite Homop, (M, D% o) par

s O D) = Moy 06 Do
k ok,

Plus généralement, le groupe abélien 8$t%(0) (M, /D\gg )ka) admet une structure de 553 )k,Q'

X,k,Q
module a droite. On démontre maintenant que pour tout entier naturel d, les modules

{Ext%geo)k Q(Mk,/@gg)k@)}k . forment un Dy -module coadmissible a droite.
K €

Pour tout entier d > 2 et pour tout niveau de congruence k, il a été vu dans la preuve

de la proposition 2.5.4 de |4] que Sxt%(o) (Mk,/ﬁg& Q) = 0. Ainsi pour d > 2, on peut
X,k,Q
définir le module Eﬂd@x,m (M, Dx o0) simplement par

. (0
Exth, (M, Dyoo) 1= 1%1 Sxt%g?)k Q(Mk, D)) =0

pour les morphismes de transition triviaux. Le cas d = 0 correspond au lemme Il reste
donc a traiter le cas d = 1.
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Proposition 3.7. Pour tout niveau de congruence k € N, le morphisme de /D\g?)k Q-modules

a droites

(0
Ext~ (0 (M1, Dg&)k—i-l,(@) B50)

~0) ~(0)
D! — Ext=o) (Mg, D
X,k+1,0 xhirg  RQ gx,k,c@( Do)

Hom~ o) (Mpet1, /D\g)]ﬁ_l,@) - %OmA(O)k Q(Mk= @;OLQ)

du lemmel3.A est un isomorphisme. De plus, le /D\geoaf g-module a droite Exts o) (M, @;OL Q)
b} K x,k,@ K k)
est cohérent.

Démonstration. On vérifie localement que le morphisme

St~ My, DO @~ DO et (M, D
o M Dehng) ®p0  Prirg 50, .Mk Dx s o)
est un isomorphisme. Soit x € X et U un ouvert affine de X contenant x sur lequel My

) . . (0
est de présentation finie. On va montrer que le ®g€ L 41 Q—module Mg11 admet localement,
sur un certain voisinage ouvert V de x, une résolution projective de la forme

0 P L? L Lo (Mog1)jy —0

avec P un 5$L+17Q—module projectif et L2 L', L? des @gﬁl@—modules libres de rang fini.

On sait d’aprés la proposition 3.25 de [4] que 55? )k 41,0 ©st de longueur cohomologique

inférieure ou égale & trois. Ainsi Extz%(o) ((Mk1)z,Nz) = 0 pour tout entier d > 3 et
X,k,Q

)z
pour tout @g,?/)k 1 Q—module N défini sur un certain voisinage ouvert W de x. Comme My

est de présentation finie sur 'ouvert U, il existe un @g)k +1’Q—module libre de rang fini L°

et un 5&0),6 +17Q—module cohérent K tels que 'on ait une suite exacte courte

0 K L (My41)jp —=0
Comme LY est un module libre de rang fini, on a Extz%(o) ) (L%, N,) = 0 pour tout entier
X,k,Q/%
d > 1 et pour tout D -module N défini sur un voisinage ouvert W de x. En prenant

Wk+1,Q
la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte précédente, on obtient

Vd EN, VN, Extiso | (KNa) = Ext?%(lo) (Mpg1)as N

X,k,Q)”” x,k,@g)z
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En particulier, EX%QL x(Kx, N,) = 0 pour tout d > 2 et pour tout 5%,?,?k+1@—module N

o

défini sur un voisinage ouvert W de x. Par une récurrence finie, et quitte a réduire I'ouvert
U contenant x, on obtient une résolution locale de My de la forme

0 P L? L LY (Mpg1)jy —=0
avec L2, L', LY des 5g])k+1 Q-modules libres de rangs finis et Extz%(o) ) (Py,N;) = 0 pour
b b _{yk,Q x

tout entier d > 0 et pour tout @g,?/)k +1’Q—module N défini sur un voisinage ouvert W de x.

Autrement dit, P est un module projectif au voisinage de x.
On écrit L* ~ (Dg)’)kJFLQ)"i avec n; € N. Comme @g)k@ est plat sur @g)kﬂ@, on obtient

. . . N
la suite exacte suivante en tensorisant par ng)k 0

0— D) @50 P> (D))" —= (D) o)™ —= (D) 0)" —= (M) — 0

Uk Q <D 1o Uk,Q
Soit 0 p3 P? p! po 0 une résolution projective finie du /D\g] )k o
module cohérent 5%% 0 &350 P sur ouvert contenant x que ’on note encore U. On en
7’ U,k+1,Q

déduit la résolution projective suivante du module (My)ys :

~(0 n 0 n (0 n
(Dk o)™ —= (DY) o)™ —= (D) )" — M)y —=0
pPY Pl P2 pP3 0

On suppose maintenant que X = U pour simplifier la suite. On obtient finalement le dia-
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gramme commutatif suivant.

DO DO = EN()
Homzo,  (Mir1, Dikiig) ® Diig Homzo, (Mi, Do)

70) no m(0) 70) o~ N0 \ng T(0)
Homz o) ((Dx 5+1,0) Ova,k—l—l,Q) ® Dy k0 Homzo (@m,(@) 0 9351“@)

X,k+1,Q ’ X,k,Q
%)
ENO) n1 my(0) ENO) ~ N0 \ny NO)
“Omﬁggl (<®x,k+1,<@) 5Dy Q) ®Dx k.o Homz 0 ((Dx,k@) LDk Q)
,k+1,Q X,k,Q
Y
0 o 730 (0 ~ =0) s (O
Homgzo  ((Dhir0)" Dihirg) © Dike Homgo ((Diro)™ Dirao)

Le groupe Ext~ (Mkﬂ,/ﬁ;% 1 Q) est donné par les morphisme ¢ et . Le groupe

D10
S:EtA(O) (Mk, Dge )k Q) est quant & lui donné par les morphismes ¢ ® 1d5(0) et P ® 1dDg€O)k ;
On en dedult que
N ) o) = N )
Enfin les D -modules a droite SxtA(o) My, D Y sont cohérents car ce sont locale-
X,k,Q .'{
ment des quotients du module .‘J-fomD(o) ((Dg?k Q) (%)k(@) ~ (@;O)k(@)n 0

Pour tout Dx o-module coadmissible M = @k My et pour tout entier naturel d, on

note Sxtd (M Dx oo) le Dx oo-module coadmissible & droite limite projective des modules

8iEl‘A(O) (Mk, D& )k K
d 1 70
8$t®£,oo (M, 'Dxpo) = %ﬂ El‘t@;o’)h@ (Mk, ®% k Q)
Pour tout entier d > 2, on rappelle que 83;#%36 M, Dx o) = 0.
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Définition 3.8. Un Dy -module coadmissible M = lglk My, est appelé faiblement holo-
nome si Sxt%x OO(M, Dx,00) = 0.

De maniere équivalente, un Dx o-module coadmissible M est faiblement holonome si et
seulement si 8a:td (M, Dx oc) = 0 pour tout entier d # 1. Dans larticle [1], Konstantin
Ardakov, Andreas Bode et Simon Wadsley définissent les modules faiblement holonomes
de la maniére suivante. Soit Xg un espace analytique rigide lisse de dimension n. Un D-
module coadmissible M sur Xg est faiblement holonome si les groupes de cohomologie
EX‘G%(M,@) sont nuls pour tout entier d # n. La définition B.8] correspond aux modules
faiblement holonomes en considérant une courbe formelle & la place d’un espace analytique
rigide.

Proposition 3.9. Un Dy o-module coadmissible M = wk M. est faiblement holonome si
et seulement si il existe un niveau de congruence ko a partir duquel les modules My sont
tous holonomes.

Démonstration. Siles modules My, sont holonomes, alors 8a:tA(0) (M, @gg L Q) = 0 d’apres
.{ k,Q

la proposition 3.28 de [4]. Il en découle que 8a:t0 M D o) Lk 8a:tA(0) (M, @;L Q)
0. Réciproquement, on suppose que 8:1775%36 OO(J\/[ Dxm) = 0. Comme ce module est coad-
missible, on a E:EtAgg)k (Mg, /D\gg)k@) = Ext%xyoo(M, Dx,00) @Dy oo /D\gg)k@ = 0. On en déduit
que My, est holonome toujours la proposition 3.28 de [4]. U

On en déduit immédiatement que la catégorie des modules faiblement holonomes est
abélienne. Elle est de plus non triviale. Elle contient par exemple les Dy -modules cohé-
rents de la forme Dy o, /J avec J un idéal cohérent non nul de Dy .

Corollaire 3.10. La catégorie des modules faiblement holonomes est abélienne.

Démonstration. Soit 0 M N vy 0 une suite exacte de Dx -modules
coadmissibles. On écrit M = l'mk My, N = gnk Nk/\e;co)ﬁ = gnk L. Alors pour tout niveau

de congruence k, on dispose d’une suite exacte de Dy Q—modules cohérents

0 M N Ly 0

D’apres la proposition 3.16 de 4], Ny est holonome si et seulement si My, et Ly le sont. On
en déduit que les modules Ny sont holonomes & partir d’un certain niveau de congruence k
si et seulement les modules My et £y le sont aussi. La proposition implique enfin que
N est faiblement holonome si et seulement M et £ sont faiblement holonomes. O

Remarque 3.11. Lorsque M = @k My, est faiblement holonome, on dispose localement
d’une résolution libre finie des modules My, donnée par la proposition 2.20 de [4]. En effet,
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le module My, est holonome pour k suffisamment grand. Il existe donc un idéal cohérent non
nul I, de D;OL Q tel que M, ~ @g% Q/Uk. Soit x € X. Une base de division relativement au
point x fournit une présentation explicite de I sur un voisinage U de x :

(0 r—1 ‘R /(0 .
0— (DY) o) —E= (DY), o) Thy —=0

La matrice R s’exprime entiérement en fonction de la base de division. Combinée avec la
. ~(0 . . . .
suite exacte courte 0 — J — @;LQ — My — 0, on obtient la présentation suivante du

module My, sur Uouvert U :

(0 r—1 ‘R /(0 r =0
0 > (pé)k(@) T = (gg)k(@) = D( ) MkIU 0

On retrouve bien que 83:%(0) (Mk,@;o)k Q) = 0 pour tout entier d > 2. Par ailleurs, cette
X 5,0 sy

résolution permet de calculer explicitement le groupe 83:%(0) (M, @;OL Q) au voisinage de
xyk)@ vy
x en fonction d’une base de division relativement au point x.

Soit M = Lk My, un Dx oo-module coadmissible et d un entier naturel. Les @;0 )k@'

modules cohérents a gauche S:EtA(O) (Mk,ﬁg?)k Q) R0y w;%@ forment un Dy o-module
x k Q "y ) k)
coadmissible & gauche. En effet, cela résulte du lemme 2.2 de article |[10] de Anne Virrion :

0 .
(M1, Dge,)k—i-l,(@) ®0x.0 wx,@)

@?L Q ®0xq Wy Q)

X,k+1,Q

= &Tt%(o) (M 41, ®§g L—i—l Q) ®A(0)

X,k+1,Q 36 ,k+1,Q

H0) S0 1
(8‘”’55@ (Me+1, Dy jer1,0) ®@<0> Dx,k@) ®0x 0 W0

X,k+1,Q X,k+1,Q

~ d 7O )
On note J\/[g le dual du /D\gg LQ-module cohérent My, :
MY = extl, (Mg, DY)
kTSRO (M, xk@)@)ox(@wx@

Il a été vu dans la partie 3.5 de |4] que si le module My, est holonome, alors son dual
M% est aussi holonome. Par ailleurs, on dispose d’un isomorphisme naturel de bidualité

Définition 3.12. Le dual d’un Dx ~.-module coadmissible M = lek M. est le module
coadmissible

M = lim <8xt15g€o)k (M, 955)16 @) ®ox g Wy @)
P 5,Q
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On démontre maintenant que si M est faiblement holonome, alors son dual M? lest
aussi.

Proposition 3.13. Soit M = l&nk My, un Dx oo-module coadmissible faiblement holonome.

Alors son dual M® est aussi un module faiblement holonome. De plus, on dispose d’un
isomorphisme de bidualité : (M?)4 ~ M.

Démonstration. Soit M = l&lk My, un Dy -module coadmissible faiblement holonome. Par
définition, il existe un niveau de congruence kg tel que M, soit un /D\gg)k’(@—module holonome
pour tout entier k > kg. Alors Mg = 8xt%$LQ(Mk’@g§L,Q) ®0y g w;%@ est un module
holonome d’aprés la proposition 3.28 de [4]. La proposition B9limplique ensuite que le Dy -
module coadmissible M? = l&lk M% est faiblement holonome. Enfin les isomorphismes de
bidualité (Mg)d ~ M}, pour chaque niveau de congruence k > kg induise un isormorphisme

(M?%)4 ~ M en prenant la limite projective. U

4 Microlocalisation de Dy

Pour définir une variété caractéristique des Dy -modules coadmissibles par microloca-
lisation, il faut inverser les opérateurs différentiels qu’on désire étre holonomes. On souhaite
que les modules de la forme Dy o, /P soient holonomes si et seulement si P est un opéra-
teur fini. Comme on a pu le voir dans la section précédente, le faisceau Dy o, n’admet que
trés peu d’éléments inversibles : Dy oo (U)* = Ox o(U)*. On construit dans cette partie
un microlocalisé F de Dy o vérifiant la condition suivante : un élément P de Dy oo (U)
est inversible dans F(U) si et seulement si P est un opérateur différentiel fini dont le
coeflicient dominant est inversible dans Ox o(U).

. . . (0 .
Pour cela, on commence par microlocaliser les faisceaux @;L o Afin d’avoir des mor-
vy

phismes de transition commutant avec les morphismes /D\g?)k +1.0 @;0 )k@v on introduit

(0)

un nouveau parameétre r € N*. On définit des faisceaux microlocalisés Fy, ;. de 53%7@ pour
tout entier k& > r admettant des morphismes de transition Fj11, — Fj,. Les faisceaux
Fooy 1= I'Lmk» Ik vont étre des microlocalisés de Dx .. On montre qu’il existe des mor-
phismes naturels de faisceaux Foor+1 = FToor- Alors Fog i= @01 Foo,r-

4.1 Microlocalisations de @g? )k@

On introduit dans cette partie des microlocalisés du faisceau /D\gg’ 3@@ pour un niveau de
congruence k supérieur ou égale & un. Pour cela, on utilise une localisation non commutative
décrite dans I'annexe écrite par Peter Schneider de l'article [11] de Gergely Zabradi. On
commence par rappeler les principales propriétés de ce microlocalisé. La condition pour

construire un tel microlocalisé est d’étre une algébre quasi-abélienne. Comme déja dit en
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introduction, les K-algébres de Banach (/D\g))kQ(U),| - |x) sont quasi-abéliennes dés que

k > 1. On inverse en pratique la partie multiplicative S = {9", n € N} des puissances de
la dérivation 0. Une difficulté est de construire des microlocalisés des algébres @;0 )k o)
pour la partie multiplicative S admettant des morphismes de transition commutant avec
les morphismes injectifs Dg33€+1’Q(U) — Dg?,)k@(U)'

Soient £ > r > 1. On peut définir un tel microlocalisé en inversant les éléments de .S dans
lalgebres DgL’Q(U) pour toutes les normes quasi-abéliennes |- |, ..., |- |x de DgL’Q(U). On
obtient ainsi une K-algébre de Banach noétherienne Fy, . (U) dont la norme est seulement
sous-multiplicative. Les faisceaux J, ., pour un niveau r fixé, vont admettre des morphismes
de transition Fy 1, — Fj, commutant avec les morphismes Dg& +1,0 — Dg&’@. En passant

a la limite projective sur k > r, on construit un faisceau Fo , = l£1k>r Fk,r- Localement,

Foor(U) est une K-algébre de Fréchet-Stein. On introduit dans cette section les faisceaux
Fkr- On démontre ensuite plusieurs de leurs propriétés. On définit le faisceau Fo - plus
tard dans la partie

4.1.1 Microlocalisation d’une algébre de Banach quasi-abélienne

On résume et rappelle dans cette sous-partie quelques résultats vérifiés par le micro-
localisé d’une algébre de Banach quasi-abélienne construit dans ’annexe de l'article |11].

On démontre ensuite que 'algebre (/D\gg L o(U):| - k) est quasi-abélienne dés que U est un
ouvert affine sur lequel on dispose d’une coordonnée étale.

Soit K un corps valué complet non archimédien et A une K-algébre de Banach munie
d’une norme multiplicative | - | non archimédienne.

Définition 4.1. On dit que A est quasi-abélienne pour la norme |- | s’il existe un réel
v € [0, 1] tel que pour tout couple (a,b) € A2,

|ab — ba| = |[a,b]| < - |ab| = 7 - |a||0]

On fixe maintenant m normes | - |1,...,| |, quasi-abéliennes sur A. Une partie multi-
plicative de A est un sous ensemble S de A vérifiant

1.0¢ SetlelsS,
2. S est stable par multiplication : Vs,t € S, s-t € S.

Soit S une partie multiplicative de A. Il existe alors une unique K-algébre de Banach
B=A{"|,---s||m,S) munie d’'une norme sous-multiplicative || - || non archimédienne et
d’un morphisme isométrique de K-algébres

¢ (Aymax{] - [1,..., |- |m}) = (B | -]])
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tels que ¢(S) C B* et tels que les éléments de B de la forme s~1a pour (s,a) € S x A soient
denses dans B. On identifie A & une sous-algébre de B via ¢ : on note encore a 'image d’un
élément a de A et s~ linverse de s € S dans B. Par ailleurs, le morphisme ¢ : A — B
vérifie la propriété universelle suivante.

Proposition 4.2. Soit (D, | - ||p) une K-algébre de Banach munie d’un morphisme de
K-algébres f : A — D tel que f(S) C D*. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 pour
laquelle

V(s.a) € S x A, [7(5)" f@lp < e max |5 Jal

Alors il existe un unique morphisme continu de K -algebres f : B — D tel que le diagramme

¢

Ai}ll@

commute. De plus, si ¢ = 1 et si la norme || - ||p de D est sous-multiplicative, alors f est
1-lipschitzienne : .
voe B, |f)lp <|bll

Remarque 4.3. La condition vérifiée par f permet de la prolonger naturellement par uni-
forme continuité sur B. En effet, puisque s(s~'a) = a dans B et puisque f est multiplicative,
on a nécessairement f(s~'a) = f(s)"'f(a). La condition sur f (impliquant au passage la
continuité de f) signifie que lapplication S x A — D , (s,a) — f(s)"1f(a) est uniformé-
ment continue. Ainsi, puisque les éléments de la forme s~'a sont denses dans B, elle se
prolonge uniquement en une application continue f :B— D.

On se donne une constante v € [0, 1] telle que
Va,be A, V1<i<m, |ab—ba|; <~ -|abl;
Proposition 4.4. Pour tout (ey,...,e,) € B™ et pour toute permutation o € Sy, on a

ler. . en —esq) - eom)ll < vller- . enll
En particulier, B est quasi-abélienne de constante v et ||ab|| = ||ba||. Par ailleurs, dans le
cas ou B est le localisé de A pour une unique norme, la norme de B est multiplicative.

1

Le lemme suivant relie la norme des éléments de B de la forme s~ 'a avec les normes

|- |; de s et de a.
Lemme 4.5. Pour a,bc A ets,te S, ona

—1 _ —1 — '—1‘ _ .
1. |[s77a— s b @?;IHSIZ la —bl;} ;
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1y 1 -
2 ls~"all = max {lsl; - lal}

3. |s7ta—t71b| = lrglizgnﬂs[l . |t|2-_1 “la—bl|;}.

On démontre maintenant que la K-algébre (@;0 ),%Q(U )s|-|k) est quasi-abélienne dés que
le niveau de congruence k est supérieur ou égale & un. On désigne toujours par U un ouvert
affine contenant = sur lequel on dispose d’un systéme d’une coordonnée locale. On rappelle
que les sections du faisceau @gg L,Q sur 'ouvert U sont données par

Dieko(U) = {P = an- (W), an € 0xo(U) tq lan| — O}
n=0

On munit la K-algébre /D\QL’Q(U ) toujours de la norme multiplicative compléte |- | définie
par |P|;, = max,en{|an|}. On note encore Ni(P) = max{n € N : |a,| = |P|}. Par
définition, le coefficient dominant de P est son coefficient d’indice Ny (P).

On rappelle que la norme |- |; et la fonctions N ne dépendent pas du choix du systéme

de coordonnées locales. L’algebre (/D\g]LQ(U)J - k) est une K-algébre de Banach et sa
topologie est équivalente a la topologie w-adique.

Proposition 4.6. Pour tout entier k > 1, l’algébre de Banach (55?3C Q(U), |- |k) est quasi-

abélienne de constante optimale |w|F = p~*.

Démonstration. Soit P = 3 <qan - (WrO)™ et Q = > n>0bn - (wk0)™ deux éléments de

Dgg)k’Q(U). On a

PQ = Z a; - (Wro)t- Z b (wr)!

i>0 >0
e e i
_ Z a; - (Z (£> . wkf . 8£(bj) . wk( +j—4) . 9 +j Z)
4,50 =0
> > <u+§ _j> e 3y | - (O
u>0 >0
0<j<u

On en déduit que le coefficient d’indice v de PQ — QP est

u+l—j
Q= Z w“( ’ ) (au—l—f—j 0% (b;) = buge—j - 36(%’))

>0
0<j<u
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Pour ¢ = 0, la somme sur j est nulle. Il vient

u+ 4l —
a=wh Y W < ¢ j) (@usemg - (b)) = bue—y - 0" (ay))

>1
0<j<u

Quitte a normaliser P et @, on peut supposer que |P|; = |Q|x = 1. Chaque terme de la
somme a une norme inférieure a 1. La somme est donc aussi de norme inférieure a 1. Ainsi,
|| < |wF| = p7* et |[PQ — QP = maxyen{|au|} < p~F. O

Remarque 4.7. L’algébre /D\g??@(U) = Dg?)OQ(U) n’est pas quasi-abélienne puisque par
exemple [0, 2] = 1. Pour k> 0, on a [w*0, 2] = w* avec |wFd|, =1 = |z| et [WF| < 1.

4.1.2 Un premier microlocalisé &y

On suppose a partir de maintenant, et dans la suite de cet article, que le niveau de
congruence k est supérieur ou égale a un. Ainsi la K-algébre (Dg?)k oU), ]+ [k) est quasi-
abélienne. On peut donc la localiser pour n’importe quelle partie multlplicative. On choisit
concrétement pour partie multiplicative de 5&,@((]) les puissance de 9 : S = {9, n € N}.

Définition et premiéres propriétés
7»0)

On localise dans cette partie 1’algébre @x’k@(U ) pour la seule norme | - |;. Le micro-
localisé €;(U) obtenu posséde de trés bonnes et plaisantes propriétés en tant qu’algébre
de Banach. En particulier, on peut déterminer facilement ses éléments inversibles. Cepen-
dant, il n’existe pas de morphismes de transition naturels ;41(U) — Ex(U) commutant
avec les morphismes de transition /D\geoaf 1 (U) = /D\g)L(U ). On ne peut donc pas obte-
nir a partir des algébres £;(U) un microlocalisé au niveau de 'algébre limite projective

Dioo(U) = lim, DY}, o(U) = N, DY) o(U).

On introduit dans la partie suivante un autre mircolocalisé JFy (U) admettant quant &
lui des morphismes de transition injectifs Fj41 ,(U) < F(U). Néanmoins, ce microlocalisé
est plus compliqué : sa norme n’est plus multiplicative, mais seulement sous-multiplicative.
Cependant, on obtient facilement une injection naturelle F, ,.(U) < €;(U) continue. Ainsi,
bien connaitre 'algébre £ (U) permet d’en déduire de nombreuses propriétés pour Ialgébre
Fkr(U). On commence donc par étudier dans la bonne humeur le microlocalisé € (U).

Définition 4.8. On définit l'algebre Ex(U) = @;O)ICQ(U)(\ |k, S) comme le microlocalisé
de l’algébre Dg?)kQ(U) donné par la partie multiplicative S et la norme | - . On note
Ok 3€ & Q(U) — Ex(U) le morphisme de K -algébres associé.
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Le microlocalisé € (U) est une K-algébre de Banach. Puisqu’on a localisé par rapport
a la seule norme | - [ de Dg?)k 0(U), la norme de € (U) est encore multiplicative. De plus
le morphisme ¢y, : /D\g?)k@(U) — E(U) est une isométrie. Autrement dit, la norme d’un

opérateur différentiel de @gg L,Q(U ) est la méme aussi bien dans €, (U) que dans @gg L,Q(U ).

On identifie /D\geoaf o(U) & une sous-algébre de €4 (U) via le morphisme ¢. On peut noter
encore | - | la norme de £, (U) sans ambiguiteé.

Remarque 4.9. Il revient au méme de prendre comme partie multiplicative les puissances
de w*d puisque Uuniformisante w est inversible dans Dgeoaf @(U),

On a |9 = |w|™ = p7". Le lemme nous dit que |07 |y = |w|* = p*. De maniére
équivalente, |w*d|p = [(WF0) 7Y = 1.

Proposition 4.10. Tout élément S de E(U) s’écrit uniquement sous la forme d’une série
S =3 ez an - (W) avec a, — 0 lorsque n — +oo. De plus, |S|;, = maxyezf{|an|}-

Démonstration. On commence par démontrer que Ei(U) contient les sommes de cette
forme. Soit (an)nez une suite d’éléments de Ox o(U) vérifiant a, — 0 lorsque n — £o00. On

pose Sy, =Y~ G - (w*d)™ pour tout entier m € N. Puisque & (U) contient 5?3@ Q(U)
et les puissances de 07!, les séries S, appartiennent a &,(U). Pour tout £ > 0, on a
St — Sm = Z—(m+€)§n<—m an - (wka)n et

St — Smlk < max an - (WP = max a

’ m+ m‘k - —(m+£)§n<—m‘ " ( ) ’k —(m+€)§n<—m’ n‘
Puisque la suite a,, converge vers 0 pour n — —oo, la suite (S,,),, est de Cauchy dans
l'algébre compléte Ex(U). Elle converge donc vers un élément de Ex(U) que l'on note
S =3,z an - (W)™, Par ailleurs, on a |Sp[x = max,>_m |an|. En effet Sy, - (W)™ =
3% ) @n—m(wFd)™. Puisque la norme |-|;, est multiplicative et comme |w¥3|; = 1, on obtient

[Smle = |Sm - (wka)m|k = max |ap—m| = max |a,|
neN n>—m

On en déduit en passant a la limite m — oo que |S|x = maxyez |a,|. En particulier, S =0
si et seulement si tous ses coefficients a,, sont nuls. Ainsi une telle écriture est unique.

On démontre maintenant que £ (U) coincide avec I’ensemble de ces séries. On note F'
le sous-ensemble de & (U) constitué des éléments de la forme S = 3", , a, - (w"d)" avec
an — 0 pour n — 00. On va vérifier que F contient les éléments (w*9)™ - P pour n € Z et
P e /D\gL’Q(U ) et que F est fermé. Puisque I'ensemble des (w¥9)™ - P est dense dans € (U),
on aura bien £, (U) = F.

Pour le premier point, il suffit de prouver que si f est un élément de Ox g(U), alors

O 'feF.Onald,f]=0f — f0=0(f), soit Of = O(f) + f0. 1l vient
o tof=f=0"to(f)+ o7 'fo
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Ainsi 071 f = 071 —0719(f)0~ L. En réitérant ce calcule pour 9~ 19(f) et en modifiant ce
terme dans I'expression de 971 f, on obtient 0~10"(f) = 0" (f)0~t — 071" T (f)0~!. Une
récurrence montre alors que pour tout n € N*,

o7 f = Z /& (o~ Ut + (—1ra~ton(fo "

On a
09(£)0™UV]y = 197 (f)] - [07U V| <[] pTHIHD 0
Jj—00
07110k = 107 i ") 07"k < 115D — 0

La somme partielle de 97! f converge donc lorsque n — co. On en déduit que
lf Z nan . 8—(n+1) cF

Enfin puisque la norme d'un élément S = 3", ., ay, - (w*0)" de F est | S|, = maxyez |an|,
toute suite de Cauchy d’éléments Sy, = >,y anm - (W*0)" de F converge aussi vers un
élément de F'. En effet, le fait que la suite (S,,) soit de Cauchy implique que pour tout entier
n € 7Z, la suite (anm)m est de Cauchy. Elle converge donc vers un élément a,, € Ox o(U).
La suite (Sp,)m converge alors vers S =3, o, - (w*8)™. Cela prouve que F' est fermé. Il
en résulte que E,(U) = F. O

Remarque 4.11. On a démontré dans cette preuwve que pour toute fonction f € Ox o(U),
1f Z nan a—(n—i—l) c Ek(U)

En particulier, 0~ commute avec les scalaires : pour tout N € K, 971 - A= X-071.

On démontre le résultat suivant en considérant la graduation de €;(U) induite par la
norme | - [k.

Proposition 4.12. La K-algebre E,(U) est noetherienne & gauche et a droite. De plus, le

morphisme ¢y, : ;L oU) = Ex(U) est plat a gauche et a droite.

Démonstration. Quitte & étendre K par une extension finie, on peut supposer que x est
r-rationnel. On rappelle que la norme spectrale de Ox o(U) est a valeur dans p” (corollaire
1.5.4 de larticle [3] de Laurent Garnier) lorsque = est un point k-rationnel. On munit
Ox,0(U) de la filtration indexée par Z fournie par la norme spectrale :

Ox,0U)(m) ={f € OxoU) : |f| <p™} pour m € Z
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Elle est croissante exhaustive. Soit gr(Ox o(U)) le gradué associé. Si |f| = p™, on définit
v(f) comme étant I'image de f dans le gradué gr,, Ox o(U) = Ox,o(U)(m)/O0x,0(U)(m—1).
On note 7 : Ox o(U) — gr(0x,o(U)) 'application associée, et v : K — gr K la restriction &
K. Cette application permet de doter Ox (U ) d’un produit et donc d’une structure de gr K-
algeébre. Le gradué gr(Ox o(U)) est noetherien puisque 'algébre Ox o(U) est noetherienne.

Soit P =", ez an - (w"0)™ un élément non nul de €, (U). Par construction, sa norme
|P|, = max,ez{|an|} appartient a p%. On munit aussi (U) de la filtration donnée par la
norme :

Ex(U)(m) = {P € &4(U) : [Pl <p™} powrm € Z
C’est une filtration croissante indexée par Z vérifiant
vm,m' € Z, &(U)(m) - EL(U)(m') C EL(U)(m +m')

On note gr,, Ex(U) = Ex(U)(m)/Ex(U)(m — 1) et gr&(U) = @,,cz 8 Ex(U) la gradué
associé. Soit (;, I'image de w*d dans gry €, (U). Pour tout A € Z, €,(U)(m) est isomorphe a
€, (U)(m+ A) via la multiplication par w*. On en déduit que g7, Ex(U) =~ gr,,, 15 Ex(U) via
la multiplication par v(w*). On peut donc identifier v(w?) - ¢ avec I'image de w? - (w*d)
dans le gradué gry Ex(U).

On suppose que |P|; = p™ pour un certain entier m € Z. L'image de P dans le gradué
gr,, Ex(U) est 'élément

WPy = D> laa) G
Tk (P)<n<Ny(P)

ou T (P) le plus petit entier naturel ¢ pour lequel | Pl = |ag|. On définit ainsi une appli-
cation v : E,(U) — gr€x(U) dont 'image engendre le gradué en tant que gr K-algébre.
Puisque €k (U) est une algébre quasi-abélienne, le gradué est commutatif. On en déduit que

gr &, (U) ~ gr(0x,0(U))[¢k: ¢, ')

en tant que gr K-algébre. En particulier, gr 4 (U) est une gr K-algébre noetherienne La
proposition 1.1 de article |8] implique alors que P'algébre €4 (U) est noetherienne a gauche
et a droite. =N

De méme, on munit ’algébre D;OL Q(U ) de la filtration donnée par la norme. L’inclusion
/D\geoaf o(U) = Ex(U) induit une inclusion entre les gradués gr @;OL oU) = gré&g(U). On a
gr /D\;OL o(U) =~ gr(0x,0(U))[Ck] en tant que gr K-algebre. Le morphisme de gr K-algébres
gr /D\geoaf o(U) = gré&,(U) est donc plat. D’aprés la propositions 1.2 de l'article [§], on en

déduit que le morphisme @g? )k o(U) = &x(U) est plat & gauche et a droite. O

Elements inversibles de &, (U)

On rappelle que 55? )k(U) est 'ensemble des éléments de /D\g?)kQ(U) de norme | -
(0)

inférieure ou égale a un. On note Dy = k®y D la réduction modulo w de Dg?)k. Clest le

k
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faisceau de k-algébres sur la fibre spéciale X = X xvy Speck de X engendré localement sur
U par Ox |y et par la dérivation Jy image de wFd aprés réduction modulo w. Les schémas
X et X ont méme espace topologique ; on identifie U & un ouvert affine de X. On a

Dxi(U) = P Ox (V) - 0k

C’est une k-algébre commutative puisque [w*0,t] = w¥ dans @g? )k(U ) et puisque k > 1.

Ainsi, Dy ,(U) = Ox(U)[0f] est un anneau de polynoéme en la variable 9. On en déduit
que Dx 1 (U)* = 0x(U)*.

Soit €3 (U) I'ensemble des éléments de £4(U) de norme |-|; inférieure on égale & un. C’est

une V-algébre de Banach contenant /D\gg)k(U) On note Ex(U) = £7(U) ®y & la réduction
modulo w de ER(U). C’est une k-algébre contenant Dx 1 (U) dans laquelle la dérivation 0y
est inversible. Puisque 'algébre (E;(U),| - |) est quasi-abélienne, Ey(U) est une x-algébre
commutative. Il en découle que Ey(U) = Ox (U)[0k, 9;, *]. Aprés réduction modulo w, Ex(U)
est donc le localisé classique commutatif de 1’algébre de polynémes O x (U)[0k] pour la partie
multiplicative constituée des puissances de la dérivation di. On en déduit I'égalité

Ey(U)* ={a-0, acO0x(U)* et nel}
Définition 4.13. Pour tout élément P =Y, a, - (w*0)" € &,(U), on pose
Ni(P) =max{n € Z: |a,| = |P|;}

ng(P) =min{n € Z : |a,| = |P|x}

La fonction Ny généralise celle de 552)13@((] ). La proposition suivante caractérise I'in-

versibilité des éléments de €, (U) en fonctions de Ny, et de 7.

Proposition 4.14. Un élément P de Ex(U) est inversible dans Ex(U) si et seulement si
Ni(P) =ny(P) et si son coefficient d’indice Ni(P) est inversible dans Ox,q(U).

Démonstration. Quitte & normaliser P, on peut supposer que |P|, = 1. Alors P € £7(U).
On note P = (P mod w) l'image de P dans Ex(U) = &(U) ®y k. On commence par
démontrer que P est inversible dans € (U) si et seulement si P est inversible dans Ey(U).
Le sens direct est évident. On suppose que P est inversible dans Eg(U) : il existe Q € €3(U)
tel que PQ = 1. Ainsi PQ est de la forme 1 + wR pour un certain élément R € ER(U).
Puisque |wR|; < |w| < 1, I’élément 1 + wR est inversible dans £ (U). En effet son inverse
est donné par la série « classique »

(1+wR)™ ' = Z(—wR)i

i>0
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Cette somme est bien convergente dans I’algébre de Banach £(U) puisque |wR|; < 1. On
en déduit que P - Q(1 +wR)™! = 1 dans & (U). Autrement dit, P est inversible a droite
dans €;(U). De méme, P est inversible & gauche puisque QP = 1. Ainsi P est inversible
dans E,(U).

On rappelle que E,(U)* ={a- 0}, a€ Ox(U)* et n € Z}. L’élément P est inversible
dans E(U) si et seulement si P est de la forme a-0}! avec a € Ox (U)*. La réduction modulo
w de P est un monome si et seulement si Nj(P) = 7ix(P). Le terme a est inversible dans
Ox(U) si et seulement si a est inversible dans Ox(U). Il s’agit exactement des conditions
données dans I’énoncé de la proposition. O

Remarque 4.15.

1. Ce critére est analogue & la condition d’inversibilité des séries de Laurent conver-
gentes K(T') a coefficients dans un corps ultramétrique complet K.

2. On peut démontrer ce résultat sans réduire modulo w les faisceaux 5?2([] ) et EL(U).
En effet, on peut raisonner d’une maniére analogue en utilisant le gradué de E(U)
pour la filtration induite par la norme | - |i. On rappelle que

gr &, (U) ~ gr(0x,0(U))[¢k: ¢ ')

Les éléments inversibles de ce gradué sont aussi les éléments de la forme « - (g
avec a inversible dans gr(Ox q(U)). Il est clair qu’un élément inversible de Ei(U)
est inversible dans le gradué gr Ex(U). La preuve est alors similaire a celle de la

proposition [{.14)
Soit P = Y, 7 an - (w*0)" un élément inversible de €;(U). Son inverse s’exprime

explicitement en fonction des coefficients a,. On note d = N (P) Pordre de P. Puisque
P est inversible, on sait que Ni(P) = mg(P) et que le coefficient ay de P est inversible
d’apreés la proposition [£14l On a

P=ay- (Z “Z—j<wka>"> (w*)?

ne”Z

Q

Le coefficient constant de ) est égale a 1. Ses autres coefficients sont de normes strictement
inférieures & 1. Son inverse est comme précédemment donné par Q@1 = .o, (—(Q — 1))
On obtient ,
(2
-1 k gy—d Ontd & -1
P~ = (w"0) Z — Z (W)™ | -ay

a
ieN \ nezv{oy ¢

Le lemme suivant servira dans la démonstration de 'inégalité de Bernstein pour les
Dx,00-modules coadmisibles.

35



Lemme 4.16. Soit J un idéal cohérent de 5?3@ o(U). On note E,(U) - I lidéal a gauche de
Ex(U) engendré par 3. Si Ex(U) - T = E,(U), alors IN Ex(U)* # 0.

Démonstration. On reprend les notations de la proposition .12l vis & vis des gradués. Pour

tout m € Z, on pose J(m) = /D\g)LQ(U )(m) NJ. On définit ainsi une filtration croissante

exhaustive sur J. Le gradué associé grJ est un idéal de gr @gg L Q(U ). On note v :J — grJ

la restriction & J de l’application = : /D\QL’Q(U ) — gr /D\QL’Q(U ). On observe alors que

gri = gr(@g)k@([])) - 4(J). De méme, gr(€x(U)) - T) = gr(&x(U)) - v(I) pour la filtration
(E(U))-)(m) = Ex(U)(m) N(Ex (1)) -T). On rappelle que gr DY), () = gr(Ox,0(U)) (G
et que gr & (U) ~ gr(Ox,@(U))[Ck,Ck_l].

L’hypothése Ex(U) - I = E,(U) implique gr(Ex(U) - I) = gr(&x(U)) - v(I) = gr&x(U).
Autrement dit, il existe des opérateurs Py,...,Ps € Jet Q1,...,Qs € gr Ex(U) tels que

Qr-vy(P1)+-+Qs-v(Ps) =1

Puisque gr €4 (U) ~ gr(0x,0(U))[Ck, Ck_l], on peut trouver un entier naturel n pour lequel
G- Qu- G- Qs € 8r DY) o(U) = £r(02,0(U)) (G- On mote Ri = G- Qi € gr D ().
Alors

(= Ru-A(P) + -+ Re AP € gr9 = gD o (0)) - (9)

Puisque ¢} est un monéme de norme un, ¢}’ € gryd = J(0)/I(—1). En particulier, (' se
reléve en un élément P de J vérifiant v(P) = (. Cela signifie que N (P) = ny(P) = n et
que le coefficient d’indice n de P est inversible. D’aprés la proposition .14l P est inversible
dans E,(U). O

Pas de morphismes de transition &;.1(U) — Ex(U)

On ne dispose pas de morphismes naturels de transition €x41(U) — £ (U) prolongeant
les inclusions @gg L 410l0) = DgL(U ). La propriété universelle du microlocalisé ne fournit

pas de tel morphisme. En effet, le morphisme

fe =050, o DY hs1.0(U) = Ex(D)

X,k+1
ne vérifie pas la condition d’uniforme continuité de la propriété universelle appliquée &
l'algebre €x41(U). Cette condition s’écrit
~(0 B B
Je>0 tq YneN, YPe DY), o), 07" Pl <c- |0l - [Pl

On a |07 = [w|¥ = p~ et |07 p41 = p**!. Ainsi pour P = 1, il n’est pas possible de
trouver une telle constante c. Le morphisme f; ne se factorise donc pas naturellement en un
morphisme de E;41(U) dans E(U) étendant 'inclusion de Dg?)kﬂ o(U) dans Dg?)k oU).
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Pour tout P € /D\g?)kﬂ o(U), on a [P, < [P[j11 avec égalité stricte dés que N(P) > 0.
En effet, si P = ano ay - 0", alors

Pl = ol < pl L = plk+n
[Pl = max {Jan| - p*" } < [Pligr = max {an| -p*+07)

Puisque la norme de £ (U) est multiplicative, cette inégalité est inversée dés que 'on inverse
0. L’inclusion de @;0 )k +17Q(U ) = 5?,6(U ) est inversée dés que I'on considére des opérateurs
dont les puissances de O sont toutes négatives. Par exemple, P = Zn€Z<O W™ (wWhHg)n
est un élément de Ex11(U)\Ex(U). Il n’existe donc pas de morphisme injectif continu de
Ek+1(U) dans € (U) prolongeant /D\ggafﬂ’@((]) — @gLQ(U)

Le faisceau de K-algébres &

Dans ce qui précéde, on a défini le microlocalisé €;(U) sur un ouvert affine U de X
sur lequel on dispose d’un systéme de coordonnée locale. On rappelle que la K-algébre
(Dg% 0(U); |- [k) ne dépend pas du systéme de coordonnée locale. Puisque l'algebre &5 (U)

est définie par une propriété universelle au dessus de @gg L Q(U ), le microlocalisé € (U) est
indépendant du systéme de coordonnée locale.

On note U I'ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose de coordonnée
locale. C’est une base de voisinages ouverts de X.

Proposition 4.17. 1l existe un unique faisceau & de K-algebres sur X tel que pour tout
owvert U de U, Ex(U) = @gﬁd(]) (| |k, {0 }nen)-

Démonstration. Soit V' C U deux ouverts de U. Puisque £(V) ne dépend pas du choix
du systéme de coordonnée locale, le morphisme composé 55?’),%@(U) — /D\gg)k@(V) — E(V)
vérifie les hypothéses de la propriété universelle appliquée a £, (V). 1l existe donc un
unique morphisme € (U) — E,(V) induit par le morphisme 5?7)13,@([] ) — /D\g?)kQ(V) On
en déduit que & est un préfaisceau sur 'ensemble des ouverts de U.

Puisque U est une base de voisinages ouverts de X, il existe un unique préfaisceau &
sur X coincidant avec les € (U) sur les ouverts U de U.

L'unicité de I'écriture des éléments de £;(U) comme séries en les puissances de (w*d)
implique que €, est un faisceau sur les ouverts U de U. On en déduit que &, est un faisceau
de K-algébres sur X. O

(0)

On a donc construit un faisceau de K-algébres £ sur X admettant @x },Q Comime sous-
faisceau et pour lequel la dérivation 0 est localement inversible. Cependant, on ne dispose
pas de morphismes de transition naturels ;1 — € induits par les morphismes de départ
DO DO
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Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de
coordonnée locale associé a x. La proposition .14 se traduit de la maniére suivante :

Proposition 4.18. Un élément P € E,(U) est inversible dans Ei(V') pour un voisinage
V C U de x si et seulement si N(P) =7 (P) et si le coefficient d’indice Ni(P) de P est
inversible dans Ox (V).

Soit P =3 <qan" (w*d)™ un opérateur de /D\g?)k o(U). On note d = Ni(P). On rappelle
que si P est inversible dans & (V), alors son inverse est donné par

Pl = (o). — ka(‘)” ca;t
(w"9) gN: ;ad( ) d

L’opérateur P~! appartient & 59,6 Q(V) si et seulement si d = 0. On retrouve ainsi les

éléments inversibles de /D\g?)k g déja donnés dans [4].
Corollaire 4.19. Soit P = > °° (ay, - (wWk0)™ un opérateur différentiel de /D\g)LQ(U) I

existe un ouvert V de U contenant x tel que P € @;OL Q(V)X si et seulement si Ni(P) =0

et si ag € Ox o(V)*. Si de plus |P|, =1, alors P~ € 5?]6(‘/)

4.1.3 Des microlocalisés 7}, avec des morphismes de transition

On fixe tout d’abord l'ouvert affine U sur lequel on dispose d’une cordonnée locale.
Soit r un entier naturel supérieur ou égale & un. On ne considére plus que les niveaux de
congruences k plus grands que r. En ne prenant plus la seule norme | - |, pour définir le

(0)

microlocalisé de Dy} (U), mais un certain nombre des normes précédentes |-|,...,|[x, la
vy
condition d’uniforme continuité pour obtenir des morphismes de transition devient évidente.

Dans cette partie, 'entier » > 1 est fixé. On ne le fera varier que dans la partie 5.3l Le
niveau de congruence k sera toujours supposé supérieur ou égale a r lorsqu’on considére
l'algebre F, ,(U). La partie multiplicative S est toujours constituée des puissances de la
dérivation 0.

Définition et propriétés
Définition 4.20. Pour tout entier k > r, on pose Fj, ,(U) = /D\gg)k’(@(U)ﬂ ooy | k3 S).
On note @y, DgL’Q(U) — Fir(U) le morphisme de K -algébres associé.

Soit || - ||k, la norme de Ty (U); (Fir(U), | - ||k,r) est une K-algébre de Banach. Par

—

construction, ¢y, » est une isométrie de (Dg?)k o(U),max{|-|r,....||[x}) dans (Fy,(U), [|[lx,r)-
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Pour tout opérateur P € 5?3@ o(U), on vérifie que [P, < -+ < |P[g. On en déduit I'égalité

max{|P|.,...,|P|x} = |Plg. Autrement dit, 5, est une isométrie de (/D\gg)k’Q(U)J k)
dans (I ,(U),| - ||g,r)- On identifie toujours Dg% o(U) & une sous-algebre de Fy - (U) via

le morphisme ¢y, ,. Cette identification est encore compatible avec les normes.

La norme de Fy, ,.(U) n’est cette fois ci plus multiplicative mais seulement sous-multiplicative
dés que k > r. En effet, on sait d’aprés le lemme que

—1 —1 i —
107 g, = Trgiaé{lali b= Trgggk{lwlz} =|w|"=p"

Cependant, on a toujours [|9||x = |0]x = |w|~* = p.

Remarque 4.21. Pour k = r, on a F,(U) = E,(U). En effet, on localise @;O’LQ(U)

seulement pour la norme |- |,. En particulier, la norme de Fy, 1, (U) est multiplicative.
N . 1)

kDY) 1 o) Dxr+10

la, condition d’uniforme continuité pour Fj,1, avec pour constante ¢ = 1. En effet, pour

tout entier n € N et pour tout opérateur P € @;OLH Q(U), on a

Le morphisme f = ¢ (U) < Fp»(U) vérifie de maniére évidente

. pll < L =R -n . |p|
Tnglgé{la i} < Tgrglgagﬂ{la li} < TSHQQKH{I@IZ |P|i}

Par propriété universelle du localisé Fj11,(U), le morphisme fj se factorise uniquement
par un morphisme continu de K-algébres

Ek,r - ?k—i-lm(U) — gij,(U)

De plus, ce morphisme ¢, est 1-lipschitzien, tout comme l’est 'inclusion de /D\geoaf 41 Q(U )

dans @;OLQ(U) Ainsi e (S)|kr < |S]|k+1,» pour tout élément S de Fypq,(U).

Proposition 4.22. Tout élément S de Fy, (U) s’écrit uniquement sous la forme

S = Z an - (W)™ + Z ap - (Wo)"

0<n<co —oo<n<0
avec an — 0 lorsque n — £o0. De plus, ||S||k, = maxpez{|an|}.

Démonstration. On vérifie toujours que pour toute fonction f € Ox o(U),

+oo
o7 =) (=1 (f)- 07" € Fy,(U)
n=0
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Cette série converge bien dans Jy, . (U) puisque

n—o0

1 1 1 1 7L+1
oV, < o < () =0
On montre comme dans la preuve de la proposition 10 que la suite

Sm = Z an - (WO + Z ap - (W"o)"

0<n<oo —m<n<0

est de Cauchy dans (¥, (U),| - ||x). La norme || - |5, n’est maintenant plus que sous-
multiplicative. Il n’est pas clair que ||Sp ||k,r = max_pm<n<ioo{lan|}. Cette égalité nécessite
plus de travail que pour & (U). L’élément

0o m—1
S;n =S, - (wra)m _ Zan . O‘)rmwlm Lgntm + Z A - (wra)n
n=0 n=0
appartient a @;0 )k o(U). Dapreés la proposition .4l et le lemme [L.5] on sait que
ISilhr = 180 - @) s = I6D) " - Siullr = max {017 -5}

Pour r </ <k, on a

e m—1
57,77, _ Z - wrm—l—kn—((n-ﬁ-m) . (wﬁa)n—}—m + Z Ay - w(r—Z)n . (wfa)n

n=0 n=0
Comme |w"d|;™ = |w|~"™ on obtient
W O™ Sy = max {mg [an - | e bt EDm (g rw\“—“"“l—’“’m}

— max {%%( ol Bl max ol M((@—r)(m—n)}
Le terme max,en{|ay |- |w|*~9"} est maximum pour ¢ = k. En effet, lorsque £ € {1,...,k},
la puissance (k — [)n de w est positive et |w|* =" < 1. De maniére analogue, le terme

maxo<n<m—11{|an-m| - |w|((E=r)(m=m)Y st maximum pour £ = 7, auquel cas on obtient
MaX0<n<m—1 |Gn—m| = MaX_m<n<o |an|. On en déduit finalement que

| S|k = max {max lan|, max |an|} = max {max |an|}
’ neN —m<n<0 neZ
Il en découle immédiatement que la suite (S, )men est de Cauchy. Elle converge donc dans
Fkr(U) vers un élément que l'on note S. Enfin, le passage a la limite m — oo donne

||S|lk,r = maxpez{|an|}. Le reste de la preuve est analogue a celle de la proposition EI0l
U
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Soit S un élément de F ,(U). D’apres cette proposition, il s’écrit uniquement sous la

forme
S = Z an - (WFO)™ + Z ap - (W"o)"

0<n<o0 —o00<n<0

PeDY), o(U) Q
avec a, — 0 lorsque n — fo0. L'opérateur P est dans /D\g?)k Q(U). On a

[[S]k,r = max{lan|} = max{|P[k, ||Q||k,}
ne”L

Soient @ et Q" deux éléments de Fj ,(U) formés seulement de puissances strictement
négatives de w”d. On observe sans difficulté que [|Q - Q|lkr = ||Qlkr - |Q ||k, Autrement
dit, la norme || - ||, de T (U) est multiplicative pour le produit de ces éléments, comme

elle 'est pour le produit d’éléments de /D\g])kQ(U). On peut noter |Q|, pour [|Q|k, et

S|k = max{|P|,|Ql,}. Par ailleurs, I'action de la dérivation 7! sur une fonction f de
Ox,0(U) est encore donnée par

+o0
o7 = (-1 (f) -0 € Fy (V)
n=0

On rappelle que le morphisme de transition ey, : Fyp1,(U) = Fp(U) est une fac-
torisation de l'inclusion de 5%“,@(@ dans Jj,(U). Comme le morphisme €y, envoie
la dérivation O sur elle-méme, ey ,(0") = 0™ pour tout entier relatif n € Z. Puisque par
construction ce morphisme est continu, on en déduit que €4,(S) = S pour tout élément
S de Fy11,(U). Ainsi, €, injecte 'algeébre Fyy1,(U) dans Fy - (U). Pour récapituler, on
dispose du diagramme commutatif

N i (0

®;,L+1,Q(U);k> Q;,L,Q(U)

Pk+1,r Pk,r
f7'~l'f+1,r(U)( Shor fTFIC,T(U)

ol iy, et €, sont des inclusions 1-lipschitziennes et ¢y, . et @i41, des isométries.

La proposition suivante relie les K-algebres F, .(U) et Ex(U) : Fp(U) est une sous-
algebre de Ex(U).
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Proposition 4.23. Le morphisme ¢y, : 5?3@ o(U) = &,(U) se releve en un morphisme in-

jectif de K -algebres vy, : Fir(U) — Ex(U). De plus, Uapplication vy, est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Le morphisme ¢y : @gg L,Q(U ) — Ex(U) vérifie clairement la condition
d’uniforme continuité dans la propriété universelle de Fy . (U). Il induit donc un unique
morphisme de K-algébres 1-lipschitzien 7y, : Fj,(U) — Ex(U). Ce morphisme envoie les
éléments de /D\gg)k’ (U) sur eux mémes et 9~! sur 9~1. Par continuité, il envoie tout élément
S de Fy ,(U) sur I'élément S de E(U) (il s’agit bien d’une série convergente dans Ex(U)).
Ainsi, le morphisme 7, est injectif. O

Comme pour £;(U), on peut munir I'algébre F ,.(U) de la filtration croissante donnée
par la norme sous-multiplicative || - || . Pour £ = r, on rappelle que Fj (U) = E;(U). On
suppose que k > r. La norme de F}, .(U) étant sous-abélienne, le gradué gr Fy ,(U) est une
gr K-algébre commutative. On note ¢ et ¢ les images respectives des dérivations w*d et
de (w"9)~! dans le gradué gro Fi(U). Puisque (w*9) - (w"9)~! = Wk,

1) - (@ 3) ke = P < [|w* Dk - [1(WD) e = 1
On a donc ¢, - ¢; = 0 dans le gradué gr F ,(U). On en déduit un isomorphisme

gr ?k,r(U) = gr(O%,Q(U))[Cka Cr]/(gk : Cr)

de gr K-algébres. La premiére partie de la proposition suivante en découle.

Proposition 4.24. La K-algebre I, .(U) est noetherienne a gauche et a droite. De plus,
le morphisme de faisceaus €y, : Fpq1, — Tpr est plat a gauche et a droite.

Démonstration. Puisque le gradué gr Fy, (U) ~ gr(0x,0(U))[Ck, ¢r]/(Ck - ¢) est noetherien,
l'algebre Jy -(U) l'est aussi toujours d’aprés la proposition 1.1 de I'article [g].

Pour démontrer que le morphisme ey, : Fp11, — F, est plat a gauche et a droite, on
adapte la preuve de la proposition 2.2.16 de 'article [6] aux cas des faisceaux F , pour r
donné. On fixe un ouvert affine U de X sur lequel on dispose d’une coordonnée locale. Il
suffit de montrer que le morphisme de K-algeébres Fy11,(U) < Fp,(U) est plat & gauche
et & droite.

On note A = 0x(U) et J} (U) I'ensemble des éléments de Fy . (U) de norme || - [|g,
inférieure ou égale a un. Autrement dit, J} (U) est 'ensemble des éléments de Fy, ,.(U)
dont tous les coefficients a,, sont dans A : 7

P =0 an- (@) D an (WO € Fip(U), an€ A
n=0

—oo<n<0

C’est une A-algebre vérifiant I, (U) = Fy .(U) @y K. On définit un A-module H par
o 0
H =741, (U) + DY)
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Le terme (w*d) n’appartient pas a l'algébre Fri1,-(U). Cependant, (W*0) € Fpy1,(U) =
Fri1,-(U) ®y K. On vérifie tout d’abord que H est une A-algebre. Soit @ € I, .(U) et
P e @gg L(U ). Comme k& > r, on observe facilement que P - @ appartient au A-module H.

En effet, on introduit pour cela le A-module suivant :

FrpU)={ > an- @)+ Y an- (W) ancA

0<n<oco —oo<n<0

Il est clair qu’on dispose d’inclusions Fj1;,(U) C Fj(U) C H. On peut décomposer @
sous la forme Q = Q1 +w - Q2 avec Q1 € Fy11,(U) et Q2 € 3",‘;+17T(U). On a (W*9) - Q; €
Fy.,(U) C H. Par ailleurs, (w9) - (wQ2) = (W**19) - Q2 € F5,,,(U). Autrement dit,
(wkd) - Q € H. On en déduit que P-Q € H.

Pour montrer que H est une algébre, il suffit d’observer que Q- P € H. On rappelle que
pour toute fonction a de A, on a

+1,r

+00
@) a= (~1)"9" (@™ - (w'a)"D e L (U)

n=0

avec (—1)"9"(a)w™ — 0. En particulier, comme k > r,

n—00
—+00
(W) awhd) =W Y (—1)" 0 (a) - 07" € Ty, (U)
n=0

On en déduit que pour tout entier £ € N,
raoy— o 0
@0)™ P e H =57,,U) +DYLD)

Ainsi, pour tout élément fini Q de ?EH’T(U), il en découle que Q - P € H. Soit d le degré
de l'opérateur différentiel fini P. L’élément () s’écrit uniquement sous la forme

Q= Zan (WEe)™ + Z an - (W) + Z ap - (W"o)"
n=0

—d<n<-1 —oco<n<—d

@1 Q2 Qs

Puisque Q; € /D\ggaﬁ_l(U), il est clair que Q1 - P € /D\g?)kﬂ(U) + Dg]L(U) C H. D’apreés ce
que l'on vient d’établir ci-dessus, Q9 - P € H. Soit m > d et Qém) la troncation a l'ordre
—m de Q3 :

Q3 := Z an - (Wo)"

—m<n<—d
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Comme (w"d)~! diminue strictement le degré et comme d est le degré de 'opérateur P,
on vérifie que Qém) - P € 3"]2+17T(U). De plus, on vérifie aussi que la suite (Qém) “ P)m>d
est de Cauchy dans l'algebre (I3, (U),| - [[k,). Enfin, puisque la V-algebre 57, .(U)
est compléte, on en déduit que Q3 - P € ?Zﬂ,r(U)' Pour conclure, on a bien montré que
Q- P € H. On a ainsi démontré que H est une A-algébre.

Comme D;OJCH’Q(U) = DgL’Q(U), ona Hg := H®y K = F11,(U). Par ailleurs, il

est clair que H = Fr-(U). Puisque Fy ., (U) C F} (U) et DgL(U) C 9;,U),ona HC

w(H). De plus, H contient F,.(U) et I}, (U) est le complété w-adique de Fj, .(U). Le
complété w-adique H de H est donc égale a 37 . (U). Pour montrer le résultat de platitude,
il suffit donc de prouver que 'algébre H est noetherienne. En effet, dans ce cas H est plat
sur H et donc Hg = Jy - (U) est plat sur Hg = Fpy1,(U).

L’algebre J7_ ; .(U) est noetherienne d’aprés la proposition 1.1 de l'article [§]. En effet,
son gradué est isomorphe & l'algebre noetherienne gr(A)[Ck,(rl/(Ck - ) et Iy .(U) est
complet pour la topologie w-adique.

L’algebre H est engendrée sur A par 37, (U) et par la dérivation (w*d). Pour toute
fonction a de A, on a

(WD, a] = wFd(a) € A C Fpr1,-(U)
Comme [wFd,wkT19] = [wWF0, (wW"0)~'] = 0, [W*0, P] € Fri1,-(U) pour tout opérateur
différentiel fini P de J7_, .(U). Enfin, puisque la V-algébre F7 , (U) est compléte pour la

k+1,r
topologie w-adique, on en déduit que

VP € 3:12+1,T(U)7 [wkar P] S 5tlz—l-l,r(lj)

Une récurrence sur ¢ € N* implique alors que
{—1 ‘
VP € 5711, (U), [(W'0)', Pl €Y Fip, (U) - (w"0) (1)
=0

Le méme argument que celui de la fin de la preuve de la proposition 2.2.16 de larticle [6]
montre ensuite que H est noetherien. On le rappelle briévement ci-dessous.

Soit I un idéal & gauche de H. On note J l'ensemble des éléments R de §Z+17T(U) pour
lesquels il existe £ € N, P € [ et Ry, ..., Rp_1 € 3",2+17T(U) tels que

/—1
P=R- ()" +) R (w0)
=0

Soit R’ un autre élément de J, ou P/ = R - (wkd)! + S \2¢ R} - (wkd)? € I. On suppose par
exemple que £ > ¢'. La relation [l implique que
/-1 ‘
P+ W)= P = (R+ R)- (") + ) R - (w"0)’
1=0
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pour certains R;” € F7,, (U). Autrement dit, R + R’ € J et J est un idéal a gauche de

Z+1,r(U)' Ainsi, J est engendré sur 9’,‘3+1’T(U) par des éléments Ry, ..., Rs. Par ailleurs,
I'NTp,,,(U) est un idéal a gauche de Fp ;. (U). Il est donc engendré par des éléments
Py, ..., P. Enfin, on observe que I est engendré en tant qu’idéal & gauche de H par les
éléments Rq,..., Rs, Py,..., P;. Ceci prouve que H est noetherien & gauche. De méme, on
démontre que H est noetherien & droite. O

On rappelle que U est 'ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’une
coordonnée locale. C’est une base de voisinages ouverts de X. On démontre comme pour le
faisceau & le résultat suivant.

Proposition 4.25. Il existe un unique faisceau Fy,, de K-algebres sur X tel que pour tout
owvert U de U, Fy,(U) = DgL’Q(U) (| |y ] ks {0 bnen)-

Les inclusions locales Fpy1,(U) — Fj,(U) pour tout ouvert U de U induisent des
morphismes de faisceaux Fpy1, — JFj, commutant avec les morphismes de transition

/D\geoaf 1.0 /D\geoaf@ On dispose ainsi du diagramme commutatif

7 (0) 7
D%Jf-l—l,@ D%k,@
?k-i—l,r ?k,r

Eléments de ®g§,)k,<@ inversibles dans J; ,
Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de

coordonnée locale associé & x.

Il est plus délicat de déterminer les éléments inversibles de l’algebre Iy, .(U) que de
Er(U) lorsque k > r. En effet, soit S un élément de Fy, ,.(U). Il s’écrit uniquement comme

une série
S = Z ap - (W'O)" + Z an - (WEO)"
—o0o<n<0 0<n<o0o

On note Jy et (9,)~" les réductions modulo w respectivement de w*d et (w"d)~!. La réduc-
tion modulo w de S est de la forme

S= > a0+ Y an-0f

—oo<n<0 0<n<oo

Pour k> 7, on a 9y -0, = 071 - 9}, = 0 puisque (w¥3) - (w"d) ™! = w*~". On ne peut donc
pas déterminer les éléments inversibles de J} ,(U) aprés réduction modulo w. Le méme
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phénomeéne apparait en considérant le gradué grJy ,(U). Bien que la dérivation O soit
inversible dans J, ,.(U), I'image de 0 dans le gradué n’est plus inversible.

Cependant, on dispose d’'un morphisme injectif d’algebres ey, : Fi - (U) — Ex(U).
Puisque les éléments inversibles de 1'algébre €, (U) sont connus, on en déduit facilement les
opérateurs différentiels de /D\QL’Q(U ) inversibles dans le microlocalisé JFy .(U). Ce cas est
suffisant pour définir la variété caractéristique & partir du microlocalisé. En effet, comme il
a été vu dans la partie 2.2 savoir déterminer les éléments de @g? )k@(U ) inversibles dans le
microlocalisé Fy, .(U) permet de retrouver la variété caractéristique.

Soit P =3, s0an " (w*d)™ un élément de @;OLQ(U) Les normes de P dans & (U) et
dans Fj, - (U) coincident avec la norme usuelle | P|; de P dans /D\QL’Q(U ). Si P est inversible
dans F (U), alors P est inversible dans €(U). Il doit donc vérifier Ny (P) = 1y (P). On

rappelle que
Ni(P) =max{n € N:|a,| = |P|x} et Mx(P)=min{n € N: |a,| = |P|}

On note d = Nj(P) = 7ig(P) cet entier. Pour que P soit inversible dans €(U), il faut
de plus que son coefficient dominant a4 soit inversible dans Ox o(U). L'inverse de P dans
Er(U) est alors

d—1
_ _ (079 n— (¢7%) n _
Plz(wka)d'E: _E:a_d(wka) d_§: a:d'(wka) 'adl
1€EN n=0 n>1

L’opérateur P! appartient a 1’algébre Fir(U) si et seulement si la somme sur i converge

pour la norme || - ||, de . (U). Une condition suffisante est d’avoir
d—1 a a
St ot 4y W <1
ad ad
n=0 n>1 kr

On rappelle I'égalité démontrée dans la proposition d.22] :

d—1 d—1

a a a a
E 2 (ke 4 E SAS (W*O)"|| = max E N L) Lol | I E cntd (wFo)"
n=o % n>1 o n—o % ko |nz1 L

On a toujours

Z Antd (wka)n _ Z Antd (wka)n <1
a1 e =1 ad A

46



En effet, 'opérateur ), -4 QZ—Zd - (w*9)™ appartient a I'algébre /D\g?)k Q(U) et par définition

de d, |aptq| < |ag| dés que n > 1. Par ailleurs,

d—1 d—1
an kayn—d __ an (k—r)(n—d) rgyn—d
— - (w"0 = —w - (w0
n=0 dd ( ) nZ:% dd ( )
On obtient
d—1 a |(1 |
o aq 0<n<d |ad|

,T

On en déduit que P est inversible dans F}, .(U) dés que
VO<n<d—1, |an|-p*F @) < q

La réciproque est vraie. Cependant, elle n’est pas immédiate puisque la norme || - ||, de
Fir(U) est seulement sous-multiplicative. La proposition suivante résume tout ce qui vient
d’étre dit.

Proposition 4.26. Soit P = 3"  a, - (w*d)" un opérateur différentiel de /D\geoaf o). 1l
existe un ouvert V.C U contenant x tel que P soit inversible dans Iy, (V') si et seulement
51

1. Wk(P) :ﬁk(P) =d,
2. aq est inversible dans Ox o(V),
3. ¥ne{0,...,d—1}, |ay| - pFE=") < |ag].

Démonstration. Si P vérifie les trois conditions de la proposition, alors P est inversible
dans Jj (V). Réciproquement, si P est inversible dans F,,.(U), alors P vérifie les deux
premiéres conditions. Il reste & établir que P vérifie le point 3. On rappelle que 'inverse
P~! de P s’écrit

d—1
P—l — (wka)—d . Z o Z (l_n . (wka)n—d . Z An4d . (wka)n . a;l
€N n=0 ad n>1 ad

Il a été vu que

n>1 d k,r = “ k
d—1
On pose R = Z . (@"9)"~". On a
n=0 ad
d—1
>0 whoy e 3 M o) — max d Rl | 3 U (o)
n=0 n=1 k,r =l k
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On doit donc démontrer que ||R|[;, < 1. Comme R ne contient que des puissances stricte-
ment négatives de 0, la norme || - ||, est multiplicative pour les puissances de R :

IR [l = |R'], = |RI;

On suppose tout d’abord que ||R||x, = 1. On montre alors que la somme définissant P+
ne converge pas dans Jy ,(U). Comme [|R||y, = 1, on a |[R[|y, = 1. Puisque la norme
|| - |k de T (U) est sous-multiplicative et puisque la norme de ) -, a’;—zd (WFO)™ est
strictement inférieure & un, le produit d’une puissance de cette somme avec une puissance
de R converge dans Jy -(U). Il suffit donc de prouver que la somme des puissances de R
diverge pour arriver & une contradiction.

Or la suite {7 Ri}neN n’est pas de Cauchy dans I'algébre J, ,.(U) lorsque | R||;.» = 1.
En effet, la différence de deux termes consécutifs est de norme égale & un :

n+1 n

D B-) R
i=0 i=0

Ainsi la somme des puissances de R diverge dans ’algebre Fj, .(U).
Lorsque ||R||k, > 1, on vérifie facilement que la somme définissant P~1 diverge dans

= IRy =1
k,r

'algebre de Banach (F,(U), || - ||x,») par des arguments similaires au cas || Ry, = 1.
On en déduit finalement que ||R||;, < 1. L'implication directe de la proposition est
donc démontrée. O

4.2 Les microlocalisés F ,

On introduit dans cette partie le faisceau Fu, - limite projective sur k > r des faisceaux
Tk, pour 7 > 1 fixé. On détermine ensuite les opérateurs différentiels de Dy oo (U) inver-
sibles dans le microlocalisé Foo(U). Contrairement a ce qu'il se passe pour les K-algébres
Trr(U), les éléments de Dy o (U) N (Foo(U))™ seront des opérateurs finis. Leurs coefficients
dominants devront toujours étre inversibles. Il faudra de plus demander certaines inégalités
entre les normes des coefficients.

Définition et structure

Pour 'instant r est un entier fixé supposé supérieur ou égale a un et k désigne toujours
un entier plus grand que r. On rappelle que tout élément S de Fj, . (U) s’écrit uniquement
sous la forme

S = Z an - (W)™ + Z anp - (W'0)" avec a, — 0

n—+oo
0<n<oo —oo<n<0

Les morphismes de transition e, : Fpy1,(U) — Fi,(U) sont injectifs et vérifient
llekr (S)kr < IIS]k+1,-- On note Fyp1, — Fpr le morphisme de faisceaux de K-algebres
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induit localement par les inclusions ey, : Fyp1,(U) — F,(U). La limite projective des
faisceaux JF}, , définit un faisceau de K-algebres sur I'espace topologique sous-jacent a X.
Définition 4.27. On pose T, = @§k7r.
k>r
On a
Foor (U) = hm Ty, (U) = () Foor (V)
k>r k>r

C’est une K-algebre contenant l'algébre de Fréchet-Stein Dy oo(U). La proposition @24
montre que Foo »(U) est elle aussi une algébre de Fréchet-Stein. La proposition suivante
résume les principales propriétés du faisceau Foo .

Proposition 4.28.

1. T, est une algebre de Frechet-Stein dont la topologie est induite localement par les
normes || - ||, des algébres Fy (U) ;

2. Foor(U) = @kzr Fer(U) = mkzr Fier(U) ;

3. Fopr(U) =4 P+ Z an - (WO)": P€Dxo(U), an € OxoU) tq lim a, =0
n——oo
—oo<n<0
L’algébre Foo (U) contient I’algébre des opérateurs différentiels Dx o (U). Cette inclu-
sion correspond au morphisme continu Dy oo (U) < Foo »(U) induit par passage a la limite
projective sur k dans les diagrammes commutatifs de K-algébres topologiques

—~

(0)
Dxkt10

Fry1,(U) T}, (U)

Eléments de Dx ,(U) inversibles dans J,(U)

Soit P = ZZZO ay - 0™ un opérateur différentiel fini d’ordre d de Dx o (U). Pour k assez
grand, Ni(P) = ng(P) = d d’aprés la preuve du lemme Ainsi, P est inversible dans
Er(U) si et seulement si son coefficient dominant aq est inversible dans Ox o(U). On déduit
de la proposition que P est inversible dans J, ,(U) si de plus

Vne{0,...,d—1}, |a| < |ag| - p"@™

Cette condition ne dépendant pas de k, on peut expliciter les opérateurs différentiels finis
de Dx o0(U) inversibles dans le microlocalisé Foo (U) : un opérateur P = ZZZO ap - 0" de
Dx oo (U) fini d’ordre d appartient & Foo ,(U)* si et seulement si
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L. ag € Oxo(U)",
2. Vne{0,...,d—1}, |an| < |aq| - p"@=".
Cette condition est vérifiée par exemple pour les opérateurs dominants : |a,| < |ag| pour

tout entier n € {0, ...,d}. Réciproquement, on va démontrer que tout opérateur différentiel
de Dy o (U) inversible dans le microlocalisé Fo - (U) est de cette forme.

Soit maintenant P = > "> ja, - 0" un opérateur infini de Dy (V). Il n’est pas vrai
en général qu’a partir d’un certain niveau de congruence k, N(P) = 7y (P). Autrement
dit, P n’est pas forcément inversible dans € (U) pour k suffisamment grand dés que son
coefficient d’ordre Ny (P) est inversible.

Exemple 4.29.
1. Soit P = [],5(1 = w"d) € Dy oo(U). Alors Ny(P) = k et T (P) = k — 1 pour tout
entier naturel k.
2. Soit P =3 5 w9 € Dx.oo(U). On a Ni(P) = my(P) = k/2 si k est paire.
Sinon, Ny (P) = &L et 7y (P) = 552,

Cependant, on dispose de morphismes de transition injectifs Fy11,(U) — F - (U). Si
P est inversible dans Jj,(U), alors P est inversible dans JF,(U) pour tout entier ¢ €
{0,...,k}. Ainsi, ou bien P est inversible dans tous les JFj ,(U), ou bien P n’est plus
inversible dans les Fj ,(U) a partir d’un certain niveau de congruence k. Puisque F ,(U)
est une sous-algebre de € (U), les deux opérateurs de 'exemple ne sont pas inversibles
dans Fy ,(U) quelque soit le niveau de congruence k > .

Soit P =) cny@n - 0" un élément de Dy oo(U) inversible dans T (U). Alors P est
inversible dans tous les Fy, -(U) et tous les €, (U). Une condition nécessaire est donc d’avoir
Ni(P) = mp(P) pour tout entier k& € N. Par exemple, les deux opérateurs de I’exemple
ne sont pas inversibles dans F (U). De plus, on rappelle que P est inversible dans
algebre Fy..(U) si pour tout n € {0,...,Ng(P) — 1}, |an| < lax, (P CprWNk(P)=n) - On
s'intéresse donc aux opérateurs P = >">° ja, - 9" de Dy oo(U) vérifiant la condition

dy = Nk(f) = ﬁk(f) et Vn € {07 cee 7dk - 1}7 |an| < |adk| .pr(dk—n) (2)

On démontre dans ce qui suit que si P vérifie cette condition pour tout entier naturel
k, alors P est un opérateur différentiel fini. Les éléments de Dy o (U) inversibles dans le
microlocalisé Fu (U) seront donc des opérateurs finis.

On pose U = Spf A’ et A = A’ ®y K. C’est une K-agebre affinoide. La norme spectrale
|| sur A est multiplicative puisque X est connexe et lisse, donc intégre. On fixe une cloture
algébrique K de K. Elle est munie d’une valuation, extension de la valuation de K, que
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'on note encore v. Soit P =" _nay-0" € Dy o (U). Les coefficients a,, sont des éléments
de A vérifiant la condition de convergence :

Yu eR, lim ap-w ¥ =0
n—oo

Pour tout u € v(K), on pose
|P|,, = max |ag - w ™|
leN

Nu(P) =max{neN:|a, -w™"| = |P|,}
Mu(P) =min{n € N:|a, -w™"| = |P|,}
Lorsque u = k € N, on retrouve les fonctions définies précédemment. La norme spectrale

| - | est & valeurs dans |K|. Pour toute fonction a de Ox g(U), on note v(a) 1'élément u de
v(K) pour lequel |a| = |w|7H.

Définition 4.30. Soit P =3} _yan - 0" € Dx oo(U). On définit son polygone de Newton
comme étant I’enveloppe convexe des points A, = (n,v(ay)) de R2. Les pentes des segments

du polygone de Newton de P sont des éléments de v(K).

La figure suivante représente graphiquement le polygone de Newton d’un opérateur P.
Les pentes sont écrites en bleu.
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valuation

coeflicient

Polygone de Newton de P =) _a, 0" € Dy (U)

Si P est un opérateur différentiel fini, alors son polygone de Newton n’a qu'un nombre
fini de pentes. Dans le cas contraire, la suite des pentes (rangée dans l'ordre des indices des
coefficients) est strictement croissante et diverge vers +oco. La proposition suivante montre
que les pentes du polygone de Newton sont étroitement liées aux fonctions N et @ de P.

Proposition 4.31. Soit P =3 _yan-0" € Dx oo(U) et p € v(K).
1. Si p n'est pas une pente du polygone de Newton de P, alors N, (P) =mn,(P).
2. Si p est une pente du polygone de Newton de P, alors m,,(P) < NH(P).

Démonstration. On suppose tout d’abord que p n’est pas une pente du polygone de New-
ton de P. La suite (|a,| - p*"), converge vers zéro. La condition N,(P) = 7, (P) signifie
exactement qu’elle admet un unique élément maximal. On suppose qu’il existe deux indices
J < j tels que

[Pl = max{la] - p"} = lai] -9 = lag| -7 (3)
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On note a la valuation commune des éléments a; - w™ ™ et a; -w™H . Les points A; et
A; appartiennent a la méme droite d’équation Y = p- X 4 . L’égalité B signifie que o
minimalise la valuation des termes a, - w™*". La minimalité de a implique que [4;, A;] est
un c6té du polygone de Newton de P. Mais ce segment & pour pente p! Cela contredit
I'hypotheése de départ. La suite (Jay|-p*™), a donc un unique élément maximal. Autrement
dit, N, (P) =m,(P).

Soit maintenant p une pente du polygone de Newton de P. Alors le polygone de Newton
admet un segment [A;, A;] de pente p pour deux indices i et j distincts. Les points A;
et A; appartiennent & une méme droite d’équation ¥ = p - X + . Cela se traduit par
|a;| - p** = |aj| - pJ = |P|, au niveau des normes. En particulier, 1, (P) < N ,(P). O

La condition [2] pour un niveau de congruence k > r fixé a d’importantes conséquences
sur les valeurs possibles des pentes du polygone de Newton de P. La proposition suivante
les résume.

Proposition 4.32. Soit P = ) ya, - 0" € Dy oo(U). Si P vérifie la condition [@ pour
un certain niveau de congruence k > r, alors le polygone de Newton de P n’admet pas de
pente appartenant au segment [r, k].

Démonstration. Soit u une pente du polygone de Newton de P appartenant & l'intervalle
[r,k]. On sait d’aprés la proposition 31l qu’il existe deux indices distincts n < m tels
que |Pl, = |an| - p*™" = |am| - p*™. On suppose m maximal. L’hypothése 2 implique que
Ni(P) = mi(P). On note dj cet entier. Le lemme nous assure que m < dj. Par
maximalité de m, on a |ay,| - p*™ > |ag, | - p*¥. On en déduit que

lan| = pu(m—N) | > pu(m—n) .pu(dk—m) . |adk| — pu(dk—n) . |adk|

On rappelle que n < m < dg. Le fait que p soit supérieur ou égale & r contredit la seconde
partie de I’hypothése [ :

Vn € {0, Lo dp — 1}, ’an’ < ‘adk’ ,pT(dk—n)

Ainsi, aucune pente du polygone de Newton de P n’appartient au segment [r, k]. U

Lorsque P vérifie 'hypothése Bl pour tout entier naturel k > r, on en déduit que P est
un opérateur différentiel fini.

Corollaire 4.33. Soit P =} yan-0" € Dx o (U). Si P vérifie la condition [2 pour tout
entier k > r, alors P est un opérateur fini.

Démonstration. On suppose que P = ">  ay - 0" est un opérateur infini. Alors son poly-
gone de Newton admet une infinité de pentes A\, et la suite (Ay)y est strictement croissante
de limite +o0o. Mais la proposition implique que pour tout entier k > r, il n’y aucune
pente dans le segment [r, k|. Le polygone de Newton de P ne peut donc pas admettre de
pente dans l'intervalle [r, +o00[. La suite des pentes (A\¢), est donc finie et P est un opérateur
fini. O
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Soit P =3 > a,-0" un élément de Dy o (U). Si P est inversible dans le microlocalisé
Foor(U), alors P est inversible dans JFj . (U) pour tout entier & > r. En particulier, P
vérifie la condition [2] pour tout entier naturel k. Le corollaire permet donc de décrire
les ¢éléments de Dx o (U) inversibles au voisinage de x dans F ;.

Proposition 4.34. Soit P € Dx o(U). Alors P est inversible dans Foo (V') pour un ouvert
V C U contenant x si et seulement st

1. P= ZZ:O apn, - 0" dans Dx o (U),
2. aq est inversible dans Ox o(V),
3. Yne{0,...,d -1}, |an| < |aqg| prld=n),

Il ne s’agit pas exactement de la condition d’inversibilité souhaitée. On désire que tout
opérateur fini de Dy o(U) soit inversible dans le microlocalisé dés que son coefficient do-
minant est inversible. La condition 3 de la proposition E.34] contient cependant beaucoup
d’opérateurs : les coefficients a; peuvent étre bien plus grands que a4 pour la norme spec-
trale. On peut les autoriser & étre de plus en plus grands en augmentant r. En considérant
tous les entiers r > 1, la condition 3 donne exactement tous les opérateurs finis dont le
coefficient dominant est inversible.

On montre facilement que Fuo ,(U) C Foo r41(U). On peut alors considérer I’algebre
Foo(U) limite inductive des algébres Foo ,(U). Les morphismes de transition sont simple-
ment les inclusions. Les éléments de Dx o (U) inversibles dans Fo(U) sont exactement les
opérateurs finis dont le coefficient dominant est inversible, sans aucune autre condition sur
les coefficients. Ce critére d’inversibilité est la propriété désirée du microlocalisé discutée en
introduction.

4.3 Le microlocalisé F

Soit toujours U un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’'une coordonnée
locale. On introduit dans cette partie le faisceau de K-algébres F, sur le schéma formel X.
Concrétement, Fo(U) est I'union croissante dénombrable des K-algébres de Fréchet-Stein
Foor(U). Il est clair d’apreés la proposition 34l qu'un opérateur P € Dy o (U) est inversible
dans le microlocalis¢ Foo(U) si et seulement si P est un opérateur différentiel fini dont le
coefficient dominant est inversible.

On rappelle briévement la construction des faisceaux F, avant de définir le micro-
localisé Fo. Pour tous les entiers k > r > 1, I'algébre F}, .(U) est le localisé de 1'algébre

/D\gg)k@(U ) pour la partie multiplicative des puissances de la dérivation 9 et pour les normes

complétes quasi-abéliennes | - |,,...,| - |5 de 5@6@([])- Le microlocalis¢ J, ,(U) est une
K-algébre de Banach munie d’une norme seulement sous-multiplicative || - ||, admettant
DO

x.1,0(U) comme sous-algébre. Tout élément S de Fy - (U) s’écrit uniquement sous la forme
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S =P+ Q avec

P = Zan - (Wr) e 553)13,(@([]) et Q= Z an - (WO tq an = 0
n=0

—00
—oo<n<0
De plus, HSHk,r = maxnel{‘an’}-

Pour tout entier k& > r, on dispose de morphismes de transition Fj4q, — Fi, com-
mutant avec les morphismes Dgg}Hl,Q — Dgg}ﬂ’@. Par définition, Fo , = @kzr Tk Les
algebres Foo »(U) sont des algebres de Frechet-Stein. Tout élément de Fo ,(U) s’écrit uni-
quement sous la forme S = P4+Q avec P € Dy o (U) et Q =Y _ ., ¢ @n-(w"0)" vérifiant
a, — 0. En particulier, I'algébre Fo (U) contient Dy o (U). Les éléments de Dy o (U)

n——oQ

inversibles dans o (U) sont donnés par la proposition 434

On regarde maintenant les liens entre les algébres F}, ,.(U) pour un niveau de congruence
k fixé et r variable. Soit r < 7’ deux entiers strictement positifs et & > r’. On se donne un

élément S de Fy, . (U),

S = Z an - (WFO)™ + Z ap - (W"o)"
n=0

—oo<n<0

P Q

Alors S appartient & F,»(U). En effet, puisque P € 5$)£Q(U) C Fp(U), il suffit de
vérifier que @ est dans Fj,»(U). On a

Q= Z an - (W'O)" = Z A T (W )

—o00<n<0 —o00<n<0

Comme |w|=("=")" — 0, on a bien Q € Ty (U). 1l est clair que

n——oo

[Pl = 1P|k, = max{|an|}
neN

Par ailleurs ||Q||x» = max,<o{|an} et ||Qlk, = max,«g {|an| -p_(’",_r)"}. Ainsi, [|Q||g,» <
1@k et [|S|lkr < [|S]lk,r- Autrement dit, I'inclusion Fy, . (U) < F,,»(U) est 1-lipschtizienne.
Elle est donc continue.

Cependant, la topologie de J} ,/(U) induite sur Jy,(U) par linclusion JFy,.(U) C
Tk (U) ne coincide pas avec la topologie de Fj,(U). En effet, les normes || - ||, et
| - ||k ne définissent pas les mémes séries convergentes pour les éléments de la forme

Z—m§n<0 an - (wra)n.
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En conclusion, F, . (U) est une sous-algeébre de Fy, ,»(U) dés que k > 1’ > r et la topologie
de Jp, - (U) est plus fine que celle de Fy, ,/(U).

Ces inclusions Fy, ,(U) < Fj (U) pour k > r’ > r commutent avec les morphismes de
transition Fyyq ,(U) — Fi(U). Le diagramme suivant est commutatif.

Frt1,(U)———— T3, (U)

:Tk—l—l,r’(U)(—) :Tk‘,r’(U)

En passant a la limite projective sur k dans la catégorie des K-algébres topologiques, on
obtient un morphisme injectif continu de K-algébres Foo (U) — Fog o (U).

Définition 4.35. On pose Foo(U) = lim Foo , (U) = ) Foor (U).
r>1 r>1
C’est une K-algébre contenant toutes les algébres de Fréchet-Stein Foo ,(U) dés que
r>1.81 P € F(U), alors P € Foo (U) pour un certain r € N*. En particulier, P s’écrit
uniquement sous la forme P = ) ., a, - 9" avec |a,|- R" — 0 pour tout réel R > 0
n—o0

et |ay| - p""

o 0. La premiére condition correspond & > _yan - 9" € Dy oo(U). Si
lan|-p™" — 0, alors pour tout R > p" on a |a,|- R~™™ —— 0. On obtient la description
n——oo

n——o00
suivante de Foo (U) :

?OO(U): P+ Z an'anv PGD%7OO(U)7 R >0 tq |an|Rn njmo

—oo<n<0

On munit la K-algébre F,,(U) de la topologie la plus fine pour laquelle les inclusions
Foor(U) = Fo(U) sont continues. Il s’agit de la topologie localement convexe.

Puisque 'algébre F(U) est I'union croissante des algébres Fo »(U), on a
FooU)* = | Foorr (U)*
r>1

Le résultat suivant se déduit de la proposition £34l En effet, 'union sur r des opérateurs
finis de Dx oo (U) vérifiant le point 3 de cette proposition est I’ensemble des opérateurs finis
de D%,M(U)

Proposition 4.36. Un opérateur différentiel P de Dx o (U) est inversible dans le micro-
localisé Foo(U) si et seulement si
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1. P= ZZ:O ay - 0" dans Dy o (U),
2. aq est inversible dans Ox o(U).

Soir 7 > r > 1. Les morphismes injectifs d’algébres Foo ,(U) < Foo (U) induisent
des morphismes de transition Fo, , — F v au niveau des faisceaux. On note F, la limite
inductive de ces morphismes. C’est un préfaisceau de K-algébres sur X dont les sections
sur les ouverts affines U de U sont les algébres F,(U). Puisque X est quasi-compacte et
puisque les morphismes de transition sont localement injectifs, Fo, est un faisceau sur X
d’apres |9, Tag 009F]

Définition 4.37. On définit un faisceau Fo sur X dont les sections sont exactement les
unions croissantes | J,~; Foor(U) en posant

?w = hggjoo,r
r>1

5 Variété caractéristique des modules coadmissibles

On note m : T*X — X le fibré cotangent de X et s : X — T"X la section nulle. Le
morphisme 7 est ouvert. En, effet la propriété d’étre ouvert étant topologique, il suffit de
le vérifier sur la fibre spéciale et de voir que le morphisme 7*X = Spec (SymOx) — X
est ouvert. Ici ©x est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, ©x est un Ox-
module localement libre de rang fini. En particulier, le morphisme T*X — X est plat de
présentation finie. Il est donc ouvert d’aprés |9, Tag 0011].

On associe au faisceau Fy, , défini sur X un faisceau Jj . sur le fibré cotangent T*X de
X de la maniére suivante. Pour tout ouvert V de T*X, on pose

{ (r (V) sV Ns(@) =0

Fer(V) = 552)}6@(%(1/)) si VNs(X)#0

L’image 7(V) de V est bien un ouvert de X puisque le morphisme 7 : T*X — X est
ouvert. D’'une maniére analogue, on construit un J; -module cohérent & partir de tout

/D\geo)k Q—module cohérent. En effet, soit M un @gg L Q—module cohérent et r € {1,...,k}. On

associe a My, le Jj .-module cohérent
My,r = Fror @50 My,
X,k,Q
Si V est un ouvert de T X, on définit un F}  -module cohérent en posant

My (7(V)) st VNs(X)=0

Mip (V) = {Mk(ﬂ'(V)) si VNs(X)#£0
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On note Supp M7 . le support de M7 . en tant que faisceau sur le fibré cotangent 7*X. On
démontre I'inégalité de Bernstein pour le support de M7 . : un 55? )k Q-module My, est non
nul si et seulement si dim Supp(Mj ) > 1.

On considére maintenant un Dx o-module coadmissible M = l'mk M. Pour r fixé,
les modules Mk,r’ admettent des morphismes de transition M, e Mk,r’ 7 +17T—hnealres
induis par les morphismes M1 — M. Le faisceau limite projective M} des modules M,
est un I3, , = l‘Lmkzr Feo r-module coadmissible. Le support du module M coincide avec
la fermeture de 'union croissante des supports des faisceaux M . :

Supp M = U SuppMj . C T*X
k>r

Le Fu -module My vérifie lui aussi I'inégalité de Bernstein. La variété caractéristique de
M est alors définie comme l'intersection pour r > 1 des supports des modules coadmissibles

M.

T

5.1 J;,-module cohérent associé a un @g? )k g-module cohérent

On fixe dans cette partie les entiers k > r > 1. On définit le faisceau JFj, . sur le fibré
cotangent T*X de X de la maniére suivante.

Définition 5.1. Soit V un ouvert de T*X. On pose

. | Fep(m(V)) si VNs(X)=10
FirlV) = {’ﬁg&,@(w(v» si Vs(X)#£0

C’est une K-algeébre de Banach munit d’une norme seulement sous-multiplicative lorsque
VN s(X) = 0 et multiplicative dans le cas ot V' N s(X) # (. On note la norme de F3 (V')
toujours par || - [|x,. Si V N s(X) = 0, il s’agit de la norme de F .(7(V)). Sinon pour
VNs(X)#0, || - ||k est la norme multiplicative | - | de 5;07)]6’(@(71'(‘/)).

On vérifie que F7 , est un préfaisceau sur 7*X. En effet, soient W C V deux ouverts de
T*X. SiV et W n’interceptent pas la section nulle s(X), ou s8’ils I'interceptent tous les deux,
alors les morphismes de restrictions sont respectivement ceux du faisceau 3, ou ceux de

/D\geo,)k,(@- On suppose maintenant que W N s(X) = () mais que V N s(X) # 0. Par définition,

Fh o (W) = Fpo(m(W)) et T, (V) = D) o(m(V))

L’inclusion W C V' implique que 7(W) C (V). Le morphisme de restriction F; (V) —
& (W) est simplement le morphisme composé



)

La condition de recollement est claire puisque Dy o est un sous-faisceau de JFy .. Ainsi,
i définit bien un faisceau sur le fibré cotangent 7*X de X.

70)

On considére maintenant un Dx e Q-module cohérent My. On rappelle que J\?[k,r est le

Tk -module cohérent J\/[k =Tk ®D(°) M.

Définition 5.2. On associe 4 My, le 9’;; T-module cohérent My, . défini localement par

) = {Mm(w(v)) si VNs(X)=0
b Mp(n(V)) st VNs(X)#0

Pour vérifier que M}, . est un faisceau sur 7*X, il suffit de regarder ce qu'il se passe
sur les ouverts dont un seul exactement intercepte la section nulle. Soient W C V' deux
ouverts de T*X tels que W N s(X) = 0 et VN s(X) # 0. Le morphisme de restriction

(W) = My (V) est donné par

1®id

Mi(m(V)) = M(m(W)) =5 My (7(W)) = Fpp(m(W)) @500

M w
x,k,Q(ﬂ(W)) k‘(ﬂ-( ))

Ainsi Mj  est un préfaisceau sur 7*X. La condition de recollement pour ces morphismes de
transition est immédiate. En effet, soient V et W deux ouverts de T*X tels que WNs(X) = 0
et VNs(X) # 0. Alors VN W n’intercepte pas la section nulle. On se donne deux éléments
a € My(w(V)) et b € My, (m(W)) vérifiant ax(vow) = 1 ® a = bjz(vaw) = b. La condition
de recollement est simplement celle de J\N/[;”.

Pour VN s(X) =0, Mj (V) = My (7(V)) est un Fi (V) = Fpp(w(V))-module cohé-
rent. Lorsque V N s(X) # 0, M, (V) = My (7 (V)) est un Fy (V) = 552L7Q(W(V))—module
par hypothése. On en déduit que M,’;m définit bien un 3",’;7T—module cohérent.

Soit My, un D( ) Q—module cohérent. On note Supp My . le support de M;. = en tant que
faisceau sur T*X. C est un fermé de |T*X| d’aprés le lemme suivant pulsque M* o €St un
i - -module cohérent.

Lemme 5.3. Le support Supp M . de M . est un fermé de |T*X]|.

Démonstration. On rappelle que T*X est quasi-compact et que Mj .~ est un 3",’; -module

cohérent. Soit Vi,...,V, un recouvrement ouvert affine fini de T*X tel que Mk v soit un

Z’T,lvi—module de type fini pour tout entier ¢. Il existe des sections eq,...,es € Mkm(Vi)
telles que Mzﬁ’m = 3";;7”% ce1+ -+ ?’t”’l% - es. Comme Supp Fy , = Supp DgE)k 0= =X le

faisceau J7 . est supporté par T*X tout entier. On en déduit que

Supp(Mj,,) N Vi = | J Supp(e;)
j=1
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Le support Supp(e;) d'une section ej de My, . est fermé dans [T™X| d’apres [9, Tag 01AU].
On en déduit que Supp(M; ) NV; est fermé car union finie de fermée. Puisque les V;
recouvrent 7% X, le support SuppJ\/[ &, est une partie fermée de [T*X|. O

Inégalité de Bernstein

Soit My, = /D\geoaf Q /T un @gg L Q—module cohérent, ou Ji est un idéal a gauche cohérent de

Dgeoaf - On commence par redéfinir brievement la variété caractéristique Car(My) C T*X
du module Mj,. On note I} I'ensemble des éléments de Jj, de norme | - |, inférieure ou égale
aun :

T(U) ={P € 3x(U) : |P|, < 1}

C’est un idéal cohérent de /D\geoaf On identifie U & un ouvert affine de la fibre spéciale X de

X. On munit 7*U C T*X du systéme de coordonnées locales (t, &) associé a la coordonnée
étale de U. Soit P =Y >° (ay, - (wk0)™ un élément de I5(U). On associe a P 'élément de
T*U donné par B

o(P) = o(P) = iy, (py - V)

ou g, py € Ox(U) est la réduction modulo w de ag, p). On a o(P) = o(P), ott o(P) est
le symbole principal de P € ( 2 @y k)(U). On appelle encore o(P) le symbole principal de
P il dépend du niveau de congruence k. Avec cette notation, on a

Car(My,) NT*U = {(t,€) € T*U : o(P)(t,€) =0 VP € B2(U)}

On peut relier la variété caractéristique de My, au support de My | en les considérant
comme des parties fermées de |T*X| = |[T*X]|.

Proposition 5.4. Pour tout 5§L Q-module cohérent My, et pour tout entier r € {1,...,k},

Car My, C Supp M, en tant qu ”eépaces topologiques.

Démonstration. On peut supposer X affine et se ramener au cas ou My = Dgeok @/J pour

0)

un idéal cohérent J de /D\gek(@ comme dans la preuve de la proposition 2.9 Dans ce cas,
Jf/[k,r =Fpr/Frr-J, o0t Fy, - T est I'idéal & gauche de Fy,, engendré par J.
On commence par montrer que Car My, et Supp M,’;T coincident au niveau de la section
nulle. Soit U un ouvert affine de X. Alors V = 7~ }(U) intercepte la section nulle. On a
i (V) = M(U) et (M} )6y = (Mg)z pour tout point (z,£) de V. On se restreint a

louvert V quitte & supposer que X = U. On rappelle que J° est 'idéal de Dgs)k constitué

des éléments de J norme | - | inférieure on égale a un. Soit I = J° ®y k la réduction modulo
w de J°. C’est un idéal cohérent de Dx j, = D; )k ®v k. On se donne des éléments Py, ..., Ps
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de 3°(U) tels que o(Py),...,0(Ps) engendrent le gradué grI. Alors P, ..., Ps engendrent
I'idéal J. De plus,

Car(My) = Car(Dx /1) ={(t,§) € T*X : o(P)(t,{) =0 VP eI}
= {(t,f) €eTX: U(Pl)(tvg) == O’(Ps)(t,f) = 0}

On écrit 0(P;) = o(P;) = a;-¢% € gr I(X). La section nulle est une composante irréductible
de la variété caractéristique Car My si et seulement si les ordres dy,...,ds des opérateurs
Py,..., P, sont supérieurs ou égaux & un. Puisque I'idéal gr I est engendré par les monoémes
o(Py),...,0(Ps), I'idéal gr I ne contient pas de terme d’ordre zéro en . On en déduit que
J ne contient pas d’opérateur P vérifiant N (P) = 0. Sinon o(P) serait un élément d’ordre
Np(P) =0en ¢ degr . Les points du support Supp M;T sur la section nulle sont donnés par

le support du module My = 5?2 0 /J vu en tant faisceau sur le schéma formel X. Puisque
tout élément P de I'idéal J(U) vérifie Ni(P) > 1, aucun élément de J n’est inversible dans
Dge%’@ d’aprés le corollaire LI Ainsi, (M}, )(z,0) = (D;O’L’@/J)x # 0 en tout point = de
X = U. Autrement dit, Supp M, = X et le support SuppM;, . contient la section nulle.

Réciproquement, le support du module 553),? @/J n’est pas X = U tout entier si et

seulement si 1'idéal J(U) contient un opérateur P vérifiant Nj(P) = 0. Dans ce cas, le
support du module /D\gg)k@ /3 consiste en un nombre fini de points contenus dans ’ensemble
des zéros du coefficient constant ag de P. Par ailleurs, o(P) = ag est un élément du gradué
grI(U). Donc la variété caractéristique Car(Dy /I) ne contient pas la section nulle. On
vérifie, en raisonnant de maniére analogue & ce que l’on a fait dans le paragraphe précédent,
que la variété caractéristique Car My, intercepte la section nulle exactement en les points
du support du module @g? )k@ /3, autrement dit parmi les zéros du coefficient constant ag
de P.

On regarde maintenant ce qu’il se passe en dehors de la section nulle. Soit V' un ouvert
affine de T*X n’interceptant pas la section nulle. On pose U = w(V) C X. C’est un ouvert
de X. Quitte & restreindre V', on peut supposer que U est affine et que X = U. Avec ces
notations, My (V) = F,(U)/(F,r - J)(U). On reprend les notations de la partie du
microlocalisé L, du faisceau Dy j sur le fibré cotangeant T*X de X.

Soit P € J(U) un opérateur de norme un. On rappelle que P = (P mod w) est inversible
dans le microlocalisé¢ Ly au voisinage d’un point (z,§) € T X = T*X\s(X) si et seulement
si o(P)(x,&) # 0. Cette condition est nécessaire, mais non suffisante, pour que P soit
inversible dans &, au voisinage du point z. En effet cette condition implique seulement
que le coefficient d’indice N (P) de P est inversible dans Oy au voisinage de x. D’aprés la
proposition ELI8 il faut de plus avoir N (P) = 7 (P) pour que P soit inversible dans €
au voisinage de x. Ainsi, si P est non inversible dans L (W) pour tout voisinage ouvert W
du point (z,§) dans T X, alors P est non inversible au voisinage de = dans & et donc a
fortiori dans JFy ..

On se donne un point (z,§) dans Car(My) N Ty X. On rappelle qu'un point (z,§) ap-
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partient & la variété caractéristique Car(My) N T5X si et seulement pour tout opérateur
P de J(U) de norme un, o(P)(z,£) = 0. On en déduit qu'aucun élément P de J(U) n’est
inversible dans & au voisinage du point x. En effet, le coefficient dominant a de tout opé-
rateur P de J(U) s’annule en x puisque le point (z,§) n’appartient pas a la section nulle
du fibré cotangent : £ # 0 et o(P) = a(x) - EN*F) = 0 implique a(z) = 0. D’aprés le
lemme [£T6] 1'idéal & - J de &, engendré par l'idéal J ne contient pas d’élément inversible
au voisinage de z. Autrement dit, Ex(W) - I(W) C Ex(W) pour tout ouvert affine W de
X = U. 1l en découle que l'idéal Fy, - J de Fj, ne contient aucun élément inversible au
voisinage de x dans JF},. Dans le cas contraire, il existerait un voisinage ouvert W de x

pour lequel Fy (W) - T = Fy . (W). Alors
EL(W) - T (W) - IOW) = EX(W) - (W) = Ex(W) - Fpp (W) = E4(W)

Ainsi (W) -I(W) = E(W) et I(W) contiendrait un élément inversible au voisinage de x
d’aprés le lemme Ainsi, aucun élément de l'idéal Jy , - J n’est inversible au voisinage
de z dans F . On en déduit que (Fy,/Fi - I)x # 0 et que (z,€) € SuppMj ... On a donc
montré que Car My, C Supp M, . en dehors de la section nulle. 7 O

Remarque 5.5. Soit My, un D( ) .o module cohérent et r € {1,...,k}. On a démontré
que la variété caractéristique Car(Mk) et que le support Supp(M; T) coincident au niveay
de la section nulle. Cependant, linclusion Car(My) C Supp(J\/[* ) peut étre stricte en
dehors de la section nulle. Cela provient du fait qu’il est plus « dzﬁﬁczle » d’étre inversible
dans le localisé JFy, que dans le localisé Ly, de Dx . Soit par exemple P un opérateur

différentiel infini de Dy o (U). Alors les variétés caractéristiques Car(/ﬁg)af o/ P) sont toutes
de dimension un mais Supp(Mz’r) =T*X pour r et k suffisamment grands (voir [’exemple
5.13).

Puisque X est une courbe, on dispose de I'inégalité de Bernstein pour les D;L -modules
cohérents My, : M, est un module non nul si et seulement si dim Car M, > 1. On fixe dans
la suite un entier » € {1,...,k}. On déduit de la proposition 5.4l que dim(SuppMj ) =
implique dim(Car M) = 1. En effet, il suffit de vérifier que My # 0. Si My = 0, alors
M, = 0 et SuppMj, = (). Autrement dit, si dim(SuppMz’r) = 1, alors M;, est un
Dgeoaf @-module holonome non nul.

Réciproquement, soit M; un @gg L Q—module cohérent non nul. Alors dim(Car M) > 1

et la proposition [5.4l montre que dim(SuppMj, ) > 1. On en déduit I'inégalité de Bernstein
pour les F}. -modules cohérents énoncée dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.6. Un 5913 Q-module cohérent My, est non nul si et seulement si

dim(Supp My, ,.) > 1
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Puisque X est connexe et lisse, X est intégre. En particulier, X est irréductible. Dans
ce cas T*X est aussi irréductible. Comme dim(7*X) = 2, si le support de M . est de
dimension deux, alors Supp M}, = T*X.

Lorsque dim(Supp Mz’r) = 1, la proposition suivante montre que le support de Ml’;r est
une partie conique de T*X constituée de composantes irréductibles verticales et potentiel-

lement d’une composante irréductible horizontale d’équation & = 0.

Proposition 5.7 (inégalité¢ de Bernstein). Soit My un /D\g?)k g-module cohérent non nul. Si

dim(Supp Mzr) = 2, alors Supp M, =T"X. Sinon dim(Sﬁ[;p Mzr) =1 et les composantes
irréductibles du support Supp My, sont toutes de dimension un.

Démonstration. On suppose que dim(SuppMj ) = 1. Comme pour la preuve de la pro-

position 2.9] on peut se ramener au cas ou My = /D\g?)k @/jk avec Ji un idéal cohérent de

/D\geo,)k,(@- On a Jff[k,r = Fbr/Frr - Ig, o0t Ty - Jp, est l'idéal de Fy , engendré par Jj. On peut

supposer que X = U est affine.

Il a été vu dans la proposition [5.4] que le support Supp M7 . et la variété caractéristique
Car(Mj,) coincident au niveau de la section nulle et que Car(Mk) C Supp M .. Puisque les
composantes irréductibles de Car(Mj},) sont toutes de dimension un, SuppMj . n’a pas de
point isolé sur la section nulle. Il reste a regarder ce qu’il se passe en dehors de la section
nulle.

Soit (z,€) € T*X\s(X). On rappelle que (M )ze) = (My.r)z- En effet, pour tout

voisinage ouvert V' suffisamment petit de (x,£) dans T*X, on a MZW\V = ?kﬂ“\v/jk\v' On

en déduit que si (J\N/[kr)x # 0, alors le support du module M7 . contient la droite verticale
passant par z sauf potentiellement le point sur la section nulle. 11 faut donc élucider ce qu’il
se passe au niveau de la section nulle. Si le support de Mj; . contient la section nulle, il n’y
a rien a montrer. Dans ce cas le support Supp M7, consiste en une composante horizontale
d’équation £ = 0 et en un nombre fini de composémtes verticales.

On suppose maintenant que la section nulle n’est pas une composante irréductible du
support Supp My, .. Il faut montrer que si (Mz’r)(x,g) = (Mk,r):v = 0 pour tout £ # 0, alors
(M5 ) (@,0) = (M) # 0. Autrement dit, il faut prouver qu’aucun élément P de Jx(U), pour

U un voisinage ouvert affine de x dans X, n’est inversible au voisinage de x dans 55? )k o Si
Nj(P) > 1, alors le corollaire E.T9 montre que P n’est jamais inversible au voisinage de x
dans Dgg)k,@. Néanmoins, on a vu dans la preuve de la proposition 5.4l que I (U) contient

des éléments P vérifiants Nj(P) = 0 lorsque la section nulle n’est pas une composante
irréductible. Soit P un tel élément. L’hypothese (M )¢ = (My.r)e # 0 implique que
le coefficient constant ag de P s’annule en x. Autrement P serait inversible au voisinage
de tout point (x,£) # (¢,0) dans JF}, d’aprés la proposition puisque Ni(P) = 0
implique 7, (P) = 0 et puisque ag serait inversible au voisinage de x. Ceci impliquerait que

(M ) @e) = M)z = 0. Ainsi, aucun élément P de Jx(U) vérifiant Ni(P) = 0 nest
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inversible au voisinage de x. On en déduit que (My), # 0. Le support du module Mj, .
contient donc la droite verticale d’abscisse . O

5.2 J7 ,-module coadmissible associé & un Dy -module coadmissible

On va maintenant associer a tout Dy -module coadmissible M un F7, ,-module coad-
missible M7, ou FZ, ;. est la limite projective sur k des faisceaux d’algébres 7 . Le module
M est simplement la limite projective sur k des CF,’;’T,—modules cohérents Mzr L’inégalité
de Bernstein pour le support Supp M7 découle directement des inégalités de Bernstein pour
les 3",’;7r—modules cohérents M,’;m.

s *
Le faisceau J7 ,

On considére les morphismes de transition 7, 1 J; , induis localement sur les
ouverts par U'inclusion Fy 41 ,(7(V)) = Fy . (7(V)) lorsque V ﬂ s(%) = 0 et par I'inclusion
Dgeoafﬂ om(V)) = Dgeoaf o(m(V)) dans le cas ot VN s(X) # 0. Comme pour Foo -, on définit
le faisceau F%,r comme la limite projective sur k > r des faisceaux 3 . On déduit de la

proposition @24l et du corollaire 2.2.20 de [6] que les morphismes de transmon Iy 1 EFZ
sont plats & gauche et a droite.

Définition 5.8. On pose T, Lk» T

On vérifie que I, . est un faisceau sur le fibré cotangent 7*X défini localement par les
algeébres de Fréchet-Stein Foo . (U) et Dy oo (U) :

)= {?oo,r(w(V)) si VNs(X) =0
oo Dxoo(m(V)) si VNs(X)#0

)

Les J ,-modules 3\7[00,7«

On se donne maintenant un Dy -module coadmissible M = l&lk M. Pour tout k > r,
on rappelle que B
Mi,r = Fror @50 My,
X,k,Q

C’est un Jj ,-module cohérent. On note g le morphisme de transition M1 — My et
ity ¢ Tpt1,r — g, le morphisme donné localement par l'inclusion de JFy4q,(U) dans
Frr(U). On considére le morphisme de transition gy, = ix, ® gi : Mk-l-lﬂ‘ — Mk,r. Il est
Fk+1,,-linéaire. Pour ces morphismes de transition, on pose

J\'/[oo,r’ = @ Mk,r
k>r
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Proposition 5.9. On a Jf/[k,r ~ Frr ®Fppy, Mk+1,r. Autrement dit, Jf/[oo,r est un Foo -
module coadmissible.

)

Démonstration. L’algébres Fp, . (U) est naturellement un @ggkﬂ o(U)-module via la com-

position des morphismes d’algébres @(%0)19—1—1 oU) = 59,6 oU) = T (U). Ainsi, Ty, est

un 5gg)lc+17(@—module. On dispose de 'isomorphisme suivant de 5gg)lg+l7(@—modules :

Fr,r OFp i1, Mit1,r = Fpor OF 1,0 Frt1,r ®5 Q M1

©
X,k+1,
>~ Fir D500 M4

X,k+1,Q

(0)

La structure de Jj ,-modules prolonge celle de /D\x [ Q-modules. Cet isomorphisme est

donc un isomorphisme de J ,-modules. Comme /D\;OL 0 %95

) . My, 11 >~ Mg, on obtient

(0)
X,k+1,

~(0)
Tier @00 M1 >~ Frr ®=0) D' R My
T Dy k10 - T T Di ke  TRQTD 0 +

(0)

X,k+1,

=~ g’k,r ®5(0) Mk = Mk,r
X,k,Q

en tant que /D\g?)k Q—modules. Puisque la structure de F ,-modules étend celle de /D\gg 3& o

modules, c’est aussi un isomorphisme de Jj ,-modules. On obtient donc l'isomorphisme
souhaité de F, .-modules :

Frer @F i1, Mir10 2= My
O

On note Supp Mk,r le support de J\N/[;” comme faisceau sur le schéma formel X. Puisque
My, est un Jj ,-module cohérent, il s’agit d'un fermé de X. Soit y € X, I'isomorphisme
Mi,r =~ Fgr @, ,, , Mg11,r induit un isomorphisme

Mir)y ~ (Far)y @51y, Mistr)y

En particulier, Supp Jf/[k,r C Supp Mk+1,r. On note Supp J\N/EOOW le support de J\N/EOOW en tant
que faisceau sur le schéma X.

Lemme 5.10. Le support de Jf/[oo,r coincide avec la fermeture de ['union croissante des
supports des My, :

Supp J\7[00,7* = U Supp Mk,r
k>r

Démonstration. Soit x € X. On montre que (Moom)x =% 0 si et seulement si (J\N/Ekr)x #£0
pour k suffisamment grand. L’égalité des supports s’obtient ensuite en prenant la fermeture.
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Il est clair que (J\N/[oo,r)x Z# 0 implique (M,’;T)x = 0 pour k suffisamment grand. Comme Moom

est un module coadmissible, on a M}, . ~ Fp 11, @5, Mo, [l en découle que

(Mz,r)m ~ (Frt1,r)a O (Foo )z (Moo,r)m

On en déduit que (M), = 0 implique (Mj ), = 0. On a donc démontré 1'équivalence
souhaitée. O

Exemple 5.11. On suppose que la courbe formelle X est affine munie d’une coordonnée
locale. Soit P un opérateur de Dy o (X) et M = Dy o /P. C’est un Dy o-module coadmis-

sible. On a My, = T /P et Moor = Foor/P.

1. Si P est un opérateur infini, alors P n’est jamais inversible dans F ,(X) d’apres
la proposition B34l Ceci implique que P n’est pas inversible dans J ,(X) pour k
suffisamment grand. Ainsi, Supp F /P = X pour k assez grand. On en déduit que
Supp 3\7[00,,, = X.

Prenons par exemple P = [[,~1(1 — ap - w™ - 0) € Dx (X) avec a, € Ox(X) de
norme un. Alors P s’écrit N

P=1+ Zﬁn . wn(n+l)/2 O =1+ Zﬁn . wn((n+l)/2—k) . (wka)n
n=1 n=1

avec B, = €p @y ...an +ay ol g, € VX et oy < 1. On a donce |B,| = 1. On observe
que N(P) = ng(P) = k. De plus, pour que P soit inversible dans Fy ,(X), on doit
avoir (proposition F26]) :

Vn € {07 ok — 1}7 ’w‘n((n+1)/2—k) . p(k—r)(k—n) < ’w‘k((k+1)/2—k)

Cette condition se réécrit

k(k+1) n(n+1)

Vn € {0,...,k—1}, 5 - 5 +rn—k)<0
Pour n = 0, on obtient @ —rk < 0. Ce n’est possible que pour % < r. Ainsi

dés que k est supérieur ou égale a 2r — 1, P n’est jamais inversible dans Fj, .(X) et
Supp I/ P = X.

2. On suppose maintenant que P = ZZ:O ay, - O™ est un opérateur fini d’ordre d. Pour
k suffisamment grand, disons k > kg, Ny (P) = d. Pour r assez grand, disons 7 > ro,
et pour k > k{, = max{ko,ro}, P vérifie la condition 3 de la proposition E.20] :

Ve {0,....,d—1}, |an|-p" "™ < |ag|

Ainsi pour tout k > k{, et pour tout r > rqg, P est inversible dans F} , au voisinage
de x si et seulement si son coefficient dominant a4 est inversible au voisinage de x
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(proposition 26]). Dans ce cas, Supp M;W = V(aq). On en déduit que Supp J\N/EOOW =
V(aq) pour tout entier r > rg.

Pour les autres valeurs de r, P n’est jamais inversible. Donc Supp J\NMw = X pour
tout k dés que r < rg en prenant 7o minimal. Ainsi, Supp J\N/EOOW = X pour r < rg.

Le 37, ,-module M;

On considere toujours un Dy -module coadmissible M = gnk M. Pour k> r > 1, les

morphismes de transition J\N/[;HLT — J\N/[;” et 5g?,)k +1.0 553 )k,Q induisent des morphismes
de transition M, — M . On définit maintenant un F%, ,-module M7 & partir de M
en prenant la limite projective sur k des 37 -modules cohérents Mj, . Ce module va étre
coadmissible. 7 7

Définition 5.12. On pose M = r&lkzr M-

Le %, ,-module M}, = est caractérisé localement sur les ouverts V' de T*X par

NE(V) = Moo (m(V)) si. VNs(X) =10

M(7(V)) si VNs(X)#0
Comme 3\7[00,,, est un JF ~-module coadmissible et comme M est un Dy -module coad-
missible, M7 est un FZ, ,-module coadmissible.

Remarque 5.13. Soient M et N deuz Dx oo-modules coadmissibles. S’il existe un entier
r > 1 tel que M = N¥, alors M = N. En effet, pour tout ouvert V de T*X interceptant la
section nulle, on a par hypothése M:(m(V)) = M(w(V)) = Ni(w(V)) = N(w(V')). Puisque
les ouverts (V') recouvrent X, on en déduit bien légalité M = N. Ainsi M = N si et
seulement My = N;.

On a vu que la suite des supports (Supp MkT) k>r est croissante. On montre de maniére
analogue que la suite des supports (SuppMy)r>1 est elle aussi croissante. On en déduit
que la suite des supports des modules M . est croissante. Soit Supp M le support de M
en tant que faisceau sur le fibré cotangean"c T*X. On démontre exactement comme dans le
lemme [5.10] le résultat suivant.

Lemme 5.14. Le support de N est égal a la fermeture de [’union croissante des supports
des modules M7, . :
Supp M = U SuppMj, . C T*X
k>r
Lorsque M est un Dy -module coadmissible non nul, les supports Supp M} sont des

parties fermées coniques de 7*X. On en déduit que Supp M est une aussi une partie fermée
conique de T*X.
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Exemple 5.15. On suppose que X = U est affine. On rappelle que T*X et T*X ont
le méme espace topologique. On note (¢,&) les coordonnées locales de T*X associées a la
coordonnée étale de X = U. Soit P € Dy (V). On considere le Dy -module coadmissible

M = Dy oo/ P = lim, My, avec My, = DY) o/ P.
On a Mk,r = Fp»/P. Soit V un ouvert de T*X. Si V N s(X) = 0, alors M;r(V) =
Fkr(m(V))/P. Sinon lorsque V' N s(X) # 0, My (V) = My (7(V)) = @;O)k om(V))/P.

1. On suppose tout d’abord que P = ZZ:O ay, - O™ est un opérateur fini d’ordre d. Pour
k assez grand, N(P) = d. A partir de ce rang la et pour r suffisamment grand, le
support Supp M;r de MZ’T coincide avec la variété caractéristique de @gg L,Q /P. En
effet, pour r et k assez grand, le support de M;T est donné par

£
%
t
1 |0 T2 T Ts
Supp M, .
Ici x4, ..., 25 sont les zéros du coefficient dominant ag de P. Ce support admet la

section nulle comme composante irréductible si et seulement si d > 0.

Soit (z,§) € T*X. Si (z,§) € s(X), alors (M, ) (ze) = (D(Ok o/P)z- Sid >0, alors
7O

P n’est jamais inversible dans Dy o au voisinage de x. En effet, pour que P soit
inversible dans /D\;OL > une condition nécessaire est d’avoir Ni(P) = 0 d’aprés le
corollaire E.T9. Mais pour k suffisament grand, Ny(P) = d > 0. On en déduit que

(M) () = (D(Ok o/P)z # 0. Autrement dit, le support du module M, . contient
la section nulle. Les variétés caractéristiques Car(/D\geoaf Q /P) la contiennent aussi. Si

d =0, alors P = a est une fonction de Ox g(X). Le support du module @gg}z’@/a est
I'ensemble des zéros de a (en dehors de ces zéros, a est inversible dans Ox g(X)). Dans
ce cas, le support de M}, = coupe la section nulle seulement en les zéros z1,...,
de a. La section nulle n'est donc pas dans le support du module Mz’r. Lorsque
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d = 0, la section nulle n’est pas non plus une composante irréductible des variétés
caractéristiques Car(/ﬁggaf’@ /P) pour k suffisamment grand.

On suppose maintenant que (z,§) € T*X\s(X). Alors (M} ,)(z.¢) = (Fr/P)z- On
a déja vu dans l'exemple 111 que pour r et k assez grands, (Fy,/P), # 0 si et
seulement si x est un zéro du coefficient dominant a4 de P. Le support du module
M}, contient ainsi les droites verticales d’équations x = x;, olt x1,...,x, sont les
zéros de aq, auxquelles on a retiré les points de la section nulle. Mais ces points de
la section nulle sont compris dans le cas traité précédemment.

Les supports SuppMj, . ne dépendent donc plus de k pour £ suffisamment grand
et SuppM; | = Car(?\/[k) en tant qu’espace topologique. On en déduit que pour r
suffisamment grand, le support du module M} est donné par l’ensemble des points
(z,€) € T*X vérifiant aq(x) - €4 = 0.

2. On traite maintenant le cas d’un opérateur différentiel infini P. Pour (z,¢&) € s(X),
on a (My,)ze = (5(}?,)167(@/})):5' La suite (Ng(P))y est croissante et diverge vers
+00. Pour k suffisamment grand P n’est donc pas inversible au voisinage de x dans
5550, L,Q Autrement dit, ( x k 0/ P)e # 0. Ainsi le support du module M}, . contient
la section nulle pour k assez grand Enfin, pour tout point (z, &) € T*%\s( ) et pour
k suffisamment grand, (M}, )¢y = (Fr,r/P)s # 0 d’aprés exemple B.I1l On en
déduit que Supp Mj . = T*X pour k suffisamment grand. Donc si P est infini, alors
SuppM; =T*% quélque soit r € N*.

Inégalité de Bernstein

Soit M = l'mk My, un Dy o-module coadmissible et r un entier supérieur ou égale
a un. Si dim(SuppM}) = 1, alors M # 0. Dans ce cas My # 0 pour k assez grand.
On a donc dim(Supp Mz’r) = 1 pour k suffisamment grand d’aprés le corollaire B.6] car
dim(SuppMj, ) < dim(SuppM]) = 1. On en déduit que les /D\gg)lg@—modules M, sont
holonomes pour k assez grand. En effet, d’apreés la proposition 5.4l Car M, C Supp M,’;m et
donc dim(Car My) < 1.

La réciproque est néanmoins fausse. Les @gg LQ—modules M}, peuvent étre holonomes
pour tout niveau de congruence k, ie dim(Car M) < 1, tout en ayant dim(Supp M) = 2.
C’est le cas par exemple pour M = Dy o, /P dés que P est un opérateur infini de Dy o (U).
En effet, on a vu dans 'exemple B.I5lque Supp M} = T*X. Cependant, d’aprés la proposition
2.5l le Dx ' Q-module cohérent 59)&@ /P est holonome pour tout niveau de congruence k.

On déduit du corollaire I'inégalité de Bernstein pour le support du Fu -module
coadmissible M. On rappelle que son support vérifie I’égalité suivante

Supp M = U Supp Mj, .
k>r
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Proposition 5.16 (inégalité de Bernstein). Soit M un Dx o-module coadmissible. Alors
M est non nul si et seulement si dim(Supp M) > 1.

Le fibré cotangent 7*X de X est noethérien. Ainsi, les supports des JF7  -modules co-
hérents M7 . n’ont qu'un nombre fini de composantes irréductibles. On déduit le résultat
suivant de la proposition (.71

Proposition 5.17. Soit M un Dy -module coadmissible non nul. Si dim(SuppM;) =
2, alors SuppM} = T*X. Sinon dim(SuppM}) = 1 et SuppM} = SuppMj, . pour k
suffisamment grand. En particulier, les composantes irréductibles du support Supp M sont
toutes de dimension un.

Démonstration. Soit M = gnk My, un Dx oo-module coadmissible non nul. Si la dimen-
sion du support SuppM; est deux, alors SuppM; = T*X puisque le fibré cotangent
T*X est irréductible. On suppose maintenant que dim(SuppM?’) = 1. On a alors vu que
dim(SuppMj ) = 1 pour k suffisamment grand. On ne considére maintenant que ces ni-
veaux de Conéruences k. Le support Supp M n’a qu'un nombre fini de composantes irré-
ductibles. Elles sont toutes de dimension un. En effet, si une composante irréductible de
Supp M est réduite & un point point, alors ce point appartient a 1'un des supports Supp Mj, ,.
pour k suffisamment grand. Mais les composantes irréductibles des supports Supp M, . sont
toutes de dimension un d’aprés la proposition 5.7 Comme Supp M}, C Supp M}, le sup-
port Supp M contient cette composante de dimension un. Ainsi ce ﬁoint ne peut étre une
composante irréductible de Supp M.

Les composantes irréductibles des supports Supp Mz’r et du support Supp M sont donc
toutes de dimension un. Pour une raison de dimension, les composantes irréductibles des
Supp M, ,. sont des composantes irréductibles de Supp M. On en déduit que Supp M; =
Supp Mér a partir d’un certain rniveau de congruence k > r. En effet, puisque le support
Supp an’a qu’a nombre fini de composantes irréductibles, les supports sont nécessairement
égaux a partir d’un niveau de congruence k suffisamment grand. O

5.3 J -module associé & un Dy -module coadmissible

Les morphismes de transition Fo, — Fo 41 €t id 1 Dy o — Dx o induisent des
morphismes de transition F5, . — F5 ;. Comme T*X est quasi-compacte et comme les
morphismes de transition F5, . — F, ., sont localement injectifs, la limite inductive
des F7%,, définie un faisceau F5, sur le fibré cotangent T*X. Soit M un Dy -module
coadmissible. Les F7, ,-modules coadmissibles M7 admettent des morphismes de transition
M — M, induit par des morphismes de transition J\N/[OOW — J\N/[oo,H_l et le morphisme

identité id : M — M. On associe alors & M le F% -module M, = ligr>1 M.

Définition 5.18. On définie un faisceau sur T*X par I = 1133":0
r>1
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Pour tout ouvert V' de T*X, on vérifie que

V) = {S:OO(TF(V)) si VNs(X)=0

F7
Dxo(m(V)) st VNs(X)#0

(o)

Soit M = lglk My, un Dx oo-module coadmissible. Pour tout entier £ > 7, on rappelle

que My » = Fpr D50,
Pour k£ > r 4+ 1, on note Jkr ¢ Tkyr — Fgr41 le morphisme induit localement par les

inclusions Fy, ,(U) C Fyr+1(U). Les morphimes

M. et que 3\7[00,,, = @lp Jf/[k,r est un Fu, -module coadmissible.
0 >r

My,

Jke @id : My = T r ®5g€o>k . My = M1 = Frri1 Qg

(0)
X,k,Q

sont JFp, ,-linéaires. Ils commutent avec les morphismes de transition. En effet, le diagramme
suivant commute.

=~ jk,r'®id ~
Mk,r Mk,r-‘,—l
9k,r 9k, r+1
M M
k+1,r o1, ®id k+1,r+1

En passant a la limite projective sur k > r + 1, on obtient un morphisme continu
Foor-linéaire j, : Moo r — Moo r+1. On a

Frr+1 O3, M = Frert1 7, Fior ®5g€o>k . My,

~ Fpr+1 Oz0 Mg

(0)
Dx ko

= Mk,r—i—l

en tant que @gg L Q—modules. Puisque la structure de J}, ,1-modules étend celle de @gg L o

modules, on obtient un isomorphisme de J}, ;4 1-modules
Fhr+1 Oy, M = My i1
On en déduit que Supp Mkﬂn_i_l C Supp J\?[k,r. Donc
Supp Mo, 11 C Supp Moo

On rappelle que Foo = ligr> ) Foo,r- La limite inductive sur 7 des modules 3\7[00,,, pour

les morphismes j, : Moo — Moo r4+1 est un préfaisceau de Foo-modules.
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On considere les morphismes de transition M — M7, induis par les morphismes
Jr t Mooy — Moo py1 et id : M — M. Les inclusions Supp M 41 C Supp M ,» permettent
d’obtenir des inclusions Supp My C Supp M _ ;.

Définition 5.19.
1. On associe un F% -module M5, a M en prenant le faisceautisé du préfaisceau de
) 3 *
Fi.-modules hgrg M.
2. On définit le support de N, comme l’intersection décroissante des supports des
Foo r-modules coadmissibles M. :

Supp M%, = (7] Supp M;;
r>1

Exemple 5.20. On reprend 'exemple : X = U est affine et M = Dy /P pour un
opérateur P € Dy (U). On rappelle que My, , = Fj /P et que Mo, = Foo r/P.

1. Si P est un opérateur infini, alors Supp Jff[oo,r = X pour tout r > 1 d’aprés 'exemple
Ainsi, Supp M}, = T"X.

2. 81 P = Zzzo ap, - 0" est un opérateur fini d’ordre d, alors il existe un rang rq tel
que SuppMs, = V(aq) pour tout r > ry et SuppMeo, = X pour tout r < rg.
Pour r > rqg, ces supports sont I’ensemble des abscisses des composantes irréduc-
tibles des variétés caractéristiques Car (/D\g?)k(@ /P) pour k assez grand. L’exemple
montre que pour r suffisamment grand, le support de M} coincide avec la
variété caractéristique de /D\g)}f’@ /P pour k suffisamment grand. Ainsi, le support
Supp M}, = Ny>1 SuppM; redonne les variétés caractéristiques Car (@gg L,Q/P)
pour k suffisamment grand.

5.4 Variété caractéristique

Soit M = lim, My, un Dx -module coadmissible. On rappelle que la suite des supports
(Supp M%), est décroissante. L’object qui nous intéresse est l'intersection de ces supports.
C’est une partie fermé du fibré cotangeant T*X de X. On définit la variété caractéristique
Car(M) de M comme cette intersection. L’inégalité de Bernstein est vérifiée par cette variété
caractéristique : M # 0 si et seulement si dim Car(M) > 1.

Définition 5.21. Pour tout Dx oo-module coadmissible M, on définit la variété caractéris-
tique de M par
Car(M) = SuppM} = m SuppM; C T*X
r>1
Exemple 5.22. On continue I'exemple On suppose que X = U est affine, que P €
Dxoo(U) et que M = Dy /P = l&lk My, avec My, = 5g?,)k,Q/P'
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1. SiP= ZZ:O an - O™ est un opérateur fini d’ordre d, alors pour k assez grand
CarM = {(t,{) eT*X : ag(x) %= 0} = Car(My)

2. Si P est infini, alors CarM = T*X.

Soit M un Dy -module coadmissible non nul. Si dim(Supp M) = 2 pour tout r > 1,
alors Supp M = T*X et donc Car(M) = T*X. Sinon, dim(SuppM}) = 1 a partir d’un rang
ro et dim Car(M) < 1. On montre dans la proposition suivante que dim Car(M) > 1. Il
s’agit de l'inégalité de Bernstein pour les Dy -modules codamissibles : un Dy o-module
coadmissible M est non nul si et seulement si dim Car(M) > 1.

Proposition 5.23. Soit M = l'mk My, un Dx o-module coadmissible non nul. Il existe un
rang v € N* a4 partir duquel Car(M) = SuppM;. Si dim(Car(M)) = 2, alors Car(M) =
T*X. Sinon, dim(Car(M)) = 1. On rappelle que pour les niveauxr de congruence k > r
suffisamment grands (dépendant de r), Supp M} = Supp M .-

Démonstration. On suppose que dim(SuppM;) = 1 a partir d’un certain rang ro. On ne
considére maintenant que les rangs 7 plus grands que 7. Puisque Supp M, ; C Supp M. et
comme les composantes irréductibles des supports Supp M. sont toutes de dimension un, les
composantes irréductibles de Supp M;,; sont des composantes irréductibles de Supp M.

On suppose que dim (ﬂr>1 SuppMﬁ) = 0. Soit L une composante irréductible de
SuppM;, . Elle est de dimension un. Si L est une composante irréductible de tous les
Supp M, alors L est aussi une composante irréductible de Car(M) = ,~; Supp M. Cela
contredit I’hypothése dim Car(M) = 0. On en déduit que L n’est plus une composante
irréductible des Supp Mj pour r assez grand. Enfin comme le support Supp My, n’a qu'un
nombre fini de composantes irréductibles, aucune composante irréductible de Supp Mj; n’est
une composante irréductible des supports Supp M} pour un rang r suffisamment grand. Il
en découle que dim(Supp M) = 0. Alors M = 0 d’apreés la proposition B.I7l Puisque M # 0,
on en déduit que dim(CarM) = 1 et que les composantes irréductibles de Car M sont les
composantes irréductibles communes a tous les supports Supp M.

Les supports des modules M et la variété caractéristique Car(M) n’ont qu’un nombre
fini de composantes irréductibles. On en déduit que Car(M) = Supp M} & partir d’un certain
rang 7. Enfin, on sait toujours d’aprés la proposition 517 que Supp M = Supp M}, pour
un niveau de congruence k suffisamment grand. ’ O

6 Dx-modules holonomes

On regroupe dans cette section finale les propriétés vérifices par les Dy -modules co-
admissibles holonomes. Un Dy o.-module coadmissible M est appelé holonome si sa variété
caractéristique est de dimension inférieure ou égale & un. De maniére équivalente, M est
holonome si et seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un module
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a connexion intégrable. Cette caractérisation n’est vraie qu’en dimension un. Un tel module
va étre faiblement holonome. On démontre enfin que le dual d’'un module holonome reste
holonome.

6.1 Variété caractéristique

On introduit maintenant la catégorie des Dy -modules holonomes. On démontre que
cette catégorie est abélienne. Elle contient les Dy -modules coadmissibles de la forme
Dx oo/ P pour P un opérateur différentiel fini.

Définition 6.1. Un Dx o-module coadmissible M est dit holonome si dim(Car(M)) < 1.

Soit M un Dx o.-module coadmissible holonome. D’aprés I'inégalité de Bernstein (propo-
sition [£.23]), ou bien M = 0 et Car(M) = (}, ou bien M # 0 et dim Car(M) = 1. Par ailleurs,
siM = @k M., alors les @gg LQ—modules cohérents M, sont tous holonomes a partir d'un
certain niveau de congruence k. En effet, Car M}, C Supp Mj . C Supp M = Car(M) pour
k suffisamment grand. Il en découle que dim(Car M) < 1. 7

Exemple 6.2. D’aprés 'exemple[5.22] le Dy -module coadmissible Dx /P est holonome
si et seulement si P est un opérateur différentiel fini.

On établit dans la suite de cette section que la catégorie des Dx o-modules holonomes

est abélienne. Soit 0 M N vy 0 une suite exacte de Dx oo-modules
coadmissibles. La proposition assure que Car(N) = Car(M) U Car(£). 1l en résulte que
le module N est holonome si et seulement les modules M et £ le sont.

Cette égalité des supports n’est pas immédiate. En effet, bien que le morphisme de

faisceaux /D\g?)k Q Fk,» soit probablement plat a gauche et a droite, il faut se passer du

. . ~(0 ) R .
fait qu’une suite exacte de Dg&f Q—modules cohérents reste exacte aprés tensorisation par

Fi
On n(z‘Ee M = @kMk, N = L&lk N, et £ = @kﬁk. Par définition, My, Ny et L;
sont des Dgg L Q—modules cohérents. La suite exacte précédente induit une suite exacte de

/D\geoaf Q—modules pour tout niveau de congruence k :

0 My, :Nk Ly 0

On rappelle que My, = F Rz0 My, Niw = Trr ®z0 N et Lir=Tkr Q50 Lk
X,k,Q X,k,Q X,k,Q

On dispose alors de la suite exacte suivante de JFj, ,-modules cohérents

Mk,r Nk,r rck r 0

)
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Ainsi, on ne sait pas si la premiere fleche de la suite exacte de Fj  -modules cohérents
b

ko Nier L 0
est injective. On en déduit seulement que
Supp(Nj ) C Supp(Mj, ,.) U Supp(Lj ;)

Ainsi N est holonome dés que M et £ le sont. Il reste & démontrer la réciproque. Pour
cela, on utilise le fait qu'un module coadmissible M est holonome si et seulement si il
existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un module a connexion intégrable, ie
Car(My;) C X. Cette caractérisation des modules holonomes n’est vraie que lorsque X est
de dimension un.

On identifie dans la suite le schéma X avec la section nulle s : X — T*X du fibré
cotangent T*X de X.

Définition 6.3. Soit M un Dx o-module coadmissible. On dit que M est un module a
connexion intégrable si Car(M) C X.

On démontrera dans la section suivante que tout Dy -module a connexion est un Ox g-
module libre de rang fini. La proposition suivante fait le lien entre les modules & connexion
intégrable et les modules holonomes.

Proposition 6.4. Soit M un Dy o-module coadmissible. Alors M est holonome si et seule-
ment si il exviste un ouvert non vide U de X tel que My soit un module a connexion inté-
grable.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que M est holonome. La variété ca-
ractéristique de M a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U
I'ouvert de X obtenu en 6tant & X les abscisses des composantes verticales de Car(M). Par
construction de U, on a Car(M;;) C U. Autrement dit, M;;; est un module & connexion
par définition.

Réciproquement, soit U un ouvert non vide de X tel que M s soit un module a connexion.
Par définition, Car(M;;) C U. Si M n’est pas holonome, alors Car(M) = T*X d’aprés la
proposition [5.23] On aurait alors Car(M;;) = T*U. Cela contredit 'hypothése Car(M;) C
U. On en déduit que M est holonome. O

Soit M = lim My, un module & connexion intégrable : Car(M) C |X| = |X|. D’aprés
'inégalité de Bernstein, ou bien Car(M) = () et M = 0, ou bien Car(M) = |X|. On suppose
que M est non nul. Il existe un rang r > 1 & partir duquel SuppM; = Car(M) = |X]|.
Ainsi pour tout entier k > r, Car(My) C Car(M) = |X|. Puisque M est non nul, les
modules My, sont non nuls pour k assez grand. L’hypothése Car(M) = X implique donc que
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Car(My) = X a partir d’'un niveau de congruence k suffisamment grand. Autrement dit,
il existe un niveau de congruence & partir duquel les modules My, sont tous des modules &
connexion intégrable. On sait alors d’aprés le lemme 3.23 de [4] que My, est localement de
la forme Dgg )k,Q /P, pour P un opérateur différentiel fini unitaire. Cette propriété sert dans
la preuve de la proposition

Proposition 6.5. Soit 0 M N L 0 une suite exacte de Dy o-modules
coadmissibles. Alors Car(N) = Car(M)UCar(L). En particulier, N est holonome si et seule-
ment st M et L le sont aussi.

Démonstration. On note M = l&lk Mg, N = l&lk N et L = 'mk L. Pour k > r, on
rappelle que le lecteur dispose d’une suite exacte de §Z7T—modules cohérents

For Nt Lir 0 (4)
En prenant les supports de ces modules, on obtient I'inclusion

Supp(N, ) C Supp(My, ) U Supp(£Ly ) (5)

On suppose dans un premier temps que les modules M et £ sont tous deux holonomes.
D’aprés la proposition [(5.23] il existe un rang r > 1 pour lequel Car(M) = Supp M,
Car(N) = Supp N et Car(L) = Supp £}. De plus, il existe un niveau de congruence k, > r
tel que Car(M) = SuppM: = SuppMzﬁ, et Car(L) = Suppl} = SuppL,’;m pour tout
entier k > k.. La relation Bl montre que pour tout k > k;,

Supp Ny, C Supp(Mj, ) U Supp(L}, ) = Car(M) U Car(L)

On en déduit que

SuppN; = U SuppNj . C Car(M) U Car(£)
k>r

Il en découle que

Car(N) = ﬂ Supp Ny € Supp Ny C Car(M) U Car(L)
r>1

On obtient donc l'inclusion Car(N) C Car(M) U Car(£). Autrement dit, N est holonome
dés que M et L le sont.

On suppose maintenant que le Dx -module coadmissible N est holonome. Si N = 0,
alors M = £ = 0 et il n’y a rien & faire. On considére que N # 0. On sait d’aprés la
proposition 0.23] que dim Car(N) = 1 et que Car(N) = SuppNj . pour k et r suffisamment
grands. 7

Le support Supp LZ’T est contenu dans la variété caractéristique Supp N,’;J, = Car(N)
toujours d’aprés la suite exacte dl Puisque ces inclusions sont vérifiées pour tous les niveaux
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de congruence k suffisamment grands, on a Supp(£}) C Car(N). Il en découle que Car(£L) C
Supp(LF) C Car(N). Ainsi, la dimension de la variété caractéristique Car(L) est inférieure
ou égales a la dimension de Car(N). Autrement dit, £ est holonome car dim Car(N) = 1.

On note U T'ouvert de X obtenu en retirant les abscisses des composantes verticales de
la variété caractéristique Car(N). On sait d’aprés la proposition que

Car(N|U) cU

On note 7 : T*X — X la projection canonique. Soient toujours r > 1 et k. > r tels que
Car(M) = Supp M} = Supp M, .. Car(£L) = Supp L} = Supp L et Car(N) = Supp N} =
Supp N7 . pour tout entier k > k.. En vertu de la proposition 5.4, on a

Car(Lgjy) C Supp(Ly, ,x-1(1r)) = Car(Lyy) C Car(Njy) C U

Ainsi, pour tout entier k > k., Ly est un module & connexion intégrable. Le lemme 3.23
de |4] implique que localement, sur un voisinage V' C U de tout point donné de U, le module

Ly est de la forme /D\g% o/ Pk pour un certain opérateur Py de 5?3@ (V). On a

. B}
Torsoy (Frivs Liv) = Frppv @500 Ly = Lipjv = Fv/Br
V,k,Q

(0)
V,k,Q
On rappelle que Fy, (V') est une sous-algébre de (V') et que la norme de |- | de E4(V)

est multiplicative. Ainsi I’algébre Fy, (V') est intégre. La multiplication par P dans F (V)
est donc injective. On en déduit que

1
Torsoy (Fprvs L) =0
V,k,Q
En effet, une resolution projective de L k,r|v en tant que Fy . y-module a gauche est donnée
par la suite exacte courte

x P P
0 ?k,r\\/ ?k,r|V - Lk,r|V = ?k,r\V/Pk —0

On obtient finalement la suite exacte courte suivante de Fy ,j;-modules cohérents

0—>J\~/[k,r\U —>Nk,r\U zk,r|U 0

I en résulte que la suite de F7  -modules cohérents

0—=M i) = Ny = Lhfr—ry — 0
est exacte. Autrement dit, Car(N} r\n*l(U)) = Car(Mj, le,l(U)) U Car (L}, le,l(U)). Comme

Car(M)y) = Supp(Mz’r‘ﬂ,l(U)), Car(Lyy) = Supp(Lz’r‘ﬂ,l(U)) et Car(N)yy) = Supp(N;T'rl(U))
pour tout entier k > k., il en découle que

Car(N|yy) = Car(Myy) U Car (L)) C U
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On en déduit que Car(M;) C U et donc M est holonome d’aprés la proposition 6.4l De
plus, I'égalité des variétés caractéristiques sur U implique que les composantes irréduc-
tibles verticales de Car(M) et de Car(£) sont parmi celles de Car(N). Comme ses variétés
caractéristiques coincident au niveau de la section nulle, on obtient I'inclusion

Car(M) U Car(£) C Car(N)

Enfin, puisque M et £ sont holonomes, 'inclusion réciproque est vérifiée. Ainsi, dés que N
est holonome ou dés que £ et M sont holonomes, on a

Car(N) = Car(M) U Car(L)

On a donc démontré que N est holonome si et seulement si M et £ le sont aussi. Si N
n’est pas holonome et si M ou £ n’est pas holonome, alors la proposition [£.23] implique que

Car(N) = T*X = Car(M) U Car(L)

Autrement dit, ’égalité des supports tient dans tous les cas possibles! O

6.2 Propriétés

On rappelle qu'un Dy -module coadmissible M est un module & connexion intégrable
si Car(M) C X. On démontre dans cette partie que les modules a connexion sont des
Ox g-modules libres de rang fini. Enfin, on établit une caractérisation cohomologique des
Dx,00-modules holonomes.

Soit M = lim, M}, un Dy -module a connexion. Il a été vu dans la section précédente
que Car(My) C X pour un niveau de congruence k suffisamment grand. On sait alors,
d’aprés le lemme 3.23 de [4], que chaque M}, est un Ox g-module libre de rang fini. On
démontre que les rangs des Ox g-modules libres M, ne dépendent pas de k. On en déduit
ensuite que M est un Ox g-module libre de rang fini.

Lemme 6.6. Soit M = gnk My, un Dx o-module holonome tel que Car(M) = X. Alors
pour k suffisamment grand, les My, sont des Ox g-modules libres de méme rang fini.

Démonstration. Soit r € N* un rang pour lequel Supp M} = Car(M) = X. On ne considére
maintenant que les niveaux de congruences k > r pour lesquels Car(My) = X. Soit x un
point de X. Quitte & étendre les scalaires par une extension finie de K, on peut supposer
que z est un point x-rationnel. D’apreés le lemme 3.23 de [4], il existe un voisinage ouvert

U}, de x dans X et un opérateur différentiel P, de /D\g)}f’@(Uk) fini dominant tel que MMU ~

/D\g)k) i Q/Pk. Si d, est 'ordre de Py, alors My, est un Ox g-module libre de rang dj,. Il suffit
de montrer que le degré di ne dépend pas de k. Puisque M = @k My, est un Dy o.-module
coadmissible, on a

70) 70)

=~(0)

D ®A(0) /Pk ~ D( /P

U.NU U,.NU +1 U.NU k
kNUgy1,k,Q DUkﬁUk LE1,0 kNUk+1,k+1,Q kNUgy1,k,Q
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Autrement dit,

7O ~ 7(0)

Dy @/ Pett = Dy, o/ B
Le corollaire 2.16 de 4] implique que Ni(Py) = Ni(Pis1). De plus, on sait par le lemme
que Nji1(Pes1) > Ni(Pry1). On en déduit que la suite (Ng(Pg)) est croissante. 11
faut prouver qu’elle est stationnaire.

On suppose par I'absurde que la suite (N (Py)), diverge vers linfini. Soit & > r un

entier tel que dy = Nj(Py) > dg_1 = Np_1(Ps) = Njp_1(Pyx_1). L’hypothése

Supp (M5, jx-1(y)) = Supp ((F5) jx-1 v,/ Pr) € Car (M), ) = Uk

implique que P est inversible dans Fy ,(Ug). Autrement le support du module (Mj, ) x-1(17,)
contiendrait des composantes irréductibles verticales. On écrit P, = Zikzo an - 0", ou a, €
Ox,0(Ug). On rappelle que Py, € (Fi(Ux))* si et seulement si Ny(Py) = nig(Py) = di, et
Vn e {0,....d, — 1}, |an| < |ag,|-p" &
Pour n = dj_1, on obtient
|ag, | < |ag,| A Y

La condition dj_1 < d implique

lag, | > |ag,| - pk=D(dh—di—1)

Comme la suite (N4 (Py)), n’est pas bornée, on peut choisir k > 7+1. Sous cette hypothése,
les deux inégalités précédentes sont incompatibles! On en déduit par I’absurde que la suite
(di) est stationnaire. O

Ce lemme permet d’obtenir I’équivalence suivante : les Dx -modules a connexion in-
tégable sont exactement les Dy -modules coadmissibles qui sont des Ox g-modules libres
de rang fini.

Proposition 6.7. Soit M = l'mk My, un Dx oo -module coadmissible. Alors M est un module
a connexion intégrable si et seulement si M est un Ox g-module libre de rang fini.

Démonstration. On peut se ramener au cas ou X est affine muni d’une coordonnée locale.
On suppose tout d’abord que M est un Ox g-module libre non nul de rang n € N*. Il
existe des sections ey, ..., e, de M(X) telles que M ~ Ox g -e1 @ --- ® Ox - €, en tant
que Ox g-module. Les sections ey, ..., e, engendrent aussi M en tant que Dx .-module :
M >~ Dyxoo-e1+ -+ Dxoo - €. On en déduit que Car(M) C |J, Car(Dx o0 - €;). 11
suffit de montrer que Car(Dx o - €;) C X pour chaque indice i € {1,...,n}. On peut
donc se ramener au cas n = 1 : M est un Ox g-module libre de rang un engendré par une
section e. Puisque M ~ Ox g - e en tant que Ox g-module, la famille {0™ - e}, cy est liée sur
Ox,0(X). Il existe donc un opérateur différentiel unitaire P € Dx oo(X) tel que P-e = 0. En
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particulier, P appartient & I'idéal annulateur de e et M est sous-Dyx oo-module de Dy o,/ P.
On en déduit que Car(M) C Car(Dx oo/P). Comme P est un opérateur fini de coefficient
dominant unitaire, on a Car(Dx o/P) = X. Donc Car(Dx o - €) C X.

Réciproquement, on suppose que M = @k My, est un module & connexion non nul.
D’apreés le lemme [6.0] il existe un entier n € N* et un niveau de congruence ky € N* tels
que M, soit un Ox g-module libre de rang n pour tout niveau de congruence k > k. Alors
M est un Ox g-module libre de rang fini n d’apreés le lemme 4.13 de [4]. O

Soit M = im, My, un Dx o-module a connexion intégrable. On sait par la proposition
que M est un Ox g-module libre de rang fini » € N. Pour £ assez grand, M, est aussi un
Ox,g-module libre de rang r. D’apreés le lemme 3.23 et le corollaire 3.11 de [4], les @;O’LQ—
modules cohérents My n’ont qu'une multiplicité non nulle égale & r. On rappelle le résultat
suivant de la proposition 4.11 de [4] : tout Dx -module & connexion intégrable M est un

Dx,o-module de longueur finie inférieure ou égale au rang rgg ., Q(J\/[).

Soit M = l'mk My, un Dx oo-module coadmissible. Si M est holonome, alors les modules
My, sont holonomes pour k suffisamment grand. En particulier, M est faiblement holonome
d’apreés la proposition B9l Son dual M? est un module faiblement holonome. On montre
maintenant que si M est holonome, alors son dual M¢ reste holonome.

Proposition 6.8. Soit M = lglk My, un Dx oo-module holonome. Alors M est holonome si
et seulement si M est faiblement holonome et si son dual M? est holonome.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si M est holonome, alors son dual M¢ 'est aussi.
L’équivalence énoncée provient ensuite de ’isomorphisme de bidualité. On suppose donc
que M est un module holonome. D’aprés la proposition [6.4] il existe un ouvert non vide U
de X tel que M|y soit un module & connexion. On peut donc supposer que X est affine et
que M est un module a connexion de rang n. Toujours d’aprés la proposition [6.4] on peut
se ramener a4 montrer que M? est aussi un module & connexion. On écrit M = 'mk M.
Comme M est un module & connexion, les modules M}, sont des modules & connexion de
rang n pour k suffisamment grand. Il reste & prouver que

1

—~0 _
Mé = Extgo (M, D;fk,@ ®ox Wx,0

(0)
x,k,Q

est un module & connexion de rang n. D’aprés le lemme 3.23 de [4], on peut se ramener au

cas ou X est affine tel que M, ~ /D\;OL Q /P avec P un opérateur différentiel fini unitaire. Il

suffit de vérifier que M¢ est aussi de la forme 5?2 o/ P! avec P! fini unitaire. On considére

)

la suite exacte courte de 5? % Q-modules cohérents

() xP 75(0)
0——=Dxro— Pxro
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Puisque ExtA(O) (Dg?)k @ /D\g?)k Q) = 0, on obtient la suite exacte courte suivante de 5?3@ o
k Yy Yy

modules & droites en prenant le foncteur Homz o) (o, 5?,6 Q) :
Xk @ vy

=~ 0 P 0
0 —— Hom (M, @;L ) — ?Com(@&i g Dg&f o) — ?Com(@&i g Dg&f 0)

|

8xt%gg)k (Mg, Dy g) — 0

Comme les algebres @gg L,Q(U ) sont intégres et My ~

.‘J—fom(Mk,ﬂge)kQ) = 0. Par ailleurs, fHom(Dg?)kQ, x)k
. ~0) X0 =0 S0

module & droite. Le morphisme %om(DXkQ,D%kQ) — Hom (Dxm@v@xm@) ci dessus

correspond via cette correspondance au morphisme 556)19 Lt 5;)1“@ multiplication a

gauche par P. La suite exacte précédente s’écrit donc

(0) 7O

@;L /P avec P non nul, on a
) =~ 1o en tant que D3y -

Px_ 0
0— DY ’,%Q 2l ’,%Q . ExtA(O) (Jv[k, 9;),6 Q) —=0

On en déduit que ExtA(O) (Mg, Dg?)k o) = Ag?)k o/ P 5?3@ o en tant que /D\g?)k g-module a
X k,Q

droite. On écrit P = Y} _jas - (w*9)t € @g? )kQ(%) On définit son adjoint formel P! par

= Z?:o(—l)g . (wka) - ap. On vérifie alors que

d _ 1 (0) (0 t
Comme P est unitaire d’ordre n, P est aussi unitaire d’ordre n. Ainsi, J\/[g est un module

a connexion de rang n.
Enfin le lemme 4.13 de |4] implique que

d . 1 _1
k k,Q
est un module a connexion de rang n. O
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