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Microlocalisation des modules coadmissibles sur une courbe

formelle

Raoul Hallopeau

Abstract

Let X be a formal smooth quasi-compact curve over a complete discrete valuation
ring V of mixed characteristic (0,p). We consider the sheaves of differential operators
@g?)k o With a congruence level k € N and their projective limit Dx o = = lim @g?)k o

In the first part, we introduce a microlocalisation of the sheaf Dx . In fact, we

construct microlocalisations for the sheaves D;)k @ admitting transition morphisms.

Then we pass to the projective limit. In the second part, we define a characteristic
variety for coadmissible modules as a closed subset of the cotangent space T*X. With
such a characteristic variety, one can introduce a notion of holonomic modules : a
coadmissible module is holonomic if its characteristic variety has dimension less than
or equal to one. At last, we prove that a coadmissible module is holonomic if and only
if it a connection module on some open subset of X.
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Notations

V est un anneau complet de valuation discréte de caractéristique mixte (0, p), d’idéal
maximal m et de corps résiduel k supposé parfait. On note | - | la valeur absolue
normalisée de V, w une uniformisante et K = Frac(V) son corps des fractions.

e X est une courbe sur « lisse connexe quasi-compacte et € X est un point donné.

e X est un V-schéma formel lisse localement de type fini relevant X d’idéal de définition
engendré par I'uniformisante w.

e t est un relévement local sur Ox d’une uniformisante en = (Ox , est un anneau de
valuation discréte puisque X est une courbe). Alors dt est une base de Q%e .- On note
0 la dérivation associée.

e U est un ouvert affine de X contenant x sur lequel on dispose d’un systéme de
coordonnées locales (t, ).

e Soit f € T'(U,0x,0)\{0} et 7 tel que f1 :=w"f € T'(U,0x)\I'(U,m - Ox). On note
Uisy C U Touvert sur lequel J1 est inversible. On remarquera que Uygsy U {z} =
U\{V(f1) — {z}} (on fy est la réduction de f; modulo m) est un ouvert puisque f;
n’a qu'un nombre fini de zéros.

e Sauf mention contraire, les idéaux et les modules considérés seront tous a gauche.

1 Introduction

Nous rappelons d’abord briévement la définition des modules coadmissibles sur un
schéma formel X introduite dans larticle “a] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et
Matthias Strauch. Cette définition fait intervenir des faisceaux cohérents de K-algébres
constituées d’opérateurs différentiels pour différents niveaux de congruence k € N. Plus

(0)

précisément, nous introduisons les faisceaux Dy Q définis localement sur les ouverts af-
vy



fines U de X munis d’une coordonnée locale par

@gﬁk,@(U)z{Zan-(wka)", an € Oxo(U), |an] — 0}
n=0

n—oo

Ces algébres sont complétes pour la topologie w-adique. Nous considérons les morphismes
de transition Dg?)k 110 Dg?)k(@ induits localement par les inclusions Dg?)k 41 Q(U) —
DO ~(0)

3€7k,Q(U)' Nous nous intéressons ensuite au faisceau limite projective Dy o, = l&lk Dy ko
Localement, Dx o (U) est la K-algébre de Fréchet-Stein donnée par

Dy oc(U) = {Z an - 0" : an € Oxq(U) tq Vn >0, nli_)ngoan'n" = 0}
n=0

Un Dx o-modules coadmissibles M est un Dy -module isomorphe & une limite projective

l'&lk My, de @g? )k Q—modules cohérents My, admettant de bonnes propriétés de transition

entre les rangs k et k 4 1.

Dans ||, la variété caractéristique Car(My) d'un @gg LQ—module cohérent My, est intro-
duite comme une sous-variété fermée du fibré cotangent 7% X de la fibre spéciale X de X.
Les @g?’)k@-module holonomes sont définis comme étant les 955?, )ka—modules cohérents M,
dont la variété caractéristique Car(My) est de dimension au plus la dimension de X : le
module My, est holonome si dim(Car(My)) < 1. Lorsque X est une courbe, les modules
holonomes ont de bonnes caractérisations. Ce sont des modules & connexion sur un certain
ouvert de X. De plus, les @;0 ),€7Q—modules cohérents sont exactement les @;0 ),€7Q—modules
cohérents de longueur finie.

L’étape suivante consiste & introduire une bonne catégorie de modules holonomes pour
les Dx o-modules coadmissibles M = l'mk M. Cependant, nous ne pouvons pas le faire di-

rectement & partir des variétés caractéristiques Car(My,) des @g?)k g-modules cohérents M.

En effet, les morphismes de transition D;OL s Dgg L sont triviaux apres réduction modulo
w. Ces morphismes n’induisent donc pas de morphismes intéressants entre les différentes
variétés caractéristiques Car(My).

Nous cherchons alors a définir une variété caractéristique des Dx o-modules coadmis-
sibles directement au niveau du fibré cotangent T#X de X. L’objectif est d’introduire une ca-
tégorie de Dx ~o-modules holonomes. Les Dx o,-modules holonomes devront vérifier la condi-
tion suivante. Soit P € @gg L,Q(U ). Nous aimerions que le module @gg L,Q /P soit holonome
seulement si P est un opérateur différentiel fini. En effet si P n’est pas un opérateur fini,
alors @g?,)k,(@ /P est un module de longueur finie augmentant avec k. De plus @g?,)k,(@ /P est

localement un Ox g-module libre de dimension de plus en plus grande. On ne peut donc pas

espérer avoir de bonnes propriétés de finitudes pour le module Dy /P = l&lk @g?)k Q/P.
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Cependant lorsque P = ZZZO ay, - O™ est un opérateur fini d’ordre d de Dx o(U), ces pro-
blémes n’apparaissent pas. En effet, si (,£) est un systéme de coordonnées locales sur T*U
associée a la coordonnée étale de U, il est possible de vérifier pour &k suffisamment grand
que

Car (@gg;Q/p) ATU = {(t.€) € T*U : o(P)(t, &) = aq(t) - £ = 0}

Ces variétés caractéristiques ne dépendent donc plus de k£ & partir d’'un certain rang k. Si
Z1,...,Ts sont les zéros du coefficient dominant a4 de P, alors la figure suivante donne
Iallure de la variété caractéristique des modules M. La section nulle est une composante

irréductible de ces variétés caractéristiques Car(@geoa,f Q /P) si et seulement si le degré d de
P est supérieur ou égale a un.

§

™U

T 0 T2 T T

Car(DY), o/ P) N T*U

Afin de définir une variété caractéristique pour les Dx o-modules coadmissibles, nous
construisons un microlocalisé Fo, de Dx o vérifiant la condition d’inversibilité suivante. Un
opérateur différentiel P de Dx o (U) est inversible dans Foo(U) si et seulement si

1. P= Zgzo a, - O™ est un opérateur fini d’ordre d de Dx (U),
2. le coeflicient dominant aq de P est inversible dans Ox o(U).

Le critére d’'inversibilté de l'algébre Foo(U) énoncé ci-dessus est l’analogue souhaité
du lemme [2ZI8] pour le faisceau Dx . En effet soit P un opérateur de Dx o(U). Nous
souhaitons que Dy /P soit holonome si et seulement si P est un opérateur fini. Le support
de M = F,/P permet de distinguer les opérateurs infinis des opérateurs finis. Si P est un
opérateur infini, alors SuppMNU = U puisque P n’est jamais inversible (voir la preuve de
la proposition 2.19]). Dans ce cas dim SuppM = 1. Soit maintenant P un opérateur fini de
coefficient dominant ay € Ox (U). D’apres la proposition 219 et le critére d’inversibilité
des éléments de Dx oo(U) dans Foo(U), le support SuppM N U est I'union finie des zéros
de a4 dans U. Ainsi dim SuppM = 0. Les points 1, ..., zs du support SuppMNU sont les



abscisses des composantes irréductibles verticales des variétés caractéristiques des modules
Dgeoj,f’@ /P pour k suffisamment grand.

Dans un premier temps, nous fixons dans la partie 2l le niveau de congruence k € N*,
Le faisceau Dy = @g?,)k ®v k est défini sur la fibre spéciale X de X. Pour tout niveau
de congruence k > 1, les algébres Dx ,(U) ~ Ox(U)[X] sont commutatives isomorphes
4 un anneau de polyndémes. Nous expliquons comment retrouver la variété caractéristique
d’un @g )k’Q—module cohérent My, & partir d'un microlocalisé¢ du faisceau Dx . Ce cas est
élémentaire puisque pour k > 1, les algébres Dx ;(U) sont commutatives. Nous pouvons
donc inverser la dérivation 0y de Dx ;(U) pour construire le microlocalisé. Cet exemple

motive l'introduction du microlocalisé F, du faisceau Dy .

La construction du faisceau d’algébres microlocalisées F, fait intervenir des microloca-
(0)

lisés Jp,, des faisceaux @% %@ bour tous les entiers k > r > 1. Plus précisément, Fy, ,.(U)

est le localisé de l'algebre @g? )kQ(U ) obtenu en inversant la dérivation 0. La K-algebre

@gg)k@(U ) est non commutative et ne vérifie pas les conditions de Ore. Pour inverser la
dérivation, nous utilisons une localisation non commutative construite dans ’annexe de
Particle [9] de Gergely Zéabradi. Les conditions de Ore sont remplacées par la condition
d’étre quasi-abélien. L’algébre (@gL’Q(U ). |- |k) est quasi-abélienne dés que k > 1 : il existe
une constante v €]0, 1] telle que

¥P,Q € DY) o(0), 1PQ - QPly=[P.Qllx <v-|Pli-|Ql

La localisation de |9] ne s’applique pas directement & Dx o(U) puisque ce n’est pas une
algébre de Banach. La construction des microlocalisés J, , est faite dans la partie Bl Nous
démontrerons que les sections du faisceau JFy, . sur I'ouvert U sont

Fer(U) = Z an - (WFO)™ + Z an - (WO, a, — 0

n—+oo
0<n<oc0 —o00<n<0

Les microlocalisés Jj,, admettent des morphismes de transition Fj 1, — F , commutant

avec les morphismes de transition @gg L 110 @gg 3@@' En passant a la limite projective
sur k > r et pour r fixé, nous obtenons un microlocalis¢ Fu,, de Dx o dans lequel la
dérivation est localement inversible. Ces microlocalisés sont introduits dans la partie @l
Nous montrerons que Foo (U) est une K-algébre de Fréchet-Stein pour tout entier r € N*,
De plus, il existe des morphismes naturels injectifs de K-algebres Foo r41(U) = Foo r(U).
L’algébre Foo (U) est simplement la limite inductive des algébres F -(U) pour r > 1.

Enfin & l'aide de ces microlocalisés, nous définissons une variété caractéristique des
Dy 0o-modules coadmissibles en partie [fl Nous nous restreignons au cas d’'une courbe for-
melle X afin de démontrer I'inégalité de Bernstein pour les Dy -modules coadmissibles.



La preuve ne fonctionne qu’en dimension un. Cependant la construction des microlocalisés
s’adapte & toute dimension supérieure. Le seul point plus délicat consistera & déterminer les
éléments inversibles du microlocalisé. Un Dy -module coadmissible est appelé holonome
si sa variété caractéristique est de dimension au plus un. Nous démontrons que tout module
holonome est un module & connexion sur un certain ouvert de X.

Avec nos hypothéses, les modules coadmissibles forment une catégorie abélienne équi-
valente a la catégorie des modules coadmissibles introduite dans larticle [2] de K. Ardakov
et S. Wadsley d’aprés la proposition 3.2.5 de [6]. Ainsi, ce travail permet de définir une
notion d’holonomie dans le cas des courbes analytiques rigides. Nous prévoyons dans un fu-
tur proche d’étudier les liens entre notre définition d’holonomie et la définition d’holonomie
faible introduite par Ardakov-Bose-Wadsley dans l'article |1].

2 Variété caractéristique des @g?)k g-modules cohérents

Cette partie est indépendante du reste. Elle permet de comprendre l'intérét du microlo-
calisé et de voir son lien avec la variété caractéristique. On construit ici un microlocalisé du

) (0)

faisceau Dx j, = Dggk ®v k permettant de retrouver la variété caractéristique des @32 %.Q"
modules cohérents en dehors de la section nulle. Il s’agit du cas le plus simple dans lequel
on peut construire un microlocalisé. En effet pour un niveau de congruence k > 1, lal-
geébre Dx 1 (U) est commutative : on peut appliquer les constructions classiques d’algébre
commutative pour localiser la s-algébre Dy ,(U). On redéfinit tout d’abord briévement la

(0)

variété caractéristique des Dy Q-modules cohérents.

2.1 Variété caractéristique

On commence par rappeler briévement la définition du faisceau @g&’@ des opérateurs
différentiels sur lequel on travaille. On peut consulter la seconde partie de I'article [6] de
Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch et le document |5] pour plus de
détails. On désigne par U un ouvert affine contenant z sur lequel on dispose d’un systéme
de coordonnées locales (¢, 0).

)

. 0 , . . 0
Le faisceau DgE . est défini comme un sous-faisceau de DgE

k € N appelé niveau de congruence. Le cas kK = 0 donne Dg?). Localement, DggL(U) est la

)

dépendant d’un paramétre

V-algébre engendrée par Ox(U) et par la dérivation w*d. Plus précisément,

DO =4 D an- (W), an € 0x(U)

0<n<oo



0)

On peut aussi voir @gj . comme le Oy-module libre de base les puissances de wko

@5}?,@ =Pov

neN

Soit @;O)k = 1&11 (Dg?)k/w”l@;o)k) le complété w-adique de @;)k @g?)k Q= @g?)k@)vK.

On dispose de la description locale suivante :

= {Z an, (wkﬁ)", an € 0x(U) tq |an| j 0}
n=0

Il est démontré dans [6] que toutes ces algébres sont noetheriennes et que les faisceaux
associés sont cohérents. Pour k' > k, il est clair que D;OL,(U ) C D;OL(U ). En particulier,

Dgeoaf o(U) est une sous-algeébre de l'algebre des opérateurs différentiels @geo) (U) = @geo,)o(U ).
On munit cette algébre d’une norme multiplicative |-|;. On montre dans la section suivante

que l'algebre (@;O’LQ(U),] - |k) est quasi-abélienne.

On note Dx j, = @g?)k ®v K la réduction modulo w du faisceau @gg )k On rappelle que
X et X ont le méme espace topologique ; on identifie U & un ouvert affine de X. Soi J; est
I'image de w*0 dans D Xk, alors

Dxi(U) = P Ox (V)

neN

Lorsque k > 1, l'algébre Dx 1 (U) est commutative puisque 1’algébre (@;O’LQ(U),] - k) est
quasi-abélienne. Ces propriétés ne sont pas vraies lorsque k = 0. Par exemple [0,t] = 1
dans Dgg)(U) et dans Dx (U) = @geo)(U) ®v K.
On munit Dy j de la filtration croissante donnée localement par I'ordre des opérateurs
différentiels :
vm e N, Fil™(Dyy) = @ Op - O

0<n<m

On note gr Dx » = P, ,cn &6m Dx i le gradué associé et & I'image de 0y dans gri(Dy).
Localement, gr(Dy ) ~ Oyl est un anneau de polynoémes en une variable sur Oy. En
particulier le fibré cotangent 7*X de X est isomorphe & Spec gr(Dx i) en tant que s-
schéma. On identifie ces deux schémas dans la suite. On note 7 : T*X — X la projection
canonique.

Soit P = Zgzo ap - Of un élément de Dx ;,(U) d’ordre d. On lui associe un élément du
gradué gr Dy ,(U) appelé symbole principal de P par

o(P) =aq- & € gryDxx(U)



Une filtration (Filz E)ieny d'un Dy p-module quasi-cohérent & gauche E est une suite
croissante (Fil’ E), de sous-O x-modules quasi-cohérents de F telle que

1. E =g Fil'E;

2. ¥n, L €N, (Fil" Dyxy) - (Fil* E) C Fil“*" B,

Le gradué gr £ pour une telle filtration est un gr D x p-module. La filtration est appelée
bonne filtration sile gradué gr I est un gr D x p-module cohérent. Puisque la courbe X est
quasi-compacte, tout D x j-module cohérent admet une bonne filtration globale.

On se donne maintenant un D x p-module cohérent £ muni d’une bonne filtration glo-
bale. On associe & E le Op«x-module cohérent suivant

E = OT*X ®ﬂ71(grgxyk) W_l(gr E)

Définition 2.1. La variété caractéristique de E est le support du Op~x-module cohérent
E :CarE =SuppFE.

(Pest une sous-variété fermée de T* X puisque E est cohérent. La variété caractéristique
est indépendante du choix de la bonne filtration choisie.

(0)

Soit maintenant & un @}: & Q—module cohérent a gauche. Un modéle entier de € est un

@g?)k—module cohérent £° sans w-torsion tel que & ~ £° ®y K. Puisque & est cohérent, il
existe un modele entier £°. La réduction €° ®y k modulo w de £° est un Dx j-module
cohérent.

Définition 2.2. La variété caractéristique de & est la variété caractéristique du Dx -
module cohérent E° ®y k : Car € = Car(E° Qy k).

C’est un sous-schéma fermé du fibré cotangent T*X de X indépendant du choix du
modéle entier.

Exemple 2.3. On suppose que la courbe X est affine munie d’un systéme de coordonnée
locale (t,0). On note toujours &, = o(0y) I'image de 0y, dans le gradué gr; Dx 4.

1. Puisque le support du faisceau Dy ;, est X tout entier, on a Car @g?)k Q= TX.

2. Si € =0, alors sa variété caractéristique Car(€) est vide.

3. Soit € = @gg)k@/P avec P € @g?,)k@(%) un opérateur différentiel non nul de norme

un. Alors £° = @QL/P est un modeéle entier de €. On note d = Ny (P) et b le

coefficient d’indice d de P. La réduction P de P modulo w est un opérateur de
Dx x(X) d’ordre d. Son coefficient dominant est b = (b mod w) € Ox(X).

On a gr(€° @y k) = gt Dx i /(0 (P)), ott o(P) = b- &L est le symbole principal de P.
La variété caractéristique de € est donc donnée par I’équation

Car(&) = {(t,€) e T*X : o(P)(t,€) = b(t) - €4 = 0}



Tout @g?)k -module cohérent My, vérifie I'inégalité de Bernstein démontrée dans [3] :
si My, est non nul, alors les composantes irréductibles de Car(My) sont de dimension au
moins un.

2.2 @g? )ka-modules holonomes

(0)

On montre dans cette partie que si M est Dy Q—module holonome, alors il existe un
ouvert non vide U de X tel que My; soit un module a connexion. Un module a connexion

est un @;OL @-module cohérent qui est un Ox g-module libre de rang fini. Ce résultat pour
un niveau de congruence k fixé permet de démontrer un énoncé analogue pour les Dx oo-

modules holonomes.
Définition 2.4. Un @g?)k g-module cohérent My, est dit holonome si dim(Car(My)) < 1.
La proposition suivante de |5] caractérise les @gg L g-modules holonomes.

Proposition 2.5. Soit My un @g?)k(@-module cohérent. Les points suivants sont équiva-
lents :

1. My, est holonome.
2. My ~ @g?)k Q/J pour un idéal non nul J de @;O)k 0"
3. My, est de longueur finie.

4. My, est un module de torsion.

(0)

On démontre maintenant que les Dy Q-modules holonomes sont exactement les mo-
dules & connexion sur un certain ouvert de X. On énonce dans un premier des résultats
oL , ~(0 L L
de division par un opérateur P de @;L Q(U ). Ils s’adaptent des théorémes de division sur
~0) , : . . . L
Dg&f o ¢noncés par Laurent Garnier dans l'article [4]. Les preuves se généralisent immeédia-
tement pour un niveau de congruence k quelconque. On rappelle que Ox , est un anneau

de valuation discréte que ’on note v.

Définition 2.6. Soit P =3 °° ja, - (w*0)" un opérateur différentiel de @g?)k o).
1. On appelle coefficient dominant de P son coefficient d’indice Ni(P). Si |Plx =1, il
s’agit du coefficient dominant de P dans Dx k(U) apres réduction modulo w.

2. On dit que P est dominant (ot Ni-dominant) si P est un opérateur fini d’ordre
Ni(P). Cette condition signifie que le coefficient de plus haut degré de P est de
norme mazimale, ou de maniére équivalente que P et P ont le méme ordre.

3. On suppose que |P|p = 1. On définit Ny(P) = N(ax, (p)) comme la valuation de la
fonction (ag, (py mod w) dans Oxg. Si P =0, on pose Ny(P) = +o0.



Proposition 2.7. Soit P un opérateur non nul de @g?)k Q(U). On note b son coefficient do-

minant et V lowvert UgyU{z} de U. Alors tout élément H de @g?)k o(U) s’écrit uniquement
sous la forme H =QP + R+ S avec :

1. QRS €DY)o(V);
2. R est d’ordre fini < Np(P) ;
3.8 =2 isNup)Hi (wWk0), p; € Kt] de degré < Ni(P);
4. |H|i = max{[Q[x - [Pk, |Rlx, [S[x}
SiH e @g?)k(U), alors R et S sont dans @g?)k(V) Si de plus |Pli, =1, alors Q € @g?) (V).
Si Ni(P) = 0, alors S = 0 puisque ces coefficients sont des polynémes de degrés stricte-

ment inférieurs & Ni(P). En se restreignant a ouvert V = Ufpy, on peut factoriser P par
b et supposer que Ni(P) = 0. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.8. Soit P un opérateur non nul de @;OLQ(U) de coefficient dominant b. Si

V = Uy, alors tout élément H de @gL’Q(U) s’écrit uniquement sous la forme H = QP+ R
avec :

1 QR DY, o(V):
2. R est d’ordre fini < Np(P) ;
3. |Hlx = max{|Qlx - | Plr, | Rlx}-

Ces théorémes de divisions permettent de démontrer deux versions du lemme de Hensel

pour tout opérateur P de @g?)k oU).

Proposition 2.9 (Lemme de Hensel). Soit H € @gLQ(U)\{O} de coefficient dominant b.
On note encore V. = Uyy U {x}. Alors H se décompose uniquement sous la forme H =

QP+ S avec
. Q7 P7 S € @(%(],)]c7(@(v) ;

~

. P est Nj-dominant de coefficient dominant b ;

S S =D Wy M (wW*0)" avec p; € K[t] de degré < Ny(P);

2
3
4. |Qlk =1 et il existe un ouvert W C U tel que Q soit inversible dans @?LQ(W) ;

En ne cherchant plus & énoncer une division sur un ouvert contenant x, on obtient la
version suivante du lemme d’Hensel.

Proposition 2.10 (Lemme de Hensel). Soit H € @g])kQ(U)\{O} de son coefficient domi-
nant b. Alors H se décompose uniquement sous la forme H = QP avec

10



1. Q.PeDY) (U
2. P est Ni-dominant de coefficient dominant b ;
3. |Qk =1 et Q est inversible dans @gL’Q(U{b}).

Les deux corollaires suivant se déduisent immédiatement de la division selon un opéra-

teur de @gg}ﬂ’@.

Corollaire 2.11. Soit My, = @g?)k Q/P un @;O)k g-Mmodule cohérent a gauche donné par un
opérateur différentiel P de @g?)k Q(U). Alors il existe un ouvert V de U (obtenu en retirant

les zéros du coefficients dominant de P) sur lequel My, ~ @g?)k Q/I3 avec P un opérateur

Ny.-dominant de méme coefficient dominant que P. De plus My v est un Ox g-module libre
de rang N (P).

Démonstration. On applique le lemme d’Hensel & P avec V' I'ouvert sur lequel le coefficient
dominant de P est inversible. On peut écrire P = QP avec P vérifiant les conditions de
I’énoncé et () un opérateur inversible dans Dgeoaf o(V). On en déduit que My =~ Dgeoaf o/ P.

La seconde partie de 1’énoncé découle du théoréme de division dans @QLQ(V) puisque

le coefficient dominant de P est inversible sur V : tout élément H de @;0 )kQ(V) s’écrit
uniquement sous la forme H = QP + R avec R € @g))kQ(V) un opérateur fini d’ordre

strictement inférieur & N (P). O

Ce corollaire implique le résultat suivant.

Corollaire 2.12. Soient P,Q € @;O’LQ(U) tels que @;O’LQ/P ~ @g&’@/@ en tant que

@g&’@-modules a gauche. Alors Ni(P) = N(Q).

Démonstration. Soit V' un ouvert contenu dans U sur lequel @&% Q/P ~ @g% Q/I3 et

@9)&,@/@ o~ @&22’@/@ avec P et Q des opérateurs finis d’ordre Nk(lj et Nk(Q_) res-

pectivement. Ces deux modules sont des Oy g-modules libres de rang Ni(P) et N(Q)
(0)

respectivement. Puisqu’ils sont isomorphes en tant que @V % Q-modules, ils sont isomorphes
en tant que Oyg-modules. On en déduit que N (P) = Ni(Q). O

On identifie dans la suite le schéma X avec la section nulle s : X — T*X du fibré
cotangent T%X.
Définition 2.13. Un @ggaﬂ Q-module cohérent My, est appelé module a connexion si My, est
aussi un Ox g-module libre de rang fini.

Le lemme suivant caractérise les modules & connexion.

11



Lemme 2.14. Soit My un @g?)k Q-module holonome. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. Le @g?)k Q-module My, est un Ox g-module libre de rang fini.

2. La variété caractéristique Car(My,) de My, est incluse dans X.

3. Le module My, est localement de la forme @g?)k Q/P avec P un opérateur différentiel
fini unitaire d’ordre égale au rang de My, sur Ox q.

Démonstration. On peut supposer que X est affine muni d’une coordonnée locale. Dans ce
cas gr Dxj, ~ O X[E] On suppose que le module My, est non nul. Puisque M}, est holonome,

M, est de la forme DY k /J pour un idéal cohérent non nul J de pge)k . Soit M7 un modéle
entier de M. Alors M M7 @y Kk est un gr Dy p-module cohérent de la forme Oxl[¢]/1
pour un certain idéal I non nul.

On suppose tout d’abord que My, est un Ox g-module libre de rang fini d. Il en découle
que M est un Ox-module libre de rang d. Il existe des sections ey,...,eq de M(X) telles
que M =0x-e1®---®0Ox -eq4. La famille {" - €; }nez est lide sur O x. On peut donc trouver
un entier m > 1 et des fonctions a; € Ox(X) telles que (£ + 1™+ lag) e = 0.
Autrement dit la section e; est annulée par un polynoéme unitaire P; de O x[£]. Le polynéme
unitaire P = P; ... P, annule tous les éléments ey, ..., e,. Donc P annule le module M =
Ox-e1®--- B O0x -eq. On en déduit que P € I et que M = Ox[€]/I est un sous-Ox[€]-
module de Ox [¢]/P. Il en découle que Car(My,) = Car(M) C Car(Ox[¢]/P). Puisque P est
unitaire, on a Car(Ox[¢]/P) = X. Ainsi Car(My) C X.

On suppose maintenant que la variété caractéristique de My, est contenue dans X. Soit
2 un point de X. Quitte a étendre les scalaires s par une extension finie, on peut supposer
que x est k-rationnel. L’hypothése Car(E) C X et la proposition 3.10 de [5] impliquent
que Ni(J) = Ni(I) = voy ,(I) = 0. Toute base de division de J en z est donc réduite a
un unique opérateur différentiel P vérifiant Ny (P) = 0. La condition Ni(P) = 0 signifie
que le coefficient d’ordre Ni(P) de P est inversible dans Ox g au voisinage de z. Un tel
opérateur P est défini sur un ouvert affine de X contenant z. Quitte a réduire X, on peut
supposer que P € 955?, )ka(X ) et que le coefficient d’ordre N (P) de P est inversible dans
Ox,0(X). Puisque P est une base de division de J, on sait que P engendre 'idéal J. Ainsi

My ~ @gg)k@/P. Le corollaire [2.I11] nous dit qu’il est possible de trouver un opérateur

différentiel @ unitaire d’ordre N (P) tels que M;, ~ @SL’@/Q. On obtient le troisiéme
point de la proposition.

Enfin le corollaire 21T nous dit que My, est, localement au voisinage de z, un Ox g-
module libre de rang Nj(Q). Le schéma formel X étant irréductible, le nombre N (Q) ne
dépend ni de @ ni de = d’aprés le corollaire On note d cet entier. Pour résumer, My
est localement un Ox g-module libre de rang d. On en déduit que M}, est globalement un
Ox g-module libre de rang d. O

0)

On en déduit une caractérisation des Dge kQ—moduleS holonomes via les modules &
9 b
connexion.
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Corollaire 2.15. Soit My, un @g?)k -module cohérent. Alors My, est holonome si et seule-
ment si il existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un module a connezion.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que My, est holonome. La variété ca-
ractéristique de M}, a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U
I'ouvert de X obtenu en 6tant & X les abscisses des composantes verticales de Car(My). Par
définition de U, on a Car(Myy) C U. On en déduit que My est un module & connexion
d’apres le lemme 2141

Réciproquement soit U un ouvert non vide de X pour lequel My ;; est un module a
connexion. Dans ce cas Car(My ) C U, toujours d’aprés le lemme .14l Si My n’est pas
holonome, alors Car(My) = T*X. En effet 7% X est irréductible puisque X l'est et Car(My)
est une sous-variété fermée de T* X de dimension maximale deux. En particulier, on aurait
Car(My ) = T*U. Cela contredit I'hypothése Car(My ;) C U. Ainsi My, est holonome. [

2.3 Microlocalisation de Dy

On rappelle que T*X est le fibré cotangent de X et w : T*X — X la projection
canonique. L’application 7 est ouverte : pour tout ouvert U de X, V = 77 1(U) est un
ouvert de 7" X. En effet 7*X = Spec (SymOx) — X, ot Ox est le faisceau cotangent de
X. Puisque X est lisse, ©x est un module localement libre de rang fini. En particulier le
morphisme T*X — X est plat de présentation finie. Il est donc ouvert d’aprés la proposition
10.41.8 de |8]. On note s : X — T* X la section nulle et 75 X = T X \s(X).

Pour un niveau de congruence k£ > 1 fixé, on construit un microlocalisé¢ de Dy j redon-
nant la variété caractéristique d'un D x -module cohérent en dehors de la section nulle. Le
microlocalisé est un O7« xy-module plat Ly défini sur 75 (X)) vérifiant pour tout D x p-module
cohérent M 1'égalité

Car(M) NT5(X) = Supp(Lk @r-1(py 1) (M)

Dx i

Soit U un ouvert affine de X sur lequel on dispose de coordonnées locales (t,d). On
rappelle que la k-algébre Dy i, = Oy[0)] est commutative. Si 0), est une dérivation donnée
par un autre systéme de coordonnées locales sur U, alors 0}, = a - 0 pour un élément
inversible o € Op(U). Soit P = S0 _a, - 9" = 4 an - (ady)" € Op[d)]. Puisque
Dy i, est commutative, P = Zgzo(ana") -0f. Ainsi la description de I'algébre Dy, comme
Ov[0k] ne dépend pas du choix du systéme de coordonnées locales.

On considére le systéme de coordonnées locales (¢,&) sur V = 7~ 1(U) C T*(X) associé a
la coordonnée de départ t. Soit P = 22:0 ayn -0 un élément de Dy (U). On lui associe un
élément de O« x (V') en envoyant P sur I'élément P(t,&) = Zizo an(t)-£". On note Dy (V)
I'ensemble des éléments de O7«x (V') provenant d'un opérateur différentiel de Dx (U).
Puisque Dx ,(U) est commutatif, le produit de Dx ;(U) induit un produit sur Dy (V)
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coincidant avec le produit de Op«x (V). Autrement dit Dg(V) est une sous-algébre de
Op+x (V). L’algebre Dy (V) ne dépend pas non plus du choix du systéme de coordonnées
locales (¢, &). Les ouverts V de T* X provenant d’ouverts affines U de X sur lequel on dispose
de coordonnées locales forment une base d’ouverts de 7% X. Ainsi les Dy (V') se recollent en
un faisceau Dy, sur le fibré cotangent 7 X.

On a Dy = Oy[]. Autrement dit Dy ~ Op:x. On identifie par la suite ces deux
faisceaux. Comme pour Dy , on munit Dy, de la filtration donnée localement par 'ordre
des éléments en £. On a

Fil' Dy = @ Op -¢"
0<n<¢
Cette filtration est compatible avec la filtration de Dy j via l'isomorphisme défini précé-
demment Dy ,(U) ~ Di(V) = Op+x (V). Le gradué est encore un anneau de polynéme
sur Op : gr Dyjy =~ Op[(], ot ¢ est 'image de § dans gry Dy (U). L’application de Dj, dans
son gradué gr Dy, est donnée par le symbole principal o. Si P(t,£) = Zgzo ay - €™ est un
opérateur d’ordre d de Dy, alors o(P) = ag - %

On se restreint maintenant a 7j X = 7% X \s(X) o la variable £ n’est jamais nulle. On
rappelle que V = 7~1(U) C T*(X). On suppose donc que V C Ty X.

Définition 2.16. On note Ey (V) le localisé de Dy(V) = Op«x (V') pour la partie multipli-
cative {€"}nen. On a Ex(V) =~ Ox (U)[€,€71].

Les algebres Ey (V) ne dépendent pas non plus du choix des coordonnées locales. Elles se
recollent pour former un faisceau Ej, sur Ti7 X admettant Or« x comme sous-faisceau. Locale-
ment, Eyy =~ Oy, ¢71]. On note encore degré d’un élément P(t,&) = Y cocn<oo An(t)-E"
de Ex(V) le plus petit entier n tel que a, # 0 et a, = 0 pour tout m > n. On munit
Ej (V) de la filtration donnée par le degré. Dans ce cas gr By =~ Oy|(, ¢7']. On rappelle

que gr Dy =~ Oy|[(].
On considére sur £ (V') la valuation ve donnée par moins le degré en § :

Définition 2.17. On note Li(V') le complété de Ey(V) pour cette valuation. Autrement
dit L(V) = 0x (U)[[£']][¢]-

Un élément @ de Li (V') s’écrit uniquement sous la forme

QUL = D an(t)- € an(t) € Ox(U)

—oo<n<+o0

On définit son degré comme 'opposé de sa valuation §-adique : deg @ = —v¢(Q). Clest le
plus grand entier n pour lequel le coefficient a,, est non nul. On munit & nouveau L (V') de la
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filtration donnée par le degré des éléments en &. On a gr Li(V) ~ Ox (U)[¢, (7Y ~ gr Ex(V).
L’application de Ex (V') dans gr Ly (V') est encore donnée par le symbole principal :

7(Q) = agego(t) - (18@

On note toujours o le symbole principal sur L (V) puisqu’il est compatible avec les inclu-
sions Dy (V) C Ex(V) C Li(V).

Les algebres Ly(V') se recollent en un faisceau d’algébres Ly sur T X. Puisque Ox est
localement noetherien, il est clair que Ly, est plat sur D;.. Le faisceau L;. est le microlocalisé
recherché.

Le lemme suivant est le résultat clé permettant de faire le lien entre Lj et la variété
caractéristique. Le localisé est justement construit comme le plus petit faisceau d’algébres
sur T X contenant Dy, et vérifiant cette propriété.

Lemme 2.18. Soit V.= 7= 1(U) un ouvert affine de Ty X muni de coordonnées locales
(t,€) e T3 X et P(t,§) = Ei:o an(t) - & un élément d’ordre d de algébre Dy(V'). Il existe
un voisinage ouwvert W de (t,§) dans T3 X pour lequel P est inversible dans Li(W) si et
seulement si a(P)(t, &) = aq(t) - €2 # 0.

Démonstration. Si P est inversible dans Li(W) pour un certain voisinage ouvert W de
(t,€), alors I'image de P dans le gradué est inversible au voisinage de (¢,¢). Cette image est
o(P) = aq(t) - €1 par définition. 11 suffit qu’elle soit non nulle en (¢, &) pour étre inversible.

Réciproquement on suppose que o(P)(t,£) = aq(t) - €% # 0. Puisque le terme ag(t) - £
est non nul évalué en (t,§), il est inversible sur un voisinage W C V de (¢,€) (en retirant
les zéros potentiels de a,, dans V). On se restreint maintenant a cet ouvert W. Alors
P (a,&")~! s'écrit sous la forme 1 + R avec R un élément de Ep(W) de degré < 0. On
note Sy, =14+ R+ --- + R™ pour m € N*. C’est un élément de E(W) de degré < —m.
En particulier la suite (Sy,)nm converge dans Ly (W) vers un élément que I'on note S. Par
ailleurs on observe que deg(S,, - P - (a,£")~" — 1) < —m + 1. Ainsi le passage a la limite
m — +oo donne S - P - (a,£")7! =1 dans Ly(W). Autrement dit P est inversible dans le
microlocalisé Ly (W). O

Soit maintenant M un Dx p-module cohérent. Puisque L;, est plat sur Dy, = Op+x, on
définit un Li-module cohérent par

ML =L ®OT*X 7T_1(M)

Le support de ce module coincide avec la variété caractéristique de M en dehors de la
section nulle. Pour montrer ce résultat, on va se ramener au cas ot M = Dy /I pour un
idéal & gauche I de Dx j. On identifie I avec un idéal de Dy = Op+x. On pose I=1;-1
I'idéal de Ly, engendré par I. On munit I et L des filtrations obtenues par intersections de
celles de Dy, et Ly, respectivement, ie gr I = o(I) et gr I = o(I). On peut montrer alors que
gr I est engendré par o(I) : grI = gr Ly, - o(I).
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Proposition 2.19. On a Car(M) N T (X) = Supp ML

Démonstration. On note Car*(M) = Car(M) N T;(X). On peut se ramener au cas oil
X est affine et M = Dy /I pour un idéal a gauche I de Dx j. En effet puisque M est
cohérent, M est engendré par des sections globales eq,...,e.. Si [; = Annpox ik (e;), alors
Doy k€ =~ Doy, x/li. Comme la variété caractéristique est un support et puisque le
suppbrt d'une somme est 'union des supports des termes de la somme, on a

Car(M) = | J Car(Do,, »/1)

i=1

On suppose donc que M = Dx /1. On note encore I 'image de I dans le faisceau Dy,.
Alors ML ~ Lk/f en tant que Dp-module, o I = Ly, - I est l'idéal de L, engendré par
I. Soit (t,&) ¢ Supp M*. Cela signifie que sur un voisinage affine V' de (t, &), Lyy = j\V'
Dans ce cas o(Iy) = gr(Eyyv) - o(ljv) = gr(Eyv). En particulier Iy, contient un élément
P tel que o(P)(t,&) # 0. On rappelle que

Car M NT*V = {(t,€) € T*V : 0(P)(t,€) =0 VP € I(V)}

On en déduit que (¢,&) ¢ Car*(M).

Réciproquement on suppose que (t,€) ¢ Car*(M). Cela signifie que I contient un élé-
ment P défini sur un voisinage affine V' de (¢,§) tel que o(P)(t,§) # 0. Alors d’aprés le
lemme 2 I8 et quitte & réduire Pouvert V, 'élément P € I(V) est inversible dans le microlo-
calisé Ly,(V). Ainsi I = Ly, au voisinage de (¢,€) et MY ~ L;/I est nul en (t,£). Autrement
dit (t,€) ¢ Supp(MF). O

On rappelle que si M est un Dx p-module cohérent, alors Car M = Car(M° ®y k) oil
M? est un modele entier de M et M° ®y & est un Dx j-module cohérent. On a alors

Car(M) N T (X) = Supp (Lk @0 T HM° @y /1))

3 Microlocalisations de @g?’)k,(@

)

On construit dans cette section des microlocalisés du faisceau @ggk@ pour un niveau
de congruence k supérieur ou égale & un. Pour cela, on utilise une localisation non com-
mutative décrite dans Pannexe de l'article [9] de Gergely Zabradi. On commence par rap-
peler les principales propriétés de ce microlocalisé. La condition pour construire un tel
microlocalisé est d’étre une algébre quasi-abélienne. Comme déja dit en introduction, les
K-algébres de Banach (@gg L,Q(U )| - |x) sont quasi-abéliennes dés que k > 1. On inverse
en pratique la partie multiplicative S = {0", n € N} des puissances de la dérivation 0.

(0)

Une difficulté est de construire des microlocalisés des algébres @x kQ(U ) pour la partie
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multiplicative S admettant des morphismes de transition commutant avec les morphismes
PR (1) 0
injectifs ®g€,3c+1,Q(U) D;L o).

Soit k > r > 1. On va pouvoir définir un tel microlocalisé en inversant les éléments de
S dans l'algebres Dgg)k’@(U) pour toutes les normes | - |,,...,|-|x. On obtient ainsi une K-
algébre de Banach noétherienne Jj (U) dont la norme est seulement sous-multiplicative.
Les faisceaux Jj,, pour un niveau r fixé, vont admettre des morphismes de transition

Fkt1,r = Tk, commutant avec les morphismes D; )k+1 o Dg?)k o En passant a la limite
projective sur k > r, on construit un faisceau ffoor = L . fﬂM Localement, F ,(U)
est une K-algebre de Fréchet-Stein. On introduit dans cette section les faisceaux Fj . On
démontre ensuite plusieurs de leurs propriétés. On définit le faisceau F , plus tard dans
la partie @l

3.1 Microlocalisation d’une algébre de Banach quasi-abélienne

On résume et rappelle dans cette partie quelques résultats vérifiés par le microlocalisé
d’une algeébre de Banach quasi-abélienne construit dans appendice de 'article [9].

Soit K un corps valué complet non archimédien et A une K-algébre de Banach munie
d’une norme multiplicative | - | non archimédienne.

Définition 3.1. On dit que A est quasi-abélienne pour la norme | - | s’il existe un réel
v €[0,1] tel que pour tout couple (a,b) € A2,

|ab — ba| = |[a,b]| <~ - |ab| =~ - |a||0]

On fixe maintenant m normes | - |1,...,| - |, quasi-abéliennes sur A. Une partie multi-
plicative de A est un sous ensemble S de A vérifiant

1.0¢ SetlelsS,
2. S est stable par multiplication : Vs,t € S, s-t € S.

Soit S une partie multiplicative de A. Il existe alors une unique K-algébre de Banach
B=A{",---s||m,S) munie d’'une norme sous-multiplicative || - || non archimédienne et
d’un morphisme isométrique de K-algébres

¢ (A,max{| |1, |- |m}) = (B, ] ]])

tels que ¢(S) C B* et tels que les éléments de B de la forme s~!a pour (s,a) € S x A soient
denses dans B. On identifie A & une sous-algébre de B via ¢ : on note encore a 'image
d'un élément a de A et s~! I'inverse de s € S dans B. Par ailleurs le morphisme ¢ : A — B
vérifie la propriété universelle suivante.
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Proposition 3.2. Soit (D, | - ||p) une K-algébre de Banach munie d’un morphisme de
K-algebres f : A — D tel que f(S) C D*. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 pour
laquelle

V(s,a) € S x A, ||f(s)™ - f(a)llp < c- max |s|;*|al;.

1<i<m

Alors il existe un unique morphisme continu de K -algébres f : B — D tel que le diagramme

¢

A——B

N
D

commute. De plus si ¢ = 1 et si la norme || - |p de D est sous-multiplicative, alors f est

1-lipschitzienne : .
Vbe B, [f(b)llp <0l

Remarque 3.3. La condition vérifiée par f permet de la prolonger naturellement par uni-
forme continuité sur B. En effet puisque s(s~'a) = a dans B et puisque f est multiplicative,
on a nécessairement f(s~'a) = f(s)"'f(a). La condition sur f (impliquant au passage la
continuité de f) signifie que Uapplication S x A — D , (s,a) — f(s)"'f(a) est uniformé-
ment continue. Ainsi puisque les éléments de la forme s~'a sont denses dans B, elle se
prolonge uniquement en une application continue f :B— D.

On se donne une constante v € [0, 1] telle que
Va,be A, V1<i<m, l|ab—bal; <~-|abl;
Proposition 3.4. Pour tout (ey,...,e,) € B™ et pour toute permutation o € Sy, on a

le1. - en—exq) - Com)ll < vller ... el

En particulier B est quasi-abélienne de constante ~y et ||ab|| = ||bal|. Par ailleurs dans le
cas ou B est le localisé de A pour une unique norme, la norme de B est multiplicative.

1

Le lemme suivant relie la norme des éléments de B de la forme s~ 'a avec les normes

|- |; de s et de a.

Lemme 3.5. Pour a,bc A ets,te S, ona

-1 -1 — '—1‘ _ .
1. ||s7"a—sb @Eggn{lst la —bl;} ;
-1 5 _ —1 00
2 lls™all = max {|s|;" - lali};

=1 =1y _ Lol g — bl
357 a 78] = s {lsf7 <167 o~ bl
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On démontre maintenant que la K-algébre (Dgg)kQ(U)J - |x) est quasi-abélienne dés
que le niveau de congruence k est supérieur ou égale & un. On désigne toujours par U un
ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’un systéme de coordonnées locales (¢, 9).

(0)

On rappelle que les sections du faisceau @3& k. Sur l'ouvert U sont données par

DY {Zan an € 0x,0(U) tq |an| — o}

La K-algébre @;),CQ(U ) est munie d’une norme multiplicative compléte notée | - .

Définition 3.6. Eoz’t P =3 50an" (WkO)™ un élément de @gL,Q(U)' On pose |Pl, =
max,>of{|an|} et Ni(P) = max{n € N : |a,| = |P|x}. Par ailleurs on appelle coefficient

dominant de P son coefficient d’indice N (P).

On rappelle que la norme |- |; et la fonctions N ne dépendent pas du choix du systéme
de coordonnées locales. Par ailleurs la norme |P|;, et 'entier Ni(P) ne dépendent que de
l'opérateur P, indépendamment du point z. Il a été vu dans [5] que (@;O’)I%Q(U),] - |k) est
une K-algébre de Banach et que sa topologie est équivalente a la topologie w-adique. De
plus la norme | - | est multilicative.

Proposition 3.7. Pour tout entier k > 1, l’algébre de Banach (@;L (U), ] |x) est quasi-

abélienne de constante |w|* = p~F.

Démonstration. Soit P = > ~qap - (WkFO)™ et Q = > >0 bn - (wF0)™ deux éléments de
Dg?)k o). Ona

PQ = Zai - (WFB)- Z b; (wh9)!

i>0 >0
e e i
_ Z a; - (Z <€> . wkZ . 8((1)]) 'wk( +j—4) . b ] Z)
4,720 {=0
I DN () ROTER ) RO
u>0 £>0
0<j<u

On en déduit que le coefficient d’indice v de PQ — QP est

u+l—j
Q, = Z wk€< ’ ) (au—i-f—j - 0°(bs) = buge—j '3é(aj)>

>0
0<j<u
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Pour ¢ = 0, la somme sur j est nulle. Il vient

u+ £ —
oy = WP Z < ’ j) (au—l—f—j 20" (b;) — buse—j - 3Z(aj)>

>1
0<j<u
Quitte & normaliser P et @, on peut supposer que |P|; = |Q|rx = 1. Chaque terme de la

somme a une norme inférieure & 1. La somme est donc aussi de norme inférieure & 1. Ainsi
|| < |wF| =p7F et |PQ — QP|), = maxyen{|ow|} < p~F. O

Remarque 3.8. L’algebre @gg?@(U) Dgeo)oQ(U) n’est pas quasi-abélienne puisque par
evemple [0,t] = 1. Pour k >0, on a [w*0,t] = w* avec |wFO|, = 1 = |t| et |wF| < 1.

3.2 Un premier microlocalisé &,

On suppose a partir de maintenant, et dans toute la suite, que le niveau de congruence
k est supérieur ou égale a un. Ainsi la K-algebre (Dgg)k@(U), | - |r) est quasi-abélienne. On
peut donc la localiser pour n’importe quelle partie multiplicative. On choisit concrétement

comme partie multiplicative de @;OL Q(U) les puissance de 0 : S = {90", n € N}.

Définition et premiéres propriétés
On localise dans cette partie @;OLQ(U ) pour la seule norme | - |;. Le microlocalisé
Er(U) obtenu a de trés bonnes propriétés en tant qu’algébre de Banach. En particulier,

on peut déterminer facilement ses éléments inversibles. Cependant il n’y a de morphismes
de transition naturels £;11(U) — Ex(U) commutant avec les morphismes de transition

Dg?)kﬂ(U) — @gL(U) On ne peut donc pas construire a partir des algébres Er(U) un

microlocalisé au niveau de 'algébre Dy o (U = lim, D x k oU ﬂk x % Q( ).

On introduit dans la partie suivante un autre mircolocalisé JFy (U) admettant quant a
lui des morphismes de transition injectifs Fj 41 ,(U) < F, (U). Néanmoins ce microlocalisé
est plus compliqué : sa norme n’est plus multiplicative, mais seulement sous-multiplicative.
Cependant on obtient facilement une injection naturelle Fy, . (U) — £;(U) continue. Ainsi
bien connaitre £(U) permet d’en déduire de nombreuses propriétés pour I'algebre Fy, . (U).

Définition 3.9. On définit l'algebre Ex(U) = @gLQ(U)(\ |k, S) comme le microlocalisé
de l’a,lgébre DgL’Q(U) donné par la partie multiplicative S et la norme | - |p. On note

Ok - x & Q(U) — E,(U) le morphisme de K -algébres associé.

Le microlocalisé € (U) est une K-algébre de Banach. Puisqu’on a localisé par rapport
7(0)

a la seule norme | - |, de D3 o(U), la norme de €4 (U) est encore multiplicative. De plus

20



le morphisme ¢y, : @g?)k(@(U) — Ek(U) est une isométrie. Autrement dit la norme d’un

élément de @g?)k o(U) est la méme dans Ex(U) et @g?)k o(U). On identifie @g?)k o(U) & une
sous-algebre de € (U) via le morphisme ¢y. On peut noter encore | - | la norme de & (U)
sans ambiguité.

Remarque 3.10. [l revient au méme de prendre comme partie multiplicative les puissances
de WO puisque l'uniformisante w est inversible dans Dg?)k o).

On a |9 = |w|™ = p~. Le lemme nous dit que |07 |y = |w|* = p*. De maniére
équivalente, |w*d|p = [(WF0) 7Y = 1.

Proposition 3.11. Tout élément S de Ex(U) s’écrit uniquement sous la forme d’une série
S =3 ez an (W) avec a, — 0 lorsque n — +oo. De plus |S|, = maxpez{|an|}.

Démonstration. On commence par démontrer que &x(U) contient les sommes de cette
forme. Soit (an)nez une suite d’éléments de Ox o(U) vérifiant a, — 0 lorsque n — £00. On

pose Sy =Y., 5, ay - (WFO)"™ pour tout entier m € N. Puisque €, (U) contient @;O)k o)
et les puissances de 97!, les éléments S, appartiennent a €(U). On a pour tout £ > 0,
Sm'i‘f — Sm = E—(m+€)§n<—m Qn * (wka)n et

S+t — Sk < max an - (WP = max a

Smee =Sl £ max o @40k max ]
Puisque la suite a,, converge vers 0 pour n — —oo, la suite (Sy,),, est de Cauchy dans
l'algébre compléte Ex(U). Elle converge donc vers un élément de €x(U) que l'on note
S =3,z an - (W)™, Par ailleurs, on a |Sp,[x = max,>_m an|. En effet Sy, - (WF0)™ =
3% 5 @n—m(wFd)™. Puisque la norme |-|;, est multiplicative et comme |w¥3|; = 1, on obtient

[Smle = |Sm - (wka)m|k = max |ap—m| = max |a,|
neN n>—m

On en déduit en passant & la limite m — oo que |S|; = max,ez |a,|. En particulier S =0
si et seulement si tous ses coefficients a,, sont nuls. Ainsi une telle écriture est unique.

On démontre maintenant que £ (U) coincide avec ’ensemble de ces séries. On note F'
le sous-ensemble de & (U) constitué des éléments de la forme S = 3", _, a, - (w"9)" avec

an — 0 pour n — 400. On va vérifier que F contient les éléments (w¥9)" - P pour n € 7Z et
P e @SL’Q(U) et que F est fermé. Puisque I'ensemble des (w¥9)™ - P est dense dans & (U),
on aura bien &, (U) = F.

Pour le premier point, il suffit de prouver que si f est un élément de Ox o(U), alors

O 'feF.Onald,f]=0f — f0=0(f), soit af = d(f) + f0. 1l vient
o tof=f=0"to(f)+0o71fo
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Ainsi 071 f = 071 —0719(f)0~ L. En réitérant ce calcule pour 9~ 19(f) et en modifiant ce
terme dans I'expression de 971 f, on obtient 0~10"(f) = 0" (f)0~t — 071" T (f)0~!. Une
récurrence montre alors que pour tout n € N*,

lf Z jaj a (j+1) + (_1)n6—16n(f)8—n

107 (£)o~ Ut = |97(F)] - |0~ YD, < |f] - p RO — 0
J]—00

0710 (£) "k =10~ i - 10" ()] - 10" | < |f]-p~*" Y — 0

n—oo

La somme partielle de 97! f converge donc lorsque n — co. On en déduit que
1f Z nan a (n+1) cF

Enfin puisque la norme d'un élément S = 3", ., ay, - (w*0)" de F est | S|, = maxyez |an|,
toute suite de Cauchy d’éléments Sy, = >,y anm - (W)™ de F converge aussi vers un
élément de F. En effet le fait que (S,,) soit de Cauchy implique que pour tout n € Z, la
suite (@n,m)m est de cauchy. Elle converge donc vers un élément o, € Ox (U). La suite
(Sm)m converge alors vers S = Y a, - (w"8)™. Cela prouve que F est fermé. Il en résulte

que E(U) = F. O

Remarque 3.12. On a démontré dans cette preuwve que pour toute fonction f € Ox o(U),
1f Z nan a—(n—i—l) c gk(U)

On démontre le résultat suivant en considérant la graduation de €;(U) induite par la
norme | - [k.

Proposition 3.13. La K-algébre E,(U) est noetherienne a gauche et a droite. De plus le

morphisme ¢y, : ;L oU) = Ex(U) est plat & gauche et a droite.

Démonstration. Quitte a étendre K par une extension finie, on peut supposer que x est
r-rationnel. On rappelle que la norme spectrale de Ox o(U) est a valeur dans p” (corollaire
1.5.4 de larticle [4] de Laurent Garnier) lorsque = est un point k-rationnel. On munit
Ox,0(U) de la filtration indexée par Z fournie par la norme spectrale :

OxU)(m) ={f € OxoU) : |f| <p™} pourmeZ
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Elle est croissante exhaustive. Soit gr(Ox o(U)) le gradué associé. Si |f| = p™, on définit
v(f) comme étant I'image de f dans le gradué gr,, Ox o(U) = Ox,o(U)(m)/O0x,0(U)(m—1).
On note 7 : Ox o(U) — gr(0x,o(U)) 'application associée, et v : K — gr K la restriction &
K. Cette application permet de doter Ox (U ) d’un produit et donc d’une structure de gr K-
algeébre. Le gradué gr(Ox o(U)) est noetherien puisque 'algébre Ox o(U) est noetherienne.

Soit P =", ez an - (w"0)™ un élément non nul de €, (U). Par construction, sa norme
|P|, = max,ez{|an|} appartient a p%. On munit aussi (U) de la filtration donnée par la
norme :

Ex(U)(m) = {P € Ex(U) : |l <p™} pour m € Z

C’est une filtration croissante indexée par Z vérifiant
vm,m' € Z, &(U)(m) - E(U)(m') C EL(U)(m +m')

On note gr,, Ex(U) = Ex(U)(m)/Ex(U)(m — 1) et gr&Ex(U) = @,,cz &t Ex(U) la gradué
associé. Soit (x 'image de w*d dans gry &x(U). Pour tout A € Z, € (U)(m) est isomorphe
a €,(U)(m + \) via la multiplication par w*. On en déduit que gr,E&x(U) ~ gr,, 4 Ex(U)
via la multiplication par v(w?). On peut donc identifier v(w?) - ¢ avec 'image de w? - wkd
dans gry Ex(U).

On suppose que |P|; = p™ pour un certain m € Z. L’'image de P dans le gradué
8y Ei(U) est Vélément 3 o p) o, (p) V(an) - G- On définit ainsi une application v :
Er(U) — gr &k (U) dont 'image engendre le gradué en tant que gr K-algébre. Puisque £ (U)
est une algeébre quasi-abélienne, le gradué est commutatif. On en déduit que gr & (U) ~
gr(0x,0(U))[Ck, ¢, ] en tant que gr K-algébre. En particulier, gr & (U) est une gr K-algébre
noetherienne d’aprés la proposition 1.1 de larticle [7].

De méme on munit ’algebre @gL’Q(U ) de la filtration donnée par la norme. L’inclusion
@g?v)k’Q(U) — &(U) induit une inclusion entre les gradués gr @;O’)I%Q(U) — gré,(U). On a
gr @gg)k@(U) ~ gr(Ox,0(U))[Ck] en tant que gr K-algebre. Le morphisme de gr K-algébres
gr @gg)k@(U) — gr&,(U) est donc plat. D’aprés la propositions 1.2 de I'article [7], on en
déduit le résultat. O

Elements inversibles de £, (U)

On rappelle que @gg L(U ) est 'ensemble des éléments de @gg L o(U) de norme inférieure
(0)

ou égale & un. On note Dy j la réduction modulo w de @x’k. C’est le faisceau de k-algebres
sur la fibre spéciale X = X Xy Speck de X engendré localement sur U par Ox |y et par la
dérivation ), image de w*d aprés réduction modulo w. On rappelle que ¥ et X ont méme
espace topologique ; on identifie U & un ouvert affine de X. On a

Dxp = EBOX(U) - O

neN
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C’est une k-algébre commutative puisque [w¥d,t] = w* dans @g?)k(U) et comme k£ > 1.
Ainsi Dx 1 (U) = Ox(U)[0f] est un anneau de polynéme en la variable 0. On en déduit
que Dx x(U)* = 0x(U)*.

Soit €7 (U) I'ensemble des éléments de €4(U) de norme inférieure on égale a un. C'est

une V-algébre de Banach contenant @?L(U) On note E,(U) = ER(U) ®y k la réduction
modulo w de €Z(U). C’est une x-algébre contenant Dx 1 (U) dans laquelle la dérivation Oy
est inversible. Puisque 'algébre (E;(U),| - |) est quasi-abélienne, Ex(U) est une x-algébre
commutative. Il en découle que E(U) = Ox (U)[g, 9;, *]. Aprés réduction modulo w, Ex(U)
est donc le localisé classique commutatif de 1’algébre de polynémes O x (U)[0k] pour la partie
multiplicative constituée des puissances de la dérivation di. On en déduit I'égalité

Ey(U) ={a-0}, acOx(U)  etneZ}
Définition 3.14. Pour tout élément P =Y, ; a, - (w*0)" € &,(U), on définit
Nj(P) =max{n € Z: |a,| = |P|x}
7(P) = min{n € Z.: |an| = [P}
(0)

La fonction Nj, généralise celle de @x,k,Q(U)' La proposition suivante caractérise 1'in-

versibilité des éléments de £ (U) en fonctions de Ny et de 7.

Proposition 3.15. Un élément P de Ex(U) est inversible dans Ex(U) si et seulement si
Ni(P) =ny(P) et si son coefficient d’indice Ng(P) est inversible dans Ox,q(U).

Démonstration. Quitte & normaliser P, on peut supposer que |P|, = 1. Alors P € ER(U).
On note P = (P mod w) 'image de P dans E,(U) = E(U) ®y £. On commence par
démontrer que P est inversible dans € (U) si et seulement si P est inversible dans Ej(U).
Le sens direct est évident. On suppose que P est inversible dans Ex(U) : il existe Q € &3(U)
tel que PQ = 1. Ainsi PQ est de la forme 1 + wR pour un certain élément R € Ex(U).
Puisque [wR|; < |w| < 1, 'élément 1 + wR est inversible dans €x(U). En effet son inverse
est donné par la série « classique »

(1+wR)™ =) (~wR)’

i>0

Cette somme est bien convergente puisque |wR|; < 1. On en déduit que P-Q(1+wR)~! =1
dans E,(U). Autrement dit P est inversible a droite dans €;(U). De méme, P est inversible
a gauche puisque QP = 1. Ainsi P est inversible dans € (U).

On rappelle que E,(U)* ={a -0}, a€ Ox(U)* et n € Z}. L’élément P est inversible
dans € (U) si et seulement si P est de la forme a-07 avec a € Ox (U)*. La réduction modulo
w de P est un monome si et seulement si Nj(P) = i (P). Le terme a est inversible dans
Ox(U) si et seulement si a est inversible dans Ox(U). Il s’agit exactement des conditions
données dans la proposition. O
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Remarque 3.16.

1. Ce critéere est analogue & la condition d’inversibilité des séries de Laurent convergente
K(T) a coefficients dans un corps ultramétrique complet K.

2. On peut démontrer ce résultat sans réduire modulo w les faisceauz @?L(U) et EL(U).
En effet on peut raisonner d’une maniére analogue en utilisant le gradué de Ex(U) :

gr &x(U) ~ gr(0x,0(0)) [k G ')

Les éléments inversibles de ce gradué sont aussi les éléments de la forme a- (. avec o
inversible. Il est clair qu’un élément inversible de E(U) est inversible dans le gradué
gr & (U). La preuve est alors similaire a celle de la proposition [3.13.

Soit P = Y, 7 an - (w*0)" un élément inversible de €;(U). Son inverse s’exprime
explicitement en fonction des coefficients a,. On note d = Ny (P) lordre de P. On sait
que N (P) =mi(P) et que le coefficient ag de P est inversible d’apreés la proposition .15l

On a
P=ay- (Z M(wka)n> ,(wka)d

a
nez d

Q
Le coefficient constant de @ est égale a 1. Ses autres coefficients sont de normes strictement

inférieures & 1. Son inverse est comme précédemment donné par @~ = .., (—(Q — 1))".
On obtient

i

P—l — (wka)—d . Z _ Z M(wka)n . a;l

: ad
1eN neZ\{0}

Le lemme suivant servira dans la démonstration de I'inégalité de Bernstein pour les
Dx,00o-modules coadmisibles.
Lemme 3.17. Soit J un idéal cohérent de @;OLQ(U) On note E,(U) - T l'idéal a gauche de
Ek(U) engendré par J. Si Ex(U) - = E,(U), alors IN Ex(U)* # 0.

Démonstration. On reprend les notations de la proposition BI3] pour les gradués. Pour
tout m € Z, on pose J(m) = Dg?)k o(U)(m) NJ. On définit ainsi une filtration croissante

exhaustive sur J. Le gradué associé grJ est un idéal de gr @ggaﬂ Q(U). On note v :J — grJ

la restriction a J de 'application 7 : @gL’Q(U ) — gr @gL’Q(U ). On observe alors que
grd = gr(DggL’Q(U)) -v(J). De méme gr(&x(U)) - J) = gr(Ex(U)) - v(I) pour la filtration

(Ex(U)-T)(m) = EL(U)(m)N (EL(U))-T). On rappelle que gr @gL’Q(U) ~ gr(0x,0(U))[Ck]
et que gr &4(U) = gr(0x,o(U))[Ck: ¢ ]-
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L’hypothese Ex(U) - I = E,(U) implique gr(€x(U) - T) = gr(&x(U)) - v(I) = gr & (V).
Autrement dit il existe des opérateurs Pp,..., Ps € Jet Q1,...,Qs € gr&x(U) tels que

Q1'7(P1)+"'+QS'V(PS):1

Puisque gr £4(U) =~ gr(0x.0(U))[¢k, ¢, '], on peut trouver un entier naturel n pour lequel
G Quoe (P Qs € 51 DY) o(U) = gr(0x,0(U))[G]- On note R; = (- Q; € gr DY) o(U).
Alors R

Gt = RBu-A(P) +++-+ Ry - A(P) € gr9 = gr(DY), (1)) - 7(9)

Puisque (' est un monéme de norme un, ¢ € gryJ = J(0)/I(—1). En particulier ;' se
reléve en un élément P € J pour lequel v(P) = ¢(}. Cela signifie que Ny (P) = ny(P) = n et
que le coefficient d’indice n de P est inversible. D’aprés la proposition B.15] P est inversible
dans E,(U). O

Pas de morphismes de transition £;,1(U) — Ex(U)

On ne dispose pas de morphismes naturels de transition €1 (U) — €;(U) prolongeant

les inclusions 955?, )k G @g?’)k(U) La propriété universelle du microlocalisé ne fournit

. D)

kDo) Drpr1,0l) = &(U)
ne vérifie pas la condition d’uniforme continuité de la propriété universelle appliquée &
Er+1(U). Cette condition s’écrit

pas un tel morphisme. En effet le morphisme fi. := ¢

3e>0 tq YneN, YPe DY), o), 107" Pli<c- [ - [Plis

On a |07, = [w|® = p7* et |07 py1 = pFTL. Ainsi pour P = 1, il n’est pas possible de
trouver une telle constante c¢. Le morphisme f; ne se factorise donc pas naturellement en un
morphisme de £j41(U) dans €, (U) étendant I'inclusion de Dg?LH o(U) dans Dgeoaf oU).

Pour tout P € @gg)lg+17Q(U), on a |P|j, < |Plgs1 avec égalité stricte dés que Ny (P) > 0.
Eneffet si P=3" . ay, 0", alors

[Ple = max{]any 'Pkn} < |Plr41 = max {]an\ .p(kﬂ)"}
neN neN

Puisque la norme de £ (U) est multiplicative, cette inégalité est inversée dés que 'on inverse
0. L’inclusion de Dg )k +10lU) = ®g3)k(U ) est inversée dés que I'on considére des opérateurs
dont les puissances de 9 sont toutes négatives. Par exemple P = > qw" - (wFT19)" est

un élément de Ex41(U)\Ex(U). Il n’existe donc pas de morphisme injectif de ;41 (U) dans
Er(U).
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Le faisceau de K-algébres &y

Dans tout ce qui précéde, on a défini le microlocalisé Ex(U) sur un ouvert affine U de
X sur lequel on dispose d’'un systéme de coordonnée locale (¢,9). On rappelle que I’algébre

(@;O’LQ(U), | - |x) ne dépend pas du systéme de coordonnée locale. Puisque l'algébre £ (U)

est définie par une propriété universelle au dessus de @gg L Q(U ), le microlocalisé € (U) est
indépendant du systéme de coordonnée locale.

On note U 'ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose de coordonnée
locale. C’est une base de voisinages ouverts de X.

Proposition 3.18. Il existe un unique faisceau & de K-algebres sur X tel que pour tout
ouvert U de U, Ex(U) = DY) o(U) (| - [k, {0 }new).-

Démonstration. Soit V' C U deux ouverts de U. Puisque (V') ne dépend pas du choix
du systéme de coordonnée locale, le morphisme composé @;O’LQ(U) — @gL’Q(V) — E(V)
vérifie les hypothéses de la propriété universelle appliquée a £, (V). 1l existe donc un
unique morphisme E;(U) — E;(V) induit par le morphisme @g?,)lc,Q(U) — @g?,)k,t@(v)' On
en déduit que &y est un préfaisceau sur 'ensemble des ouverts de U.

Puisque U est une base de voisinages ouverts de X, il existe un unique préfaisceau Ej
sur X coincidant avec les € (U) sur les ouverts U de U.

L'unicité de I'écriture des éléments de £x(U) comme séries en les puissances de (w*d)
implique que & est un faisceau sur les ouverts U de U. On en déduit que &y est un faisceau
de K-algébres sur X. U

(0)

On a donc construit un faisceau de K-algébres & sur X admettant @x @ Comme sous-
faisceau et pour lequel la dérivation O est localement inversible. Cependant on ne dispose
pas de morphismes de transition naturels €511 — € induits par les morphismes de départ

7 (0) 7 (0)
Dyxk+1.0 = Pxro

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de
coordonnée locale (¢, 0) associé & x. La proposition 3.I5] se traduit de la maniére suivante :

Proposition 3.19. Un élément P € E;(U) est inversible dans Ex(V') pour un voisinage
V C U de x si et seulement si N(P) =7 (P) et si le coefficient d’indice Ni(P) de P est
inversible dans Ox (V).

Soit P =", <0 an (wk)™ un opérateur de @QLQ(U) On note d = N(P). On rappelle
que si P est inversible dans €;(V), alors son inverse est donné par

P—l — (wka)—d . Z - Z M(wka)n . a;l

a
iEN n>1
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(0)

L'opérateur P~! appartient a @36 e Q(V) si et seulement si d = 0. On retrouve ainsi les

éléments inversibles de @g?)k > déja donnés dans le corollaire 2.8 de [5] :

Corollaire 3.20. Soit P =Y % a,,- (wk0)"™ un opérateur de @gg’%ﬂ’Q(U). Il existe un ouvert
V de U tel que P € @gL7Q(V)X si et seulement si Ng(P) =0 et si ag € Ox o(V)*. Si de

plus ||P||x =1, alors P71 € @gg) (V).

3.3 Des microlocalisés J;, avec des morphismes de transition

On fixe tout d’abord l'ouvert affine U sur lequel on dispose d’une cordonnée locale.
Soit r un entier naturel supérieur ou égale & un. On ne considére plus que les indices k

plus grands que r. En ne prenant plus la seule norme | - | pour définir le microlocalisé
de Dggit o(U), mais un certain nombre des normes précédentes | - [r,...,| |k, la condition

d’uniforme continuité pour obtenir des morphismes de transition devient évidente.

Dans cette partie I'entier » > 1 est fixé. On ne le fera varier que dans la section [0l Le
niveau de congruence k sera toujours supposé supérieur ou égale a r lorsqu’on considére
I'algebre F, ,(U). La partie multiplicative S est toujours constituée des puissances de la
dérivation 0.

Définition et propriétés

7(0)

Définition 3.21. Pour tout entier k > r, on pose Fj, . (U) = @gg)k’Q(U)ﬂ ooy | ks S).
On note @y, , D;k o(U) = Fg(U) le morphisme de K-algébres associé.

Soit || - ||k, la norme de Fy (U); (Fir(U), | - ||k,r) est une K-algébre de Banach. Par

construction, ¢y, , est une isométrie de (@;OL o), max{[-|;,....[[x}) dans (Fg - (U), [|[|k,r)-
Pour tout opérateur P € @;OL o(U), on vérifie que [P, < - -+ < |Plg. On en déduit I'égalité
max{|Pl|.,...,|P|x} = |P|g. Autrement dit ¢, , est une isométrie de (@g?)k o(U): |- [x) dans

(FTer(U), |l - llk,r)- On identifie toujours @g?)k o(U) a une sous-algebre de Fj . (U) via le
morphisme ¢y, .. Cette identification est encore compatible avec les normes.

La norme de Jy, ,.(U) n’est cette fois plus multiplicative mais seulement sous-multiplicative
dés que k > r. En effet, on sait d’apres le lemme que

-1 -1 i —
107 |k,r = g%{lali = rngggﬁgg{IWIl} =|wl=p""

Cependant on a toujours |||k, = |0 = |w|~F = pF.

Remarque 3.22. Pour k = r, on a F,(U) = Ex(U). En effet on localise @;O’LQ(U)

seulement pour la norme |- |,. En particulier la norme de Fy, 1,(U) est multiplicative.
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Le morphisme fj := ¢k@gg)k+1 L) Dg?)kﬂ o) = Fir(U) vérifie de maniere évidente

la, condition d’uniforme continuité pour Fj., avec pour constante ¢ = 1. En effet pour

tout n € N et pour tout P € @g?)kﬂ oU), on a

o P|;} < o P} < al;" - |P;
Jnax {| i} < max {| i} < max {1017 - [Pli}

Par propriété universelle du localisé Fj1;,(U), le morphisme fj se factorise uniquement
par un morphisme continu de K-algebres €, : Fy11,(U) = Fp ,(U). De plus ce morphisme

€k, est 1-lipschitzien, tout comme l'est inclusion de @g?)lﬁ-l o(U) dans Dgs)kQ(U)' Ainsi
llekr ()l < IS]|k+1,» pour tout élément S de Fyyq,(U).

Proposition 3.23. Tout élément de Ty, . (U) s’écrit uniquement sous la forme
S = Z - (WFO)™ + Z ap - (W)™
0<n<oco —oo<n<0
avec an — 0 lorsque n — Fo0. De plus |||k, = max,ez{|an|}.
Démonstration. On montre comme dans la preuve de la proposition B.I1] que la suite
Sy = Z an - (WFO)" + Z ap - (W"O)"
0<n<c0 —m<n<0

est de Cauchy dans (Fy,(U),| - ||x,»). La norme || - ||, n’est maintenant plus que sous-
multiplicative. Il n’est pas clair que ||Sy, ||k, = max_pm<n<ioof{|an|}. Cette égalité nécessite
plus de travail que pour £ (U). L’élément

S =S - ( Zan WMk . gntm Z A - (W"O)"
appartient a @gg L o(U). D’apreés la proposition B.4] et le lemme B.5] on sait que
Smllir = 185, - (70) ™ iy = @ D)™ - Shllr = max {J"0;™ - 1S0ule}

Pour r </ <k, ona

oo m—1
L= S Rt (lgyrem N g0 gy
= n=0
Comme |w"d|,™ = |w|~"™ on obtient
|wra|£—m . |S;n|f — max {max |an| . |w|rm+kn—€(n+m)+(€—r)m ’ max |an m| |w| r—L)n+(l— r)m}
neN 0<n<m-—1
= max {I}ngii]( ‘an‘ . ’w‘(k—é)n 7 Ogl%an}i_l ‘an—m’ . ‘w’((é—r)(m—n)}
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Le terme max,en{|an| - |w|*~9"} est maximum pour £ = k. En effet lorsque £ € {1,...,k},
la puissance (k — I)n de w est positive et |w|#~9" < 1. De maniére analogue, le terme
maxo<n<m—14|an_m| - |w]{EIm="1 est maximum pour ¢ = 7, auquel cas on obtient
Maxo<n<m—1 |Gn—m| = MaX_m<n<o |an|. On en déduit finalement que

S|k = max {111116211%( lan, _max \an\} = max {Iilea% \an\}

Il en découle immédiatement que la suite (S, )men est de Cauchy. Elle converge donc dans

Fkr(U) vers un élément que l'on note S. Enfin le passage a la limite m — oo donne

||S|lk.r = maxpez{|an|}. Le reste de la preuve est analogue a celle de la proposition B.I11
O

Soit S un élément de Fy ,(U). D’aprés cette proposition, il s’écrit uniquement sous la

forme
S = Z an - (WFO)™ + Z ap, - (W"o)"

0<n<oo —oo<n<0

) Q

avec a, — 0 lorsque n — fo0. L’opérateur P est dans @g?)k Q(U). On a

I8k = massan|} = max{|Ply, |Q1lx,r}

Peﬁgg)lc@

Soient @ et Q" deux éléments de Fy,(U) formés seulement de puissances strictement
négatives de w"0. On observe sans difficulté que |Q - Q||kr = ||Qllkr - |Q'||k,r- Autrement
dit la norme || - [|x,, de Fj,(U) est multiplicative pour le produit de ces éléments, comme

elle 'est pour le produit d’éléments de @Q&Q(U)' On peut noter |Q|, pour [|Q|k, et
151k, = max{[P[x, |Q]}.

On rappelle que le morphisme ¢y, : Fyy1,(U) = Fj(U) est une factorisation de I'in-
clusion de @gg L +1,Q(U ) dans F,,.(U). Comme le morphisme ¢, envoie la dérivation 0 sur
elle-meéme, €, ,(0") = 0™ pour tout entier relatif n € Z. Puisque par construction ce mor-
phisme est continu, on en déduit que € ,(S) = S pour tout élément S de Fyy1,(U). Ainsi
ek, injecte l'algébre Fy1; ,(U) dans Fy . (U). Pour récapituler, on dispose du diagramme
commutatif

~(0 i ~(0

D hs1.0(0)—2—= DY) ()
Pk+1,r Ph,r
f7'~l'f+1,r(U)( Shor fTFIC,T(U)
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ol iy et g, sont des inclusions 1-lipschitziennes et ¢y, et @i 41, des isométries.

La proposition suivante relie les K-algebres F . (U) et Ex(U) : Fj(U) est une sous-
algebre de € (U).

Proposition 3.24. Le morphisme ¢y, : @g))kQ(U) — Er(U) se reléve en un morphisme

injectif de K-algebres vy, : T (U) — Ek(U)7, De plus Uapplication -y, , est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Le morphisme ¢y : @gg L,Q(U ) — Ex(U) vérifie clairement la condition
d’uniforme continuité dans la propriété universelle de F,(U). Il induit donc un unique
morphisme de K-algébres 1-lipschitzien 7y, : F,(U) — Ex(U). Ce morphisme envoie les
éléments de @gg)k, (U) sur eux mémes et 9~! sur 9~1. Par continuité, il envoie tout élément
S de Fy, ,(U) sur I'élément S de E,(U) (il s’agit bien d’une série convergente dans Ex(U)).
Ainsi v, , est injectif. O

Comme pour E;(U), on peut munir Fj,(U) de la filtration croissante donnée par la
norme ||| ,. Pour k = r, on rappelle que Fj, 1, (U) = €;(U). On suppose que k > r. La norme
de I}, »(U) étant sous-abélienne, le gradué gr Fj, (U) est une gr K-algébre commutative. On
note (i, et ¢, les images respectives de w*d et de (w"0)~* dans gry F. . (U). Puisque (w*9) -
(@0)~" = Wk et [[(@F0)- (@ D) e = "F < kOl |(w0) e = 1, 0m 2 GG = 0
dans le gradué grJFy ,(U). On en déduit que grFy ,(U) ~ gr(0x0(U))[Ck, ¢r)/(Ck - ) en

tant que gr K-algébre. La premiére partie de la proposition suivante en découle.

Proposition 3.25. La K-algébre Fy, . (U) est noetherienne. De plus le morphisme d’algébres
Ok - @;OL oU) = Ty (U) est plat a gauche et a droite.

Démonstration. Puisque le gradué gr Fy (U) =~ gr(Ox,0(U))[Ck, ¢r]/(Ck - ¢) est noetherien,
l'algebre Jy, »(U) l'est aussi toujours d’aprés la proposition 1.1 de I'article |7)].
On démontre maintenant que le morphisme ¢y, , : @g? )kQ(U ) <= Fir(U) est plat. On

note J7  (U) I'ensemble des éléments de F, ,(U) de norme || - ||, inférieure ot égale & un :

~

Fo U) =4 an- @)+ D an- (W) € Fyp(U), an € 0x(U)
n=0

—oo<n<0
C’est une V-algébre contenant @gg L(U) égale au complété w-adique de I'algébre

Frp@)=1{ > an- @)+ Y an- (W) an€0x(U)

0<n<oo —oo<n<0

Les opérateurs différentiels de ’algébre Fj, .(U) sont finis : les sommes les définissant sont

finies. On pose H = @g?)k(U) + Fi,r (U). C’est un Ox(U)-module contenu dans F;, (U). On
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le munit de la norme || - ||, et de la filtration induite par cette norme. On rappelle que

{P € :TZ‘,T(U) : ||P||k,r < pm} sim<0

T (U)(m) = {3"0 U) sim >0
k,r =

On vérifie que le gradué de H est égale au gradué de J3 .(U) :

gr(H) = gr(3y,,(U)) =~ gr(0x(U))[Ck ¢]/(Ck - ¢r)

Puisque ce gradué est noetherien, le module H est aussi noetherien. Comme H C 37 ,.(U)
et comme le complété w-adique de Fy, ,(U) est exactement ?E7T(U ), le complété w-adique
de H = @;O)k(U) i— Fi(U) est exactement F} (U) : H = Fr-(U). On en déduit que le
morphisme H — H = J} (U) est plat. Le morphisme

Hay K =D o(U) + Fip(U) @y K < T, (U) = T3 (U) @y K

est donc plat. Par ailleurs le morphisme @g?)k oU) = Hoy K = @g?)k oU)+Fi (U) @y K
est plat. En effet

Foo@evK={ 3 a- 0"+ Y a0 (@) an € Oxg()

0<n<oo —oo<n<0

On en déduit que gr(Fy,(U) @y K) =~ gr(0x0(U))[Ck ¢ ). En particulier le morphisme
gr(@gg)k’Q(U)) ~ gr(0x,0(U))[Ck] = gr(Fi,(U) @y K) est plat. L’inclusion @gg)k@(U) —

H ®vy K est donc plate. Ainsi le morphisme composé @g?)k Q(U) — H @y K — J3,.(U) est

plat.
O

On rappelle que U est ’ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’une
coordonnée locale. C’est une base de voisinages ouverts de X. On démontre comme pour
& le résultat suivant.

Proposition 3.26. Il existe un unique faisceau Fy,, de K-algebres sur X tel que pour tout
(0
owvert U de U, Fy,(U) = D;L’Q(U) (| |y ] ks {0 bnen)-

Les inclusions locales Fjy1,(U) — Fj,(U) pour tout ouvert U de U induisent des

morphismes de faisceaux JFpy1, — JFj, commutant avec les morphismes de transition
7(0) 7(0)
Dxk+1,0 = Pxro
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Eléments de @g?,)k@ inversibles dans J,

Soit U un ouvert affine contenant le point x-rationnel z sur lequel on dispose d’un
systéme de coordonnée locale (¢, 0) associé a x.

Il est plus délicat de déterminer les éléments inversibles de JFy, (U) que de € (U) lorsque
k > r. En effet soit S un élément de Fj, . (U). Il s’écrit uniquement comme série

S = Z an - (WO)" + Z an - (WO

—o00<n<0 0<n<oo

On note Jy et (9,)~" les réductions modulo w respectivement de w*d et (w"d)~!. La réduc-
tion modulo w de S est de la forme

S= > a0+ Y an-0f

—oo<n<0 0<n<oo

Pour k> 7, on a 90,7 = 971 - 9}, = 0 puisque (w¥3) - (w"d) ™! = w*~". On ne peut donc
pas déterminer les éléments inversibles de J} ,(U) aprés réduction modulo w. Le méme
phénomeéne apparait en considérant le gradué grJy ,(U). Bien que la dérivation 0 soit
inversible dans J, ,.(U), I'image de O dans le gradué n’est plus inversible.

Cependant on dispose d’un morphisme injectif d’algébres ey, : I, . (U) <= Ex(U). Puis-
qu’on connait les éléments inversibles de l'algébre € (U), on en déduit facilement les élé-
ments de @gL’Q(U ) inversibles dans F ,(U). Ce cas est suffisant pour définir la variété
caractéristique a partir du microlocalisé. En effet, comme il a été vu dans la section [2]
il est suffisant de déterminer les opérateurs différentiels de @gg )ka(U) inversibles dans le
microlocalisé Fy, ,.(U).

Soit P =3 <qan - (w*9)™ un élément de @;OLQ(U) Les normes de P dans & (U) et
dans Fj, - (U) coincident avec la norme usuelle | P|; de P dans @gL’Q(U ). Si P est inversible

dans F (U), alors P est inversible dans €(U). Il doit donc vérifier Ny (P) = 1y (P). On
rappelle que

Ni(P) =max{n € N:|a,| = |P|x} et Mx(P)=min{n € N: |a,| = |P|}

On note d cet entier. Pour que P soit inversible dans € (U), il faut de plus que son coefficient
aq soit inversible dans Ox o(U). L'inverse de P dans € (U) est alors

d—1
_ _ [ n— an n _
A ) I Y R NN CEL°) L SN e (R ) L I
ieN \ n—0 % a1 4
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L’opérateur P~! appartient a Fir(U) si et seulement si la somme sur ¢ converge pour

la norme || - ||, de Fj,(U). On doit donc avoir
d—1
Z (I_n . (wka)n—d + Z An+4d ) (wk8)” <1
— ad ad
n=0 n>1 .
On a toujours
S W <1
Gaq
nzl k,r
Par ailleurs . )
In (ko) — 3 n (k=r)n=d) (7 gyn—d
n=0 4d n=0 ad
On obtient
d—1 ap, k ayyn—d ’an’ (k—7)(n—d)
Z_’(wa) = max | +— - |w]
=0 ad 0<n<d \ad\
n k,r

On en déduit que P est inversible dans F ,(U) si de plus
VO<n<d—1, |an|-p* "0 < |ay|

La proposition suivante résume tout ce qui vient d’étre dit.
Proposition 3.27. Soit P = }_ ~qan - Wk € @gLQ(U). Il existe un ouvert V.C U
contenant x tel que P soit inversible dans Fy, (V') si et seulement si

2. aq est inversible dans Ox o(V),
3. ¥ne{0,...,d—1}, |ay| - pFE=") < |ag].

4 Microlocalisations de Dy o

On commence par rappeler la définition du faisceau Dx o, puis celle des Dx oo-modules
coadmissibles. On construit ensuite un microlocalisé¢ Fo,  de Dx o, comme limite projective
sur la variable k des faisceaux de K-algebres Fy, ,.(U).
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4.1 Le faisceau Dy

Pour plus de détails sur le faisceau Dx o, et sur les propriétés des Dx -modules co-
admissibles, le lecteur peut regarder larticle |6] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et
Matthias Strauch. Localement, F ,(U) est une K-algébre de Fréchet-Stein. On termine
cette section par déterminer les opérateurs différentiels de Dy oo (U) inversibles dans le
microlocalisé Foo (U).

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un systéme de
coordonnée locale (¢,0) associé & x. Pour tout entier k, l’algébre Dg?)k_ﬂ o(U) est une

sous-algébre de @g?)k Q(U). On considére les morphismes de transition @g?)k-u o @g?)k Q

induits par ces inclusions locales. On définit le faisceau Dy o, comme la limite projective

(0)

des faisceaux D}:,k,Q'

Définition 4.1. On pose Dx oo = 1£1k @;O)k(@

Le faisceau Dx o, est un faisceau de K-algebres sur le schéma formel X. Il vérifie les
trois points suivant :
1. Dxoo(U) est une K-algebre de Fréchet-Stein et sa topologie est induite par les
normes | - | des algébres de Banach Dge())k oU);

2. D%,oo(U) = lﬁlk @QL,Q(U) = ﬂkzo @QL,Q(U) )

3. Dx.oo(U) = {Zoan (0" an € Ox0(U) tq V>0, lim " = 0}.

Le lemme suivant caractérise les opérateurs différentiels finis de Dx o(U) a 'aide des
fonctions Nj. On en déduit les éléments inversibles de Dy o0 (U).

Lemme 4.2. Soit P un opérateur différentiel de Dx oo (U). La suite (N(P))r>o0 est crois-
sante. De plus P est un opérateur fini d’ordre d si et seulement si la suite (Np(P))g est
stationnaire de valeur limite d.

Démonstration. On écrit P = > > ja, - 0". On commence par montrer que la suite

(N (P))y est croissante. Les coefficients de P dans la base (w*9)" de @ggaﬂ o sont wFnra,
et donc

Np(P) = max{n € N: |w[ ™" |an| = |P|s}
Soit ng = Npy1(P). Puisque |Plpyq = [w=F+Dmo g | > jw=F+Dn g | par définition de

1o, oN a

’w—(k+1)n —(k+1)

Vn > ny, ]w_k"anl = |w|™ - an| < |w[™ - |w ", | = ]w_l‘moanol

On en déduit que Ni(P) < ng = Ny1(P).
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On suppose maintenant que Ni(P) = m & partir d’un rang ko. Cela signifie que pour
tout entier k > ko et pour tout entier n > m, |ay| - |w| ™" < |am| - [w|7F™. Autrement dit
|an| < |am] - [w]F™=™). Mais |w|*(*=™) — 0 lorsque k — co. Le passage a la limite k& — oo
donne |a,| = 0. Ainsi P est un opérateur fini d’ordre m. O

Corollaire 4.3. Les éléments inversibles de Dx o(U) sont les fonctions inversibles :
Dz,00(U)" = 02,0(U)"

Démonstration. Soit P € Dx oo(U) un opérateur inversible. Alors P est inversible dans

@gg)k@(U) pour tout niveau de congruence k € N. De maniére équivalente, Np(P) = 0

pour tout entier k et le coefficient constant de P inversible d’aprés le corollaire [3.201 Le
lemme implique que P est un opérateur fini d’ordre 0. Autrement dit P est un élément

inversible de Ox o (U). O

On termine cette partie par la définition des Dy -modules coadmissibles suivie d’'un
exemple.

Définition 4.4. Un module coadmissible est un Dx o-module M isomorphe a une limite

projective @k My, de @g?}f’@-modules cohérents My, tels que les applications de transition
M1 — My, soient D$L+17Q-linéaires et tels que pour chaque indice k, on dispose d’un
HO)

xk’(@—z’somorphisme @ge%’@ ® . M1 >~ My induit par Uapplication de transition.

Dk,

La catégorie des Dy o.-modules coadmissibles est abélienne. Soit M = @k My un Dy oo-
module coadmissible. Il est démontré dans [6] et [7] que My =~ @ge%’@ @y o, M et que
M ~ l£1k <@g§)k(@ ®Dx oo M) en tant que Dx ~-module coadmissible. On peut donc choisir
My égale a @gﬂ’@ ODy oo M.

On explicite ci-dessous un élément infini P de Dy oo (U) vérifiant Ny (P) = k. On montre
que Dy o /P est un Dy oo-module coadmissible isomorphe & une limite projective de la forme

r&lk @g?}g,@/Pk avec P, un opérateur fini d’ordre k£ de @;SL,Q(U)'
Exemple 4.5.

1. Tout Dx -module cohérent est coadmissible.

2. Soit P =[],»1(1 —w"9) € Dx oo(U). Alors Ny(P) = k. En effet le coefficient de 9"
est & un signe prés

n(n+1)
W2t (I wtw? +. ) =w 2 -a,
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avec ap un élément de V de valeur absolue 1. Dans @g? )k Q(U ), le coefficient d’ordre

n de P est +w"("5F) . a,. Par définition Ny (P) est le plus grand entier n maxi-
misant la norme \w["(%ﬂ_k) On cherche donc 'entier n minimisant la puissance
(21— k).

La fonction = +— x (”“2|r1 ) est minimale en z = k — 1 de valeur —k% — k + %.
L’entier le plus proche est —k% —k 4+ 1 et donc l'entier n ("Jr1 k‘) est minimal pour
n = k. Ceci prouve que Ni(P) = k. On a de plus

[Peli, = o] P E) = | /24072

Dans @;)IQQ(U), P g¢crit P = P, - Qg avec Py = [[;c,<;(1 — w"9) un opéra-
teur fini d’ordre Ny(Py) = k et Qp = [],-,(1 — w"9) inversible dans @g?,)k,Q(U)
car Ni(Qr) = 0 et car son coeflicient constant est inversible). On en déduit que
( Np(Qr) =0 ffici i ible). O déduit q
;kQ/P Dg?)k o/ P Par ailleurs Ppyq = (1 - WELY) - Py avec 1 — wht19
inversible dans Dge)kQ(U) On a donc @g?)k o/ Pet1 = Ag])k o/ P Autrement dit

Dy oo/ P =~ Lk % A Q/Pk en tant que Dx -module coadmissible.

On peut retrouver P & partir des opérateurs P puisque la suite (Py); converge
vers P dans Dy o (U). En effet il suffit de le montrer pour toutes les normes | - |,.
Ona P — P, = (Qr — 1) P.. Pour kK > m, on observe que N,,(P) = m et que

| Pilm = |w —3(m*=m) Le coefficient constant de Qr — 1 est nul et le coefficient

de 9" est de la forme whtEtD++ktn=1) 4 =6y q, € V de valeur absolue 1.
Dans @ge)mQ(U) le coefficient de (w*d)™ est wE+"31=m) g Les coefficients de
Q. — 1 sont presque ceux de Py : il suffit de remplacer k par m —1— 1 — k. La fonction

x(k + %5= — m) est minimale pour x = m + 1 — k — 1/2. Pour k assez grand, par
exemple k > m 4 1, ce terme est négatif. La norme de 1 — Q) est donc donnée par
le coefficient d’indice un : Np(Qg — 1) = 1 et |Qx — 1| = |w|*~™. 11 vient

|P = Pl = 1= Qklm - [Pilm = w[*"2 7% = 0
k—o0
4.2 Les microlocalisés J ,
Définition et structure

Pour l'instant r est un entier fixé supposé supérieur ou égale a un et k désigne toujours
un entier plus grand que r. On rappelle que tout élément S de Fj, . (U) s’écrit uniquement
sous la forme

S = Z an - (W)™ + Z ap - (W'0)" avec a, — 0

n—+oo
0<n<oco —oo<n<0
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Les morphismes de transition e, : Fpy1,(U) — Fi,(U) sont injectifs et vérifient
llekr ()kr < IIS]k+1,-- On note Fyp1, — Fp o le morphisme de faisceaux de K-algebres
induit localement par les inclusions ey, : Fyp1,(U) — F(U). La limite projective des
faisceaux JF}, ;. définit un faisceau de K-algebres sur I'espace topologique sous-jacent a X.

Définition 4.6. On pose Fg , = @Eﬁw.
k>r
On a Fy,(U) = lim, Fkr(U) = Mgy Tkr(U). Clest une K-algébre contenant 'al-
gebre de Fréchet-Stein Dy oo (U). La proposition suivante permet de montrer que F ,(U)
est elle aussi une algébre de Fréchet-Stein. La preuve de ce résultat est inspirée de la preuve

de la proposition 2.2.16 de larticle [6]. Cette derniére est elle-méme adaptée d’une méthode

de Berthelot de [3].

Proposition 4.7. Le morphisme €y : Fp11,(U) = Fp . (U) est plat a gauche et a droite.
Le morphisme de faisceaux d’algebres Fpi1, — Ty, est donc plat a gauche et a droite.

Démonstration. On reprend les notations de la preuve de la proposition [3.251 On rappelle
que

Frp@)=1{ > an- @)+ Y an- W), an€0x(U)

0<n<oco —oo<n<0

On note F7  (U) I'ensemble des éléments de Fy, -(U) dont tous les coefficients a,, sont dans

Ox(U) :

Fo U) =8> an- @)+ D an- (W) € Fyp(U), an € 0x(U)
n=0 —o00<n<0

Puisque la norme de J} (U) est équivalente & la topologie w-adique, il est clair que

—

T (U) = Fir(U) est le complété w-adique de Fy - (U).

Onpose H = 33, (U)+Fy,,(U). Cest un Ox(U)-module. Le terme (w*d) n’appartient
pas & ¥} (U). Cependant (wk0) € Fp11,.(U) = Fri1,-(U)@yK. On vérifie tout d’abord que
H est une K-algebre. Il suffit de prouver quesi P € 5} (U)°, alors (w*d)-P € H. On peut
écrire P = Py +wP avec Py € Fyq1,(U) et P € 53, (U). Comme F11,(U) C Fy,(U),
on a (w*d)- P € Fy,.(U). Par ailleurs (wk9) - (wPy) = (w**19)- P € Fri1,-(U). Autrement
dit (w*9)- P € H.

Puisque 33, .(U) C 5} .(U), on a H C F} (H). De plus H contient Fj,(U) et I} (U)

est le complété w-adique de Fj, . (U). Le complété w-adique H de H est donc égale a ?E’T(U )

H=9;,(U).
On démontre maintenant que H est noetherien. On rappelle que H C 33 (U). On
peut donc munir H de la norme || - ||5, de Fj(U) et considérer la filtration induite. Le

38



gradué gr H est alors un sous-anneau de gr F, .(U). Mais puisque gr Fy, . (U) = gr Fy »(U),
on obtient gr H = gr F}, .(U). On en déduit que H est noetherien puisque gr F, ,.(U) lest.
Comme Fj,(U) ®y K = Fy41,(U) ®y K, on a H ®y K = Fp41,(U). Comme H

~

est noetherien, H est plat a gauche et a droite au dessus de H. On en déduit alors que

H ®y K = J,(U) est plat au dessus de H @y K = Fj41,(U). O

On en déduit que F (U) est une algebre de Fréchet-Stein. La proposition suivante
résume les principales propriétés du faisceau Foo .

Proposition 4.8.

1. T, est une algebre de Frechet-Stein dont la topologie est induite localement par les
normes || - ||k, des Fy(U) ;

2. Foor(U) = @kzr Fer(U) = ﬂkzr Fier(U) ;

3. Foor(U)=4P+ Y an (Wd)": PeDxo(U), an€ OxoU) tq lim ay,
n——oo
—oo<n<0
L’algébre Foo (U) contient I’algébre des opérateurs différentiels Dy o (U). Cette inclu-
sion correspond au morphisme continu Dy oo (U) < Foo »(U) induit par passage a la limite
projective sur k dans les diagrammes commutatifs de K-algébres topologiques

—

Do) Do)

Eléments de Dy o (U) inversibles dans F ,(U)

Soit P = ZZ:O a, - O™ un opérateur fini d’ordre d de Dy o (U). Pour k assez grand,
N(P) = ni(P) = d d’aprés la preuve du lemme Ainsi P est inversible dans € (U) si
et seulement si son coefficient dominant ag est inversible dans Ox g(U). De plus on déduit
de la proposition que P est inversible dans J, ,(U) si de plus

Vn € {0, .. ,d— 1}7 |an| < |ad| .pT(d—n)

Ce critére ne dépendant pas de k, on peut explicter les opérateurs finis de Dx o (U) inver-
sibles dans Foo »(U) : un opérateur P = ZZ:O an - 0" € Dy oo (U) fini d’ordre d appartient
a Foo r(U)* si et seulement si

1. aq € Og@@(U)X,
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2. ¥ne{0,...,d—1}, l|an| < |ag| - p ™.
Cette condition est vérifiée par exemple pour les opérateurs dominants : |a,| < |ag| pour
tout n € {0,...,d}. Réciproquement, on va démontrer que tout opérateur de Dy o (U)
inversible dans Fu ,(U) est de cette forme.

Soit maintenant P = Y >° ja, - 0" un opérateur infini de Dx o(U). Il n’est pas vrai
en général qu’a partir d'un certain rang k, Np(P) = 7ig(P). Autrement dit P n’est pas
forcément inversible dans €, (U) pour k suffisamment grand dés que son coefficient d’ordre
Ni(P) est inversible.

Exemple 4.9.
1. Soit P =T],>;(1 —w"d) € Dx oo(U). Alors Ny(P) = k et my(P) = k — 1 pour tout
ke N.
2. Soit P =3 - w9 € Dx.oo(U). On a Ni(P) = my(P) = k/2 si k est paire.
Sinon N (P) = & et 7y (P) = 51,

Cependant on dispose de morphismes de transition injectifs Fy41,(U) — Fy(U). Si
P est inversible dans J, ,.(U), alors P est inversible dans F,.(U) pour tout £ € {0,...,k}.
Ainsi ou bien P est inversible dans tous les Jj (U), ou bien P n’est plus inversible dans
les F3»(U) a partir d'un rang k. Puisque Jj ,(U) est une sous-algébre de €, (U), les deux
opérateurs de I’exemple .9 ne sont pas inversibles dans F ,(U) quel que soit le niveau de
congruence k > r.

Soit P = )", cy@n - 0" un élément de Dy oo(U) inversible dans T (U). Alors P est
inversible dans tous les Fy, (U) et tous les €, (U). Une condition nécessaire est donc d’avoir
Nj(P) = mi(P) pour tout k € N. Par exemples les deux opérateurs de I'exemple EJ] ne
sont pas inversibles dans Fo (U). De plus on rappelle que P est inversible dans Fj, .(U) si
pour tout n € {0,...,Nx(P) — 1}, la,| < lax, (p)] -prWE(P)=1) - On g'intéresse donc aux
opérateurs P =3 > a, - 0" € Dx o (U) vérifiant la condition

dy = Np(f) =7R(f) et Yne {0,...,dp — 1}, |an| < |ag, |- p @™ (1)

On démontre dans ce qui suit que si P vérifie cette condition pour tout entier naturel k,
alors P est un opérateur différentiel fini. Les éléments de Dy o (U) inversibles dans T ,-(U)
seront donc des opérateurs finis.

On pose U = Spf A’ et A = A’ @y K. C’est une K-agébre affinoide. La norme spectrale
|| sur A est multiplicative puisque X est connexe et lisse, donc intégre. On fixe une cloture
algébrique K de K. Elle est munie d’une valuation extension de la valuation de K que 1'on
note encore v. Soit P =" _ya, - 0" € Dx (U). Les coefficients a,, sont des éléments de
A vérifiant la condition de convergence :

VueR, lim a, -w =0
n—oo
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Pour tout u € v(K), on pose
Pl, = Cw e
[Pl = max|ag - w™"|

N,(P)=max{n e N: |a, -w ™" =|P|,}
Nu(P) =min{n € N: |a, - w™*"| = |P|,}

Lorsque u = k € N, on retrouve les fonctions définies précédemment. La norme spectrale
| - | est & valeurs dans |K|. Pour toute fonction a de Ox g(U), on note v(a) I'élément p de

v(K) pour lequel |a| = |w|™H.

Définition 4.10. Soit P =} yan - 0" € Dx oo(U). On définit son polygone de Newton
comme étant I’enveloppe convexe des points A, = (n,v(ay)) de R%. Les pentes des segments

du polygone de Newton de P sont des éléments de v(K).

La figure suivante représente graphiquement le polygone de Newton d’un opérateur P.
Les pentes sont écrites en bleu.

valuation

01 > 3 indice

Polygone de Newton de P =) . a, 0" € Dx (V)
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Si P est un opérateur différentiel fini, alors son polygone de Newton n’a qu'un nombre
fini de pentes. Dans le cas contraire, la suite des pentes (rangée dans I'ordre des indices des
coefficients) est strictement croissante et diverge vers +oo. La proposition suivante montre
que les pentes du polygone de Newton sont étroitement liées aux fonctions N et @ de P.

Proposition 4.11. Soit P =3 _yan-0" € Dx oo(U) et p € v(K).
1. Si p n'est pas une pente du polygone de Newton de P, alors N, (P) =mn,(P).
2. Si p est une pente du polygone de Newton de P, alors m,,(P) < NH(P).

Démonstration. On suppose tout d’abord que p n’est pas une pente du polygone de New-
ton de P. La suite (|a,| - p*™), converge vers zéro. La condition N, (P) = m,(P) signifie
exactement qu’elle admet un unique élément maximal. On suppose qu’il existe deux indices
J < j tels que

[Pl = maxian| - p"} = lag| - p* = |ag] - p (2)

On note « la valuation commune des éléments a; - w™™ et a; -w™M . Les points A; et A;
appartiennent & la méme droite d’équation Y = p - X + «. L’égalité 2], pour la valuation de
A, signifie que o minimalise la valuation des termes a,, - w™*". La minimalité de a implique
que [A;, A;] est un coté du polygone de Newton de P. Mais ce segment & pour pente p! Cela
contredit ’hypothése de départ. La suite (|a,| - p*™), a donc un unique élément maximal.
Autrement dit on a N, (P) =n,(P).

Soit maintenant p une pente du polygone de Newton de P. Alors le polygone de Newton
admet un segment [A;, A;] de pente p pour deux indices i et j distincts. Les points A;
et A; appartiennent & une méme droite d’équation ¥ = p - X + . Cela se traduit par
|la;| - p"* = |a;| - p* = |P|, au niveau des normes. En particulier m,(P) < N ,(P). O

La condition [Il pour un niveau k > r fixé a d’importantes conséquences sur les valeurs
possibles des pentes du polygone de Newton de P :

Corollaire 4.12. Soit P = ) _yan - 0" € Dx o(U). Si P vérifie la condition [ pour
un certain k > r, alors le polygone de Newton de P n’admet pas de pente appartenant au
segment [r, k].

Démonstration. Soit u une pente du polygone de Newton de P appartenant & l'intervalle
[r, k]. On sait d’aprés la proposition .11 qu’il existe deux indices distincts n < m tels que
|P|, = |an|-p"" = |am|-p"™. On suppose m maximal. L’hypothésedldit que N (P) = my,(P).
On note d cet entier. Le lemme nous assure que m < di. Par maximalité de m, on a
|am| - p™ > |ag, | - p*¥. On en déduit que

lan| = pu(m—N) Napm| > pu(m—n) .pu(dk—m) . |adk| — pu(dk—n) . |adk|

On rappelle que n < m < dj. Le fait que pu soit supérieur ou égale & r contredit la seconde
partie de I'hypotheése 2 :

Vn €{0,...,dr — 1}, |ay| < |adk| ,pT(dk—n)
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Ainsi aucune pente du polygone de Newton de P n’appartient au segment |[r, k|. O

Lorsque P vérifie I'hypothése [l pour tout entier naturel £ > 7, on en déduit que P est
un opérateur fini.

Corollaire 4.13. Soit P =3 _ya, 0" € Dx oo(U). Si P vérifie la condition [ pour tout
entier k > r, alors P est un opérateur fini.

Démonstration. On suppose que P =3 > ja, - 9" est un opérateur infini. Alors son poly-
gone de Newton admet une infinité de pentes A\, et la suite (Ag); est strictement croissante
de limite +o00. Mais le corollaire .12 nous dit que pour tout k > r, il n’y aucune pente dans
le segment [r, k]. Le polygone de Newton de P ne peut donc pas admettre de pente dans
I'intervalle [r, +oo]. La suite des pentes (A¢); est donc finie et P est un opérateur fini. O

Soit P =732 jay - 0" un élément de Dx o(U). Si P est inversible dans Foo (U), alors
P est inversible dans F}, ,.(U) pour tout entier k& > r. En particulier P vérifie la condition
[ pour tout entier naturel k. Le corollaire £13] permet donc de décrire les éléments de
Dx,00(U) inversibles au voisinage de x dans F .

Proposition 4.14. Soit P € Dx o(U). Alors P est inversible dans Foo (V') pour un ouvert
V C U contenant x si et seulement st

1. P= ZZ:O apn, - 0" dans Dx o (U),
2. aq est inversible dans Ox o(V),
3. Yne{0,...,d—1}, |an| < |aqg| prld=n),

Il ne s’agit pas pas exactement la condition d’inversibilité souhaitée. On souhaite que
tout opérateur fini de Dy o (U) soit inversible dans le microlocalisé dés que son coefficient
dominant est inversible. La condition 3 de la proposition .14] contient cependant beaucoup
d’opérateurs : les coefficients a; peuvent étre bien plus grands que a4 pour la norme spec-
trale. On peut les autoriser a étre de plus en plus grands en augmentant r. En prenant
tous les entiers » > 1, la condition 3 donne exactement tous les opérateurs finis dont le
coefficient dominant est inversible.

On montre facilement que Foo (U) C Foor41(U). On peut alors considérer 1'algébre
Foo(U) limite inductive des algébres Foo ,(U). Les morphismes de transition sont simple-
ment les inclusions. Les éléments de Dx o (U) inversibles dans T (U) sont exactement les
opérateurs finis dont le coefficient dominant est inversible, sans aucune autre condition sur
les coefficients. Ce critére d’inversibilité est la propriété désirée du microlocalisé discutée en
introduction.

4.3 Le microlocalisé F

On rappelle que U est un ouvert affine contenant = sur lequel on dispose d’une coor-
donnée locale. On introduit dans cette partie un faisceau de K-algébres F, sur le schéma
formel X vérifiant les points suivants :
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1. Foo(U) est I'union croissante dénombrable des K-algébres de Fréchet-Stein Foo . (U) ;

2. Un opérateur P € Dy o(U) est inversible dans Fo(U) si et seulement si P est un
opérateur fini dont le coefficient dominant est inversible.

On rappelle briévement la construction des faisceaux F , avant de définir F. Pour

des entiers k > r > 1, l'algeébre Fy, . (U) est le localisé de 1'algébre @g?)k Q(U) pour la partie

multiplicative des puissances de la dérivation 0 et pour les normes |-|, ..., || de @ggaﬂ o(0).
Le microlocalisé F}, . (U) est une K-algebre de Banach munie d’une norme seulement sous-

multiplicative ||-||x,» ; @gL’Q(U) est une sous-algébre de Fj, . (U). Tout élément S de Fy, - (U)

s’écrit uniquement sous la forme S = P 4 @ avec

P = Zan - (WFo) e @gg)k’Q(U) et Q= Z an - (W)™ tq an = 0
n=0

— 0
—oo<n<0
De plus [|S]|k,r = maxpez{|an|}-

Pour tout entier & > r, on dispose de morphismes de transition Fy4q, — Fj, com-
mutant avec les morphismes @g?’)k_%@ — @gg,)k,@ Par définition, F, = @kzr Tk Les
algébres F »(U) sont des algébres de Frechet-Stein. Tout élément de Fo (U) s’écrit uni-
quement sous la forme S = P+Q avec P € Dy o (U) et Q = > _ ., o @n-(w"0)" vérifiant
a, — 0. En particulier, I'algébre Fo »(U) contient Dy o (U). Les éléments de Dy o (U)

n——oo
inversibles dans F »(U) sont donnés par la proposition E.141

On regarde maintenant les liens entre les algébres Fj, . (U) pour un niveau de congruence
k fixé et r variable. Soit r < 7’ deux entiers strictement positifs et & > r’. On se donne un
¢lément S de Iy, . (U),

S = Z an - (WFO)™ + Z an - (W"o)"
n=0

—oco<n<0

P Q
Alors S appartient a Fy, ,»(U). En effet puisque P € JFy, ,»(U), il suffit de vérifier que @ est
dans Jy ,»(U). On a

Q _ Z ay - (wra)n _ Z anw—(r’—r)n . (wr’a)n

—o00<n<0 —o00<n<0
Puisque |w|~("=")" o 0, on a bien @ € F . (U). Il est clair que ||P||x,r = || P|lg =

max,en{|an|}. Par ailleurs ||Q||x,,» = max,<o{|an} et [|Q|k,» = max,<o {]an] 'p_(rl_")"}.
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Ainsi || Q|lk» < 1@k €t |S]lkr < ||S]Ik,r. Autrement dit inclusion JFy ,(U) < Ty (U)
est 1-lipschtizienne. Elle est donc continue.

Cependant la topologie de Fy, ,»(U) induite sur I}, .(U) par I'inclusion Iy, (U) C Ty, (U)
ne coincide pas avec la topologie de Fy, .(U). En effet les normes ||-||5 - et |||/~ ne définissent
pas les mémes suites convergentes pour les éléments de la forme > . an - (W"0)".

En conclusion, Fy . (U) est une sous-algebre de F, ,»(U) dés que k > 1/ > r et la topologie
de T}, »(U) est plus fine que celle de Fy, ./ (U).

Ces inclusions Fy, (U) < F (U) pour k > r’ > r commutent avec les morphismes de
transition Fyy1,(U) <= T »(U) : le diagramme suivant est commutatif.

Frg1,(U)———— T3 (U)

ffk—l—l,r’(U)(—) gk,r’(U)

En passant a la limite projective sur k£ dans la catégorie des K-algébres topologiques, on
obtient un morphisme injectif continu de K-algébres Foo (U) — Foo o (U).

Définition 4.15. On pose Foo(U) = hglffoom(U) = U Foor(U).
r>1 r>1

C’est une K-algébre contenant toutes les algébres de Fréchet-Stein Foo ,(U) dés que
r>1. 81 P e F(U), alors P € Fy »(U) pour un certain r € N*. En particulier, P s’écrit
uniquement sous la forme P = ) ., a, - 9" avec |a,|- R® — 0 pour tout réel R > 0

n—0o0

T

et |ap| - p"" — 0. La premiére condition correspond a ) _yan - 9" € Dy oo(U). Si
n——oo

lay|-p™" N 0, alors pour tout R > p” on a |a,|-R™™ —— 0. On obtient la description

n——o0
suivante de Foo(U) :
FolU)=S P+ > a,-9", PEDxoo(U), IR>0 tq |an|- R — 0
—oo<n<0

On munit la K-algébre F,,(U) de la topologie la plus fine pour laquelle les inclusions
Foor(U) = Fo(U) sont continues. Il s’agit de la topologie localement convexe.

Puisque 'algébre Fo(U) est I'union croissante des algébres Fo (U), on a

FooU)* = | Foorr (U)*

r>1
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Le résultat suivant se déduit de la proposition .14l En effet, 'union sur r des opérateurs
finis de Dx o (U) vérifiant le point 3 de cette proposition est I’ensemble des opérateurs finis

de @x’oo(U)

Proposition 4.16. Un opérateur différentiel P de Dx o(U) est inversible dans Foo(U) si
et seulement si

1. P= Zizo an - 0" dans Dy o (U),
2. aq est inversible dans Ox o(U).

Soir ' > r > 1. Les morphismes injectifs d’algébres Foo ,(U) — Foo v (U) induisent
des morphismes transition F, — F v au niveau des faisceaux. On note Fy, la limite
inductive de ces morphismes. C’est un préfaisceau de K-algébres sur X dont les sections
sur les ouverts affines U de U sont les algébres F,(U). Puisque X est quasi-compacte et
puisque les morphismes de transition sont localement injectifs, Fo, est un faisceau sur X
d’aprés le lemme 6.29.1 de [§].

Définition 4.17. On définit un faisceau Fo sur X dont les sections sont exactement les
unions croissantes | J,~; Foor(U) en posant

Foo =

fa—

im JF,
? oo,

<
=

5 J ,-module coadmissible associé & un Dy ,.-module
coadmissible

On note w : T*X — X le fibré cotangent de X et s : X — T™X la section nulle. Le
morphisme 7 est ouvert. En effet la propriété d’étre ouvert étant topologique, il suffit de le
vérifier sur la fibre spéciale et de voir que le morphisme 7*X = Spec (Sym©x) — X est
ouvert. Ici Ox est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, © x est un Ox-module
localement libre de rang fini. En particulier le morphisme T* X — X est plat de présentation
finie. Il est donc ouvert d’aprés la proposition 10.41.8 de [8].

On associe au faisceau J , défini sur X un faisceau J7 . sur le fibré cotangent TX de
X de la maniére suivante. Pour un V ouvert de T*X, on pose

) = er(m(V)) si VNns(X)=10
w D)o@ (V) si VNs(X)#0

L’image 7(V') de V est bien un ouvert de X puisque le morphisme 7 : T*X — X est ouvert.
D’une maniére analogue, on construit un J7 -module cohérent & partir de tout Dgg L o
(0)

module cohérent. En effet soit My un @}: i g-module cohérent et r € {1,...,k}. On associe
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a My, le F}, ,-module cohérent

Mk,r = S:k,r (S

D My

(0)
x,k,Q

Si V est un ouvert de T*X, on définit un JF7  -module cohérent en posant

)= Mir(7(V)) i Vns(X) =0
o Mp(n(V)) st VNs(X)#£0

On note Supp M7 . le support de M7 . en tant que faisceau sur le fibré cotangent 7*X. On
démontre a la fin de la premiere partie 'inégalité de Bernstein pour le support de My . :

My est un @geo)k Q—module non nul si et seulement si dim Supp(Mj ) > 1.

On considére maintenant un Dx o-module coadmissible M = l'mk M. Pour r fixé,

les modules Mk,r’ admettent des morphismes de transition M, e le* i +17T—hnealres

induis par les morphismes Myy; — M. Le faisceau limite projective M des modules
hrestun Foo = I'Lmk» F5 -module coadmissible. On définie son support comme la
fermeture de 1'union croissante des supports des faisceaux Mj

Supp M = U SuppMj, . C %
k>r

Le Fo r-module M vérifie lui aussi I'inégalité de Bernstein.

5.1 J;,-module cohérent associé a un @g? )k g-module cohérent
Définitions

On fixe dans cette partie les entiers k > r > 1. On définit le faisceau JFj, . sur le fibré
cotangent T*X de X de la maniére suivante.

Définition 5.1. Soit V un ouvert de T*X. On pose

, (V)_{”{k,r(w(V)) si VNsX) =0
b DO, (V) si Vs(x) £0

C’est une K-algeébre de Banach munit d’une norme seulement sous-multiplicative lorsque
VN s(X) = 0 et multiplicative dans le cas ott VN s(X) # 0. On désigne la norme de F3 (V')
toujours par || - [|g,. Si VN s(X) = 0, il s’agit de la norme de F .(7(V')). Sinon pour
VNs(X)#0, || - ||k est la norme multiplicative | - | de @gg)k@(ﬂ'(‘/)).

On vérifie que J7 . est un préfaisceau sur 7*X. En effet soient W C V' deux ouverts de
T*X.SiV et W n’interceptent pas la section nulle s(X), ou s8’ils I'interceptent tous les deux,
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)

alors les morphismes de restrictions sont respectivement ceux de JFj, ou ceux de @g? %.Q"
On suppose maintenant que W N s(X) = () mais que V N s(X) # 0. Par définition,

55, (W) = Fp,(r(W)) et F7,(V) = D) o(x(V))

L’inclusion W C V implique que 7(W) C w(V). Le morphisme de restriction F; (V) —
% (W) est simplement le morphisme composé

0 (0
DY) o(m(V)) = DL o(m(W)) = T (m(W))
La condition de recollement est claire puisque PY LQ est un sous-faisceau de Jj . Ainsi
Fir définit bien un faisceau sur le fibré cotangent T*X de X.

)

On considére maintenant un @geo e Q—module cohérent My.. On rappelle que Jff[k,r est le

) r-module cohérent Mk =Tk ®D(0) M.

Définition 5.2. On associe a My, le I -module cohérent My = défini localement par

' V)= M (m(V)) st VNs(X) =0
b Mp(r(V)) st VNs(X)£0

Pour vérifier que M}, . est un faisceau sur T*X, il suffit de regarder ce qu'’il se passe
sur les ouverts dont un seul exactement intercepte la section nulle. Soient W C V' deux
ouverts de T*X tels que W N s(X) = 0 et VN s(X) # 0. Le morphisme de restriction
M. (W) — M (V) est donné par

1®1d

My (7(V)) = My (7(W)) = My (7(W)) = Fpp (m(W)) @5 ),

M w

Ainsi M7 . est un préfaisceau sur 7*X. La condition de recollement pour ces morphismes de
transition est immédiate. En effet soient V et W deux ouverts de T*X tels que WnNs(X)=0
et VNs(X) # 0. Alors VN W n’intercepte pas la section nulle. On se donne deux éléments
a € My(w(V)) et b € My, (w(W)) vérifiant alx(vow) = 1 ® a = bjz(vaw) = b. La condition
de recollement est simplement celle de J\N/[;”.

Pour V' N s(X) =0, My (V) = My (m(V)) est un F5 (V) = Fpp(7(V))-module cohé-
rent. Lorsque V N s(X) # 0, My (V) = My(7(V)) est un Iy (V) = @$L7Q(W(V))—module
par hypothése. On en déduit que M,’;m définit bien un ff,’;m—module cohérent.

Soit My un D( ) @—module cohérent. On note Supp M7 ,. le support de M;, = en tant que

faisceau sur T*X. C est un fermé de |T*X| d’aprés le lemme suivant pulsque J\/[* k. €St un
J3 ,-module cohérent.
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Lemme 5.3. Le support SuppM;, . de My = est un fermé de |T*X]|.

Démonstration. On rappelle que T*X est quasi-compact et que Mj . est un F}  -module

cohérent. Soit Vi,...,V, un recouvrement ouvert affine fini de T*X tel que M;“; e soit

-module de type fini. Il existe donc des sections eq,...,e; € M (V;) telles que

gg%,@ = X, le faisceau

%
un gjva’IVi

Z,T’H/i = ‘(Tr]z,q% e+ ?Z,T"‘/i
.. est supporté par T*X tout entier. On en déduit que

- es. Comme Supp Jy,, = Supp@

Supp(Mj, ) N V; = U Supp(e;)
j=1

Le support Supp(e;) d’une section e; de M . est fermé dans |T7#X| d’aprés le lemme 17.5.2
de [8]. On en déduit que Supp(Mj,,.) N V; est fermé car union finie de fermée. Puisque les
Vi recouvrent T*X, le support Supp Mj . est une partie fermée de |T*X|. O

Inégalité de Bernstein

Soit My, = @g?)k 0 /T un @;0 )k Q—module cohérent, ou Ji est un idéal a gauche cohérent de

@g?)k o- On commence par redéfinir bri¢vement la variété caractéristique Car(My) C T*X
du module Mj,. On note J3 'ensemble des éléments de J; de norme |- |5 inférieure ou égale
aun :

To(U) ={P € 3(U) : |P|p, < 1}

C’est un idéal cohérent de @g?)k On identifie U & un ouvert affine de la fibre spéciale X de
X. On munit 7*U C T*X du systéme de coordonnées locales (t,£) associé a la coordonnée
étale de U. Soit P = >">° 1 ay, - (wk0)™ un élément de JI5(U). On associe a P 'élément de
T*U donné par B

o(P) = o4(P) = ay, () - €V

ol Ay, (py € Ox(U) est la réduction modulo w de ax,(py- On a o(P) = o(P), ou o(P) est
le symbole principal de P € (J; ®y x)(U). On appelle o(P) le symbole principal de P il
dépend du niveau de congruence k. Avec cette notation, on a

Car(My,) N T*U = {(t,€) € T*U : o(P)(t,€) =0 YP € 12(U)}

On peut relier la variété caractéristique de My, au support de My = en les considérant
comme des parties fermées de |T#X| = [T*X] :
Proposition 5.4. Pour tout @;OL Q—module cohérent My, et pour tout entier r € {1,...,k},
Car My, C SuppM;, . en tant qu’espaces topologiques.
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Démonstration. On peut supposer X affine et se ramener au cas ou My = % & Q/J pour

7(0)

un idéal cohérent J de Dx,k,@ comme dans la preuve de la proposition 2.9 Dans ce cas
J\?[k,r =Tk /Ty I, 00 Ty - T est I'idéal & gauche de Fy, . engendré par J.
On commence par montrer que Car My, et Supp M,’;m coincident au niveau de la section
nulle. Soit U un ouvert affine de X. Alors V = 7~ }(U) intercepte la section nulle. On a
pr(V) = Mi(U) et (M) (z,e) = (M), pour tout point (z,&) de V. On se restreint a

louvert V quitte & supposer que X = U. On rappelle que J° est 'idéal de DgE)k constitué

des éléments de J norme | - |, inférieure o égale a un. Soit I = J° ®y k la réduction modulo
w de J°. C’est un idéal cohérent de Dx j, = @;OL ®v k. On se donne des éléments Py, ..., Ps
de J°(U) tels que o(P),...,0(Ps) engendrent le gradué grI. Alors Py, ..., Ps engendrent
I'idéal J. De plus

Car(My) = Car(Dx /1) = {(t,§) e T*X : ( )(t,§) =0 VP eI}
={(t,§) eT"X : o(P)(t,8) = =0a(Fs)(t,§) =0}

On écrit o(P;) = o(P;) = a;-£% € gr I(X). La section nulle est une composante irréductible
de la variété caractéristique Car My, si et seulement si les ordres dy,...,ds des opérateurs
P, ..., P sont supérieurs ou égaux & un. Puisque I'idéal gr I est engendré par les monoémes
o(Py),...,0(Ps), 'idéal grl ne contient pas de terme d’ordre zéro en £. On en déduit
que J ne contient pas d’opérateur P vérifiant Nj(P) = 0. Sinon o(P) serait un élément
d’ordre N1 (P) =0 en ¢ de grI. Les points du support Supp M o Sur la section nulle sont

donnés par le support du module Mj, = D(O XkQ /3 vu en tant faisceau sur le schéma formel
X. Puisque tout élément P de I'idéal J(U) vérifie Nx(P) > 1, aucun élément de J n’est

inversible dans 955?, )k,Q d’aprés le corollaire 3.201 Ainsi (@g?,)k,(@ /9)z # 0 en tout point = de
X = U. Autrement dit Supp My, = X et le support Supp Mj, ,. contient la section nulle.

Réciproquement le support du module 955?, ),%Q/f] n'est pas X = U tout entier si et
seulement 1'idéal J(U) contient un opérateur P vérifiant Ni(P) = 0. Dans ce cas, le support
du module @gg)k@ /3 consiste en un nombre fini de points contenus dans ’ensemble des zéros
du coefficient constant ag de P. Par ailleurs o(P) = ag est un élément du gradué gr I(U).
Donc la variété caractéristique Car(Dx /) ne contient pas la section nulle. On vérifie,
en raisonnant de maniére analogue & ce que l'on a fait dans le paragraphe précédent, que
la variété caractéristique Car My, intercepte la section nulle exactement en les points du
support du module Dx %.Q /3, autrement dit en les zéros du coefficient constant ag de P.

On regarde maintenant ce qu’il se passe en dehors de la section nulle. Soit V' un ouvert
affine de 7*X n’interceptant pas la section nulle. On pose U = w(V) C X. C’est un ouvert
de X. Quitte & restreindre V', on peut supposer que U est affine et que X = U. Avec ces
notations, Mj. (V) = F,(U)/(Fk, - T)(U). On reprend les notations de la partie 2] du
microlocalisé Lk du faisceau Dx . sur le fibré cotangeant 7*X de X.

Soit P € J(U) un opérateur de norme un. On rappelle que P = (P mod w) est inversible
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dans le microlocalisé Ly au voisinage d'un point (z,§) € Tf X = T*X\s(X) si et seulement
si o(P)(x,&) # 0. Cette condition est nécessaire, mais non suffisante, pour que P soit
inversible dans &, au voisinage du point z. En effet cette condition implique seulement
que le coefficient d’indice N (P) de P est inversible dans Oy au voisinage de . D’aprés la
proposition B.I9 il faut de plus avoir N (P) = g (P) pour que P soit inversible dans &
au voisinage de z. Ainsi si P est non inversible dans L (W) pour tout voisinage ouvert W
du point (z,§) dans Ty X, alors P est non inversible au voisinage de = dans &, et donc a
fortiori dans JFy ..

On se donne un point (z,§) dans Car(My) N Ty X. On rappelle qu'un point (z,&) ap-
partient & Car(My) NTFX si et seulement pour tout opérateur P de J(U) de norme un,
o(P)(z,£) = 0. On en déduit qu’aucun élément P de J(U) n’est inversible dans & au voi-
sinage du point z. En effet, le coefficient dominant a de tout opérateur P de J(U) s’annule
en x puisque le point (x,£) n’appartient pas a la section nulle du fibré cotangent : £ # 0
et o(P) = a(z) - EN+P) = 0 implique a(z) = 0. D’aprés le lemme BI7 1'idéal & - I de &
engendré par 'idéal J ne contient pas d’élément inversible au voisinage de x. Autrement dit
Ter (W) - 1,(W) C I (W) pour tout ouvert affine W de X = U. Il en découle que l'idéal
T - I de Ty, ne contient aucun élément inversible au voisinage de x dans Jj,,. Dans le
cas contraire, il existerait un voisinage ouvert W de x pour lequel Fy, (W) - I, = Ty, . (W).
Alors

Ex(W) Fpp(W) - T = Eg(W) - T = Ex(W) - Fpp e (W) = E(W)

Ainsi (W) -I(W) = E(W) et I(W) contiendrait un élément inversible au voisinage de
d’aprés le lemme B.I7 Ainsi aucun élément de 'idéal J, , - I, n’est inversible au voisinage
de = dans Fy,,.. Cela contredit I'hypothése de départ. On en déduit que (Fy /Fgr - I)z # 0
et que (z,£) € SuppMj,,. On a donc montré que Car M C SuppMj , en dehors de la
section nulle. 7 7 O

Remarque 5.5. Soit My, un D;L (g-module cohérent et r € {1,...,k}. On a démontré que
la variété caractéristique Car(Mk) et que le support Supp(M,”) coincident au niveau de
la section nulle. Cependant Uinclusion Car(My,) C Supp(Mj, ,.) peut étre stricte en dehors
de la section nulle. Cela provient du fait qu’il est plus « diﬁ‘icz’le » d’étre inversible dans
Tk que dans Ly. Soit par exemple P un opérateur infini de Dx oo(U). Alors les variétés

caractéristiques Car(@g?)k o/ P) sont de dimension un mais Supp(Mj, ) = T*X pour r et k
suffisamment grands (voir lezemple [5.16]).

Puisque X est une courbe, on dispose de 'inégalité de Bernstein démontrée dans [5] pour

les @ge%’@—modules cohérents My, : My, # 0 si et seulement si dim Car My > 1. On fixe dans
la suite un entier » € {1,...,k}. On déduit de la proposition 5.4l que dim(SuppMj ) =1
implique dim(CarMy) = 1. En effet il suffit de vérifier que My # 0. Si My, = d, alors
M;T =0 et Supp J\/[Z’T, = (). Autrement dit si dim(Supp M,’Zr) =1, alors My, est un ﬁg?,)k@'
module holonome non nul.

o1



Réciproquement soit My un D;)k@—module non nul. Alors dim(Car My) > 1 et la pro-

position [£.4] montre que dim(SuppMj ) > 1. On en déduit I'inégalité de Bernstein pour
les 7 ,-modules cohérents énoncée dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.6. Un @;OL Q-module cohérent My, est non nul si et seulement si

dim(Supp My, ,.) > 1

Puisque X est connexe et lisse, X est intégre. En particulier X est irréductible. Dans
ce cas T"X est aussi irréductible. Comme dim(7*X) = 2, si le support de M} . est de
dimension deux, alors Supp My , = T*X.

Lorsque dim(Supp Mzr) = i, la proposition suivante montre que le support de M;T est
une partie conique de T*X constituée de composantes irréductibles verticales et potentiel-
lement d’une composante irréductible horizontale d’équation & = 0.

Proposition 5.7 (inégalité¢ de Bernstein). Soit My un D( ) kg -module cohérent non nul. Si
dim(SuppMj, ) = 2, alors Supp M, =T"%. Sinon dlm(Supp M, ) = 1 et les composantes
irréductibles du support Supp M;; - sont toutes de dimension un.

Démonstration. On suppose que dim(Supp Mzr) = 1. Comme pour la preuve de la pro-
position [2Z.I19] on peut se ramener au cas ou My = Dg? 1.0 /Jx avec Ji un idéal cohérent de

@g?)k o On a Mk,r = Tbr /Ty - Ji, o0t Ty - Jj; est I'idéal de Ty, engendré par Jj,. On peut
supposer que X = U est affine.

Il a été vu dans la proposition 5.4l que le support Supp Mj .. et la variété caractéristique
Car(Mj,) coincident au niveau de la section nulle et que Car(Mk) C Supp M ,.. Puisque les
composantes irréductibles de Car(M},) sont toutes de dimension un, Supp M} . n’a pas de
point isolé sur la section nulle. Il reste & regarder ce qu’il se passe en dehors de la section
nulle.

Soit (2,§) € T"X\s(X). On rappelle que (M} )ze) = (My,.)z- En effet pour tout
voisinage ouvert V suffisamment petit de (x,&) dans T*X, on a MZWW = -rfk,r‘v/jk\v- On

en déduit que si (J\N/[k,r) # 0, alors le support du module M} » contient la droite verticale
passant par x sauf potentiellement le point sur la section nulle. Tl reste & regarder ce qu’il
se passe au niveau de la section nulle. Si le support de M7, contient la section nulle, il n’y
a rien & montrer. Dans ce cas le support Supp Mj consiste en une composante horizontale
d’équation & = 0 et en un nombre fini de composémtes verticales.

On suppose maintenant que la section nulle n’est pas une composante irréductible du
support Supp My, .. Il faut montrer que si (Mz,r)(:v,i) = (Mk,r):v =% 0 pour tout £ # 0, alors
(M5 ) (2,0) = (My)o # 0. Autrement dit, il faut prouver quaucun élément P de Jx(U), pour

7(0)

U un voisinage ouvert affine de z dans X, n’est inversible au voisinage de x dans Dy o Si

Ni(P) > 1, alors la proposition B.20l montre que P n’est jamais inversible au voisinage de
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x dans @g?,)k,(@' Néanmoins on a vu dans la preuve de la proposition [5.4] que I (U) contient

des éléments P vérifiants Nj(P) = 0 lorsque la section nulle n’est pas une composante
irréductible. Soit P un tel élément. L’hypothése (Mzﬁ,)(m@ = (J\?[k,r)w # 0 implique que
le coefficient constant ag de P s’annule en x. Autrement P serait inversible au voisinage
de tout point (x,£) # (¢,0) dans JF}, d’aprés la proposition puisque Ni(P) = 0
implique 7(P) = 0 et puisque ag serait inversible au voisinage de z. Ceci impliquerait
que (M}, )(z6) = (My.r)z = 0. Ainsi aucun élément P de J5,(U) vérifiant Ny(P) = 0 n’est
inversible au voisinage de . On en déduit que (My), # 0. Le support du module Mj .
contient donc la droite verticale passant par x. 0

5.2 J ,-module coadmissible associé & un Dy ,-module coadmissible

On va maintenant associer a tout Dx -module coadmissible M un F%, ,-module coad-
missible My, ou F5, ;. est la limite projective sur k des faisceaux d’algebres Fy . Le module
M7 est simplement la limite projective sur k des JF7 -modules cohérents M7 . L’inéga-
lité de Bernstein pour le support Supp M découle des inégalités de Bernstein pour les
?Z’T-modules cohérents Mz’r.

s *
Le faisceau 57,

On considere les morphismes de transition ¥}, — F} . induis localement par l'in-

clusion Fj11,(7(V)) = Fjpr(m(V)) lorsque V N s(X) = 0 et par le morphisme identité
id : @(x(]’)]g7(@(7T(V)) — @gg)k@(w(V)) dans le cas ou V N s(X) # 0. Comme pour For, on
définit le faisceau J7, ;. comme la limite projective sur k > r des faisceaux Jp .

Définition 5.8. On pose I3, = hm, %,

On vérifie que I, . est un faisceau sur le fibré cotangent 7*X défini localement par les
algebres de Fréchet-Stein Fg (U) et Dy oo(U) :

o vy = [Ter@(V)) s Vns(X) =0
oo,r D%,OO(W(V)) si VnS(%);ﬁ@

Les J ,-modules J\?[oo,r

On se donne maintenant un Dy -module coadmissible M = l&lk M. Pour tout k > r,
on rappelle que B
Mi,r = Fror @z0 My,

X,k,Q

C’est un Jj -module cohérent. On note g; le morphisme de transition M1 — My et
iky * FTrt1,r — T, le morphisme donné localement par l'inclusion de Fy4q,(U) dans
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Fir(U). On considére le morphisme de transition gg, = g, ® gg : Mis1, — Mg, Il est
Fk+1,,-linéaire. Pour ces morphismes de transition, on pose

J\'7[00,7’ = l&n Mk,r
k>r

Proposition 5.9. On a le ~ Frr Q5,11 Mk+1,r. Autrement dit Jf/[oo,r est un Foo p-
module coadmissible.

(0)

Démonstration. L’algébres Fp, . (U) est naturellement un @x p+1,0(U)-module via la com-
position des morphismes d’algébres @g?)k-H oU) = @g))kQ(U) — Fr(U). Ainsi Fy,, est

un @g?’),c+17(@—module. On dispose de 'isomorphisme suivant de @gg)kﬂ@—modules :

Frr OFp 10 Mit1,r = Ty Q5 Tt 50 Mg 41
’ ’ X,k+1,Q

>~ Fir @00 My41
X,k+1,Q

(0)

La structure de JFj -modules prolonge celle de @36 [ Q-modules. Cet isomorphisme est

donc un isomorphisme de F, .-modules. Comme @geoac 0® Mp11 =~ My, on obtient
9 K Q

)
D kt1,

o~

0)
Frr O Mit1 = Fir ®50  Diho s M
D g T TR D TERQ T o T
> Frr Qp0 M = My,
X,k,Q
en tant que @g?)k g-modules. Puisque la structure de Fj ,-modules étend celle de @g? )k o

modules, c’est aussi un isomorphisme de Jj,-modules. On obtient donc l’isomorphisme
souhaité de F, .-modules :

Frer @F i1, Mir1,r = My
O

On note Supp J\?[kﬁ, le support de J\N/[;” comme faisceau sur le schéma formel X. Puisque
My, , est un Jj -module cohérent, il s’agit d'un fermé de X. Soit y € X, I'isomorphisme
My r ~ Fpp O M1, induit un isomorphisme

Mir)y ~ (Far)y @51y, Mestr)y
En particulier Supp J\?[k,r C Supp J\~/[k+1,,,.

Définition 5.10. On définit le support de J\N/[OOW comme la fermeture de l'union croissante
des supports des My, ;. :

Supp J\7[00,7* = U Supp Mk,r
k>r
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Remarque 5.11. En général, ['union croissante des supports des My, n’est a priori pas
fermée.

Exemple 5.12. On suppose que la courbe formelle X est affine munie d’une coordon-
née locale. Soit P un opérateur de Dx oo (U) et M = Dx o/P. Clest un Dy -module
coadmissible. On a Mk,r = Tpr/P et J\N/[oo,r = Foor/P.

1. Si P est un opérateur infini, alors P n’est jamais inversible dans F (U) d’apreés la
proposition .14l Ceci implique que P n’est pas inversible dans Fy, ,.(U) pour k assez
grand. Ainsi Supp Jj, /P = X pour k assez grand. On en déduit que Supp J\N/[OOW =X.
Prenons par exemple P = [[, (1 —ay, - w" - 0) € Dx (U) avec a,, € Ox(U) de
norme un. Alors P s’écrit

P=1+ Z/Bn . O‘)n(n-i-l)/2 Ot =1+ Zﬂn . wn((n+l)/2—k) . (wka)n
n=1 n=1

avec B, = €p -1 ...an + ap oW g, € VX et |ay| < 1. On a done |3, = 1. On montre
que N (P) = (P) = k. De plus pour que P soit inversible dans Fy,.(U), on doit
avoir (proposition [3.27) :

Vn € {0’ o ,k’ o 1}’ |w|n((n+l)/2—k) . p(k—r)(k—n) < |w|k((k+l)/2—k)

Cette condition se réécrit

k(k+1) n(n+1)

Vn e {0,...,k—1}, 5 - 5 +rn—k)<0
Pour n = 0, on obtient @ —rk < 0. Ce n’est possible que pour % < r. Ainsi

dés que k est supérieur ou égale a 2 — 1, P n’est jamais inversible dans J, ,.(U) et
Supp I /P = X.
2. On suppose maintenant que P = Zizo ay - O™ est un opérateur fini d’ordre d. Pour

k assez grand, disons k > ko, N1(P) = d. Pour 7 assez grand, disons r > rg, et pour
k > k{ = max{ko, 7o}, P vérifie la condition 3 de la proposition 327 :

vne{0,....d—1}, lan|-p" "™ < |ag

Ainsi pour tout k > k{, et pour tout r > rq, P est inversible dans F}, , au voisinage
de x si et seulement si son coefficient dominant agq est inversible au voisinage de x
(proposition B.27]). Dans ce cas Supp Mk,r = V(ag). On en déduit que Supp J\N/[OOW =
V(aq) pour tout r > rq.

Pour les autres valeurs de r, P n’est jamais inversible. Donc Supp le = X pour
tout k dés que r < rg en prenant rg minimal. Ainsi Supp 3\7[00,,, = X pour r < ry.
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Le 37, ,-module M}

On consideére toujours un Dy -module coadmissible M = @k Mp. Pour k >r > 1, les

morphismes de transition Mk—l—l r— Mk et D(OL +10 @;L induisent des morphismes

de transition My ; = — Mj .. On définit maintenant un 7, 7-module M & partir de M
en prenant la limite projectlve sur k des F},  -modules cohérents M, .. Ce module va étre
coadmissible.

Définition 5.13. On pose M) = r&lkzr M -

Le F%, ,-module M, = est caractérisé localement sur les ouverts V' de T*X par

‘) = Moor(m(V))  si Vs(X) =0
M(r(V)) si VNns(X)£0

Comme My, est un F ,-module coadmissible et comme M est un Dx o.-module coad-
missible, M, est un J7%_ ,-module coadmissible.

Remarque 5.14. Soient M et N deuz Dx o-modules coadmissibles. S’il existe un entier
r > 1 tel que My = N, alors M = N. En effet pour tout ouvert V. de T*X interceptant la
section nulle, on a par hypothése Mi(m(V)) = M(w(V)) = Ni(w(V)) = N(w(V')). Puisque
les ouwverts w(V') recouvrent X, on en déduit bien l’égalité M = N.

On a vu que la suite des supports (Supp J\?[k,r) k>r est croissante. On montre de maniere
analogue que la suite des supports (Supp My)r>1 est elle aussi croissante. On en déduit que
la suite des supports des modules M, est croissante.

Définition 5.15. On définit le support de M) comme la fermeture de ['union croissante
des supports des MZ’T :

Supp M = U Supp Mz’r cT*Xx
k>r

Lorsque M est un Dy o.-module coadmissible non nul, les supports Supp M} sont des
parties fermées coniques de T*X. On en déduit que Supp M est une aussi une partie fermée
conique de T*X.

Exemple 5.16. On suppose que X = U est affine. On rappelle que T*X et T*X ont
le méme espace topologique. On note (¢,&) les coordonnées locales de T*X associées a la
coordonnée étale de X = U. Soit P € Dy (V). On considere le Dy -module coadmissible

M = D oo/ P = lim, My, avec My = D(Ok o/ P.
On a Mk,r = Fpr/P. Soit V un ouvert de 7#X. Si VN s(X) = 0
Fkr(m(V))/P. Sinon lorsque V' N s(X) # 0, My (V) = My (7(V)) = @;0

)

, alors My (V) =
Lo(m(V)/P.
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1. On suppose tout d’a@rd que P = ZZ:O an - 0" est un opérateur fini d’ordre d.
Pour k assez grand, Ni(P) = d. A partir de ce rang 1a et pour r assez grand, le
support SuppMj, . de M, . coincide avec la variété caractéristique de ®g€0 L 0 /P. En

effet pour 7 et k assez grand, le support de M . est donné par

3
X
t
1 0 T2 T Ts
Supp M’,;T
Ici xq,...,2s sont les zéros du coefficient dominant ag de P. Ce support admet la

section nulle comme composante irréductible si et seulement si d > 0.
Soit (w,€) € T*X. Si (2,6) € s(X), alors (M}, )re) = (DY} q/P)e- Si d > 0,

(0)
X

alors P n’est jamais inversible dans D k@ au voisinage de x. En effet pour que P

)

soit inversible dans @geo k> une condition nécessaire est d’avoir Nj(P) = 0 d’aprés
le corollaire Mais pour k suffisament grand, Ni(P) = d > 0. On en déduit
que (M} ) (z,e) = (@;OLQ/P):C # 0. Autrement dit le support de Mj . contient la
section nulle. Les variétés caractéristiques Car(@ggaf’Q/P) la contiennent aussi. Si

d = 0, alors P = a est une fonction de Ox o(X). Le support du module @gg)k@/a
est 'ensemble des zéros de a (en dehors de ces zéros, a est inversible dans Ox g(X)).
Dans ce cas le support de M;T coupe la section nulle seulement en les zéros x1, ...,z
de a. La section nulle n’est donc pas dans le support du module M} . Lorsque
d = 0, la section nulle n’est pas non plus une composante irréductible des variétés
caractéristiques Car(@ggaf’@ /P) pour k assez grand.

On suppose maintenant que (z,§) € TX\s(X). Alors (M}, )(z¢) = (Fgr/P)z. On
a déja vu dans l’exemple que pour 7 et k assez grands, (Fj,/P), # 0 si et
seulement si x est un zéro du coefficient dominant a4 de P. Le support du module
M, contient ainsi les droites verticales d’équations x = x;, ot x1,...,x, sont les
zéros de aq, auxquelles on a retiré les points de la section nulle. Mais ces points de
la section nulle sont compris dans le cas traité précédemment.
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Ces supports Supp M,’;m ne dépendent donc plus de k pour k suffisamment grand et
Supp Mj . = Car(My,) en tant qu’espace topologique. On en déduit que pour r assez
grand, le support du module M est donné par ’ensemble des points (z,&) € T*X
vérifiant ag(z) - €4 = 0.

2. On traite maintenant le cas d’'un opérateur infini P. Pour (z,£) € s(X), on a
(M) (2,e) = (@gL’Q/P)m. La suite (Ng(P))y est croissante et diverge vers +oo.
Pour k suffisamment grand, P n’est donc pas inversible au voisinage de x dans
@gg L (- Autrement dit (D(O x.1.0/ )z # 0. Ainsi le support du module Mj - contient
la section nulle pour k assez grand. Enfin pour tout point (z,§) € T*%\s( ) et pour
k suffisamment grand, (M}, )¢y = (Fr,r/P)s # 0 d’aprés Uexemple 512 On en
déduit que Supp M; = T*X pour k suffisamment grand. Donc si P est infini, alors
SuppM; =T*%X quélque soit r € N*.

Inégalité de Bernstein

Soit M = l'mk My, un Dy -module coadmissible et r un entier supérieur ou égale
a un. Si dim(SuppM}) = 1, alors M # 0. Dans ce cas My # 0 pour k assez grand.
On a donc dim(Supp M* ») = 1 pour k suffisamment grand d’aprés le corollaire [5.6] car

dim(Supp M, . < dlm(Supp M!) = 1. On en déduit que les @;LQ—modules M. sont
holonomes pour k assez grand. En effet d’aprés la proposition 5.4 Car My, C Supp M}, - et
donc dim(Car My) < 1.

La réciproque est néanmoins fausse. Les @ge)k -modules M}, peuvent étre holonomes
pour tout niveau de congruence k, ie dim(Car Mk) < 1, tout en ayant dim(SuppM}) = 2.
C’est le cas par exemple pour M = Dy o, /P dés que P est un opérateur infini de Dy oo (U).
En effet, on a vu dans l'exemple que SuppM; = T*X. Cependant d’aprés [5], le
Dgeoaf (g-module cohérent @g)}f’@ /P est holonome pour tout entier naturel k.

On déduit du corollaire I'inégalité de Bernstein pour le support du Fu ,-module
coadmissible M. On rappelle que son support est défini par

Supp M = U Supp Mj, .
k>r

Proposition 5.17 (inégalité de Bernstein). Soit M un Dx o-module coadmissible. Alors
M est non nul si et seulement si dim(Supp M) > 1.

Le fibré cotangent T*X de X est noethérien. Ainsi les supports des J7  -modules co-
hérents M7, s 1 ‘ont qu'un nombre fini de composantes irréductibles. On dedult le résultat
suivant de la proposition (.71

Proposition 5.18. Soit M un Dx -module coadmissible non nul. Si dim(Supp M}) =
2, alors SuppM} = T*X. Sinon dim(SuppM;) = 1 et SuppM;} = SuppMj, . pour k
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suffisamment grand. En particulier les composantes irréductibles du support Supp M sont
toutes de dimension un.

Démonstration. Soit M = 'mk My, un Dx oo-module coadmissible non nul. Si la dimen-
sion du support SuppM; est deux, alors SuppM; = T*X puisque le fibré cotangent
T*X est irréductible. On suppose maintenant que dim(SuppM?’) = 1. On a alors vu que
dim(Supp MZT) = 1 pour k assez grand. On ne considére maintenant que ces niveaux de
congruences k. Le support SuppM* n’a qu'un nombre fini de composantes irréductibles.
Elles sont toutes de dimension un. En effet, si une composante irréductible de Supp M est
réduite a un point point, alors ce point appartient a I'un des supports Supp M;; ,. pour & suf-
fisamment grand. Mais les composantes irréductibles des supports Supp M sont toutes de
dimension un d’aprés la proposition 5.7l Comme Supp Mj . C Supp M7, le s{lpport Supp M*
contient cette composante de dimension un. Ainsi ce pc;int ne peut étre une composante
irréductible de Supp M.

Les composantes irréductibles des supports Supp M3 . et du support Supp M. sont donc
toutes de dimension un. Pour une raison de dimension: les composantes irréductibles des
Supp M, ,. sont des composantes irréductibles de Supp M. On en déduit que Supp M; =
Supp M}ZT a partir d'un certain rang k& > r. En effet puisque le support Supp M n’a qu’a
nombre fini de composantes irréductibles, on a forcément 1’égalité des supports & partir
d’un rang k suffisamment grand. O

6 Dx-modules holonomes

Soit M un Dy oo-module coadmissible. La suite des supports (Supp M), est décrois-
sante. On définit la variété caractéristique Car(M) de M comme l'intersection des supports
des M .. Elle vérifie I'inégalité de Bernstein : M # 0 si et seulement si dim Car(M) > 1.

6.1 J% -module associé & un Dy -module coadmissible

Les morphismes de transition Foo, — For41 et id 1 Dy o — Dx o induisent des
morphismes de transition F5, , — F5 1. Comme T*X est quasi-compacte et comme les
morphismes de transition F5, . — FZ .4 sont localement injectifs, la limite inductive des
F5,r définie un faisceau sur T*X.

Définition 6.1. On définie un faisceau sur T*X par F5, = hﬂff;o
r>1

Pour tout ouvert V' de T*X, on vérifie que

Foo(m(V)) st VNs(X)=

e o 0
FoolV) = {DM(W(V)) si VNs(X)#0



Soit M = lglk My, un Dx oo-module coadmissible. Pour tout entier £ > 7, on rappelle

que My » = Fpr D50,
Pour k£ > r 4+ 1, on note Jkr ¢ Tkyr — Fgr41 le morphisme induit localement par les

inclusions Fy, . (U) C Fy»+1(U). Les morphimes

M. et que 3\7[00,,, = @lp Jf/[k,r est un Fu -module coadmissible.
Q =T

My = Myt = T r1 D

jk,r ®id : Mk,r = 5tk,r DS D

D My,

(0) (0)
X,k,Q X,k,Q
sont J, ,-linéaires. Ils commutent avec les morphismes de transition. En effet le diagramme
suivant commute.

= jk,r®id =~
Mk,r Mk,r—l—l
9k,r 9k, r+1
M M
k+1,r Jep1r@id k+1,r+1

En passant a la limite projective sur kK > r + 1, on obtient un morphisme continu
Foor-linéaire jp : Moo — Moo r41. On a

Frr+1 O3, My = Frert1 7, Fier ®@;o>k . My,

= S:k,r—l—l (S

D My

(0)
x,k,Q

= Mk,r—i—l

en tant que @gg L Q—modules. Puisque la structure de J}, ,41-modules étend celle de @gg L o

modules, on obtient un isomorphisme de J 4 1-modules
Frrt1 @, , My =~ M i1
On en déduit que Supp Mkﬂn_i_l C Supp J\?[k,r. Donc
Supp Moo 41 C Supp Moo

On rappelle que Foo = ligr> ) Foo,r- La limite inductive sur 7 des modules J\N/[oo,r pour

les morphismes j, : Mo — Moo 41 est un préfaisceau de Foo-modules.

On considére les morphismes de transition M; — My, ; induis par les morphismes
Jr i Moor = Moo 41 et id : M — M. Les inclusions Supp My r+1 C Supp Mo permettent
d’obtenir des inclusions Supp My C M7 ;.
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Définition 6.2.
1. On associe un F% -module N, a M en prenant le faisceautisé du préfaisceau de
* 3 *
Fi.-modules h_nngl M.
2. On définit le support de N, comme l’intersection décroissante des supports des
Foo,r-modules coadmissibles M :

Supp M?, = (7] Supp M;;
r>1

Exemple 6.3. On reprend 'exemple : X = U est affine et M = Dx /P pour un
opérateur P € Dy (U). On rappelle que My, , = Fj /P et que Mo, = Foo r/P.

1. Si P est un opérateur infini, alors Supp J\N/[oo,r = X pour tout r > 1 d’aprés 'exemple
B.I6l Ainsi Supp MY, = T*X.

2. 81 P = zg:(] an - 0" est un opérateur fini d’ordre d, alors il existe un rang ro tel
que Supp Moo » = V'(aq) pour tout r > rg et Supp Mo » = X pour tout r < 1. Pour
r > 19, ces supports sont I'ensemble des abscisses des composantes irréductibles
des variétés caractéristiques Car (@gg)k’Q/P> pour k assez grand, comme discuté
en introduction. L’exemple montre que pour r assez grand, le support de M
coincide avec la variété caractéristique de @g?,)lc,Q/P pour k suffisamment grand.
Ainsi le support SuppM%, = N,>1 SuppM; redonne les variétés caractéristiques

Car <@g§’3€7Q/P) pour k assez grand.

6.2 Variété caractéristique et inégalité de Bernstein

Soit M un Dy -module coadmissible. On rappelle que la suite des supports (Supp M),
est décroissante. L’object qui nous intéresse est l'intersection de ces supports. C’est un
fermé de T*X. On définit la variété caractéristique Car(M) de M comme cette intersection.
L’inégalité de Bernstein est vérifiée par cette variété caractéristique : M # 0 si et seulement

si dim Car(M) > 1.

Définition 6.4. Pour tout Dy -module coadmissible M, on définit la variété caractéris-
tique de M par
Car(M) = Supp M, = m SuppM; C T*%
r>1

Exemple 6.5. On continue I'exemple On suppose que X = U est affine, que P €
Dt oo(U) et que M = Dy oo/ P = lim, My, avec My, = DY), o /P.

1. SiP= ZZ:O an - O™ est un opérateur fini d’ordre d, alors pour k assez grand

CarM = {(t,g) eT*X : ag(z) 1= O} = Car(My,)
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2. Si P est infini, alors CarM = T*X.

Soit M un Dy -module coadmissible non nul. Si dim(SuppM;) = 2 pour tout r > 1,
alors Supp M} = T*X et donc Car(M) = T*X. Sinon dim(SuppM;) = 1 a partir d’un rang
ro et dim Car(M) < 1. On montre dans la proposition suivante que dim Car(M) > 1. Il
s’agit de l'inégalité de Bernstein pour les Dy -modules codamissibles : un Dy o-module
coadmissible M est non nul si et seulement si dim Car(M) > 1.

Proposition 6.6. Soit M un Dy -module coadmissible non nul. Il existe un rang r € N*
a partir duquel Car(M) = Supp M. Si dim(Car(M)) = 2, alors Car(M) = T*X. Sinon
dim(Car(M)) = 1. On rappelle que pour k > r assez grand (dépendant de ), Supp M} =
SuppM,’;m.

Démonstration. On suppose que dim(SuppM}) = 1 a partir d’un certain rang ro. On ne
considére maintenant que les rangs r plus grands que 7. Puisque Supp M, ; C Supp M; et
comme les composantes irréductibles des supports Supp M. sont toutes de dimension un, les
composantes irréductibles de Supp M;,; sont des composantes irréductibles de Supp M.

On suppose que dim (ﬂr>1 Supp M:) = 0. Soit L une composante irréductible de

SuppM;,. Elle est de dimension un. Si L est une composante irréductible de tous les
Supp My, alors L est aussi une composante irréductible de Car(M) = (,~; Supp M. Cela
contredit 1’hypothése dim Car(M) = 0. On en déduit que L n’est plus une composante
irréductible des Supp M. pour r assez grand. Enfin comme le support Supp M, n’a qu'un
nombre fini de composantes irréductibles, aucune composante irréductible de Supp M}, n’est
une composante irréductible des supports Supp M} pour un rang r suffisamment grand. Il
en découle que dim(Supp M) = 0. Alors M = 0 d’aprés la proposition 5.I8 Puisque M # 0,
on en déduit que dim(Car M) = 1 et que les composantes irréductibles de Car M sont les
composantes irréductibles communes a tous les supports Supp M.

Les supports des modules M et la variété caractéristique Car(M) n’ont qu’un nombre
fini de composantes irréductibles. On en déduit que Car(M) = SuppM} a partir d’'un
certain rang r. Enfin on sait toujours d’aprés la proposition [0.18 que Supp M = Supp M;T
pour un niveau de congruence k suffisamment grand. U

Définition 6.7. Un Dx o-module coadmissible M est dit holonome si dim Car(M) < 1.

Soit M un Dy o.-module holonome. D’aprés I'inégalité de Bernstein (proposition[6.6]), ou
bien M = 0 et Car(M) = 0, ou bien M # 0 et dim Car(M) = 1. Par ailleurs si M = lim, M,
)

alors les @g? e Q-modules cohérents My, sont holonomes a partir d’un certain rang puisque
Car My, C Supp My, . C SuppM;, = Car(M) pour k suffisamment grand.

Exemple 6.8. Le Dy o-module coadmissible Dy /P est holonome si et seulement si P
est un opérateur fini.
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On termine cette partie en démontrant que la catégorie des Dx ~.-modules holonomes est
abélienne. Cela découle du corollaire Soit 0 M N L 0 une suite
exacte de Dx -modules coadmissibles. On note M = L&lk My, N = @k Npet L= @k L.

Par définition, My, N} et £y sont des @gg L Q—modules cohérents. La suite exacte précédente
(0)

induit une suite exacte de @}: & Q—modules pour tout entier naturel k :

0 M N Ly 0

On rappelle que J\N/[;” = T r ®®g€o)kQ My, Nkﬂn = T r ®®g€o)kQ Ny et Z);” =Fir ®
R0 &,

Puisque le faisceau J7,, est plat sur @x %.Q (proposition B.25]), on obtient les suites exactes
suivantes de Jj ,-modules cohérents

L.
Q

H©
gf,k,

0—— J\N/[k,r Nk,r 'Z‘/k,r 0

On en déduit finalement des suites exactes de J7  -modules cohérents

* * *
0 Mk,r k,r k,r 0

Le corollaire suivant se démontre en utilisant ces suites exactes et la proposition

Corollaire 6.9. Soit 0 M N vy 0 wune suite exacte de Dx o-modules
coadmissibles. Alors Car(N) = Car(M) U Car(£L). En particulier N est holonome si et
seulement st M et £ le sont aussi.

Démonstration. Si N n’est pas holonome et si M ou £ n’est pas holonome, alors la propo-
sition implique que
Car(N) = T"X = Car(M) U Car(£L)

On suppose N holonome. Si N = 0, alors M = £ = 0 et il n’y a rien a faire. On
considére le cas N # 0. On sait d’aprés la proposition que dim Car(N) = 1 et que
Car(N) = SuppNj . pour k et r suffisamment grands. On rappelle qu’on dispose d’une suite

exacte 0 M, e L7, —=0 de F} -modules cohérents. En regardant

les supports de ces modules, on obtient 1’égalité

Supp(N},.) = Supp(M; ) | ) Supp(£; ) (3)

Les supports Supp Mj . et Supp £7 . sont donc contenus dans Supp Nj .. = Car(N). Puisque
ces inclusions sont vérifiées pour tous les niveaux de congruences k suffisamment grands,
on a Supp(M;) C Car(N) et Car(£)) C Car(N). Enfin ces inclusions étant vraies pour
assez grand, il en découle que Car(M), Car(£) C Car(N). Ainsi les dimensions des variétés
caractéristiques Car(M) et Car(£) sont inférieures ou égales a la dimension de Car(N).
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Autrement dit M et £ sont holonomes car dim Car(N) = 1. La proposition permet
d’écrire Car(N) = Supp N ,., Car(M) = Supp M, . et Car(L) = Supp £}, pour k et r
suffisamment grands. On en déduit alors que Car(N) = Car(M) U Car(£L) par 3Bl

On suppose maintenant que les modules M et £ sont tous deux holonomes. D’aprés la
proposition [6.0] il existe un rang r pour lequel Car(M) = Supp M, Car(N) = Supp N> et
Car(£) = Supp £;. De plus il existe un rang k, > r tel que Car(M) = Supp M7 = Supp M, .
et Car(£) = Supp £ = Supp L} pour tout entier k > k;. La relation Bl montre que pour
tout k > k;,

SuppN;, = Supp(Mj,,) U Supp(£},) = Car(M) U Car(£)
Le support Supp N;;T ne dépend donc plus de k & partir du rang k.. On en déduit que
SuppN; = U SuppN; . = Car(M) U Car(£)
k>r

Il en découle que

Car(N) = ﬂ SuppN; C SuppN; = Car(M) U Car(L)
r>1

Cette inclusion étant vraie pour tout indice r suffisamment grand, on obtient 1'égalité
Car(N) = Car(M) U Car(£). En particulier N est aussi holonome. O

6.3 Une catégorie de Dy .-modules coadmissibles de longueur finie

Soit My, un @gg L g-module holonome. On note m(My) la longueur du cycle caracté-
ristique de My. Si I(Car(My)) est I'ensemble des composantes irréductibles de la variété
caractéristique de My, alors

mMp) = Y me(Mp) €N
Cel(Car(My))

On rappelle que mec(My) est la multiplicité de la composante irréductible C' de Car M.
Soit 1 le point générique générique de C. Par définition, la multiplicité mc(My) de C est
la longueur du (Op=x ),-module artinien £, ot

E=0p:x @p-1(grny ) T (&M}, ®v K))

C’est un entier positif non nul dés que My, est non nul. Lorsque C' est un fermé irréductible
non vide de 7% X non contenu dans la variété caractéristique Car My, on pose mc(My) = 0.
La longueur m(Mj,) de My, est un entier naturel puisque les multiplicités meo(My) le sont. 11
a été vu dans 5] que My = 0 si et seulement si m(My) = 0 et que My, est un @g?}f’@—module
de longueur finie inférieure ou égale a m(My,).
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Soit maintenant M = lglk My, un Dx oo-module coadmissible. On suppose qu’il existe

(0)

un niveau de congruence ky € N tel que M, soit un @x % Q—module holonome pour tout
entier k > kg. On note ky¢ le plus petit entier naturel pour lequel My est holonome dés que
k > ky. On associe a un tel module coadmissible M une multiplicité m(M) définie par

m(M) = limsup{m(My)} = inf < sup u(My/) ¢ € NU {oo}
E>k k2kxe | k'>k

Définition 6.10. On note H la catégorie constituée des Dy o-modules coadmissibles M =
l'&lk My, vérifiant les deux points suivant.

(0)

1. Il existe un niveau de congruence & partir duquel les @x,@(@-modules cohérents My,
sont tous holonomes.

2. La multiplicité m(M) de M est finie, autrement dit m(M) € N.

C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne des Dy -modules coadmis-
sibles. On démontre dans ce qui suit que la catégorie H est abélienne et que tout object M
de H est de longueur finie inférieure ou égale & m(M).

Soit M = lim, M}, un object de H. Par définition, (M) < oco. Autrement dit il existe
un entier kg > ky¢ pour lequel supysy {#(My)} < oo. La suite (supgrsg{p(Mir)})r>ko
est décroissante formée d’entiers naturels. Elle est donc stationnaire. Sa valeur limite est
exactement m(M). On en déduit qu’il existe un niveau de congruence k; > ky pour lequel

VE > ki, m(M) = sup{u(My)}
k'>k

Soit 0 M N L 0 une suite exacte de Dy -modules coadmis-
sibles. On écrit M = lim My, N = lim, Nj et £ = lim L. Pour tout entier naturel
)

k, cette suite induit une suite exacte de @geo e Q—modules cohérents :

0 M N Ly 0

On note kg = max{ky, kn, kg } € N. Pour tout entier k > ko, les modules N, My, et L
sont holonomes par définition de H. Pour k > kg, on sait d’aprés la proposition 3.17 de |4
que CC(Ng) = CC(My) + CC(L). Il en découle que pour tout k > ko,

m(Ng) = m(My) + m(Ly)
On en déduit immeédiatement la proposition suivante.

Proposition 6.11. Soit 0 M N L 0 wune suite exacte de Dx oo-modules
coadmissibles vérifiant le premier point de la définition[6. 10 Alors
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1. m(M) < m(N) et m(£L) <m(N);
2. m(N) <m(M) +m(L).
En particulier N € H si et seulement st M € H et L € H.

Démonstration. On note M = 'mk My, N = gn N et £ = l'&lkﬁk. Il existe un niveau
de congruence k; > max{ky, kx, kg } pour lequel m(M) = suppsp{u(Mp)}, m(N) =
supp>{n(Ni)} et m(L) = suppsp {pu(Lw)} dés que k = k.

Pour tout entier naturel k£ > ki, on a m(Ny) = m(My) + m(Ly) d’aprés la proposition
3.17 de |5]. Les inégalités m(Ny) > m(My) pour k > ki donnent m(N) > m(M) en passant
a la borne supérieure sur k > ki. De méme m(Ny) > m(£Ly). Enfin les inégalités

m(Ng) = m(My) +m(Lg) < Sup {n(M)} + sup {nM)} = m(M) +m(L)

pour tout & > k; impliquent que m(N) = supy>, {(Ng)} < m(M) 4+ m(L). O

Remarque 6.12. Bien que m(Ny) = m(My) + m(Ly) pour un niveau de congruence k
fixé, la multiplicité m n’est a priori pas additive pour les modules coadmissibles. En effet
ces égalités deviennent seulement des inégalités en passant a la borne supérieure.

Cette proposition montre que la catégorie H est abélienne. L’exemple suivant assure
qu’elle n’est pas triviale : elle contient les Dy -modules coadmissibles de la forme Dy /P
pour P un opérateur différentiel fini de Dy .

Exemple 6.13. On suppose que X = U est affine. Soit P € Dy oo(X). On considére le
Dy oo-module coadmissible M = Dy oo /P = l&nk M, avec My = @;O’LQ/P. Les @;O’LQ—
modules cohérents My, sont tous holonomes d’apres la proposition

1. On regarde tout d’abord ce qu’il se passe lorsque P est un opérateur infini. La suite
(N1(P)) est croissante et diverge vers +oo d’aprés le lemme La proposition 3.10
de 5] implique que m(My) > Ni(P). On en déduit que m (M) = +o00. Donc M n’est
pas un object de la catégorie H.

2. On suppose maintenant que P = Ei:o Gy - O™ est un opérateur fini d’ordre d. Alors
Np(P) = d pour k assez grand d’aprés le lemme On ne considére maintenant
que ces indices k. On sait d’aprés la proposition 3.10 de [5] que les multiplicités de
Car(My) en = sont les nombres Nj(P) = d et Ny(P,x) = N(ag,z) = valuation de
(ag mod w) dans Ox .. En particulier x est I’abscisse d’une composante irréductible
verticale de Car My, si et seulement si Ni(P,z) > 0. La multiplicité de cette compo-
sante est alors Ni(P,x). Si z1,...,xs sont les zéros de ag, alors pour k suffisamment

grand on a
m(My) = d + N(ag, 1) + -+ N(ag, )

Ces multiplicités ne dépendent plus de k. On en déduit que
m(M) = limsup{m(My)} = d + N(ag,x1) + -+ N(ag, xs) < 00
k>0
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Autrement dit M = Dx /P appartient a la catégorie .

Le lemme suivant montre que la multiplicité m caractérise les Dy -modules holonomes
(0)

nuls. Cela provient du fait qu’un @x kQ—module holonome M, est nul si et seulement si
m(Mk) =0.

Lemme 6.14. Un élément M de H est nul si et seulement si m(M) = 0.

Démonstration. On écrit M = 'mk M. Si M = 0, alors M = 0. Les multiplicités de M,
sont toutes nulles par définition et m(My) = 0. Alors m(M) = 0.

On suppose maintenant que m(M) = 0. Par définition de m(M), il existe un rang k
a partir duquel m(My) = 0. Autrement dit les multiplicités de My, sont toutes nulles et
My = 0 d’apreés le corollaire 3.14 de [4]. Ainsi My = 0 pour k suffisamment grand et donc
M=0. O

Bien que la multiplicité m ne soit pas additive sur les suites exactes, on peut démontrer
que les éléments de H sont de longueur finie en utilisant la proposition 6.11] et le lemme
0. 14!

Proposition 6.15. Soit M un élément de H. Alors M est de longueur finie inférieure ou
égale a p(M).

Démonstration. Soit M = 'mk M un élément de H. On démontre que toute suite dé-
croissante (M")pen de sous-Dy o-modules coadmissibles de M est stationnaire. On peut
supposer que M? = M. Comme M" est un sous-module de M, on sait que m(M") < m(M)
d’aprés la proposition La suite (m(M™)),, est une suite décroissante d’entiers natu-
rels. Elle est donc stationnaire. Il existe un entier naturel ngy tel que pour tout n > ng,
m(M"1) = m(M"). On suppose dans la suite que n > ng. On écrit M" = lim, M. 11
existe un rang k, > max{kym, kyg+1} pour lequel

Vk 2 kn, m(M") = sup {m(M,)} = m(M") = sglz{m(MZ/* h} (4)

(0)

Pour tout k > k,,, on considére la suite exacte de @36 & Q-modules cohérents

0 M+ My M /M ——0

On sait que m(M}) = m(MP™) + m(MZ /M) d’aprés la proposition 3.17 de |5]. En
particulier si m(M"™*1) = m(M}™) pour un certain k > ky, alors m(M") = m(Mp)
d’aprés @ puisque m(MZ) > m(MPH!). On en déduit que m(MP™) = m(MP) et que
m(MP /M) = 0. Le corollaire B.20] implique alors que M7 /My = 0. Autrement dit
My~ MZ'H. Puisque 'égalité ] est vérifiée pour tout entier k > ky,, il existe une infinité
d’entiers k > k,, pour lesquels M} ~ MZH.
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Alors M™ ~ M"*+! en tant que Dy 0o-modules coadmissibles. En effet soit (k¢)s>¢ une
suite strictement croissante d’entiers naturels telle que pour tout £ € N, MZZ = MZ;'I La
propriété universelle de la limite projective permet d’obtenir des isomorphismes de Dx -
modules M" ~ gn . k, €t ML~ l&l ’ MZ;'I Puisque M"*! est un sous-module de M",
les morphismes de transitions des modules MZH sont induits par ceux des M. On en
déduit que les morphismes de transitions MZHI = J\/[Zetll — an = MZ;'I des modules MZZ
sont aussi les morphismes de transitions des MZ;'l Il en découle, en passant a la limite
projective sur ¢, que M" ~ M"*1,

On a démontré que pour tout n > ng, M™ ~ M"*!. La suite (M™),, est donc station-
naire. De plus m(M"*1) = m(M") implique M1 ~ M". Comme la suite (m(M")), est
décroissante de terme initial (M) < oo, la longueur d’une suite strictement décroissante de
sous-modules de M est de longueur au plus m(M). De méme, toute suite strictement crois-
sante de sous-modules de M est de longueur au plus m(M). Ainsi M est un Dy -module
de longueur finie inférieure ou égale a m(M). O

Exemple 6.16. On continue ’exemple On suppose toujours que X est affine muni
d’une coordonnée locale. Soit P = ZZZO ay, - 0™ un opérateur fini d’ordre d de Dy o (X).
On suppose que |ag| = 1 quitte & renormaliser P. On note z1,...,zs les zéros de ag. On
rappelle que N (a4, x) est la valuation de (ay mod w) dans 'anneau de valuation discréte
Ox,z. Alors le Dy oo-module coadmissible Dy /P est de longueur finie inférieure ou égale
amM)=d+ N(ag,z1) + -+ N(ag, xs).

6.4 Dx-modules & connexion

On identifie X avec la section nulle s : X — T*X du fibré cotangent T*X de X. On
démontre dans cette section qu’un module holonome est un module & connexion sur un
certain ouvert de X.

Définition 6.17. Soit M un Dy -module coadmissible. On dit que M est un module a
connexion si Car(M) C X.

Soit M = lim, My un module & connexion non nul : Car(M) = |X| = |X|. I existe
un rang r > 1 a partir duquel SuppM; = Car(M) = |X|. Ainsi pour tout entier k > r,
Car(My) C Car(M) = |X|. Puisque M est non nul, les modules M sont non nuls pour
k assez grand. L’hypothése Car(M) = X implique donc que Car(My) = X a partir d’'un
rang k suffisamment grand. On sait alors d’aprés le lemme 2.14] que chaque M est un
Ox g-module libre de rang fini. On va démontrer que les rangs des Ox g-modules libres M,
ne dépendent pas de k. On en déduit ensuite que M est un Ox g-module libre de rang fini.

Lemme 6.18. Soit M = @k My, un Dx o-module holonome tel que Car(M) = X. Alors
pour k suffisamment grand, les My, sont des Ox g-modules libres de méme rang fini.
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Démonstration. Soit r € N* un rang pour lequel Supp M} = Car(M) = X. On ne considére
maintenant que les niveaux de congruences k > r pour lesquels Car(My) = X. Soit x un
point de X. Quitte & étendre les scalaires par une extension finie de K, on peut supposer que
x est un point k-rationnel. D’apreés le lemme 2.14] il existe un voisinage ouvert Uy de 2 dans
X et un opérateur différentiel Py, de @g?’)ka(Uk) fini dominant tel que My =~ @g);z,k,Q/Pk‘
Si dy, est I'ordre de Py, alors My, est un Ox g-module libre de rang dy. Il suffit de montrer
que di, ne dépend pas de k. Puisque M = gnk My, est un Dy o-module coadmissible, on a

D ®(0)
UpNUp41,k,Q DUkﬁUkH,kH,Q

~(0) O
iUy k1,00 Pit1 = Dy o/ Pr

Autrement dit o "
~(0 ~(0
DUkﬂUk+17k,Q/Pk+1 = DUkﬁUkHJ%Q/Pk

Le corollaire implique que Nj(Py) = Ni(Pry1). De plus on sait par le lemme
que Niy1(Pry1) > Ni(Piy1). On en déduit que la suite (N (Py))s est croissante. Il faut
prouver qu’elle est stationnaire.

On suppose par I'absurde que la suite (N (Py))x diverge vers I'infini. Soit k& > r un
entier tel que dy = Nj(Py) > dg—1 = Np_1(Ps) = Np_1(Py_1). L’hypothése

Supp ((Mj ) jx-1(vy)) = Supp (F7.,) je-1(w)/Pr) € Car (M),,) = Uy

implique que Py, est inversible dans Jy, (U ). Autrement le support du module (Mzw)‘ﬂq(%)

contiendrait des composantes irréductibles verticales. On écrit P, = Zfl’;o an - 0", ol a, €
Ox,0(Uk). On rappelle que Py, € (F(Ug))™ si et seulement si Ny (Py) = 7 (Py) = di, et

Vn € {0, Lo dp — 1}, ’an’ < ‘adk’ ,pT(dk—n)

Pour n = dj—1, on obtient
‘adkfl‘ < ’adk’ . pr(dk—dkfl)

La condition dj_1 < dj implique

’a’dk71’ > ‘adk‘ 'p(k_l)(dk_dkil)

Comme la suite (N4 (Py)), n’est pas bornée, on peut choisir k > 7+1. Sous cette hypothése,
les deux inégalités précédentes sont incompatibles! On en déduit par I’absurde que la suite
(di) est stationnaire. O

Ce lemme permet d’obtenir I’équivalence suivante : les Dx -modules a connexion sont
exactement les Dy -modules coadmissibles qui sont des Ox g-modules libres de rang fini.

Proposition 6.19. Soit M = l'mk My, un Dy o-module coadmissible. Alors M est un
module a connezion si et seulement si M est un Ox g-module libre de rang fini.
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Démonstration. On peut se ramener au cas ou X est affine muni d’une coordonnée locale.
On suppose tout d’abord que M est un Ox g-module libre non nul de rang n € N*. Il
existe des sections ey, ..., e, de M(X) telles que M ~ Ox g -e1 @ --- ® Oxq - €, en tant
que Ox g-module. Les sections ey, ..., e, engendrent aussi M en tant que Dy .-module :
M~ Dyxo-e1+ -+ Dxoo - €y On en déduit que Car(M) C |J; Car(Dx o0 - €). 1
suffit de montrer que Car(Dx o - €;) C X pour chaque indice i € {1,...,n}. On peut
donc se ramener au cas n = 1 : M est un Ox g-module libre de rang un engendré par une
section e. Puisque M ~ Ox g - e en tant que Oy g-module, la famille {0" - e}y est lice sur
Ox,@- Il existe donc un opérateur différentiel unitaire P € Dx o(X) tel que P-e = 0. En
particulier P appartient a I'idéal annulateur de e et M est sous-Dx o-module de Dy o/ P.
On en déduit que Car(M) C Car(Dx oo/P). Comme P est un opérateur fini de coefficient
dominant unitaire, on a Car(Dx o/P) = X. Donc Car(Dx o - €) C X.

Réciproquement on suppose que M = lim, Mj est un module & connexion non nul.
D’aprés le lemme [6.18] il existe un entier n € N* et un niveau de congruence kg € N*
tels que My, soit un Ox g-module libre de rang n pour tout niveau de congruence k > k.
On ne considére maintenant que les indices k supérieurs ou égaux a kg. On note A :

Mj+1 — Mg le morphisme de transition. Il est @gg L 41 Q—linéaire donc Ox g-linéaire. Par
hypothése, I’application @geo)k o®5
@g?)k Q-linéaire. Cela implique que I'image A\p(Mgy1) de Ag est dense dans My pour la
topologie w-adique. Comme M}, est un Ox g-module libre de rang fini, Ap(My41) est un
sous-Ox g-module fermé de My,. Puisqu’il est dense, A(M},) ~ My, en tant que Ox g-modules.
Autrement dit application Ay : M1 — My, est surjective. Comme My, et My 1 sont des
Ox g-modules libre de méme rang fini n, A est un isomorphisme de Ox g-modules. On en
déduit que M ~ l'£1k>k0 My, ~ My, en tant que Ox g-module. Ainsi M est un Ox g-module

(0 Mgr1 — My, P®e — P-Ag(e) est un isomorphisme
X,k+1,Q

libre de rang fini n. O

La proposition suivante fait le lien entre les modules & connexion et les modules holo-
nomes.

Proposition 6.20. Soit M un Dx o-module coadmissible. Alors N est holonome si et
seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que My soit un module a connezion.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que M est holonome. La variété ca-
ractéristique de M a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U
I'ouvert de X obtenu en dtant a X les abscisses des composantes verticales de Car(M). Par
construction de U, on a Car(M;;) C U. Autrement dit M;; est un module & connexion par
définition.

Réciproquement soit U un ouvert non vide de X tel que M,y soit un module & connexion.
Par définition, Car(Mj;;) C U. Si M n’est pas holonome, alors Car(M) = T*X d’apres la
proposition On aurait alors Car(M;) = T*U. Cela contredit I'hypothese Car(M;) C
U. On en déduit que M est holonome. O
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Soit M = l'mk My, un Dx -module & connexion. On sait par la proposition .19 que

M est un Ox g-module libre de rang fini 7 € N. Pour k assez grand, M, est aussi un

(0)

Ox,g-module libre de rang r. D’aprés le lemme 2.I4l et la proposition 3.10 de [3], les @36 .0
modules cohérents M, n’ont qu'une multiplicité non nulle égale & r. Le résultat suivant
correspond & la proposition [6.15] écrite pour le module & connexion M.

Proposition 6.21. Soit M = lglk My, un Dy o-module a connexion. Alors M est un
Dx,00-module de longueur finie inférieure ou égale au rang rgon(M).
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