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Microlocalisation des modules coadmissibles sur une courbe

formelle

Raoul Hallopeau

Abstract

Let X be a formal smooth quasi-compact curve over a complete discrete valuation

ring V of mixed characteristic (0, p). We consider the sheaves of differential operators

D̂
(0)
X,k,Q with a congruence level k ∈ N and their projective limit DX,∞ = lim

←−k
D̂

(0)
X,k,Q.

In the first part, we introduce a microlocalisation of the sheaf DX,∞. In fact, we

construct microlocalisations for the sheaves D̂
(0)
X,k,Q admitting transition morphisms.

Then we pass to the projective limit. In the second part, we define a characteristic

variety for coadmissible modules as a closed subset of the cotangent space T ∗
X. With

such a characteristic variety, one can introduce a notion of holonomic modules : a

coadmissible module is holonomic if its characteristic variety has dimension less than

or equal to one. At last, we prove that a coadmissible module is holonomic if and only

if it a connection module on some open subset of X.
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Notations

• V est un anneau complet de valuation discrète de caractéristique mixte (0, p), d’idéal
maximal m et de corps résiduel κ supposé parfait. On note | · | la valeur absolue
normalisée de V, ω une uniformisante et K = Frac(V) son corps des fractions.

• X est une courbe sur κ lisse connexe quasi-compacte et x ∈ X est un point donné.

• X est un V-schéma formel lisse localement de type fini relevant X d’idéal de définition
engendré par l’uniformisante ω.

• t est un relèvement local sur OX d’une uniformisante en x (OX,x est un anneau de
valuation discrète puisque X est une courbe). Alors dt est une base de Ω1

X,x. On note
∂ la dérivation associée.

• U est un ouvert affine de X contenant x sur lequel on dispose d’un système de
coordonnées locales (t, ∂).

• Soit f ∈ Γ(U,OX,Q)\{0} et r tel que f1 := ωrf ∈ Γ(U,OX)\Γ(U,m · OX). On note
U{f} ⊂ U l’ouvert sur lequel f1 est inversible. On remarquera que U{f} ∪ {x} =
U\{V (f̄1)− {x}} (où f̄1 est la réduction de f1 modulo m) est un ouvert puisque f̄1
n’a qu’un nombre fini de zéros.

• Sauf mention contraire, les idéaux et les modules considérés seront tous à gauche.

1 Introduction

Nous rappelons d’abord brièvement la définition des modules coadmissibles sur un
schéma formel X introduite dans l’article [6] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et
Matthias Strauch. Cette définition fait intervenir des faisceaux cohérents de K-algèbres
constituées d’opérateurs différentiels pour différents niveaux de congruence k ∈ N. Plus

précisément, nous introduisons les faisceaux D̂
(0)
X,k,Q définis localement sur les ouverts af-
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fines U de X munis d’une coordonnée locale par

D̂
(0)
X,k,Q(U) =

{
∞∑

n=0

an · (ω
k∂)n, an ∈ OX,Q(U), |an| →

n→∞
0

}

Ces algèbres sont complètes pour la topologie ω-adique. Nous considérons les morphismes

de transition D̂
(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q induits localement par les inclusions D̂

(0)
X,k+1,Q(U) →֒

D̂
(0)
X,k,Q(U). Nous nous intéressons ensuite au faisceau limite projective DX,∞ = lim←−k

D̂
(0)
X,k,Q.

Localement, DX,∞(U) est la K-algèbre de Fréchet-Stein donnée par

DX,∞(U) =

{
∞∑

n=0

an · ∂
n : an ∈ OX,Q(U) tq ∀η > 0, lim

n→∞
an · η

n = 0

}

Un DX,∞-modules coadmissibles M est un DX,∞-module isomorphe à une limite projective

lim
←−k

Mk de D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents Mk admettant de bonnes propriétés de transition

entre les rangs k et k + 1.

Dans [5], la variété caractéristique Car(Mk) d’un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk est intro-

duite comme une sous-variété fermée du fibré cotangent T ∗X de la fibre spéciale X de X.

Les D̂
(0)
X,k,Q-module holonomes sont définis comme étant les D̂

(0)
X,k,Q-modules cohérents Mk

dont la variété caractéristique Car(Mk) est de dimension au plus la dimension de X : le
module Mk est holonome si dim(Car(Mk)) ≤ 1. Lorsque X est une courbe, les modules
holonomes ont de bonnes caractérisations. Ce sont des modules à connexion sur un certain
ouvert de X. De plus, les D̂

(0)
X,k,Q-modules cohérents sont exactement les D̂

(0)
X,k,Q-modules

cohérents de longueur finie.
L’étape suivante consiste à introduire une bonne catégorie de modules holonomes pour

les DX,∞-modules coadmissibles M = lim
←−k

Mk. Cependant, nous ne pouvons pas le faire di-

rectement à partir des variétés caractéristiques Car(Mk) des D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents Mk.

En effet, les morphismes de transition D̂
(0)
X,k+1 → D̂

(0)
X,k sont triviaux après réduction modulo

ω. Ces morphismes n’induisent donc pas de morphismes intéressants entre les différentes
variétés caractéristiques Car(Mk).

Nous cherchons alors à définir une variété caractéristique des DX,∞-modules coadmis-
sibles directement au niveau du fibré cotangent T ∗

X de X. L’objectif est d’introduire une ca-
tégorie de DX,∞-modules holonomes. Les DX,∞-modules holonomes devront vérifier la condi-

tion suivante. Soit P ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U). Nous aimerions que le module D̂

(0)
X,k,Q/P soit holonome

seulement si P est un opérateur différentiel fini. En effet si P n’est pas un opérateur fini,

alors D̂
(0)
X,k,Q/P est un module de longueur finie augmentant avec k. De plus D̂

(0)
X,k,Q/P est

localement un OX,Q-module libre de dimension de plus en plus grande. On ne peut donc pas

espérer avoir de bonnes propriétés de finitudes pour le module DX,∞/P = lim
←−k

D̂
(0)
X,k,Q/P .
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Cependant lorsque P =
∑d

n=0 an · ∂
n est un opérateur fini d’ordre d de DX,∞(U), ces pro-

blèmes n’apparaissent pas. En effet, si (t, ξ) est un système de coordonnées locales sur T ∗U
associée à la coordonnée étale de U , il est possible de vérifier pour k suffisamment grand
que

Car
(
D̂

(0)
X,k,Q/P

)
∩ T ∗U = {(t, ξ) ∈ T ∗U : σ(P̄ )(t, ξ) = ad(t) · ξ

d = 0}

Ces variétés caractéristiques ne dépendent donc plus de k à partir d’un certain rang k. Si
x1, . . . , xs sont les zéros du coefficient dominant ad de P , alors la figure suivante donne
l’allure de la variété caractéristique des modules Mk. La section nulle est une composante

irréductible de ces variétés caractéristiques Car(D̂
(0)
X,k,Q/P ) si et seulement si le degré d de

P est supérieur ou égale à un.

t

ξ

0x1 x2 xi xs

Car(D̂
(0)
X,k,Q/P ) ∩ T ∗U

T ∗U

Afin de définir une variété caractéristique pour les DX,∞-modules coadmissibles, nous
construisons un microlocalisé F∞ de DX,∞ vérifiant la condition d’inversibilité suivante. Un
opérateur différentiel P de DX,∞(U) est inversible dans F∞(U) si et seulement si

1. P =
∑d

n=0 an · ∂
n est un opérateur fini d’ordre d de DX,∞(U),

2. le coefficient dominant ad de P est inversible dans OX,Q(U).

Le critère d’inversibilté de l’algèbre F∞(U) énoncé ci-dessus est l’analogue souhaité
du lemme 2.18 pour le faisceau DX,k. En effet soit P un opérateur de DX,∞(U). Nous
souhaitons que DX,∞/P soit holonome si et seulement si P est un opérateur fini. Le support
de M = F∞/P permet de distinguer les opérateurs infinis des opérateurs finis. Si P est un
opérateur infini, alors SuppM∩U = U puisque P n’est jamais inversible (voir la preuve de
la proposition 2.19). Dans ce cas dimSuppM = 1. Soit maintenant P un opérateur fini de
coefficient dominant ad ∈ OX,Q(U). D’après la proposition 2.19 et le critère d’inversibilité
des éléments de DX,∞(U) dans F∞(U), le support SuppM ∩ U est l’union finie des zéros
de ad dans U . Ainsi dimSuppM = 0. Les points x1, . . . , xs du support SuppM∩U sont les
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abscisses des composantes irréductibles verticales des variétés caractéristiques des modules

D̂
(0)
X,k,Q/P pour k suffisamment grand.

Dans un premier temps, nous fixons dans la partie 2 le niveau de congruence k ∈ N∗.

Le faisceau DX,k = D̂
(0)
X,k ⊗V κ est défini sur la fibre spéciale X de X. Pour tout niveau

de congruence k ≥ 1, les algèbres DX,k(U) ≃ OX(U)[X] sont commutatives isomorphes
à un anneau de polynômes. Nous expliquons comment retrouver la variété caractéristique

d’un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk à partir d’un microlocalisé du faisceau DX,k. Ce cas est

élémentaire puisque pour k ≥ 1, les algèbres DX,k(U) sont commutatives. Nous pouvons
donc inverser la dérivation ∂k de DX,k(U) pour construire le microlocalisé. Cet exemple
motive l’introduction du microlocalisé F∞ du faisceau DX,∞.

La construction du faisceau d’algèbres microlocalisées F∞ fait intervenir des microloca-

lisés Fk,r des faisceaux D̂
(0)
X,k,Q pour tous les entiers k ≥ r ≥ 1. Plus précisément, Fk,r(U)

est le localisé de l’algèbre D̂
(0)
X,k,Q(U) obtenu en inversant la dérivation ∂. La K-algèbre

D̂
(0)
X,k,Q(U) est non commutative et ne vérifie pas les conditions de Ore. Pour inverser la

dérivation, nous utilisons une localisation non commutative construite dans l’annexe de
l’article [9] de Gergely Zábrádi. Les conditions de Ore sont remplacées par la condition

d’être quasi-abélien. L’algèbre (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) est quasi-abélienne dès que k ≥ 1 : il existe

une constante γ ∈]0, 1[ telle que

∀P,Q ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U), |PQ−QP |k = |[P,Q]|k ≤ γ · |P |k · |Q|k

La localisation de [9] ne s’applique pas directement à DX,∞(U) puisque ce n’est pas une
algèbre de Banach. La construction des microlocalisés Fk,r est faite dans la partie 3. Nous
démontrerons que les sections du faisceau Fk,r sur l’ouvert U sont

Fk,r(U) =





∑

0≤n≤∞

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n, an −→

n→±∞
0





Les microlocalisés Fk,r admettent des morphismes de transition Fk+1,r → Fk,r commutant

avec les morphismes de transition D̂
(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q. En passant à la limite projective

sur k ≥ r et pour r fixé, nous obtenons un microlocalisé F∞,r de DX,∞ dans lequel la
dérivation est localement inversible. Ces microlocalisés sont introduits dans la partie 4.
Nous montrerons que F∞,r(U) est une K-algèbre de Fréchet-Stein pour tout entier r ∈ N∗.
De plus, il existe des morphismes naturels injectifs de K-algèbres F∞,r+1(U) →֒ F∞,r(U).
L’algèbre F∞(U) est simplement la limite inductive des algèbres F∞,r(U) pour r ≥ 1.

Enfin à l’aide de ces microlocalisés, nous définissons une variété caractéristique des
DX,∞-modules coadmissibles en partie 6. Nous nous restreignons au cas d’une courbe for-
melle X afin de démontrer l’inégalité de Bernstein pour les DX,∞-modules coadmissibles.
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La preuve ne fonctionne qu’en dimension un. Cependant la construction des microlocalisés
s’adapte à toute dimension supérieure. Le seul point plus délicat consistera à déterminer les
éléments inversibles du microlocalisé. Un DX,∞-module coadmissible est appelé holonome
si sa variété caractéristique est de dimension au plus un. Nous démontrons que tout module
holonome est un module à connexion sur un certain ouvert de X.

Avec nos hypothèses, les modules coadmissibles forment une catégorie abélienne équi-
valente à la catégorie des modules coadmissibles introduite dans l’article [2] de K. Ardakov
et S. Wadsley d’après la proposition 3.2.5 de [6]. Ainsi, ce travail permet de définir une
notion d’holonomie dans le cas des courbes analytiques rigides. Nous prévoyons dans un fu-
tur proche d’étudier les liens entre notre définition d’holonomie et la définition d’holonomie
faible introduite par Ardakov-Bose-Wadsley dans l’article [1].

2 Variété caractéristique des D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents

Cette partie est indépendante du reste. Elle permet de comprendre l’intérêt du microlo-
calisé et de voir son lien avec la variété caractéristique. On construit ici un microlocalisé du

faisceau DX,k = D
(0)
X,k ⊗V κ permettant de retrouver la variété caractéristique des D̂

(0)
X,k,Q-

modules cohérents en dehors de la section nulle. Il s’agit du cas le plus simple dans lequel
on peut construire un microlocalisé. En effet pour un niveau de congruence k ≥ 1, l’al-
gèbre DX,k(U) est commutative : on peut appliquer les constructions classiques d’algèbre
commutative pour localiser la κ-algèbre DX,k(U). On redéfinit tout d’abord brièvement la

variété caractéristique des D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents.

2.1 Variété caractéristique

On commence par rappeler brièvement la définition du faisceau D̂
(0)
X,k,Q des opérateurs

différentiels sur lequel on travaille. On peut consulter la seconde partie de l’article [6] de
Christine Huyghe, Tobias Schmidt et Matthias Strauch et le document [5] pour plus de
détails. On désigne par U un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’un système
de coordonnées locales (t, ∂).

Le faisceau D
(0)
X,k est défini comme un sous-faisceau de D

(0)
X

dépendant d’un paramètre

k ∈ N appelé niveau de congruence. Le cas k = 0 donne D
(0)
X

. Localement, D
(0)
X,k(U) est la

V-algèbre engendrée par OX(U) et par la dérivation ωk∂. Plus précisément,

D
(0)
X,k(U) =





∑

0≤n<∞

an · (ω
k∂)n, an ∈ OX(U)





6



On peut aussi voir D
(0)
U,k comme le OU -module libre de base les puissances de ωk∂ :

D
(0)
U,k =

⊕

n∈N

OU · (ω
k∂)n

Soit D̂
(0)
X,k = lim

←−i

(
D

(0)
X,k/ω

i+1D
(0)
X,k

)
le complété ω-adique de D̂

(0)
X,k et D̂

(0)
X,k,Q = D̂

(0)
X,k⊗VK.

On dispose de la description locale suivante :

D̂
(0)
X,k(U) =

{
∞∑

n=0

an · (ω
k∂)n, an ∈ OX(U) tq |an| −→

n→∞
0

}

Il est démontré dans [6] que toutes ces algèbres sont noetheriennes et que les faisceaux

associés sont cohérents. Pour k′ > k, il est clair que D̂
(0)
X,k′(U) ⊂ D̂

(0)
X,k(U). En particulier,

D̂
(0)
X,k,Q(U) est une sous-algèbre de l’algèbre des opérateurs différentiels D̂

(0)
X

(U) = D̂
(0)
X,0(U).

On munit cette algèbre d’une norme multiplicative | · |k. On montre dans la section suivante

que l’algèbre (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) est quasi-abélienne.

On note DX,k = D̂
(0)
X,k ⊗V κ la réduction modulo ω du faisceau D̂

(0)
X,k. On rappelle que

X et X ont le même espace topologique ; on identifie U à un ouvert affine de X. Soi ∂k est
l’image de ωk∂ dans DX,k, alors

DX,k(U) =
⊕

n∈N

OX(U) · ∂n
k

Lorsque k ≥ 1, l’algèbre DX,k(U) est commutative puisque l’algèbre (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) est

quasi-abélienne. Ces propriétés ne sont pas vraies lorsque k = 0. Par exemple [∂, t] = 1

dans D
(0)
X

(U) et dans DX(U) = D
(0)
X

(U)⊗V κ.
On munit DX,k de la filtration croissante donnée localement par l’ordre des opérateurs

différentiels :
∀m ∈ N, Film(DU,k) =

⊕

0≤n≤m

OU · ∂
n
k

On note grDX,k =
⊕

m∈N grmDX,k le gradué associé et ξk l’image de ∂k dans gr1(DU,k).
Localement, gr(DU,k) ≃ OU [ξk] est un anneau de polynômes en une variable sur OU . En
particulier le fibré cotangent T ∗X de X est isomorphe à Spec gr(DX,k) en tant que κ-
schéma. On identifie ces deux schémas dans la suite. On note π : T ∗X → X la projection
canonique.

Soit P =
∑d

n=0 an · ∂
n
k un élément de DX,k(U) d’ordre d. On lui associe un élément du

gradué grDX,k(U) appelé symbole principal de P par

σ(P ) = ad · ξ
d
k ∈ grdDX,k(U)

7



Une filtration (FilℓE)ℓ∈N d’un DX,k-module quasi-cohérent à gauche E est une suite
croissante (FilℓE)ℓ de sous-OX -modules quasi-cohérents de E telle que

1. E =
⋃

ℓ≥0 Fil
ℓ E ;

2. ∀n, ℓ ∈ N, (FilnDX,k) · (Fil
ℓE) ⊂ Filℓ+nE.

Le gradué grE pour une telle filtration est un grDX,k-module. La filtration est appelée
bonne filtration si le gradué grE est un grDX,k-module cohérent. Puisque la courbe X est
quasi-compacte, tout DX,k-module cohérent admet une bonne filtration globale.

On se donne maintenant un DX,k-module cohérent E muni d’une bonne filtration glo-
bale. On associe à E le OT ∗X-module cohérent suivant

Ẽ = OT ∗X ⊗π−1(grDX,k) π
−1(grE)

Définition 2.1. La variété caractéristique de E est le support du OT ∗X -module cohérent
Ẽ : CarE = Supp Ẽ.

C’est une sous-variété fermée de T ∗X puisque Ẽ est cohérent. La variété caractéristique
est indépendante du choix de la bonne filtration choisie.

Soit maintenant E un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent à gauche. Un modèle entier de E est un

D̂
(0)
X,k-module cohérent E◦ sans ω-torsion tel que E ≃ E◦ ⊗V K. Puisque E est cohérent, il

existe un modèle entier E◦. La réduction E◦ ⊗V κ modulo ω de E◦ est un DX,k-module
cohérent.

Définition 2.2. La variété caractéristique de E est la variété caractéristique du DX,k-
module cohérent E◦ ⊗V κ : CarE = Car(E◦ ⊗V κ).

C’est un sous-schéma fermé du fibré cotangent T ∗X de X indépendant du choix du
modèle entier.

Exemple 2.3. On suppose que la courbe X est affine munie d’un système de coordonnée
locale (t, ∂). On note toujours ξk = σ(∂k) l’image de ∂k dans le gradué gr1 DX,k.

1. Puisque le support du faisceau DX,k est X tout entier, on a Car D̂
(0)
X,k,Q = T ∗X.

2. Si E = 0, alors sa variété caractéristique Car(E) est vide.

3. Soit E = D̂
(0)
X,k,Q/P avec P ∈ D̂

(0)
X,k,Q(X) un opérateur différentiel non nul de norme

un. Alors E◦ = D̂
(0)
X,k/P est un modèle entier de E. On note d = Nk(P ) et b le

coefficient d’indice d de P . La réduction P̄ de P modulo ω est un opérateur de
DX,k(X) d’ordre d. Son coefficient dominant est b̄ = (b mod ω) ∈ OX(X).

On a gr(E◦ ⊗V κ) = grDX,k/(σ(P̄ )), où σ(P̄ ) = b̄ · ξdk est le symbole principal de P̄ .
La variété caractéristique de E est donc donnée par l’équation

Car(E) = {(t, ξ) ∈ T ∗X : σ(P̄ )(t, ξ) = b̄(t) · ξd = 0}
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Tout D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk vérifie l’inégalité de Bernstein démontrée dans [5] :

si Mk est non nul, alors les composantes irréductibles de Car(Mk) sont de dimension au
moins un.

2.2 D̂
(0)
X,k,Q-modules holonomes

On montre dans cette partie que si M est D̂
(0)
X,k,Q-module holonome, alors il existe un

ouvert non vide U de X tel que M|U soit un module à connexion. Un module à connexion

est un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent qui est un OX,Q-module libre de rang fini. Ce résultat pour

un niveau de congruence k fixé permet de démontrer un énoncé analogue pour les DX,∞-
modules holonomes.

Définition 2.4. Un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk est dit holonome si dim(Car(Mk)) ≤ 1.

La proposition suivante de [5] caractérise les D̂
(0)
X,k,Q-modules holonomes.

Proposition 2.5. Soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent. Les points suivants sont équiva-

lents :

1. Mk est holonome.

2. Mk ≃ D̂
(0)
X,k,Q/I pour un idéal non nul I de D̂

(0)
X,k,Q.

3. Mk est de longueur finie.

4. Mk est un module de torsion.

On démontre maintenant que les D̂
(0)
X,k,Q-modules holonomes sont exactement les mo-

dules à connexion sur un certain ouvert de X. On énonce dans un premier des résultats

de division par un opérateur P de D̂
(0)
X,k,Q(U). Ils s’adaptent des théorèmes de division sur

D̂
(0)
X,k,Q énoncés par Laurent Garnier dans l’article [4]. Les preuves se généralisent immédia-

tement pour un niveau de congruence k quelconque. On rappelle que OX,x est un anneau
de valuation discrète que l’on note v.

Définition 2.6. Soit P =
∑∞

n=0 an · (ω
k∂)n un opérateur différentiel de D̂

(0)
X,k,Q(U).

1. On appelle coefficient dominant de P son coefficient d’indice Nk(P ). Si |P |k = 1, il
s’agit du coefficient dominant de P̄ dans DX,k(U) après réduction modulo ω.

2. On dit que P est dominant (où Nk-dominant) si P est un opérateur fini d’ordre
Nk(P ). Cette condition signifie que le coefficient de plus haut degré de P est de
norme maximale, ou de manière équivalente que P et P̄ ont le même ordre.

3. On suppose que |P |k = 1. On définit Nk(P ) = N(aNk(P )) comme la valuation de la

fonction (aNk(P ) mod ω) dans OX,x. Si P = 0, on pose Nk(P ) = +∞.
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Proposition 2.7. Soit P un opérateur non nul de D̂
(0)
X,k,Q(U). On note b son coefficient do-

minant et V l’ouvert U{b}∪{x} de U . Alors tout élément H de D̂
(0)
X,k,Q(U) s’écrit uniquement

sous la forme H = QP +R+ S avec :

1. Q,R, S ∈ D̂
(0)
X,k,Q(V ) ;

2. R est d’ordre fini < Nk(P ) ;

3. S =
∑

i≥Nk(P ) µi · (ω
k∂)i, µi ∈ K[t] de degré < Nk(P ) ;

4. |H|k = max{|Q|k · |P |k, |R|k, |S|k}.

Si H ∈ D̂
(0)
X,k(U), alors R et S sont dans D̂

(0)
X,k(V ). Si de plus |P |k = 1, alors Q ∈ D̂

(0)
X,k(V ).

Si Nk(P ) = 0, alors S = 0 puisque ces coefficients sont des polynômes de degrés stricte-
ment inférieurs à Nk(P ). En se restreignant à l’ouvert V = U{b}, on peut factoriser P par
b et supposer que Nk(P ) = 0. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.8. Soit P un opérateur non nul de D̂
(0)
X,k,Q(U) de coefficient dominant b. Si

V = U{b}, alors tout élément H de D̂
(0)
X,k,Q(U) s’écrit uniquement sous la forme H = QP+R

avec :

1. Q,R ∈ D̂
(0)
X,k,Q(V ) ;

2. R est d’ordre fini < Nk(P ) ;

3. |H|k = max{|Q|k · |P |k, |R|k}.

Ces théorèmes de divisions permettent de démontrer deux versions du lemme de Hensel

pour tout opérateur P de D̂
(0)
X,k,Q(U).

Proposition 2.9 (Lemme de Hensel). Soit H ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U)\{0} de coefficient dominant b.

On note encore V = U{b} ∪ {x}. Alors H se décompose uniquement sous la forme H =
QP + S avec

1. Q,P, S ∈ D̂
(0)
X,k,Q(V ) ;

2. P est Nk-dominant de coefficient dominant b ;

3. S =
∑

i≥Nk(H) µi · (ω
k∂)i avec µi ∈ K[t] de degré < Nk(P ) ;

4. |Q|k = 1 et il existe un ouvert W ⊂ U tel que Q soit inversible dans D̂
(0)
X,k,Q(W ) ;

5. |S|k < |H|k.

En ne cherchant plus à énoncer une division sur un ouvert contenant x, on obtient la
version suivante du lemme d’Hensel.

Proposition 2.10 (Lemme de Hensel). Soit H ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U)\{0} de son coefficient domi-

nant b. Alors H se décompose uniquement sous la forme H = QP avec
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1. Q,P ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U{b}) ;

2. P est Nk-dominant de coefficient dominant b ;

3. |Q|k = 1 et Q est inversible dans D̂
(0)
X,k,Q(U{b}).

Les deux corollaires suivant se déduisent immédiatement de la division selon un opéra-

teur de D̂
(0)
X,k,Q.

Corollaire 2.11. Soit Mk = D̂
(0)
X,k,Q/P un D̂

(0)
X,k,Q-module cohérent à gauche donné par un

opérateur différentiel P de D̂
(0)
X,k,Q(U). Alors il existe un ouvert V de U (obtenu en retirant

les zéros du coefficients dominant de P ) sur lequel Mk|V ≃ D̂
(0)
X,k,Q/P̃ avec P̃ un opérateur

Nk-dominant de même coefficient dominant que P . De plus Mk|V est un OX,Q-module libre

de rang Nk(P ).

Démonstration. On applique le lemme d’Hensel à P avec V l’ouvert sur lequel le coefficient
dominant de P est inversible. On peut écrire P = QP̃ avec P̃ vérifiant les conditions de

l’énoncé et Q un opérateur inversible dans D̂
(0)
X,k,Q(V ). On en déduit que Mk|V ≃ D̂

(0)
X,k,Q/P̃ .

La seconde partie de l’énoncé découle du théorème de division dans D̂
(0)
X,k,Q(V ) puisque

le coefficient dominant de P̃ est inversible sur V : tout élément H de D̂
(0)
X,k,Q(V ) s’écrit

uniquement sous la forme H = QP̃ + R avec R ∈ D̂
(0)
X,k,Q(V ) un opérateur fini d’ordre

strictement inférieur à Nk(P ).

Ce corollaire implique le résultat suivant.

Corollaire 2.12. Soient P,Q ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U) tels que D̂

(0)
X,k,Q/P ≃ D̂

(0)
X,k,Q/Q en tant que

D̂
(0)
X,k,Q-modules à gauche. Alors Nk(P ) = Nk(Q).

Démonstration. Soit V un ouvert contenu dans U sur lequel D̂
(0)
V,k,Q/P ≃ D̂

(0)
V,k,Q/P̃ et

D̂
(0)
V,k,Q/Q ≃ D̂

(0)
V,k,Q/Q̃ avec P̃ et Q̃ des opérateurs finis d’ordre Nk(P ) et Nk(Q) res-

pectivement. Ces deux modules sont des OV,Q-modules libres de rang Nk(P ) et Nk(Q)

respectivement. Puisqu’ils sont isomorphes en tant que D̂
(0)
V,k,Q-modules, ils sont isomorphes

en tant que OV,Q-modules. On en déduit que Nk(P ) = Nk(Q).

On identifie dans la suite le schéma X avec la section nulle s : X → T ∗X du fibré
cotangent T ∗X.

Définition 2.13. Un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk est appelé module à connexion si Mk est

aussi un OX,Q-module libre de rang fini.

Le lemme suivant caractérise les modules à connexion.
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Lemme 2.14. Soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module holonome. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. Le D̂
(0)
X,k,Q-module Mk est un OX,Q-module libre de rang fini.

2. La variété caractéristique Car(Mk) de Mk est incluse dans X.

3. Le module Mk est localement de la forme D̂
(0)
X,k,Q/P avec P un opérateur différentiel

fini unitaire d’ordre égale au rang de Mk sur OX,Q.

Démonstration. On peut supposer que X est affine muni d’une coordonnée locale. Dans ce
cas grDX,k ≃ OX [ξ]. On suppose que le module Mk est non nul. Puisque Mk est holonome,

Mk est de la forme D̂
(0)
X,k,Q/I pour un idéal cohérent non nul I de D̂

(0)
X,k,Q. Soit M◦

k un modèle
entier de Mk. Alors M = M◦

k ⊗V κ est un grDX,k-module cohérent de la forme OX [ξ]/I
pour un certain idéal I non nul.

On suppose tout d’abord que Mk est un OX,Q-module libre de rang fini d. Il en découle
que M est un OX-module libre de rang d. Il existe des sections e1, . . . , ed de M(X) telles
que M = OX ·e1⊕· · ·⊕OX ·ed. La famille {ξn ·ei}n∈Z est liée sur OX . On peut donc trouver
un entier m ≥ 1 et des fonctions aj ∈ OX(X) telles que (ξm + am−1ξ

m−1 + . . . a0) · ei = 0.
Autrement dit la section ei est annulée par un polynôme unitaire Pi de OX [ξ]. Le polynôme
unitaire P = P1 . . . Pn annule tous les éléments e1, . . . , en. Donc P annule le module M =
OX · e1 ⊕ · · · ⊕ OX · ed. On en déduit que P ∈ I et que M = OX [ξ]/I est un sous-OX [ξ]-
module de OX [ξ]/P . Il en découle que Car(Mk) = Car(M) ⊂ Car(OX [ξ]/P ). Puisque P est
unitaire, on a Car(OX [ξ]/P ) = X. Ainsi Car(Mk) ⊂ X.

On suppose maintenant que la variété caractéristique de Mk est contenue dans X. Soit
x un point de X. Quitte à étendre les scalaires κ par une extension finie, on peut supposer
que x est κ-rationnel. L’hypothèse Car(E) ⊂ X et la proposition 3.10 de [5] impliquent
que Nk(I) = Nk(I) = vOX,x

(I) = 0. Toute base de division de I en x est donc réduite à
un unique opérateur différentiel P vérifiant Nk(P ) = 0. La condition Nk(P ) = 0 signifie
que le coefficient d’ordre Nk(P ) de P est inversible dans OX,Q au voisinage de x. Un tel
opérateur P est défini sur un ouvert affine de X contenant x. Quitte à réduire X, on peut

supposer que P ∈ D̂
(0)
X,k,Q(X) et que le coefficient d’ordre Nk(P ) de P est inversible dans

OX,Q(X). Puisque P est une base de division de I, on sait que P engendre l’idéal I. Ainsi

Mk ≃ D̂
(0)
X,k,Q/P . Le corollaire 2.11 nous dit qu’il est possible de trouver un opérateur

différentiel Q unitaire d’ordre Nk(P ) tels que Mk ≃ D̂
(0)
X,k,Q/Q. On obtient le troisième

point de la proposition.
Enfin le corollaire 2.11 nous dit que Mk est, localement au voisinage de x, un OX,Q-

module libre de rang Nk(Q). Le schéma formel X étant irréductible, le nombre Nk(Q) ne
dépend ni de Q ni de x d’après le corollaire 2.12. On note d cet entier. Pour résumer, Mk

est localement un OX,Q-module libre de rang d. On en déduit que Mk est globalement un
OX,Q-module libre de rang d.

On en déduit une caractérisation des D̂
(0)
X,k,Q-modules holonomes via les modules à

connexion.
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Corollaire 2.15. Soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent. Alors Mk est holonome si et seule-

ment si il existe un ouvert non vide U de X tel que Mk|U soit un module à connexion.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que Mk est holonome. La variété ca-
ractéristique de Mk a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U
l’ouvert de X obtenu en ôtant à X les abscisses des composantes verticales de Car(Mk). Par
définition de U , on a Car(Mk|U ) ⊂ U . On en déduit que Mk|U est un module à connexion
d’après le lemme 2.14.

Réciproquement soit U un ouvert non vide de X pour lequel Mk|U est un module à
connexion. Dans ce cas Car(Mk|U ) ⊂ U , toujours d’après le lemme 2.14. Si Mk n’est pas
holonome, alors Car(Mk) = T ∗X. En effet T ∗X est irréductible puisque X l’est et Car(Mk)
est une sous-variété fermée de T ∗X de dimension maximale deux. En particulier, on aurait
Car(Mk|U) = T ∗U . Cela contredit l’hypothèse Car(Mk|U ) ⊂ U . Ainsi Mk est holonome.

2.3 Microlocalisation de DX,k

On rappelle que T ∗X est le fibré cotangent de X et π : T ∗X → X la projection
canonique. L’application π est ouverte : pour tout ouvert U de X, V = π−1(U) est un
ouvert de T ∗X. En effet T ∗X = Spec (SymΘX) → X, où ΘX est le faisceau cotangent de
X. Puisque X est lisse, ΘX est un module localement libre de rang fini. En particulier le
morphisme T ∗X → X est plat de présentation finie. Il est donc ouvert d’après la proposition
10.41.8 de [8]. On note s : X → T ∗X la section nulle et T ∗

0X = T ∗X\s(X).

Pour un niveau de congruence k ≥ 1 fixé, on construit un microlocalisé de DX,k redon-
nant la variété caractéristique d’un DX,k-module cohérent en dehors de la section nulle. Le
microlocalisé est un OT ∗X-module plat Lk défini sur T ∗

0 (X) vérifiant pour tout DX,k-module
cohérent M l’égalité

Car(M) ∩ T ∗
0 (X) = Supp(Lk ⊗π−1(DX,k) π

−1(M))

Soit U un ouvert affine de X sur lequel on dispose de coordonnées locales (t, ∂). On
rappelle que la κ-algèbre DU,k = OU [∂k] est commutative. Si ∂′

k est une dérivation donnée
par un autre système de coordonnées locales sur U , alors ∂′

k = α · ∂k pour un élément

inversible α ∈ OU (U). Soit P =
∑d

n=0 an · ∂
′
k
n =

∑d
n=0 an · (α∂k)

n ∈ OU [∂
′
k]. Puisque

DU,k est commutative, P =
∑d

n=0(anα
n) · ∂n

k . Ainsi la description de l’algèbre DU,k comme
OU [∂k] ne dépend pas du choix du système de coordonnées locales.

On considère le système de coordonnées locales (t, ξ) sur V = π−1(U) ⊂ T ∗(X) associé à
la coordonnée de départ t. Soit P =

∑d
n=0 an ·∂

n
k un élément de DU,k(U). On lui associe un

élément de OT ∗X(V ) en envoyant P sur l’élément P (t, ξ) =
∑d

n=0 an(t) ·ξ
n. On note Dk(V )

l’ensemble des éléments de OT ∗X(V ) provenant d’un opérateur différentiel de DX,k(U).
Puisque DX,k(U) est commutatif, le produit de DX,k(U) induit un produit sur Dk(V )
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coincidant avec le produit de OT ∗X(V ). Autrement dit Dk(V ) est une sous-algèbre de
OT ∗X(V ). L’algèbre Dk(V ) ne dépend pas non plus du choix du système de coordonnées
locales (t, ξ). Les ouverts V de T ∗X provenant d’ouverts affines U de X sur lequel on dispose
de coordonnées locales forment une base d’ouverts de T ∗X. Ainsi les Dk(V ) se recollent en
un faisceau Dk sur le fibré cotangent T ∗X.

On a Dk|V = OU [ξ]. Autrement dit Dk ≃ OT ∗X . On identifie par la suite ces deux
faisceaux. Comme pour DX,k, on munit Dk de la filtration donnée localement par l’ordre
des éléments en ξ. On a

FilℓDk|V =
⊕

0≤n≤ℓ

OU · ξ
n

Cette filtration est compatible avec la filtration de DX,k via l’isomorphisme défini précé-
demment DX,k(U) ≃ Dk(V ) = OT ∗X(V ). Le gradué est encore un anneau de polynôme
sur OU : grDk|V ≃ OU [ζ], où ζ est l’image de ξ dans gr1 Dk(U). L’application de Dk dans

son gradué grDk est donnée par le symbole principal σ. Si P (t, ξ) =
∑d

n=0 an · ξ
n est un

opérateur d’ordre d de Dk, alors σ(P ) = ad · ζ
d.

On se restreint maintenant à T ∗
0X = T ∗X\s(X) où la variable ξ n’est jamais nulle. On

rappelle que V = π−1(U) ⊂ T ∗(X). On suppose donc que V ⊂ T ∗
0X.

Définition 2.16. On note Ek(V ) le localisé de Dk(V ) = OT ∗X(V ) pour la partie multipli-
cative {ξn}n∈N. On a Ek(V ) ≃ OX(U)[ξ, ξ−1].

Les algèbres Ek(V ) ne dépendent pas non plus du choix des coordonnées locales. Elles se
recollent pour former un faisceau Ek sur T ∗

0X admettant OT ∗X comme sous-faisceau. Locale-
ment, Ek|V ≃ OU [ξ, ξ

−1]. On note encore degré d’un élément P (t, ξ) =
∑

−∞<n<∞ an(t) ·ξ
n

de Ek(V ) le plus petit entier n tel que an 6= 0 et am = 0 pour tout m > n. On munit
Ek(V ) de la filtration donnée par le degré. Dans ce cas grEk|V ≃ OU [ζ, ζ

−1]. On rappelle
que grDk|V ≃ OU [ζ].

On considère sur Ek(V ) la valuation vξ donnée par moins le degré en ξ :

vξ(P (t, ξ)) = − degξ P (t, ξ)

Définition 2.17. On note Lk(V ) le complété de Ek(V ) pour cette valuation. Autrement
dit Lk(V ) ≃ OX(U)[[ξ−1]][ξ].

Un élément Q de Lk(V ) s’écrit uniquement sous la forme

Q(t, ξ) =
∑

−∞≤n<+∞

an(t) · ξ
n, an(t) ∈ OX(U)

On définit son degré comme l’opposé de sa valuation ξ-adique : degQ = −vξ(Q). C’est le
plus grand entier n pour lequel le coefficient an est non nul. On munit à nouveau Lk(V ) de la
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filtration donnée par le degré des éléments en ξ. On a grLk(V ) ≃ OX(U)[ζ, ζ−1] ≃ grEk(V ).
L’application de Ek(V ) dans grLk(V ) est encore donnée par le symbole principal :

σ(Q) = adegQ(t) · ζ
deg(Q)

On note toujours σ le symbole principal sur Lk(V ) puisqu’il est compatible avec les inclu-
sions Dk(V ) ⊂ Ek(V ) ⊂ Lk(V ).

Les algèbres Lk(V ) se recollent en un faisceau d’algèbres Lk sur T ∗
0X. Puisque OX est

localement noetherien, il est clair que Lk est plat sur Dk. Le faisceau Lk est le microlocalisé
recherché.

Le lemme suivant est le résultat clé permettant de faire le lien entre Lk et la variété
caractéristique. Le localisé est justement construit comme le plus petit faisceau d’algèbres
sur T ∗

0X contenant Dk et vérifiant cette propriété.

Lemme 2.18. Soit V = π−1(U) un ouvert affine de T ∗
0X muni de coordonnées locales

(t, ξ) ∈ T ∗
0X et P (t, ξ) =

∑d
n=0 an(t) · ξ

n un élément d’ordre d de l’algèbre Dk(V ). Il existe
un voisinage ouvert W de (t, ξ) dans T ∗

0X pour lequel P est inversible dans Lk(W ) si et
seulement si σ(P )(t, ξ) = ad(t) · ξ

d 6= 0.

Démonstration. Si P est inversible dans Lk(W ) pour un certain voisinage ouvert W de
(t, ξ), alors l’image de P dans le gradué est inversible au voisinage de (t, ξ). Cette image est
σ(P ) = ad(t) · ξ

d par définition. Il suffit qu’elle soit non nulle en (t, ξ) pour être inversible.
Réciproquement on suppose que σ(P )(t, ξ) = ad(t) · ξ

d 6= 0. Puisque le terme ad(t) · ξ
d

est non nul évalué en (t, ξ), il est inversible sur un voisinage W ⊂ V de (t, ξ) (en retirant
les zéros potentiels de an dans V ). On se restreint maintenant à cet ouvert W . Alors
P · (anξ

n)−1 s’écrit sous la forme 1 + R avec R un élément de Ek(W ) de degré < 0. On
note Sm = 1 + R + · · · + Rm pour m ∈ N∗. C’est un élément de Ek(W ) de degré ≤ −m.
En particulier la suite (Sm)m converge dans Lk(W ) vers un élément que l’on note S. Par
ailleurs on observe que deg(Sm · P · (anξ

n)−1 − 1) ≤ −m+ 1. Ainsi le passage à la limite
m→ +∞ donne S · P · (anξ

n)−1 = 1 dans Lk(W ). Autrement dit P est inversible dans le
microlocalisé Lk(W ).

Soit maintenant M un DX,k-module cohérent. Puisque Lk est plat sur Dk = OT ∗X , on
définit un Lk-module cohérent par

M̃L = Lk ⊗OT∗X
π−1(M)

Le support de ce module coïncide avec la variété caractéristique de M en dehors de la
section nulle. Pour montrer ce résultat, on va se ramener au cas où M = DX,k/I pour un
idéal à gauche I de DX,k. On identifie I avec un idéal de Dk = OT ∗X . On pose Ĩ = Lk · I
l’idéal de Lk engendré par I. On munit I et L̃ des filtrations obtenues par intersections de
celles de Dk et Lk respectivement, ie gr I = σ(I) et gr Ĩ = σ(Ĩ). On peut montrer alors que
gr Ĩ est engendré par σ(I) : gr Ĩ = grLk · σ(I).
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Proposition 2.19. On a Car(M) ∩ T ∗
0 (X) = Supp M̃L.

Démonstration. On note Car∗(M) = Car(M) ∩ T ∗
0 (X). On peut se ramener au cas où

X est affine et M = DX,k/I pour un idéal à gauche I de DX,k. En effet puisque M est
cohérent, M est engendré par des sections globales e1, . . . , er. Si Ii = AnnDOX,x,k

(ei), alors

DOX,x,k · ei ≃ DOX,x,k/Ii. Comme la variété caractéristique est un support et puisque le
support d’une somme est l’union des supports des termes de la somme, on a

Car(M) =

r⋃

i=1

Car(DOX,x,k/Ii)

On suppose donc que M = DX,k/I. On note encore I l’image de I dans le faisceau Dk.
Alors M̃L ≃ Lk/Ĩ en tant que Dk-module, où Ĩ = Lk · I est l’idéal de Lk engendré par
I. Soit (t, ξ) /∈ Supp M̃L. Cela signifie que sur un voisinage affine V de (t, ξ), Lk|V = Ĩ|V .

Dans ce cas σ(ĨV ) = gr(Ek|V ) · σ(I|V ) = gr(Ek|V ). En particulier I|V contient un élément
P tel que σ(P )(t, ξ) 6= 0. On rappelle que

CarM ∩ T ∗V = {(t, ξ) ∈ T ∗V : σ(P )(t, ξ) = 0 ∀P ∈ I(V )}

On en déduit que (t, ξ) /∈ Car∗(M).
Réciproquement on suppose que (t, ξ) /∈ Car∗(M). Cela signifie que I contient un élé-

ment P défini sur un voisinage affine V de (t, ξ) tel que σ(P )(t, ξ) 6= 0. Alors d’après le
lemme 2.18 et quitte à réduire l’ouvert V , l’élément P ∈ Ĩ(V ) est inversible dans le microlo-
calisé Lk(V ). Ainsi Ĩ = Lk au voisinage de (t, ξ) et M̃L ≃ Lk/Ĩ est nul en (t, ξ). Autrement
dit (t, ξ) /∈ Supp(M̃L).

On rappelle que si M est un DX,k-module cohérent, alors CarM = Car(M◦ ⊗V κ) où
M◦ est un modèle entier de M et M◦ ⊗V κ est un DX,k-module cohérent. On a alors

Car(M) ∩ T ∗
0 (X) = Supp

(
Lk ⊗OT∗X

π−1(M◦ ⊗V κ)
)

3 Microlocalisations de D̂
(0)
X,k,Q

On construit dans cette section des microlocalisés du faisceau D̂
(0)
X,k,Q pour un niveau

de congruence k supérieur ou égale à un. Pour cela, on utilise une localisation non com-
mutative décrite dans l’annexe de l’article [9] de Gergely Zábrádi. On commence par rap-
peler les principales propriétés de ce microlocalisé. La condition pour construire un tel
microlocalisé est d’être une algèbre quasi-abélienne. Comme déjà dit en introduction, les

K-algèbres de Banach (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) sont quasi-abéliennes dès que k ≥ 1. On inverse

en pratique la partie multiplicative S = {∂n, n ∈ N} des puissances de la dérivation ∂.

Une difficulté est de construire des microlocalisés des algèbres D̂
(0)
X,k,Q(U) pour la partie
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multiplicative S admettant des morphismes de transition commutant avec les morphismes

injectifs D̂
(0)
X,k+1,Q(U) →֒ D̂

(0)
X,k,Q(U).

Soit k ≥ r ≥ 1. On va pouvoir définir un tel microlocalisé en inversant les éléments de

S dans l’algèbres D̂
(0)
X,k,Q(U) pour toutes les normes | · |r, . . . , | · |k. On obtient ainsi une K-

algèbre de Banach noétherienne Fk,r(U) dont la norme est seulement sous-multiplicative.
Les faisceaux Fk,r, pour un niveau r fixé, vont admettre des morphismes de transition

Fk+1,r → Fk,r commutant avec les morphismes D̂
(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q. En passant à la limite

projective sur k ≥ r, on construit un faisceau F∞,r = lim←−k≥r
Fk,r. Localement, F∞,r(U)

est une K-algèbre de Fréchet-Stein. On introduit dans cette section les faisceaux Fk,r. On
démontre ensuite plusieurs de leurs propriétés. On définit le faisceau F∞,r plus tard dans
la partie 4.

3.1 Microlocalisation d’une algèbre de Banach quasi-abélienne

On résume et rappelle dans cette partie quelques résultats vérifiés par le microlocalisé
d’une algèbre de Banach quasi-abélienne construit dans l’appendice de l’article [9].

Soit K un corps valué complet non archimédien et A une K-algèbre de Banach munie
d’une norme multiplicative | · | non archimédienne.

Définition 3.1. On dit que A est quasi-abélienne pour la norme | · | s’il existe un réel
γ ∈ [0, 1[ tel que pour tout couple (a, b) ∈ A2,

|ab− ba| = |[a, b]| ≤ γ · |ab| = γ · |a||b|

On fixe maintenant m normes | · |1, . . . , | · |m quasi-abéliennes sur A. Une partie multi-
plicative de A est un sous ensemble S de A vérifiant

1. 0 /∈ S et 1 ∈ S ;

2. S est stable par multiplication : ∀s, t ∈ S, s · t ∈ S.

Soit S une partie multiplicative de A. Il existe alors une unique K-algèbre de Banach
B = A〈| · |1, . . . , | · |m, S〉 munie d’une norme sous-multiplicative ‖ · ‖ non archimédienne et
d’un morphisme isométrique de K-algèbres

φ : (A,max{| · |1, . . . , | · |m})→ (B, ‖ · ‖)

tels que φ(S) ⊂ B× et tels que les éléments de B de la forme s−1a pour (s, a) ∈ S×A soient
denses dans B. On identifie A à une sous-algèbre de B via φ : on note encore a l’image
d’un élément a de A et s−1 l’inverse de s ∈ S dans B. Par ailleurs le morphisme φ : A→ B
vérifie la propriété universelle suivante.
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Proposition 3.2. Soit (D, ‖ · ‖D) une K-algèbre de Banach munie d’un morphisme de
K-algèbres f : A→ D tel que f(S) ⊂ D×. On suppose qu’il existe une constante c > 0 pour
laquelle

∀(s, a) ∈ S ×A, ‖f(s)−1 · f(a)‖D ≤ c · max
1≤i≤m

|s|−1
i · |a|i.

Alors il existe un unique morphisme continu de K-algèbres f̃ : B → D tel que le diagramme

A
φ

//

f
  
❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

B

f̃
��

D

commute. De plus si c = 1 et si la norme ‖ · ‖D de D est sous-multiplicative, alors f̃ est
1-lipschitzienne :

∀b ∈ B, ‖f̃(b)‖D ≤ ‖b‖

Remarque 3.3. La condition vérifiée par f permet de la prolonger naturellement par uni-
forme continuité sur B. En effet puisque s(s−1a) = a dans B et puisque f̃ est multiplicative,
on a nécessairement f̃(s−1a) = f(s)−1f(a). La condition sur f (impliquant au passage la
continuité de f) signifie que l’application S × A → D , (s, a) 7→ f(s)−1f(a) est uniformé-
ment continue. Ainsi puisque les éléments de la forme s−1a sont denses dans B, elle se
prolonge uniquement en une application continue f̃ : B → D.

On se donne une constante γ ∈ [0, 1[ telle que

∀a, b ∈ A, ∀1 ≤ i ≤ m, |ab− ba|i ≤ γ · |ab|i

Proposition 3.4. Pour tout (e1, . . . , en) ∈ Bn et pour toute permutation σ ∈ Sn, on a

‖e1 . . . en − eσ(1) . . . eσ(n)‖ ≤ γ‖e1 . . . en‖

En particulier B est quasi-abélienne de constante γ et ‖ab‖ = ‖ba‖. Par ailleurs dans le
cas ou B est le localisé de A pour une unique norme, la norme de B est multiplicative.

Le lemme suivant relie la norme des éléments de B de la forme s−1a avec les normes
| · |i de s et de a.

Lemme 3.5. Pour a, b ∈ A et s, t ∈ S, on a

1. ‖s−1a− s−1b‖ = max
1≤i≤m

{|s|−1
i · |a− b|i} ;

2. ‖s−1a‖ = max
1≤i≤m

{|s|−1
i · |a|i} ;

3. ‖s−1a− t−1b‖ = max
1≤i≤m

{|s|−1
i · |t|

−1
i · |a− b|i}.
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On démontre maintenant que la K-algèbre (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) est quasi-abélienne dès

que le niveau de congruence k est supérieur ou égale à un. On désigne toujours par U un
ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’un système de coordonnées locales (t, ∂).

On rappelle que les sections du faisceau D̂
(0)
X,k,Q sur l’ouvert U sont données par

D̂
(0)
X,k,Q(U) =

{
∞∑

n=0

an · (ω
k∂)n, an ∈ OX,Q(U) tq |an| −→

n→∞
0

}

La K-algèbre D̂
(0)
X,k,Q(U) est munie d’une norme multiplicative complète notée | · |k.

Définition 3.6. Soit P =
∑

n≥0 an · (ω
k∂)n un élément de D̂

(0)
X,k,Q(U). On pose |P |k =

maxn≥0{|an|} et Nk(P ) = max{n ∈ N : |an| = |P |k}. Par ailleurs on appelle coefficient
dominant de P son coefficient d’indice Nk(P ).

On rappelle que la norme | · |k et la fonctions Nk ne dépendent pas du choix du système
de coordonnées locales. Par ailleurs la norme |P |k et l’entier Nk(P ) ne dépendent que de

l’opérateur P , indépendamment du point x. Il a été vu dans [5] que (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) est

une K-algèbre de Banach et que sa topologie est équivalente à la topologie ω-adique. De
plus la norme | · |k est multilicative.

Proposition 3.7. Pour tout entier k ≥ 1, l’algèbre de Banach (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) est quasi-

abélienne de constante |ω|k = p−k.

Démonstration. Soit P =
∑

n≥0 an · (ω
k∂)n et Q =

∑
n≥0 bn · (ω

k∂)n deux éléments de

D̂
(0)
X,k,Q(U). On a

PQ =
∑

i≥0

ai · (ω
k∂)i ·


∑

j≥0

bj(ω
k∂)j




=
∑

i,j≥0

ai ·

(
i∑

ℓ=0

(
i

ℓ

)
· ωkℓ · ∂ℓ(bj) · ω

k(i+j−ℓ) · ∂i+j−ℓ

)

=
∑

u≥0



∑

ℓ≥0
0≤j≤u

(
u+ ℓ− j

ℓ

)
· au+ℓ−j · ω

kℓ · ∂ℓ(bj)


 · (ω

k∂)u

On en déduit que le coefficient d’indice u de PQ−QP est

αu =
∑

ℓ≥0
0≤j≤u

ωkℓ

(
u+ ℓ− j

ℓ

)(
au+ℓ−j · ∂

ℓ(bj)− bu+ℓ−j · ∂
ℓ(aj)

)
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Pour ℓ = 0, la somme sur j est nulle. Il vient

αu = ωk
∑

ℓ≥1
0≤j≤u

ωk(ℓ−1)

(
u+ ℓ− j

ℓ

)(
au+ℓ−j · ∂

ℓ(bj)− bu+ℓ−j · ∂
ℓ(aj)

)

Quitte à normaliser P et Q, on peut supposer que |P |k = |Q|k = 1. Chaque terme de la
somme a une norme inférieure à 1. La somme est donc aussi de norme inférieure à 1. Ainsi
|αu| ≤ |ω

k| = p−k et |PQ−QP |k = maxu∈N{|αu|} ≤ p−k.

Remarque 3.8. L’algèbre D̂
(0)
X,Q(U) = D̂

(0)
X,0,Q(U) n’est pas quasi-abélienne puisque par

exemple [∂, t] = 1. Pour k > 0, on a [ωk∂, t] = ωk avec |ωk∂|k = 1 = |t| et |ωk| < 1.

3.2 Un premier microlocalisé Ek

On suppose à partir de maintenant, et dans toute la suite, que le niveau de congruence

k est supérieur ou égale à un. Ainsi la K-algèbre (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) est quasi-abélienne. On

peut donc la localiser pour n’importe quelle partie multiplicative. On choisit concrètement

comme partie multiplicative de D̂
(0)
X,k,Q(U) les puissance de ∂ : S = {∂n, n ∈ N}.

Définition et premières propriétés

On localise dans cette partie D̂
(0)
X,k,Q(U) pour la seule norme | · |k. Le microlocalisé

Ek(U) obtenu a de très bonnes propriétés en tant qu’algèbre de Banach. En particulier,
on peut déterminer facilement ses éléments inversibles. Cependant il n’y a de morphismes
de transition naturels Ek+1(U) → Ek(U) commutant avec les morphismes de transition

D̂
(0)
X,k+1(U) →֒ D̂

(0)
X,k(U). On ne peut donc pas construire à partir des algèbres Ek(U) un

microlocalisé au niveau de l’algèbre DX,∞(U) = lim←−k
D̂

(0)
X,k,Q(U) =

⋂
k D̂

(0)
X,k,Q(U).

On introduit dans la partie suivante un autre mircolocalisé Fk,r(U) admettant quant à
lui des morphismes de transition injectifs Fk+1,r(U) →֒ Fk,r(U). Néanmoins ce microlocalisé
est plus compliqué : sa norme n’est plus multiplicative, mais seulement sous-multiplicative.
Cependant on obtient facilement une injection naturelle Fk,r(U) →֒ Ek(U) continue. Ainsi
bien connaitre Ek(U) permet d’en déduire de nombreuses propriétés pour l’algèbre Fk,r(U).

Définition 3.9. On définit l’algèbre Ek(U) = D̂
(0)
X,k,Q(U)〈| · |k, S〉 comme le microlocalisé

de l’algèbre D̂
(0)
X,k,Q(U) donné par la partie multiplicative S et la norme | · |k. On note

φk : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Ek(U) le morphisme de K-algèbres associé.

Le microlocalisé Ek(U) est une K-algèbre de Banach. Puisqu’on a localisé par rapport

à la seule norme | · |k de D̂
(0)
X,k,Q(U), la norme de Ek(U) est encore multiplicative. De plus
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le morphisme φk : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Ek(U) est une isométrie. Autrement dit la norme d’un

élément de D̂
(0)
X,k,Q(U) est la même dans Ek(U) et D̂

(0)
X,k,Q(U). On identifie D̂

(0)
X,k,Q(U) à une

sous-algèbre de Ek(U) via le morphisme φk. On peut noter encore | · |k la norme de Ek(U)
sans ambiguïté.

Remarque 3.10. Il revient au même de prendre comme partie multiplicative les puissances

de ωk∂ puisque l’uniformisante ω est inversible dans D̂
(0)
X,k,Q(U).

On a |∂|k = |ω|−k = p−k. Le lemme 3.5 nous dit que |∂−1|k = |ω|k = pk. De manière
équivalente, |ωk∂|k = |(ωk∂)−1|k = 1.

Proposition 3.11. Tout élément S de Ek(U) s’écrit uniquement sous la forme d’une série
S =

∑
n∈Z an · (ω

k∂)n avec an → 0 lorsque n→ ±∞. De plus |S|k = maxn∈Z{|an|}.

Démonstration. On commence par démontrer que Ek(U) contient les sommes de cette
forme. Soit (an)n∈Z une suite d’éléments de OX,Q(U) vérifiant an → 0 lorsque n→ ±∞. On

pose Sm =
∑

n≥−m an · (ω
k∂)n pour tout entier m ∈ N. Puisque Ek(U) contient D̂

(0)
X,k,Q(U)

et les puissances de ∂−1, les éléments Sm appartiennent à Ek(U). On a pour tout ℓ ≥ 0,
Sm+ℓ − Sm =

∑
−(m+ℓ)≤n<−m an · (ω

k∂)n et

|Sm+ℓ − Sm|k ≤ max
−(m+ℓ)≤n<−m

|an · (ω
k∂)n|k = max

−(m+ℓ)≤n<−m
|an|

Puisque la suite an converge vers 0 pour n → −∞, la suite (Sm)m est de Cauchy dans
l’algèbre complète Ek(U). Elle converge donc vers un élément de Ek(U) que l’on note
S =

∑
n∈Z an · (ω

k∂)n. Par ailleurs, on a |Sm|k = maxn≥−m |an|. En effet Sm · (ω
k∂)m =∑∞

n=0 an−m(ωk∂)n. Puisque la norme |·|k est multiplicative et comme |ωk∂|k = 1, on obtient

|Sm|k = |Sm · (ω
k∂)m|k = max

n∈N
|an−m| = max

n≥−m
|an|

On en déduit en passant à la limite m→∞ que |S|k = maxn∈Z |an|. En particulier S = 0
si et seulement si tous ses coefficients an sont nuls. Ainsi une telle écriture est unique.

On démontre maintenant que Ek(U) coïncide avec l’ensemble de ces séries. On note F
le sous-ensemble de Ek(U) constitué des éléments de la forme S =

∑
n∈Z an · (ω

k∂)n avec
an → 0 pour n→ ±∞. On va vérifier que F contient les éléments (ωk∂)n ·P pour n ∈ Z et

P ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U) et que F est fermé. Puisque l’ensemble des (ωk∂)n ·P est dense dans Ek(U),

on aura bien Ek(U) = F .
Pour le premier point, il suffit de prouver que si f est un élément de OX,Q(U), alors

∂−1f ∈ F . On a [∂, f ] = ∂f − f∂ = ∂(f), soit ∂f = ∂(f) + f∂. Il vient

∂−1∂f = f = ∂−1∂(f) + ∂−1f∂

21



Ainsi ∂−1f = f∂−1− ∂−1∂(f)∂−1. En réitérant ce calcule pour ∂−1∂(f) et en modifiant ce
terme dans l’expression de ∂−1f , on obtient ∂−1∂n(f) = ∂n(f)∂−1 − ∂−1∂n+1(f)∂−1. Une
récurrence montre alors que pour tout n ∈ N∗,

∂−1f =

n−1∑

j=0

(−1)j∂j(f)∂−(j+1) + (−1)n∂−1∂n(f)∂−n

On a
|∂j(f)∂−(j+1)|k = |∂j(f)| · |∂−(j+1)|k ≤ |f | · p

−k(j+1) −→
j→∞

0

|∂−1∂n(f)∂−n|k = |∂−1|k · |∂
n(f)| · |∂−n|k ≤ |f | · p

−k(n+1) −→
n→∞

0

La somme partielle de ∂−1f converge donc lorsque n→∞. On en déduit que

∂−1f =

+∞∑

n=0

(−1)n∂n(f)∂−(n+1) ∈ F

Enfin puisque la norme d’un élément S =
∑

n∈Z an ·(ω
k∂)n de F est |S|k = maxn∈Z |an|,

toute suite de Cauchy d’éléments Sm =
∑

n∈Z an,m · (ω
k∂)n de F converge aussi vers un

élément de F . En effet le fait que (Sm) soit de Cauchy implique que pour tout n ∈ Z, la
suite (an,m)m est de cauchy. Elle converge donc vers un élément αn ∈ OX,Q(U). La suite
(Sm)m converge alors vers S =

∑
n∈Z αn · (ω

k∂)n. Cela prouve que F est fermé. Il en résulte
que Ek(U) = F .

Remarque 3.12. On a démontré dans cette preuve que pour toute fonction f ∈ OX,Q(U),

∂−1f =

+∞∑

n=0

(−1)n∂n(f) · ∂−(n+1) ∈ Ek(U)

On démontre le résultat suivant en considérant la graduation de Ek(U) induite par la
norme | · |k.

Proposition 3.13. La K-algèbre Ek(U) est noetherienne à gauche et à droite. De plus le

morphisme φk : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Ek(U) est plat à gauche et à droite.

Démonstration. Quitte à étendre K par une extension finie, on peut supposer que x est
κ-rationnel. On rappelle que la norme spectrale de OX,Q(U) est à valeur dans pZ (corollaire
1.5.4 de l’article [4] de Laurent Garnier) lorsque x est un point κ-rationnel. On munit
OX,Q(U) de la filtration indexée par Z fournie par la norme spectrale :

OX,Q(U)(m) = {f ∈ OX,Q(U) : |f | ≤ pm} pour m ∈ Z
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Elle est croissante exhaustive. Soit gr(OX,Q(U)) le gradué associé. Si |f | = pm, on définit
γ(f) comme étant l’image de f dans le gradué grm OX,Q(U) = OX,Q(U)(m)/OX,Q(U)(m−1).
On note γ : OX,Q(U)→ gr(OX,Q(U)) l’application associée, et γ : K → grK la restriction à
K. Cette application permet de doter OX,Q(U) d’un produit et donc d’une structure de grK-
algèbre. Le gradué gr(OX,Q(U)) est noetherien puisque l’algèbre OX,Q(U) est noetherienne.

Soit P =
∑

n∈Z an · (ω
k∂)n un élément non nul de Ek(U). Par construction, sa norme

|P |k = maxn∈Z{|an|} appartient à pZ. On munit aussi Ek(U) de la filtration donnée par la
norme :

Ek(U)(m) = {P ∈ Ek(U) : |P |k ≤ pm} pour m ∈ Z

C’est une filtration croissante indexée par Z vérifiant

∀m,m′ ∈ Z, Ek(U)(m) · Ek(U)(m′) ⊂ Ek(U)(m+m′)

On note grm Ek(U) = Ek(U)(m)/Ek(U)(m − 1) et grEk(U) =
⊕

m∈Z grm Ek(U) la gradué
associé. Soit ζk l’image de ωk∂ dans gr0 Ek(U). Pour tout λ ∈ Z, Ek(U)(m) est isomorphe
à Ek(U)(m + λ) via la multiplication par ωλ. On en déduit que grmEk(U) ≃ grm+λ Ek(U)
via la multiplication par γ(ωλ). On peut donc identifier γ(ωλ) · ζk avec l’image de ωλ · ωk∂
dans grλ Ek(U).

On suppose que |P |k = pm pour un certain m ∈ Z. L’image de P dans le gradué
grm Ek(U) est l’élément

∑
nk(P )≤n≤Nk(P ) γ(an) · ζ

n
k . On définit ainsi une application γ :

Ek(U)→ grEk(U) dont l’image engendre le gradué en tant que grK-algèbre. Puisque Ek(U)
est une algèbre quasi-abélienne, le gradué est commutatif. On en déduit que grEk(U) ≃
gr(OX,Q(U))[ζk, ζ

−1
k ] en tant que grK-algèbre. En particulier, grEk(U) est une grK-algèbre

noetherienne d’après la proposition 1.1 de l’article [7].

De même on munit l’algèbre D̂
(0)
X,k,Q(U) de la filtration donnée par la norme. L’inclusion

D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Ek(U) induit une inclusion entre les gradués gr D̂

(0)
X,k,Q(U) →֒ grEk(U). On a

gr D̂
(0)
X,k,Q(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk] en tant que grK-algèbre. Le morphisme de grK-algèbres

gr D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ grEk(U) est donc plat. D’après la propositions 1.2 de l’article [7], on en

déduit le résultat.

Elements inversibles de Ek(U)

On rappelle que D̂
(0)
X,k(U) est l’ensemble des éléments de D̂

(0)
X,k,Q(U) de norme inférieure

ou égale à un. On note DX,k la réduction modulo ω de D
(0)
X,k. C’est le faisceau de κ-algèbres

sur la fibre spéciale X = X×V Specκ de X engendré localement sur U par OX |U et par la

dérivation ∂k image de ωk∂ après réduction modulo ω. On rappelle que X et X ont même
espace topologique ; on identifie U à un ouvert affine de X. On a

DX,k =
⊕

n∈N

OX(U) · ∂k
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C’est une κ-algèbre commutative puisque [ωk∂, t] = ωk dans D̂
(0)
X,k(U) et comme k ≥ 1.

Ainsi DX,k(U) = OX(U)[∂k] est un anneau de polynôme en la variable ∂k. On en déduit
que DX,k(U)× = OX(U)×.

Soit E◦
k(U) l’ensemble des éléments de Ek(U) de norme inférieure on égale à un. C’est

une V-algèbre de Banach contenant D̂
(0)
X,k(U). On note Ek(U) = E◦

k(U) ⊗V κ la réduction
modulo ω de E◦

k(U). C’est une κ-algèbre contenant DX,k(U) dans laquelle la dérivation ∂k
est inversible. Puisque l’algèbre (Ek(U), | · |) est quasi-abélienne, Ek(U) est une κ-algèbre
commutative. Il en découle que Ek(U) = OX(U)[∂k, ∂

−1
k ]. Après réduction modulo ω, Ek(U)

est donc le localisé classique commutatif de l’algèbre de polynômes OX(U)[∂k] pour la partie
multiplicative constituée des puissances de la dérivation ∂k. On en déduit l’égalité

Ek(U)× =
{
a · ∂n

k , a ∈ OX(U)× et n ∈ Z
}

Définition 3.14. Pour tout élément P =
∑

n∈Z an · (ω
k∂)n ∈ Ek(U), on définit

Nk(P ) = max{n ∈ Z : |an| = |P |k}

nk(P ) = min{n ∈ Z : |an| = |P |k}

La fonction Nk généralise celle de D̂
(0)
X,k,Q(U). La proposition suivante caractérise l’in-

versibilité des éléments de Ek(U) en fonctions de Nk et de nk.

Proposition 3.15. Un élément P de Ek(U) est inversible dans Ek(U) si et seulement si
Nk(P ) = nk(P ) et si son coefficient d’indice Nk(P ) est inversible dans OX,Q(U).

Démonstration. Quitte à normaliser P , on peut supposer que |P |k = 1. Alors P ∈ E◦
k(U).

On note P̄ = (P mod ω) l’image de P dans Ek(U) = E◦
k(U) ⊗V κ. On commence par

démontrer que P est inversible dans Ek(U) si et seulement si P̄ est inversible dans Ek(U).
Le sens direct est évident. On suppose que P̄ est inversible dans Ek(U) : il existe Q ∈ E◦

k(U)
tel que P̄ Q̄ = 1. Ainsi PQ est de la forme 1 + ωR pour un certain élément R ∈ E◦

k(U).
Puisque |ωR|k ≤ |ω| < 1, l’élément 1 + ωR est inversible dans Ek(U). En effet son inverse
est donné par la série « classique »

(1 + ωR)−1 =
∑

i≥0

(−ωR)i

Cette somme est bien convergente puisque |ωR|k < 1. On en déduit que P ·Q(1+ωR)−1 = 1
dans Ek(U). Autrement dit P est inversible à droite dans Ek(U). De même, P est inversible
à gauche puisque Q̄P̄ = 1. Ainsi P est inversible dans Ek(U).

On rappelle que Ek(U)× = {a · ∂n
k , a ∈ OX(U)× et n ∈ Z}. L’élément P est inversible

dans Ek(U) si et seulement si P̄ est de la forme ā·∂n
k avec ā ∈ OX(U)×. La réduction modulo

ω de P est un monôme si et seulement si Nk(P ) = nk(P ). Le terme ā est inversible dans
OX(U) si et seulement si a est inversible dans OX(U). Il s’agit exactement des conditions
données dans la proposition.
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Remarque 3.16.

1. Ce critère est analogue à la condition d’inversibilité des séries de Laurent convergente
K〈T 〉 à coefficients dans un corps ultramétrique complet K.

2. On peut démontrer ce résultat sans réduire modulo ω les faisceaux D̂
(0)
X,k(U) et E◦

k(U).
En effet on peut raisonner d’une manière analogue en utilisant le gradué de Ek(U) :

grEk(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ]

Les éléments inversibles de ce gradué sont aussi les éléments de la forme α ·ζk avec α
inversible. Il est clair qu’un élément inversible de Ek(U) est inversible dans le gradué
grEk(U). La preuve est alors similaire à celle de la proposition 3.15.

Soit P =
∑

n∈Z an · (ω
k∂)n un élément inversible de Ek(U). Son inverse s’exprime

explicitement en fonction des coefficients an. On note d = Nk(P ) l’ordre de P . On sait
que Nk(P ) = nk(P ) et que le coefficient ad de P est inversible d’après la proposition 3.15.
On a

P = ad ·

(
∑

n∈Z

an+d

ad
(ωk∂)n

)

︸ ︷︷ ︸
Q

·(ωk∂)d

Le coefficient constant de Q est égale à 1. Ses autres coefficients sont de normes strictement
inférieures à 1. Son inverse est comme précédemment donné par Q−1 =

∑
i≥0(−(Q− 1))i.

On obtient

P−1 = (ωk∂)−d ·
∑

i∈N


−

∑

n∈Z\{0}

an+d

ad
(ωk∂)n




i

· a−1
d

Le lemme suivant servira dans la démonstration de l’inégalité de Bernstein pour les
DX,∞-modules coadmisibles.

Lemme 3.17. Soit I un idéal cohérent de D̂
(0)
X,k,Q(U). On note Ek(U) · I l’idéal à gauche de

Ek(U) engendré par I. Si Ek(U) · I = Ek(U), alors I ∩ Ek(U)× 6= ∅.

Démonstration. On reprend les notations de la proposition 3.13 pour les gradués. Pour

tout m ∈ Z, on pose I(m) = D̂
(0)
X,k,Q(U)(m) ∩ I. On définit ainsi une filtration croissante

exhaustive sur I. Le gradué associé gr I est un idéal de gr D̂
(0)
X,k,Q(U). On note γ : I → gr I

la restriction à I de l’application γ : D̂
(0)
X,k,Q(U) → gr D̂

(0)
X,k,Q(U). On observe alors que

gr I = gr(D̂
(0)
X,k,Q(U)) · γ(I). De même gr(Ek(U)) · I) = gr(Ek(U)) · γ(I) pour la filtration

(Ek(U)) · I)(m) = Ek(U)(m)∩ (Ek(U)) · I). On rappelle que gr D̂
(0)
X,k,Q(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk]

et que grEk(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ].
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L’hypothèse Ek(U) · I = Ek(U) implique gr(Ek(U) · I) = gr(Ek(U)) · γ(I) = grEk(U).
Autrement dit il existe des opérateurs P1, . . . , Ps ∈ I et Q1, . . . , Qs ∈ grEk(U) tels que

Q1 · γ(P1) + · · · +Qs · γ(Ps) = 1

Puisque grEk(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ], on peut trouver un entier naturel n pour lequel

ζnk ·Q1, . . . , ζ
n
k ·Qs ∈ gr D̂

(0)
X,k,Q(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk]. On note Ri = ζnk ·Qi ∈ gr D̂

(0)
X,k,Q(U).

Alors
ζnk = R1 · γ(P1) + · · ·+Rs · γ(Ps) ∈ gr I = gr(D̂

(0)
X,k,Q(U)) · γ(I)

Puisque ζnk est un monôme de norme un, ζnk ∈ gr0 I = I(0)/I(−1). En particulier ζnk se
relève en un élément P ∈ I pour lequel γ(P ) = ζnk . Cela signifie que Nk(P ) = nk(P ) = n et
que le coefficient d’indice n de P est inversible. D’après la proposition 3.15, P est inversible
dans Ek(U).

Pas de morphismes de transition Ek+1(U)→ Ek(U)

On ne dispose pas de morphismes naturels de transition Ek+1(U)→ Ek(U) prolongeant

les inclusions D̂
(0)
X,k+1,Q(U) →֒ D̂

(0)
X,k(U). La propriété universelle du microlocalisé ne fournit

pas un tel morphisme. En effet le morphisme fk := φ
k|D̂

(0)
X,k+1,Q(U)

: D̂
(0)
X,k+1,Q(U) →֒ Ek(U)

ne vérifie pas la condition d’uniforme continuité de la propriété universelle 3.2 appliquée à
Ek+1(U). Cette condition s’écrit

∃c > 0 tq ∀n ∈ N, ∀P ∈ D̂
(0)
X,k+1,Q(U), |∂−n · P |k ≤ c · |∂|−n

k+1 · |P |k+1

On a |∂−1|k = |ω|k = p−k et |∂−1|k+1 = p−k+1. Ainsi pour P = 1, il n’est pas possible de
trouver une telle constante c. Le morphisme fk ne se factorise donc pas naturellement en un

morphisme de Ek+1(U) dans Ek(U) étendant l’inclusion de D̂
(0)
X,k+1,Q(U) dans D̂

(0)
X,k,Q(U).

Pour tout P ∈ D̂
(0)
X,k+1,Q(U), on a |P |k ≤ |P |k+1 avec égalité stricte dés que Nk(P ) > 0.

En effet si P =
∑

n≥0 an · ∂
n, alors

|P |k = max
n∈N

{
|an| · p

kn
}
≤ |P |k+1 = max

n∈N

{
|an| · p

(k+1)n
}

Puisque la norme de Ek(U) est multiplicative, cette inégalité est inversée dès que l’on inverse

∂. L’inclusion de D̂
(0)
X,k+1,Q(U) →֒ D̂

(0)
X,k(U) est inversée dès que l’on considère des opérateurs

dont les puissances de ∂ sont toutes négatives. Par exemple P =
∑

n∈N ωn · (ωk+1∂)n est
un élément de Ek+1(U)\Ek(U). Il n’existe donc pas de morphisme injectif de Ek+1(U) dans
Ek(U).
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Le faisceau de K-algèbres Ek

Dans tout ce qui précède, on a défini le microlocalisé Ek(U) sur un ouvert affine U de
X sur lequel on dispose d’un système de coordonnée locale (t, ∂). On rappelle que l’algèbre

(D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) ne dépend pas du système de coordonnée locale. Puisque l’algèbre Ek(U)

est définie par une propriété universelle au dessus de D̂
(0)
X,k,Q(U), le microlocalisé Ek(U) est

indépendant du système de coordonnée locale.

On note U l’ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose de coordonnée
locale. C’est une base de voisinages ouverts de X.

Proposition 3.18. Il existe un unique faisceau Ek de K-algèbres sur X tel que pour tout

ouvert U de U, Ek(U) = D̂
(0)
X,k,Q(U) 〈| · |k, {∂

n}n∈N〉.

Démonstration. Soit V ⊂ U deux ouverts de U. Puisque Ek(V ) ne dépend pas du choix

du système de coordonnée locale, le morphisme composé D̂
(0)
X,k,Q(U)→ D̂

(0)
X,k,Q(V )→ Ek(V )

vérifie les hypothèses de la propriété universelle 3.2 appliquée à Ek(V ). Il existe donc un

unique morphisme Ek(U) → Ek(V ) induit par le morphisme D̂
(0)
X,k,Q(U) → D̂

(0)
X,k,Q(V ). On

en déduit que Ek est un préfaisceau sur l’ensemble des ouverts de U.
Puisque U est une base de voisinages ouverts de X, il existe un unique préfaisceau Ek

sur X coïncidant avec les Ek(U) sur les ouverts U de U.
L’unicité de l’écriture des éléments de Ek(U) comme séries en les puissances de (ωk∂)

implique que Ek est un faisceau sur les ouverts U de U. On en déduit que Ek est un faisceau
de K-algèbres sur X.

On a donc construit un faisceau de K-algèbres Ek sur X admettant D̂
(0)
X,k,Q comme sous-

faisceau et pour lequel la dérivation ∂ est localement inversible. Cependant on ne dispose
pas de morphismes de transition naturels Ek+1 → Ek induits par les morphismes de départ

D̂
(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q.

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un système de
coordonnée locale (t, ∂) associé à x. La proposition 3.15 se traduit de la manière suivante :

Proposition 3.19. Un élément P ∈ Ek(U) est inversible dans Ek(V ) pour un voisinage
V ⊂ U de x si et seulement si Nk(P ) = nk(P ) et si le coefficient d’indice Nk(P ) de P est
inversible dans OX,Q(V ).

Soit P =
∑

n≥0 an ·(ω
k∂)n un opérateur de D̂

(0)
X,k,Q(U). On note d = Nk(P ). On rappelle

que si P est inversible dans Ek(V ), alors son inverse est donné par

P−1 = (ωk∂)−d ·
∑

i∈N


−

∑

n≥1

an+d

ad
(ωk∂)n




i

· a−1
d
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L’opérateur P−1 appartient à D̂
(0)
X,k,Q(V ) si et seulement si d = 0. On retrouve ainsi les

éléments inversibles de D̂
(0)
X,k,Q, déjà donnés dans le corollaire 2.8 de [5] :

Corollaire 3.20. Soit P =
∑∞

n=0 an ·(ω
k∂)n un opérateur de D̂

(0)
X,k,Q(U). Il existe un ouvert

V de U tel que P ∈ D̂
(0)
X,k,Q(V )× si et seulement si Nk(P ) = 0 et si a0 ∈ OX,Q(V )×. Si de

plus ‖P‖k = 1, alors P−1 ∈ D̂
(0)
X,k(V ).

3.3 Des microlocalisés Fk,r avec des morphismes de transition

On fixe tout d’abord l’ouvert affine U sur lequel on dispose d’une cordonnée locale.
Soit r un entier naturel supérieur ou égale à un. On ne considère plus que les indices k
plus grands que r. En ne prenant plus la seule norme | · |k pour définir le microlocalisé

de D̂
(0)
X,k,Q(U), mais un certain nombre des normes précédentes | · |r, . . . , | · |k, la condition

d’uniforme continuité pour obtenir des morphismes de transition devient évidente.

Dans cette partie l’entier r ≥ 1 est fixé. On ne le fera varier que dans la section 6. Le
niveau de congruence k sera toujours supposé supérieur ou égale à r lorsqu’on considère
l’algèbre Fk,r(U). La partie multiplicative S est toujours constituée des puissances de la
dérivation ∂.

Définition et propriétés

Définition 3.21. Pour tout entier k ≥ r, on pose Fk,r(U) = D̂
(0)
X,k,Q(U)〈| · |r, . . . , | · |k;S〉.

On note ϕk,r : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Fk,r(U) le morphisme de K-algèbres associé.

Soit ‖ · ‖k,r la norme de Fk,r(U) ; (Fk,r(U), ‖ · ‖k,r) est une K-algèbre de Banach. Par

construction, ϕk,r est une isométrie de (D̂
(0)
X,k,Q(U),max{|·|r, . . . , |·|k}) dans (Fk,r(U), ‖·‖k,r).

Pour tout opérateur P ∈ D̂
(0)
X,k,Q(U), on vérifie que |P |r ≤ · · · ≤ |P |k. On en déduit l’égalité

max{|P |r, . . . , |P |k} = |P |k. Autrement dit ϕk,r est une isométrie de (D̂
(0)
X,k,Q(U), | · |k) dans

(Fk,r(U), ‖ · ‖k,r). On identifie toujours D̂
(0)
X,k,Q(U) à une sous-algèbre de Fk,r(U) via le

morphisme ϕk,r. Cette identification est encore compatible avec les normes.

La norme de Fk,r(U) n’est cette fois plus multiplicative mais seulement sous-multiplicative
dés que k > r. En effet, on sait d’après le lemme 3.5 que

‖∂−1‖k,r = max
r≤i≤k

{|∂|−1
i } = max

r≤i≤k
{|ω|i} = |ω| = p−r

Cependant on a toujours ‖∂‖k,r = |∂|k = |ω|−k = pk.

Remarque 3.22. Pour k = r, on a Fk,k(U) = Ek(U). En effet on localise D̂
(0)
X,k,Q(U)

seulement pour la norme | · |k. En particulier la norme de Fk,k(U) est multiplicative.
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Le morphisme fk := φ
k|D̂

(0)
X,k+1,Q(U)

: D̂
(0)
X,k+1,Q(U) →֒ Fk,r(U) vérifie de manière évidente

la condition d’uniforme continuité pour Fk+1,r avec pour constante c = 1. En effet pour

tout n ∈ N et pour tout P ∈ D̂
(0)
X,k+1,Q(U), on a

max
r≤i≤k

{|∂−n · P |i} ≤ max
r≤i≤k+1

{|∂−n · P |i} ≤ max
r≤i≤k+1

{|∂|−n
i · |P |i}

Par propriété universelle du localisé Fk+1,r(U), le morphisme fk se factorise uniquement
par un morphisme continu de K-algèbres εk,r : Fk+1,r(U)→ Fk,r(U). De plus ce morphisme

εk,r est 1-lipschitzien, tout comme l’est l’inclusion de D̂
(0)
X,k+1,Q(U) dans D̂

(0)
X,k,Q(U). Ainsi

‖εk,r(S)‖k,r ≤ ‖S‖k+1,r pour tout élément S de Fk+1,r(U).

Proposition 3.23. Tout élément de Fk,r(U) s’écrit uniquement sous la forme

S =
∑

0≤n≤∞

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n

avec an → 0 lorsque n→ ±∞. De plus ‖S‖k,r = maxn∈Z{|an|}.

Démonstration. On montre comme dans la preuve de la proposition 3.11 que la suite

Sm =
∑

0≤n≤∞

an · (ω
k∂)n +

∑

−m≤n<0

an · (ω
r∂)n

est de Cauchy dans (Fk,r(U), ‖ · ‖k,r). La norme ‖ · ‖k,r n’est maintenant plus que sous-
multiplicative. Il n’est pas clair que ‖Sm‖k,r = max−m≤n≤+∞{|an|}. Cette égalité nécessite
plus de travail que pour Ek(U). L’élément

S′
m := Sm · (ω

r∂)m =

∞∑

n=0

an · ω
rmωkn · ∂n+m +

m−1∑

n=0

an−m · (ω
r∂)n

appartient à D̂
(0)
X,k,Q(U). D’après la proposition 3.4 et le lemme 3.5, on sait que

‖Sm‖k,r = ‖S
′
m · (ω

r∂)−m‖k,r = ‖(ω
r∂)−m · S′

m‖k,r = max
r≤ℓ≤k

{
|ωr∂|−m

ℓ · |S′
m|ℓ
}

Pour r ≤ ℓ ≤ k, on a

S′
m =

∞∑

n=0

an · ω
rm+kn−ℓ(n+m) · (ωℓ∂)n+m +

m−1∑

n=0

an−m · ω
(r−ℓ)n · (ωℓ∂)n

Comme |ωr∂|−m
ℓ = |ω|(ℓ−r)m, on obtient

|ωr∂|−m
ℓ · |S′

m|ℓ = max

{
max
n∈N
|an| · |ω|

rm+kn−ℓ(n+m)+(ℓ−r)m , max
0≤n≤m−1

|an−m| · |ω|
(r−ℓ)n+(l−r)m

}

= max

{
max
n∈N
|an| · |ω|

(k−ℓ)n , max
0≤n≤m−1

|an−m| · |ω|
((ℓ−r)(m−n)

}
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Le terme maxn∈N{|an| · |ω|
(k−ℓ)n} est maximum pour ℓ = k. En effet lorsque ℓ ∈ {1, . . . , k},

la puissance (k − l)n de ω est positive et |ω|(k−ℓ)n ≤ 1. De manière analogue, le terme
max0≤n≤m−1{|an−m| · |ω|

((ℓ−r)(m−n)} est maximum pour ℓ = r, auquel cas on obtient
max0≤n≤m−1 |an−m| = max−m≤n<0 |an|. On en déduit finalement que

‖Sm‖k,r = max

{
max
n∈N
|an|, max

−m≤n<0
|an|

}
= max

{
max
n∈Z
|an|

}

Il en découle immédiatement que la suite (Sm)m∈N est de Cauchy. Elle converge donc dans
Fk,r(U) vers un élément que l’on note S. Enfin le passage à la limite m → ∞ donne
‖S‖k,r = maxn∈Z{|an|}. Le reste de la preuve est analogue à celle de la proposition 3.11.

Soit S un élément de Fk,r(U). D’après cette proposition, il s’écrit uniquement sous la
forme

S =
∑

0≤n≤∞

an · (ω
k∂)n

︸ ︷︷ ︸
P∈D̂

(0)
X,k,Q

(U)

+
∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n

︸ ︷︷ ︸
Q

avec an → 0 lorsque n→ ±∞. L’opérateur P est dans D̂
(0)
X,k,Q(U). On a

‖S‖k,r = max
n∈Z
{|an|} = max{|P |k, ‖Q‖k,r}

Soient Q et Q′ deux éléments de Fk,r(U) formés seulement de puissances strictement
négatives de ωr∂. On observe sans difficulté que ‖Q ·Q′‖k,r = ‖Q‖k,r · ‖Q

′‖k,r. Autrement
dit la norme ‖ · ‖k,r de Fk,r(U) est multiplicative pour le produit de ces éléments, comme

elle l’est pour le produit d’éléments de D̂
(0)
X,k,Q(U). On peut noter |Q|r pour ‖Q‖k,r et

‖S‖k,r = max{|P |k, |Q|r}.

On rappelle que le morphisme εk,r : Fk+1,r(U) → Fk,r(U) est une factorisation de l’in-

clusion de D̂
(0)
X,k+1,Q(U) dans Fk,r(U). Comme le morphisme εk,r envoie la dérivation ∂ sur

elle-même, εk,r(∂
n) = ∂n pour tout entier relatif n ∈ Z. Puisque par construction ce mor-

phisme est continu, on en déduit que εk,r(S) = S pour tout élément S de Fk+1,r(U). Ainsi
εk,r injecte l’algèbre Fk+1,r(U) dans Fk,r(U). Pour récapituler, on dispose du diagramme
commutatif

D̂
(0)
X,k+1,Q(U) �

� ik
//

� _

ϕk+1,r

��

D̂
(0)
X,k,Q(U)

� _

ϕk,r

��

Fk+1,r(U) �
�

εk,r
// Fk,r(U)
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où ik et εk,r sont des inclusions 1-lipschitziennes et ϕk,r et ϕk+1,r des isométries.

La proposition suivante relie les K-algèbres Fk,r(U) et Ek(U) : Fk,r(U) est une sous-
algèbre de Ek(U).

Proposition 3.24. Le morphisme φk : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Ek(U) se relève en un morphisme

injectif de K-algèbres γk,r : Fk,r(U) →֒ Ek(U). De plus l’application γk,r est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Le morphisme φk : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Ek(U) vérifie clairement la condition

d’uniforme continuité dans la propriété universelle de Fk,r(U). Il induit donc un unique
morphisme de K-algèbres 1-lipschitzien γk,r : Fk,r(U) → Ek(U). Ce morphisme envoie les

éléments de D̂
(0)
X,k,Q(U) sur eux mêmes et ∂−1 sur ∂−1. Par continuité, il envoie tout élément

S de Fk,r(U) sur l’élément S de Ek(U) (il s’agit bien d’une série convergente dans Ek(U)).
Ainsi γk,r est injectif.

Comme pour Ek(U), on peut munir Fk,r(U) de la filtration croissante donnée par la
norme ‖·‖k,r. Pour k = r, on rappelle que Fk,k(U) = Ek(U). On suppose que k > r. La norme
de Fk,r(U) étant sous-abélienne, le gradué grFk,r(U) est une grK-algèbre commutative. On
note ζk et ζr les images respectives de ωk∂ et de (ωr∂)−1 dans gr0 Fk,r(U). Puisque (ωk∂) ·
(ωr∂)−1 = ωk−r et ‖(ωk∂) ·(ωr∂)−1‖k,r = pr−k < ‖ωk∂‖k,r ·‖(ω∂)

−1‖k,r = 1, on a ζk ·ζr = 0
dans le gradué grFk,r(U). On en déduit que grFk,r(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk, ζr]/(ζk · ζr) en
tant que grK-algèbre. La première partie de la proposition suivante en découle.

Proposition 3.25. La K-algèbre Fk,r(U) est noetherienne. De plus le morphisme d’algèbres

ϕk,r : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Fk,r(U) est plat à gauche et à droite.

Démonstration. Puisque le gradué grFk,r(U) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk, ζr]/(ζk · ζr) est noetherien,
l’algèbre Fk,r(U) l’est aussi toujours d’après la proposition 1.1 de l’article [7].

On démontre maintenant que le morphisme ϕk,r : D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ Fk,r(U) est plat. On

note F◦
k,r(U) l’ensemble des éléments de Fk,r(U) de norme ‖ · ‖k,r inférieure où égale à un :

F
◦
k,r(U) =





∞∑

n=0

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n ∈ Fk,r(U), an ∈ OX(U)





C’est une V-algèbre contenant D̂
(0)
X,k(U) égale au complété ω-adique de l’algèbre

Fk,r(U) =





∑

0≤n<∞

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞<n<0

an · (ω
r∂)n, an ∈ OX(U)





Les opérateurs différentiels de l’algèbre Fk,r(U) sont finis : les sommes les définissant sont

finies. On pose H = D̂
(0)
X,k(U) +Fk,r(U). C’est un OX(U)-module contenu dans F◦

k,r(U). On
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le munit de la norme ‖ · ‖k,r et de la filtration induite par cette norme. On rappelle que

F
◦
k,r(U)(m) =

{
{P ∈ F◦

k,r(U) : ‖P‖k,r ≤ pm} si m ≤ 0

F◦
k,r(U) si m ≥ 0

On vérifie que le gradué de H est égale au gradué de F◦
k,r(U) :

gr(H) = gr(F◦
k,r(U)) ≃ gr(OX(U))[ζk, ζr]/(ζk · ζr)

Puisque ce gradué est noetherien, le module H est aussi noetherien. Comme H ⊂ F◦
k,r(U)

et comme le complété ω-adique de Fk,r(U) est exactement F◦
k,r(U), le complété ω-adique

de H = D̂
(0)
X,k(U) + Fk,r(U) est exactement F◦

k,r(U) : Ĥ = F◦
k,r(U). On en déduit que le

morphisme H →֒ Ĥ = F◦
k,r(U) est plat. Le morphisme

H ⊗V K = D̂
(0)
X,k,Q(U) + Fk,r(U)⊗V K →֒ Fk,r(U) = F

◦
k,r(U)⊗V K

est donc plat. Par ailleurs le morphisme D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ H⊗VK = D̂

(0)
X,k,Q(U)+Fk,r(U)⊗VK

est plat. En effet

Fk,r(U)⊗V K =





∑

0≤n<∞

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞<n<0

an · (ω
k∂)n, an ∈ OX,Q(U)





On en déduit que gr(Fk,r(U) ⊗V K) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk, ζ
−1
k ]. En particulier le morphisme

gr(D̂
(0)
X,k,Q(U)) ≃ gr(OX,Q(U))[ζk] → gr(Fk,r(U) ⊗V K) est plat. L’inclusion D̂

(0)
X,k,Q(U) →֒

H ⊗V K est donc plate. Ainsi le morphisme composé D̂
(0)
X,k,Q(U) →֒ H ⊗V K →֒ Fk,r(U) est

plat.

On rappelle que U est l’ensemble des ouverts affines de X sur lesquels on dispose d’une
coordonnée locale. C’est une base de voisinages ouverts de X. On démontre comme pour
Ek le résultat suivant.

Proposition 3.26. Il existe un unique faisceau Fk,r de K-algèbres sur X tel que pour tout

ouvert U de U, Fk,r(U) = D̂
(0)
X,k,Q(U) 〈| · |r, . . . , | · |k, {∂

n}n∈N〉.

Les inclusions locales Fk+1,r(U) →֒ Fk,r(U) pour tout ouvert U de U induisent des
morphismes de faisceaux Fk+1,r → Fk,r commutant avec les morphismes de transition

D̂
(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q.
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Eléments de D̂
(0)
X,k,Q inversibles dans Fk,r

Soit U un ouvert affine contenant le point κ-rationnel x sur lequel on dispose d’un
système de coordonnée locale (t, ∂) associé à x.

Il est plus délicat de déterminer les éléments inversibles de Fk,r(U) que de Ek(U) lorsque
k > r. En effet soit S un élément de Fk,r(U). Il s’écrit uniquement comme série

S =
∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n +

∑

0≤n≤∞

an · (ω
k∂)n

On note ∂k et (∂r)
−1 les réductions modulo ω respectivement de ωk∂ et (ωr∂)−1. La réduc-

tion modulo ω de S est de la forme

S̄ =
∑

−∞<n<0

ān · ∂
n
r +

∑

0≤n<∞

ān · ∂
n
k

Pour k > r, on a ∂k · ∂
−1
r = ∂−1

r · ∂k = 0 puisque (ωk∂) · (ωr∂)−1 = ωk−r. On ne peut donc
pas déterminer les éléments inversibles de Fk,r(U) après réduction modulo ω. Le même
phénomène apparait en considérant le gradué grFk,r(U). Bien que la dérivation ∂ soit
inversible dans Fk,r(U), l’image de ∂ dans le gradué n’est plus inversible.

Cependant on dispose d’un morphisme injectif d’algèbres εk,r : Fk,r(U) →֒ Ek(U). Puis-
qu’on connaît les éléments inversibles de l’algèbre Ek(U), on en déduit facilement les élé-

ments de D̂
(0)
X,k,Q(U) inversibles dans Fk,r(U). Ce cas est suffisant pour définir la variété

caractéristique à partir du microlocalisé. En effet, comme il a été vu dans la section 2,

il est suffisant de déterminer les opérateurs différentiels de D̂
(0)
X,k,Q(U) inversibles dans le

microlocalisé Fk,r(U).

Soit P =
∑

n≥0 an · (ω
k∂)n un élément de D̂

(0)
X,k,Q(U). Les normes de P dans Ek(U) et

dans Fk,r(U) coïncident avec la norme usuelle |P |k de P dans D̂
(0)
X,k,Q(U). Si P est inversible

dans Fk,r(U), alors P est inversible dans Ek(U). Il doit donc vérifier Nk(P ) = nk(P ). On
rappelle que

Nk(P ) = max{n ∈ N : |an| = |P |k} et nk(P ) = min{n ∈ N : |an| = |P |k}

On note d cet entier. Pour que P soit inversible dans Ek(U), il faut de plus que son coefficient
ad soit inversible dans OX,Q(U). L’inverse de P dans Ek(U) est alors

P−1 = (ωk∂)−d ·
∑

i∈N


−

d−1∑

n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d −

∑

n≥1

an+d

ad
· (ωk∂)n




i

· a−1
d
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L’opérateur P−1 appartient à Fk,r(U) si et seulement si la somme sur i converge pour
la norme ‖ · ‖k,r de Fk,r(U). On doit donc avoir

∥∥∥∥∥∥

d−1∑

n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d +

∑

n≥1

an+d

ad
· (ωk∂)n

∥∥∥∥∥∥
k

< 1

On a toujours ∥∥∥∥∥∥

∑

n≥1

an+d

ad
· (ωk∂)n

∥∥∥∥∥∥
k,r

< 1

Par ailleurs
d−1∑

n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d =

d−1∑

n=0

an
ad
· ω(k−r)(n−d)(ωr∂)n−d

On obtient ∥∥∥∥∥

d−1∑

n=0

an
ad
· (ωk∂)n−d

∥∥∥∥∥
k,r

= max
0≤n<d

(
|an|

|ad|
· |ω|(k−r)(n−d)

)

On en déduit que P est inversible dans Fk,r(U) si de plus

∀ 0 ≤ n ≤ d− 1, |an| · p
(k−r)(d−n) < |ad|

La proposition suivante résume tout ce qui vient d’être dit.

Proposition 3.27. Soit P =
∑

n≥0 an · (ω
k∂)n ∈ D̂

(0)
X,k,Q(U). Il existe un ouvert V ⊂ U

contenant x tel que P soit inversible dans Fk,r(V ) si et seulement si

1. Nk(P ) = nk(P ) = d,

2. ad est inversible dans OX,Q(V ),

3. ∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| · p
(k−r)(d−n) < |ad|.

4 Microlocalisations de DX,∞

On commence par rappeler la définition du faisceau DX,∞ puis celle des DX,∞-modules
coadmissibles. On construit ensuite un microlocalisé F∞,r de DX,∞ comme limite projective
sur la variable k des faisceaux de K-algèbres Fk,r(U).
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4.1 Le faisceau DX,∞

Pour plus de détails sur le faisceau DX,∞ et sur les propriétés des DX,∞-modules co-
admissibles, le lecteur peut regarder l’article [6] de Christine Huyghe, Tobias Schmidt et
Matthias Strauch. Localement, F∞,r(U) est une K-algèbre de Fréchet-Stein. On termine
cette section par déterminer les opérateurs différentiels de DX,∞(U) inversibles dans le
microlocalisé F∞,r(U).

Soit U un ouvert affine contenant le point x sur lequel on dispose d’un système de

coordonnée locale (t, ∂) associé à x. Pour tout entier k, l’algèbre D̂
(0)
X,k+1,Q(U) est une

sous-algèbre de D̂
(0)
X,k,Q(U). On considère les morphismes de transition D̂

(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q

induits par ces inclusions locales. On définit le faisceau DX,∞ comme la limite projective

des faisceaux D̂
(0)
X,k,Q.

Définition 4.1. On pose DX,∞ = lim
←−k

D̂
(0)
X,k,Q.

Le faisceau DX,∞ est un faisceau de K-algèbres sur le schéma formel X. Il vérifie les
trois points suivant :

1. DX,∞(U) est une K-algèbre de Fréchet-Stein et sa topologie est induite par les

normes | · |k des algèbres de Banach D̂
(0)
X,k,Q(U) ;

2. DX,∞(U) = lim
←−k

D̂
(0)
X,k,Q(U) =

⋂
k≥0 D̂

(0)
X,k,Q(U) ;

3. DX,∞(U) =

{
∞∑

n=0

an · ∂
n : an ∈ OX,Q(U) tq ∀η > 0, lim

n→∞
anη

n = 0

}
.

Le lemme suivant caractérise les opérateurs différentiels finis de DX,∞(U) à l’aide des
fonctions Nk. On en déduit les éléments inversibles de DX,∞(U).

Lemme 4.2. Soit P un opérateur différentiel de DX,∞(U). La suite (Nk(P ))k≥0 est crois-
sante. De plus P est un opérateur fini d’ordre d si et seulement si la suite (Nk(P ))k est
stationnaire de valeur limite d.

Démonstration. On écrit P =
∑∞

n=0 an · ∂
n. On commence par montrer que la suite

(Nk(P ))k est croissante. Les coefficients de P dans la base (ωk∂)n de D̂
(0)
X,k,Q sont ω−knan

et donc
Nk(P ) = max{n ∈ N : |ω|−kn · |an| = |P |k}

Soit n0 = Nk+1(P ). Puisque |P |k+1 = |ω−(k+1)n0 · an0 | > |ω
−(k+1)n · an| par définition de

n0, on a

∀n > n0, |ω
−knan| = |ω|

n · |ω−(k+1)nan| < |ω|
n0 · |ω−(k+1)n0an0 | = |ω

−kn0an0 |

On en déduit que Nk(P ) ≤ n0 = Nk+1(P ).
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On suppose maintenant que Nk(P ) = m à partir d’un rang k0. Cela signifie que pour
tout entier k ≥ k0 et pour tout entier n > m, |an| · |ω|

−kn < |am| · |ω|
−km. Autrement dit

|an| < |am| · |ω|
k(n−m). Mais |ω|k(n−m) → 0 lorsque k →∞. Le passage à la limite k →∞

donne |an| = 0. Ainsi P est un opérateur fini d’ordre m.

Corollaire 4.3. Les éléments inversibles de DX,∞(U) sont les fonctions inversibles :

DX,∞(U)× = OX,Q(U)×

Démonstration. Soit P ∈ DX,∞(U) un opérateur inversible. Alors P est inversible dans

D̂
(0)
X,k,Q(U) pour tout niveau de congruence k ∈ N. De manière équivalente, Nk(P ) = 0

pour tout entier k et le coefficient constant de P inversible d’après le corollaire 3.20. Le
lemme 4.2 implique que P est un opérateur fini d’ordre 0. Autrement dit P est un élément
inversible de OX,Q(U).

On termine cette partie par la définition des DX,∞-modules coadmissibles suivie d’un
exemple.

Définition 4.4. Un module coadmissible est un DX,∞-module M isomorphe à une limite

projective lim
←−k

Mk de D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents Mk tels que les applications de transition

Mk+1 → Mk soient D̂
(0)
X,k+1,Q-linéaires et tels que pour chaque indice k, on dispose d’un

D̂
(0)
X,k,Q-isomorphisme D̂

(0)
X,k,Q ⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 ≃Mk induit par l’application de transition.

La catégorie des DX,∞-modules coadmissibles est abélienne. Soit M = lim
←−k

Mk un DX,∞-

module coadmissible. Il est démontré dans [6] et [7] que Mk ≃ D̂
(0)
X,k,Q ⊗DX,∞

M et que

M ≃ lim
←−k

(
D̂

(0)
X,k,Q ⊗DX,∞

M

)
en tant que DX,∞-module coadmissible. On peut donc choisir

Mk égale à D̂
(0)
X,k,Q ⊗DX,∞

M.

On explicite ci-dessous un élément infini P de DX,∞(U) vérifiant Nk(P ) = k. On montre
que DX,∞/P est un DX,∞-module coadmissible isomorphe à une limite projective de la forme

lim
←−k

D̂
(0)
X,k,Q/Pk avec Pk un opérateur fini d’ordre k de D̂

(0)
X,k,Q(U).

Exemple 4.5.

1. Tout DX,∞-module cohérent est coadmissible.

2. Soit P =
∏

n≥1(1−ωn∂) ∈ DX,∞(U). Alors Nk(P ) = k. En effet le coefficient de ∂n

est à un signe près

ω1+2+···+n · (1 + ω + ω2 + . . . ) = ω
n(n+1)

2 · an
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avec an un élément de V de valeur absolue 1. Dans D̂
(0)
X,k,Q(U), le coefficient d’ordre

n de P est ±ωn(n+1
2

−k) · an. Par définition Nk(P ) est le plus grand entier n maxi-

misant la norme |ω|n(
n+1
2

−k). On cherche donc l’entier n minimisant la puissance
n
(
n+1
2 − k

)
.

La fonction x 7→ x
(
x+1
2 − k

)
est minimale en x = k − 1

2 de valeur −k2 − k + 3
4 .

L’entier le plus proche est −k2−k+1 et donc l’entier n
(
n+1
2 − k

)
est minimal pour

n = k. Ceci prouve que Nk(P ) = k. On a de plus

|Pk|k = |ω|k(
k+1
2

−k) = |ω|−k2/2+k/2

Dans D̂
(0)
X,k,Q(U), P s’écrit P = Pk · Qk avec Pk =

∏
1≤n≤k(1 − ωn∂) un opéra-

teur fini d’ordre Nk(Pk) = k et Qk =
∏

n>k(1 − ωn∂) inversible dans D̂
(0)
X,k,Q(U)

(car Nk(Qk) = 0 et car son coefficient constant est inversible). On en déduit que

D̂
(0)
X,k,Q/P ≃ D̂

(0)
X,k,Q/Pk. Par ailleurs Pk+1 = (1 − ωk+1∂) · Pk avec 1 − ωk+1∂

inversible dans D̂
(0)
X,k,Q(U). On a donc D̂

(0)
X,k,Q/Pk+1 ≃ D̂

(0)
X,k,Q/Pk. Autrement dit

DX,∞/P ≃ lim←−k
D̂

(0)
X,k,Q/Pk en tant que DX,∞-module coadmissible.

On peut retrouver P à partir des opérateurs Pk puisque la suite (Pk)k converge
vers P dans DX,∞(U). En effet il suffit de le montrer pour toutes les normes | · |m.
On a P − Pk = (Qk − 1) · Pk. Pour k ≥ m, on observe que N̄m(Pk) = m et que

|Pk|m = |ω|−
1
2
(m2−m). Le coefficient constant de Qk − 1 est nul et le coefficient

de ∂n est de la forme ωk+(k+1)+···+(k+n−1) · an, où an ∈ V de valeur absolue 1.

Dans D̂
(0)
X,m,Q(U), le coefficient de (ωk∂)n est ωn(k+n−1

2
−m) · an. Les coefficients de

Qk − 1 sont presque ceux de Pk : il suffit de remplacer k par m+1− k. La fonction
x(k + x−1

2 −m) est minimale pour x = m + 1 − k − 1/2. Pour k assez grand, par
exemple k ≥ m+ 1, ce terme est négatif. La norme de 1−Qk est donc donnée par
le coefficient d’indice un : Nk(Qk − 1) = 1 et |Qk − 1|m = |ω|k−m. Il vient

|P − Pk|m = |1−Qk|m · |Pk|m = |ω|k−
m2

2
−m

2 →
k→∞

0

4.2 Les microlocalisés F∞,r

Définition et structure

Pour l’instant r est un entier fixé supposé supérieur ou égale à un et k désigne toujours
un entier plus grand que r. On rappelle que tout élément S de Fk,r(U) s’écrit uniquement
sous la forme

S =
∑

0≤n≤∞

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n avec an −→

n→±∞
0
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Les morphismes de transition εk,r : Fk+1,r(U) →֒ Fk,r(U) sont injectifs et vérifient
‖εk,r(S)‖k,r ≤ ‖S‖k+1,r. On note Fk+1,r → Fk,r le morphisme de faisceaux de K-algèbres
induit localement par les inclusions εk,r : Fk+1,r(U) →֒ Fk,r(U). La limite projective des
faisceaux Fk,r définit un faisceau de K-algèbres sur l’espace topologique sous-jacent à X.

Définition 4.6. On pose F∞,r = lim←−
k≥r

Fk,r.

On a F∞,r(U) = lim←−k≥r
Fk,r(U) =

⋂
k≥r Fk,r(U). C’est une K-algèbre contenant l’al-

gèbre de Fréchet-Stein DX,∞(U). La proposition suivante permet de montrer que F∞,r(U)
est elle aussi une algèbre de Fréchet-Stein. La preuve de ce résultat est inspirée de la preuve
de la proposition 2.2.16 de l’article [6]. Cette dernière est elle-même adaptée d’une méthode
de Berthelot de [3].

Proposition 4.7. Le morphisme εk,r : Fk+1,r(U) →֒ Fk,r(U) est plat à gauche et à droite.
Le morphisme de faisceaux d’algèbres Fk+1,r → Fk,r est donc plat à gauche et à droite.

Démonstration. On reprend les notations de la preuve de la proposition 3.25. On rappelle
que

Fk,r(U) =





∑

0≤n<∞

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞<n<0

an · (ω
r∂)n, an ∈ OX(U)





On note F◦
k,r(U) l’ensemble des éléments de Fk,r(U) dont tous les coefficients an sont dans

OX(U) :

F
◦
k,r(U) =





∞∑

n=0

an · (ω
k∂)n +

∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n ∈ Fk,r(U), an ∈ OX(U)





Puisque la norme de F◦
k,r(U) est équivalente à la topologie ω-adique, il est clair que

F◦
k,r(U) = F̂k,r(U) est le complété ω-adique de Fk,r(U).

On pose H = F◦
k+1,r(U)+Fk,r(U). C’est un OX(U)-module. Le terme (ωk∂) n’appartient

pas à F◦
k,r(U). Cependant (ωk∂) ∈ Fk+1,r(U) = F◦

k+1,r(U)⊗VK. On vérifie tout d’abord que

H est une K-algèbre. Il suffit de prouver que si P ∈ F◦
k+1,r(U)◦, alors (ωk∂)·P ∈ H. On peut

écrire P = P1 + ωP2 avec P1 ∈ Fk+1,r(U) et P2 ∈ F◦
k+1,r(U). Comme Fk+1,r(U) ⊂ Fk,r(U),

on a (ωk∂) ·P1 ∈ Fk,r(U). Par ailleurs (ωk∂) · (ωP2) = (ωk+1∂) ·P2 ∈ F◦
k+1,r(U). Autrement

dit (ωk∂) · P ∈ H.
Puisque F◦

k+1,r(U) ⊂ F◦
k,r(U), on a H ⊂ F◦

k,r(H). De plus H contient Fk,r(U) et F◦
k,r(U)

est le complété ω-adique de Fk,r(U). Le complété ω-adique Ĥ de H est donc égale à F◦
k,r(U) :

Ĥ = F◦
k,r(U).

On démontre maintenant que H est noetherien. On rappelle que H ⊂ F◦
k,r(U). On

peut donc munir H de la norme ‖ · ‖k,r de Fk,r(U) et considérer la filtration induite. Le
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gradué grH est alors un sous-anneau de grFk,r(U). Mais puisque grFk,r(U) = grFk,r(U),
on obtient grH = grFk,r(U). On en déduit que H est noetherien puisque grFk,r(U) l’est.

Comme Fk,r(U) ⊗V K = Fk+1,r(U) ⊗V K, on a H ⊗V K = Fk+1,r(U). Comme H

est noetherien, Ĥ est plat à gauche et à droite au dessus de H. On en déduit alors que
Ĥ ⊗V K = Fk,r(U) est plat au dessus de H ⊗V K = Fk+1,r(U).

On en déduit que F∞,r(U) est une algèbre de Fréchet-Stein. La proposition suivante
résume les principales propriétés du faisceau F∞,r.

Proposition 4.8.

1. F∞,r est une algèbre de Frechet-Stein dont la topologie est induite localement par les
normes ‖ · ‖k,r des Fk,r(U) ;

2. F∞,r(U) = lim←−k≥r
Fk,r(U) =

⋂
k≥r Fk,r(U) ;

3. F∞,r(U) =



P +

∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n : P ∈ DX,∞(U), an ∈ OX,Q(U) tq lim

n→−∞
an = 0



.

L’algèbre F∞,r(U) contient l’algèbre des opérateurs différentiels DX,∞(U). Cette inclu-
sion correspond au morphisme continu DX,∞(U) →֒ F∞,r(U) induit par passage à la limite
projective sur k dans les diagrammes commutatifs de K-algèbres topologiques

D̂
(0)
X,k+1,Q(U) �

�
//

� _

��

D̂
(0)
X,k,Q(U)

� _

��

Fk+1,r(U) �
�

// Fk,r(U)

Eléments de DX,∞(U) inversibles dans F∞,r(U)

Soit P =
∑d

n=0 an · ∂
n un opérateur fini d’ordre d de DX,∞(U). Pour k assez grand,

Nk(P ) = nk(P ) = d d’après la preuve du lemme 4.2. Ainsi P est inversible dans Ek(U) si
et seulement si son coefficient dominant ad est inversible dans OX,Q(U). De plus on déduit
de la proposition 3.27 que P est inversible dans Fk,r(U) si de plus

∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| < |ad| · p
r(d−n)

Ce critère ne dépendant pas de k, on peut explicter les opérateurs finis de DX,∞(U) inver-

sibles dans F∞,r(U) : un opérateur P =
∑d

n=0 an · ∂
n ∈ DX,∞(U) fini d’ordre d appartient

à F∞,r(U)× si et seulement si

1. ad ∈ OX,Q(U)×,
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2. ∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| < |ad| · p
r(d−n).

Cette condition est vérifiée par exemple pour les opérateurs dominants : |an| ≤ |ad| pour
tout n ∈ {0, . . . , d}. Réciproquement, on va démontrer que tout opérateur de DX,∞(U)
inversible dans F∞,r(U) est de cette forme.

Soit maintenant P =
∑∞

n=0 an · ∂
n un opérateur infini de DX,∞(U). Il n’est pas vrai

en général qu’à partir d’un certain rang k, Nk(P ) = nk(P ). Autrement dit P n’est pas
forcément inversible dans Ek(U) pour k suffisamment grand dès que son coefficient d’ordre
Nk(P ) est inversible.

Exemple 4.9.

1. Soit P =
∏

n≥1(1− ωn∂) ∈ DX,∞(U). Alors Nk(P ) = k et nk(P ) = k− 1 pour tout
k ∈ N.

2. Soit P =
∑

n≥0 ω
n2
· ∂n ∈ DX,∞(U). On a Nk(P ) = nk(P ) = k/2 si k est paire.

Sinon Nk(P ) = k+1
2 et nk(P ) = k−1

2 .

Cependant on dispose de morphismes de transition injectifs Fk+1,r(U) →֒ Fk,r(U). Si
P est inversible dans Fk,r(U), alors P est inversible dans Fℓ,r(U) pour tout ℓ ∈ {0, . . . , k}.
Ainsi ou bien P est inversible dans tous les Fk,r(U), ou bien P n’est plus inversible dans
les Fk,r(U) à partir d’un rang k. Puisque Fk,r(U) est une sous-algèbre de Ek(U), les deux
opérateurs de l’exemple 4.9 ne sont pas inversibles dans Fk,r(U) quel que soit le niveau de
congruence k ≥ r.

Soit P =
∑

n∈N an · ∂
n un élément de DX,∞(U) inversible dans F∞,r(U). Alors P est

inversible dans tous les Fk,r(U) et tous les Ek(U). Une condition nécessaire est donc d’avoir
Nk(P ) = nk(P ) pour tout k ∈ N. Par exemples les deux opérateurs de l’exemple 4.9 ne
sont pas inversibles dans F∞,r(U). De plus on rappelle que P est inversible dans Fk,r(U) si

pour tout n ∈ {0, . . . , Nk(P ) − 1}, |an| < |aNk(P )| · p
r(Nk(P )−n). On s’intéresse donc aux

opérateurs P =
∑∞

n=0 an · ∂
n ∈ DX,∞(U) vérifiant la condition

dk = Nk(f) = nk(f) et ∀n ∈ {0, . . . , dk − 1}, |an| < |adk | · p
r(dk−n) (1)

On démontre dans ce qui suit que si P vérifie cette condition pour tout entier naturel k,
alors P est un opérateur différentiel fini. Les éléments de DX,∞(U) inversibles dans F∞,r(U)
seront donc des opérateurs finis.

On pose U = Spf A′ et A = A′ ⊗V K. C’est une K-agèbre affinoide. La norme spectrale
| · | sur A est multiplicative puisque X est connexe et lisse, donc intègre. On fixe une clôture
algébrique K de K. Elle est munie d’une valuation extension de la valuation de K que l’on
note encore v. Soit P =

∑
n∈N an · ∂

n ∈ DX,∞(U). Les coefficients an sont des éléments de
A vérifiant la condition de convergence :

∀µ ∈ R, lim
n→∞

an · ω
−µn = 0
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Pour tout µ ∈ v(K), on pose
|P |µ = max

ℓ∈N
|aℓ · ω

−µℓ|

Nµ(P ) = max
{
n ∈ N : |an · ω

−µn| = |P |µ
}

nµ(P ) = min
{
n ∈ N : |an · ω

−µn| = |P |µ
}

Lorsque µ = k ∈ N, on retrouve les fonctions définies précédemment. La norme spectrale
| · | est à valeurs dans |K|. Pour toute fonction a de OX,Q(U), on note v(a) l’élément µ de
v(K) pour lequel |a| = |ω|−µ.

Définition 4.10. Soit P =
∑

n∈N an · ∂
n ∈ DX,∞(U). On définit son polygone de Newton

comme étant l’enveloppe convexe des points An = (n, v(an)) de R2. Les pentes des segments
du polygone de Newton de P sont des éléments de v(K).

La figure suivante représente graphiquement le polygone de Newton d’un opérateur P .
Les pentes sont écrites en bleu.

indice

valuation

0

•v(a0)v(a0) A0

•

1

v(a1) A1

•

2

v(a2) A2

•

3

v(a3) A3 •A4

•A5

•A6

•A7

•

8

v(a8) A8

•

9

v(a9) A9

λ0

λ1

λ2

λ3

λ4

Polygone de Newton de P =
∑

n∈N an · ∂
n ∈ DX,∞(U)
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Si P est un opérateur différentiel fini, alors son polygone de Newton n’a qu’un nombre
fini de pentes. Dans le cas contraire, la suite des pentes (rangée dans l’ordre des indices des
coefficients) est strictement croissante et diverge vers +∞. La proposition suivante montre
que les pentes du polygone de Newton sont étroitement liées aux fonctions N et n de P .

Proposition 4.11. Soit P =
∑

n∈N an · ∂
n ∈ DX,∞(U) et µ ∈ v(K).

1. Si µ n’est pas une pente du polygone de Newton de P , alors Nµ(P ) = nµ(P ).

2. Si µ est une pente du polygone de Newton de P , alors nµ(P ) < Nµ(P ).

Démonstration. On suppose tout d’abord que µ n’est pas une pente du polygone de New-
ton de P . La suite (|an| · p

µn)n converge vers zéro. La condition Nµ(P ) = nµ(P ) signifie
exactement qu’elle admet un unique élément maximal. On suppose qu’il existe deux indices
j < j tels que

|P |µ = max
n∈N
{|an| · p

µn} = |ai| · p
µi = |aj | · p

µj (2)

On note α la valuation commune des éléments ai · ω
−µi et aj · ω

−µj. Les points Ai et Aj

appartiennent à la même droite d’équation Y = µ ·X +α. L’égalité 2, pour la valuation de
A, signifie que α minimalise la valuation des termes an ·ω−µn. La minimalité de α implique
que [Ai, Aj ] est un côté du polygone de Newton de P . Mais ce segment à pour pente µ ! Cela
contredit l’hypothèse de départ. La suite (|an| · p

µn)n a donc un unique élément maximal.
Autrement dit on a Nµ(P ) = nµ(P ).

Soit maintenant µ une pente du polygone de Newton de P . Alors le polygone de Newton
admet un segment [Ai, Aj ] de pente µ pour deux indices i et j distincts. Les points Ai

et Aj appartiennent à une même droite d’équation Y = µ · X + β. Cela se traduit par
|ai| · p

µi = |aj | · p
µj = |P |µ au niveau des normes. En particulier nµ(P ) < Nµ(P ).

La condition 1 pour un niveau k ≥ r fixé a d’importantes conséquences sur les valeurs
possibles des pentes du polygone de Newton de P :

Corollaire 4.12. Soit P =
∑

n∈N an · ∂
n ∈ DX,∞(U). Si P vérifie la condition 1 pour

un certain k ≥ r, alors le polygone de Newton de P n’admet pas de pente appartenant au
segment [r, k].

Démonstration. Soit µ une pente du polygone de Newton de P appartenant à l’intervalle
[r, k]. On sait d’après la proposition 4.11 qu’il existe deux indices distincts n < m tels que
|P |µ = |an|·p

µn = |am|·p
µm. On suppose m maximal. L’hypothèse 1 dit que Nk(P ) = nk(P ).

On note dk cet entier. Le lemme 4.2 nous assure que m ≤ dk. Par maximalité de m, on a
|am| · p

µm > |adk | · p
µdk . On en déduit que

|an| = pµ(m−n) · |am| > pµ(m−n) · pµ(dk−m) · |adk | = pµ(dk−n) · |adk |

On rappelle que n < m ≤ dk. Le fait que µ soit supérieur ou égale à r contredit la seconde
partie de l’hypothèse 2 :

∀n ∈ {0, . . . , dk − 1}, |an| < |adk | · p
r(dk−n)
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Ainsi aucune pente du polygone de Newton de P n’appartient au segment [r, k].

Lorsque P vérifie l’hypothèse 1 pour tout entier naturel k ≥ r, on en déduit que P est
un opérateur fini.

Corollaire 4.13. Soit P =
∑

n∈N an · ∂
n ∈ DX,∞(U). Si P vérifie la condition 1 pour tout

entier k ≥ r, alors P est un opérateur fini.

Démonstration. On suppose que P =
∑∞

n=0 an · ∂
n est un opérateur infini. Alors son poly-

gone de Newton admet une infinité de pentes λℓ et la suite (λℓ)ℓ est strictement croissante
de limite +∞. Mais le corollaire 4.12 nous dit que pour tout k ≥ r, il n’y aucune pente dans
le segment [r, k]. Le polygone de Newton de P ne peut donc pas admettre de pente dans
l’intervalle [r,+∞[. La suite des pentes (λℓ)ℓ est donc finie et P est un opérateur fini.

Soit P =
∑∞

n=0 an · ∂
n un élément de DX,∞(U). Si P est inversible dans F∞,r(U), alors

P est inversible dans Fk,r(U) pour tout entier k ≥ r. En particulier P vérifie la condition
1 pour tout entier naturel k. Le corollaire 4.13 permet donc de décrire les éléments de
DX,∞(U) inversibles au voisinage de x dans F∞,r.

Proposition 4.14. Soit P ∈ DX,∞(U). Alors P est inversible dans F∞,r(V ) pour un ouvert
V ⊂ U contenant x si et seulement si

1. P =
∑d

n=0 an · ∂
n dans DX,∞(U),

2. ad est inversible dans OX,Q(V ),

3. ∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| < |ad| · p
r(d−n).

Il ne s’agit pas pas exactement la condition d’inversibilité souhaitée. On souhaite que
tout opérateur fini de DX,∞(U) soit inversible dans le microlocalisé dés que son coefficient
dominant est inversible. La condition 3 de la proposition 4.14 contient cependant beaucoup
d’opérateurs : les coefficients ai peuvent être bien plus grands que ad pour la norme spec-
trale. On peut les autoriser à être de plus en plus grands en augmentant r. En prenant
tous les entiers r ≥ 1, la condition 3 donne exactement tous les opérateurs finis dont le
coefficient dominant est inversible.

On montre facilement que F∞,r(U) ⊂ F∞,r+1(U). On peut alors considérer l’algèbre
F∞(U) limite inductive des algèbres F∞,r(U). Les morphismes de transition sont simple-
ment les inclusions. Les éléments de DX,∞(U) inversibles dans F∞(U) sont exactement les
opérateurs finis dont le coefficient dominant est inversible, sans aucune autre condition sur
les coefficients. Ce critère d’inversibilité est la propriété désirée du microlocalisé discutée en
introduction.

4.3 Le microlocalisé F∞

On rappelle que U est un ouvert affine contenant x sur lequel on dispose d’une coor-
donnée locale. On introduit dans cette partie un faisceau de K-algèbres F∞ sur le schéma
formel X vérifiant les points suivants :
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1. F∞(U) est l’union croissante dénombrable des K-algèbres de Fréchet-Stein F∞,r(U) ;

2. Un opérateur P ∈ DX,∞(U) est inversible dans F∞(U) si et seulement si P est un
opérateur fini dont le coefficient dominant est inversible.

On rappelle brièvement la construction des faisceaux F∞,r avant de définir F∞. Pour

des entiers k ≥ r ≥ 1, l’algèbre Fk,r(U) est le localisé de l’algèbre D̂
(0)
X,k,Q(U) pour la partie

multiplicative des puissances de la dérivation ∂ et pour les normes |·|r, . . . , |·|k de D̂
(0)
X,k,Q(U).

Le microlocalisé Fk,r(U) est une K-algèbre de Banach munie d’une norme seulement sous-

multiplicative ‖·‖k,r ; D̂
(0)
X,k,Q(U) est une sous-algèbre de Fk,r(U). Tout élément S de Fk,r(U)

s’écrit uniquement sous la forme S = P +Q avec

P =

∞∑

n=0

an · (ω
k∂)n ∈ D̂

(0)
X,k,Q(U) et Q =

∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n tq an −→

n→−∞
0

De plus ‖S‖k,r = maxn∈Z{|an|}.

Pour tout entier k ≥ r, on dispose de morphismes de transition Fk+1,r → Fk,r com-

mutant avec les morphismes D̂
(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q. Par définition, F∞,r = lim←−k≥r

Fk,r. Les

algèbres F∞,r(U) sont des algèbres de Frechet-Stein. Tout élément de F∞,r(U) s’écrit uni-
quement sous la forme S = P +Q avec P ∈ DX,∞(U) et Q =

∑
−∞≤n<0 an ·(ω

r∂)n vérifiant
an −→

n→−∞
0. En particulier, l’algèbre F∞,r(U) contient DX,∞(U). Les éléments de DX,∞(U)

inversibles dans F∞,r(U) sont donnés par la proposition 4.14.

On regarde maintenant les liens entre les algèbres Fk,r(U) pour un niveau de congruence
k fixé et r variable. Soit r < r′ deux entiers strictement positifs et k ≥ r′. On se donne un
élément S de Fk,r(U),

S =

∞∑

n=0

an · (ω
k∂)n

︸ ︷︷ ︸
P

+
∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n

︸ ︷︷ ︸
Q

Alors S appartient à Fk,r′(U). En effet puisque P ∈ Fk,r′(U), il suffit de vérifier que Q est
dans Fk,r′(U). On a

Q =
∑

−∞≤n<0

an · (ω
r∂)n =

∑

−∞≤n<0

anω
−(r′−r)n · (ωr′∂)n

Puisque |ω|−(r′−r)n −→
n→−∞

0, on a bien Q ∈ Fk,r′(U). Il est clair que ‖P‖k,r = ‖P‖k,r′ =

maxn∈N{|an|}. Par ailleurs ‖Q‖k,r = maxn<0{|an} et ‖Q‖k,r′ = maxn<0

{
|an| · p

−(r′−r)n
}

.
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Ainsi ‖Q‖k,r′ ≤ ‖Q‖k,r et ‖S‖k,r′ ≤ ‖S‖k,r. Autrement dit l’inclusion Fk,r(U) →֒ Fk,r′(U)
est 1-lipschtizienne. Elle est donc continue.

Cependant la topologie de Fk,r′(U) induite sur Fk,r(U) par l’inclusion Fk,r(U) ⊂ Fk,r′(U)
ne coïncide pas avec la topologie de Fk,r(U). En effet les normes ‖·‖k,r et ‖·‖k,r′ ne définissent
pas les mêmes suites convergentes pour les éléments de la forme

∑
−∞≤n<0 an · (ω

r∂)n.

En conclusion, Fk,r(U) est une sous-algèbre de Fk,r′(U) dès que k ≥ r′ ≥ r et la topologie
de Fk,r(U) est plus fine que celle de Fk,r′(U).

Ces inclusions Fk,r(U) →֒ Fk,r′(U) pour k ≥ r′ ≥ r commutent avec les morphismes de
transition Fk+1,r(U) →֒ Fk,r(U) : le diagramme suivant est commutatif.

Fk+1,r(U) �
�

//
� _

��

Fk,r(U)
� _

��

Fk+1,r′(U) �
�

// Fk,r′(U)

En passant à la limite projective sur k dans la catégorie des K-algèbres topologiques, on
obtient un morphisme injectif continu de K-algèbres F∞,r(U) →֒ F∞,r′(U).

Définition 4.15. On pose F∞(U) = lim−→
r≥1

F∞,r(U) =
⋃

r≥1

F∞,r(U).

C’est une K-algèbre contenant toutes les algèbres de Fréchet-Stein F∞,r(U) dès que
r ≥ 1. Si P ∈ F∞(U), alors P ∈ F∞,r(U) pour un certain r ∈ N∗. En particulier, P s’écrit
uniquement sous la forme P =

∑
n∈Z an · ∂

n avec |an| · R
n −→

n→∞
0 pour tout réel R > 0

et |an| · p
nr −→

n→−∞
0. La première condition correspond à

∑
n∈N an · ∂

n ∈ DX,∞(U). Si

|an| · p
nr −→

n→−∞
0, alors pour tout R ≥ pr on a |an| ·R

−n −→
n→−∞

0. On obtient la description

suivante de F∞(U) :

F∞(U) =



P +

∑

−∞≤n<0

an · ∂
n, P ∈ DX,∞(U), ∃R > 0 tq |an| · R

n −→
n→−∞

0





On munit la K-algèbre F∞(U) de la topologie la plus fine pour laquelle les inclusions
F∞,r(U) →֒ F∞(U) sont continues. Il s’agit de la topologie localement convexe.

Puisque l’algèbre F∞(U) est l’union croissante des algèbres F∞,r(U), on a

F∞(U)× =
⋃

r≥1

F∞,r(U)×
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Le résultat suivant se déduit de la proposition 4.14. En effet, l’union sur r des opérateurs
finis de DX,∞(U) vérifiant le point 3 de cette proposition est l’ensemble des opérateurs finis
de DX,∞(U).

Proposition 4.16. Un opérateur différentiel P de DX,∞(U) est inversible dans F∞(U) si
et seulement si

1. P =
∑d

n=0 an · ∂
n dans DX,∞(U),

2. ad est inversible dans OX,Q(U).

Soir r′ ≥ r ≥ 1. Les morphismes injectifs d’algèbres F∞,r(U) →֒ F∞,r′(U) induisent
des morphismes transition F∞,r → F∞,r′ au niveau des faisceaux. On note F∞ la limite
inductive de ces morphismes. C’est un préfaisceau de K-algèbres sur X dont les sections
sur les ouverts affines U de U sont les algèbres F∞(U). Puisque X est quasi-compacte et
puisque les morphismes de transition sont localement injectifs, F∞ est un faisceau sur X

d’après le lemme 6.29.1 de [8].

Définition 4.17. On définit un faisceau F∞ sur X dont les sections sont exactement les
unions croissantes

⋃
r≥1 F∞,r(U) en posant

F∞ = lim
−→
r≥1

F∞,r

5 F∗∞,r-module coadmissible associé à un DX,∞-module

coadmissible

On note π : T ∗
X → X le fibré cotangent de X et s : X → T ∗

X la section nulle. Le
morphisme π est ouvert. En effet la propriété d’être ouvert étant topologique, il suffit de le
vérifier sur la fibre spéciale et de voir que le morphisme T ∗X = Spec (SymΘX) → X est
ouvert. Ici ΘX est le faisceau cotangent de X. Puisque X est lisse, ΘX est un OX -module
localement libre de rang fini. En particulier le morphisme T ∗X → X est plat de présentation
finie. Il est donc ouvert d’après la proposition 10.41.8 de [8].

On associe au faisceau Fk,r défini sur X un faisceau F∗
k,r sur le fibré cotangent T ∗

X de
X de la manière suivante. Pour un V ouvert de T ∗

X, on pose

F
∗
k,r(V ) =

{
Fk,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅

D̂
(0)
X,k,Q(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

L’image π(V ) de V est bien un ouvert de X puisque le morphisme π : T ∗
X→ X est ouvert.

D’une manière analogue, on construit un F∗
k,r-module cohérent à partir de tout D̂

(0)
X,k,Q-

module cohérent. En effet soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent et r ∈ {1, . . . , k}. On associe
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à Mk le Fk,r-module cohérent

M̃k,r = Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk

Si V est un ouvert de T ∗
X, on définit un F∗

k,r-module cohérent en posant

M
∗
k,r(V ) =

{
M̃k,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅

Mk(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

On note SuppM∗
k,r le support de M∗

k,r en tant que faisceau sur le fibré cotangent T ∗
X. On

démontre à la fin de la première partie l’inégalité de Bernstein pour le support de M∗
k,r :

Mk est un D̂
(0)
X,k,Q-module non nul si et seulement si dimSupp(M∗

k,r) ≥ 1.

On considère maintenant un DX,∞-module coadmissible M = lim
←−k

Mk. Pour r fixé,
les modules M∗

k,r admettent des morphismes de transition M∗
k+1,r → M∗

k,r F∗
k+1,r-linéaires

induis par les morphismes Mk+1 → Mk. Le faisceau limite projective M∗
r des modules

M∗
k,r est un F∞,r = lim

←−k≥r
F∗
∞,r-module coadmissible. On définie son support comme la

fermeture de l’union croissante des supports des faisceaux M∗
k,r :

SuppM∗
r =

⋃

k≥r

SuppM∗
k,r ⊂ T ∗

X

Le F∞,r-module M∗
r vérifie lui aussi l’inégalité de Bernstein.

5.1 F∗
k,r-module cohérent associé à un D̂

(0)
X,k,Q-module cohérent

Définitions

On fixe dans cette partie les entiers k ≥ r ≥ 1. On définit le faisceau F∗
k,r sur le fibré

cotangent T ∗
X de X de la manière suivante.

Définition 5.1. Soit V un ouvert de T ∗
X. On pose

F
∗
k,r(V ) =

{
Fk,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅

D̂
(0)
X,k,Q(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

C’est une K-algèbre de Banach munit d’une norme seulement sous-multiplicative lorsque
V ∩ s(X) = ∅ et multiplicative dans le cas où V ∩ s(X) 6= ∅. On désigne la norme de F∗

k,r(V )
toujours par ‖ · ‖k,r. Si V ∩ s(X) = ∅, il s’agit de la norme de Fk,r(π(V )). Sinon pour

V ∩ s(X) 6= ∅, ‖ · ‖k est la norme multiplicative | · |k de D̂
(0)
X,k,Q(π(V )).

On vérifie que F∗
k,r est un préfaisceau sur T ∗

X. En effet soient W ⊂ V deux ouverts de
T ∗

X. Si V et W n’interceptent pas la section nulle s(X), ou s’ils l’interceptent tous les deux,
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alors les morphismes de restrictions sont respectivement ceux de Fk,r ou ceux de D̂
(0)
X,k,Q.

On suppose maintenant que W ∩ s(X) = ∅ mais que V ∩ s(X) 6= ∅. Par définition,

F
∗
k,r(W ) = Fk,r(π(W )) et F

∗
k,r(V ) = D̂

(0)
X,k,Q(π(V ))

L’inclusion W ⊂ V implique que π(W ) ⊂ π(V ). Le morphisme de restriction F∗
k,r(V ) →

F∗
k,r(W ) est simplement le morphisme composé

D̂
(0)
X,k,Q(π(V ))→ D̂

(0)
X,k,Q(π(W )) →֒ Fk,r(π(W ))

La condition de recollement est claire puisque D̂
(0)
X,k,Q est un sous-faisceau de Fk,r. Ainsi

F∗
k,r définit bien un faisceau sur le fibré cotangent T ∗

X de X.

On considère maintenant un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk. On rappelle que M̃k,r est le

Fk,r-module cohérent M̃k,r = Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk.

Définition 5.2. On associe à Mk le F∗
k,r-module cohérent M∗

k,r défini localement par

M
∗
k,r(V ) =

{
M̃k,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅

Mk(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Pour vérifier que M∗
k,r est un faisceau sur T ∗

X, il suffit de regarder ce qu’il se passe
sur les ouverts dont un seul exactement intercepte la section nulle. Soient W ⊂ V deux
ouverts de T ∗

X tels que W ∩ s(X) = ∅ et V ∩ s(X) 6= ∅. Le morphisme de restriction
M∗

k,r(W )→M∗
k,r(V ) est donné par

Mk(π(V ))→Mk(π(W ))
1⊗id
−→ M̃k,r(π(W )) = Fk,r(π(W ))⊗

D̂
(0)
X,k,Q

(π(W ))
Mk(π(W ))

Ainsi M∗
k,r est un préfaisceau sur T ∗

X. La condition de recollement pour ces morphismes de
transition est immédiate. En effet soient V et W deux ouverts de T ∗

X tels que W ∩s(X) = ∅
et V ∩ s(X) 6= ∅. Alors V ∩W n’intercepte pas la section nulle. On se donne deux éléments
a ∈Mk(π(V )) et b ∈ M̃k,r(π(W )) vérifiant a|π(V ∩W ) = 1⊗ a = b|π(V ∩W ) = b. La condition

de recollement est simplement celle de M̃k,r.

Pour V ∩ s(X) = ∅, M∗
k,r(V ) = M̃k,r(π(V )) est un F∗

k,r(V ) = Fk,r(π(V ))-module cohé-

rent. Lorsque V ∩ s(X) 6= ∅, M∗
k,r(V ) = Mk(π(V )) est un F∗

k,r(V ) = D̂
(0)
X,k,Q(π(V ))-module

par hypothèse. On en déduit que M∗
k,r définit bien un F∗

k,r-module cohérent.

Soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent. On note SuppM∗

k,r le support de M∗
k,r en tant que

faisceau sur T ∗
X. C’est un fermé de |T ∗

X| d’après le lemme suivant puisque M∗
k,r est un

F∗
k,r-module cohérent.
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Lemme 5.3. Le support SuppM∗
k,r de M∗

k,r est un fermé de |T ∗
X|.

Démonstration. On rappelle que T ∗
X est quasi-compact et que M∗

k,r est un F∗
k,r-module

cohérent. Soit V1, . . . , Vn un recouvrement ouvert affine fini de T ∗
X tel que M∗

k,r|Vi
soit

un F∗
k,r|Vi

-module de type fini. Il existe donc des sections e1, . . . , es ∈ M∗
k,r(Vi) telles que

M∗
k,r|Vi

= F∗
k,r|Vi

· e1 + · · · + F∗
k,r|Vi

· es. Comme SuppFk,r = Supp D̂
(0)
X,k,Q = X, le faisceau

F∗
k,r est supporté par T ∗

X tout entier. On en déduit que

Supp(M∗
k,r) ∩ Vi =

s⋃

j=1

Supp(ej)

Le support Supp(ej) d’une section ej de M∗
k,r est fermé dans |T ∗

X| d’après le lemme 17.5.2
de [8]. On en déduit que Supp(M∗

k,r) ∩ Vi est fermé car union finie de fermée. Puisque les
Vi recouvrent T ∗

X, le support SuppM∗
k,r est une partie fermée de |T ∗

X|.

Inégalité de Bernstein

Soit Mk = D̂
(0)
X,k,Q/Ik un D̂

(0)
X,k,Q-module cohérent, où Ik est un idéal à gauche cohérent de

D̂
(0)
X,k,Q. On commence par redéfinir brièvement la variété caractéristique Car(Mk) ⊂ T ∗X

du module Mk. On note I◦k l’ensemble des éléments de Ik de norme | · |k inférieure ou égale
à un :

I
◦
k(U) = {P ∈ Ik(U) : |P |k ≤ 1}

C’est un idéal cohérent de D̂
(0)
X,k. On identifie U à un ouvert affine de la fibre spéciale X de

X. On munit T ∗U ⊂ T ∗X du système de coordonnées locales (t, ξ) associé à la coordonnée
étale de U . Soit P =

∑∞
n=0 an · (ω

k∂)n un élément de I◦k(U). On associe à P l’élément de
T ∗U donné par

σ(P ) = σk(P ) = āNk(P ) · ξ
Nk(P )

où āNk(P ) ∈ OX(U) est la réduction modulo ω de aNk(P ). On a σ(P ) = σ(P̄ ), où σ(P̄ ) est

le symbole principal de P̄ ∈ (I◦k ⊗V κ)(U). On appelle σ(P ) le symbole principal de P ; il
dépend du niveau de congruence k. Avec cette notation, on a

Car(Mk) ∩ T ∗U = {(t, ξ) ∈ T ∗U : σ(P )(t, ξ) = 0 ∀P ∈ I
◦
k(U)}

On peut relier la variété caractéristique de Mk au support de M∗
k,r en les considérant

comme des parties fermées de |T ∗
X| = |T ∗X| :

Proposition 5.4. Pour tout D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk et pour tout entier r ∈ {1, . . . , k},

CarMk ⊂ SuppM∗
k,r en tant qu’espaces topologiques.
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Démonstration. On peut supposer X affine et se ramener au cas où Mk = D̂
(0)
X,k,Q/I pour

un idéal cohérent I de D̂
(0)
X,k,Q comme dans la preuve de la proposition 2.19. Dans ce cas

M̃k,r = Fk,r/Fk,r · I, où Fk,r · I est l’idéal à gauche de Fk,r engendré par I.
On commence par montrer que CarMk et SuppM∗

k,r coïncident au niveau de la section

nulle. Soit U un ouvert affine de X. Alors V = π−1(U) intercepte la section nulle. On a
M∗

k,r(V ) = Mk(U) et (M∗
k,r)(x,ξ) = (Mk)x pour tout point (x, ξ) de V . On se restreint à

l’ouvert V quitte à supposer que X = U . On rappelle que I◦ est l’idéal de D̂
(0)
X,k constitué

des éléments de I norme | · |k inférieure où égale à un. Soit I = I◦⊗V κ la réduction modulo

ω de I◦. C’est un idéal cohérent de DX,k = D̂
(0)
X,k⊗V κ. On se donne des éléments P1, . . . , Ps

de I◦(U) tels que σ(P1), . . . , σ(Ps) engendrent le gradué gr I. Alors P1, . . . , Ps engendrent
l’idéal I. De plus

Car(Mk) = Car(DX,k/I) = {(t, ξ) ∈ T ∗X : σ(P )(t, ξ) = 0 ∀P ∈ I}

= {(t, ξ) ∈ T ∗X : σ(P1)(t, ξ) = · · · = σ(Ps)(t, ξ) = 0}

On écrit σ(Pi) = σ(P̄i) = ai ·ξ
di ∈ gr I(X). La section nulle est une composante irréductible

de la variété caractéristique CarMk si et seulement si les ordres d1, . . . , ds des opérateurs
P1, . . . , Ps sont supérieurs ou égaux à un. Puisque l’idéal gr I est engendré par les monômes
σ(P1), . . . , σ(Ps), l’idéal gr I ne contient pas de terme d’ordre zéro en ξ. On en déduit
que I ne contient pas d’opérateur P vérifiant Nk(P ) = 0. Sinon σ(P ) serait un élément
d’ordre Nk(P ) = 0 en ξ de gr I. Les points du support SuppM∗

k,r sur la section nulle sont

donnés par le support du module Mk = D̂
(0)
X,k,Q/I vu en tant faisceau sur le schéma formel

X. Puisque tout élément P de l’idéal I(U) vérifie Nk(P ) ≥ 1, aucun élément de I n’est

inversible dans D̂
(0)
X,k,Q d’après le corollaire 3.20. Ainsi (D̂

(0)
X,k,Q/I)x 6= 0 en tout point x de

X = U . Autrement dit SuppMk = X et le support SuppM∗
k,r contient la section nulle.

Réciproquement le support du module D̂
(0)
X,k,Q/I n’est pas X = U tout entier si et

seulement l’idéal I(U) contient un opérateur P vérifiant Nk(P ) = 0. Dans ce cas, le support

du module D̂
(0)
X,k,Q/I consiste en un nombre fini de points contenus dans l’ensemble des zéros

du coefficient constant a0 de P . Par ailleurs σ(P ) = ā0 est un élément du gradué gr I(U).
Donc la variété caractéristique Car(DX,k/I) ne contient pas la section nulle. On vérifie,
en raisonnant de manière analogue à ce que l’on a fait dans le paragraphe précédent, que
la variété caractéristique CarMk intercepte la section nulle exactement en les points du

support du module D̂
(0)
X,k,Q/I, autrement dit en les zéros du coefficient constant a0 de P .

On regarde maintenant ce qu’il se passe en dehors de la section nulle. Soit V un ouvert
affine de T ∗

X n’interceptant pas la section nulle. On pose U = π(V ) ⊂ X. C’est un ouvert
de X. Quitte à restreindre V , on peut supposer que U est affine et que X = U . Avec ces
notations, M∗

k,r(V ) = Fk,r(U)/(Fk,r · I)(U). On reprend les notations de la partie 2 du
microlocalisé Lk du faisceau DX,k sur le fibré cotangeant T ∗X de X.

Soit P ∈ I(U) un opérateur de norme un. On rappelle que P̄ = (P mod ω) est inversible
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dans le microlocalisé Lk au voisinage d’un point (x, ξ) ∈ T ∗
0X = T ∗X\s(X) si et seulement

si σ(P )(x, ξ) 6= 0. Cette condition est nécessaire, mais non suffisante, pour que P soit
inversible dans Ek au voisinage du point x. En effet cette condition implique seulement
que le coefficient d’indice Nk(P ) de P est inversible dans OX au voisinage de x. D’après la
proposition 3.19, il faut de plus avoir Nk(P ) = nk(P ) pour que P soit inversible dans Ek

au voisinage de x. Ainsi si P̄ est non inversible dans Lk(W ) pour tout voisinage ouvert W
du point (x, ξ) dans T ∗

0X, alors P est non inversible au voisinage de x dans Ek et donc à
fortiori dans Fk,r.

On se donne un point (x, ξ) dans Car(Mk) ∩ T ∗
0X. On rappelle qu’un point (x, ξ) ap-

partient à Car(Mk) ∩ T ∗
0X si et seulement pour tout opérateur P de I(U) de norme un,

σ(P )(x, ξ) = 0. On en déduit qu’aucun élément P de I(U) n’est inversible dans Ek au voi-
sinage du point x. En effet, le coefficient dominant a de tout opérateur P de I(U) s’annule
en x puisque le point (x, ξ) n’appartient pas à la section nulle du fibré cotangent : ξ 6= 0

et σ(P ) = ā(x) · ξNk(P ) = 0 implique a(x) = 0. D’après le lemme 3.17, l’idéal Ek · I de Ek

engendré par l’idéal I ne contient pas d’élément inversible au voisinage de x. Autrement dit
Fk,r(W ) · Ik(W ) ( Ik(W ) pour tout ouvert affine W de X = U . Il en découle que l’idéal
Fk,r · Ik de Fk,r ne contient aucun élément inversible au voisinage de x dans Fk,r. Dans le
cas contraire, il existerait un voisinage ouvert W de x pour lequel Fk,r(W ) · Ik = Fk,r(W ).
Alors

Ek(W ) · Fk,r(W ) · Ik = Ek(W ) · I = Ek(W ) · Fk,r(W ) = Ek(W )

Ainsi Ek(W ) · I(W ) = Ek(W ) et I(W ) contiendrait un élément inversible au voisinage de x
d’après le lemme 3.17. Ainsi aucun élément de l’idéal Fk,r · Ik n’est inversible au voisinage
de x dans Fk,r. Cela contredit l’hypothèse de départ. On en déduit que (Fk,r/Fk,r · Ik)x 6= 0
et que (x, ξ) ∈ SuppM∗

k,r. On a donc montré que CarMk ⊂ SuppM∗
k,r en dehors de la

section nulle.

Remarque 5.5. Soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent et r ∈ {1, . . . , k}. On a démontré que

la variété caractéristique Car(Mk) et que le support Supp(M∗
k,r) coincident au niveau de

la section nulle. Cependant l’inclusion Car(Mk) ⊂ Supp(M∗
k,r) peut être stricte en dehors

de la section nulle. Cela provient du fait qu’il est plus « difficile » d’être inversible dans
Fk,r que dans Lk. Soit par exemple P un opérateur infini de DX,∞(U). Alors les variétés

caractéristiques Car(D̂
(0)
X,k,Q/P ) sont de dimension un mais Supp(M∗

k,r) = T ∗
X pour r et k

suffisamment grands (voir l’exemple 5.16).

Puisque X est une courbe, on dispose de l’inégalité de Bernstein démontrée dans [5] pour

les D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents Mk : Mk 6= 0 si et seulement si dimCarMk ≥ 1. On fixe dans

la suite un entier r ∈ {1, . . . , k}. On déduit de la proposition 5.4 que dim(SuppM∗
k,r) = 1

implique dim(CarMk) = 1. En effet il suffit de vérifier que Mk 6= 0. Si Mk = 0, alors

M∗
k,r = 0 et SuppM∗

k,r = ∅. Autrement dit si dim(SuppM∗
k,r) = 1, alors Mk est un D̂

(0)
X,k,Q-

module holonome non nul.
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Réciproquement soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module non nul. Alors dim(CarMk) ≥ 1 et la pro-

position 5.4 montre que dim(SuppM∗
k,r) ≥ 1. On en déduit l’inégalité de Bernstein pour

les F∗
k,r-modules cohérents énoncée dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.6. Un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent Mk est non nul si et seulement si

dim(SuppM∗
k,r) ≥ 1

Puisque X est connexe et lisse, X est intègre. En particulier X est irréductible. Dans
ce cas T ∗

X est aussi irréductible. Comme dim(T ∗
X) = 2, si le support de M∗

k,r est de
dimension deux, alors SuppM∗

k,r = T ∗
X.

Lorsque dim(SuppM∗
k,r) = 1, la proposition suivante montre que le support de M∗

k,r est
une partie conique de T ∗

X constituée de composantes irréductibles verticales et potentiel-
lement d’une composante irréductible horizontale d’équation ξ = 0.

Proposition 5.7 (inégalité de Bernstein). Soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent non nul. Si

dim(SuppM∗
k,r) = 2, alors SuppM∗

k,r = T ∗
X. Sinon dim(SuppM∗

k,r) = 1 et les composantes
irréductibles du support SuppM∗

k,r sont toutes de dimension un.

Démonstration. On suppose que dim(SuppM∗
k,r) = 1. Comme pour la preuve de la pro-

position 2.19, on peut se ramener au cas où Mk = D̂
(0)
X,k,Q/Ik avec Ik un idéal cohérent de

D̂
(0)
X,k,Q. On a M̃k,r = Fk,r/Fk,r · Ik, où Fk,r · Ik est l’idéal de Fk,r engendré par Ik. On peut

supposer que X = U est affine.
Il a été vu dans la proposition 5.4 que le support SuppM∗

k,r et la variété caractéristique
Car(Mk) coincident au niveau de la section nulle et que Car(Mk) ⊂ SuppM∗

k,r. Puisque les
composantes irréductibles de Car(Mk) sont toutes de dimension un, SuppM∗

k,r n’a pas de
point isolé sur la section nulle. Il reste à regarder ce qu’il se passe en dehors de la section
nulle.

Soit (x, ξ) ∈ T ∗
X\s(X). On rappelle que (M∗

k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x. En effet pour tout
voisinage ouvert V suffisamment petit de (x, ξ) dans T ∗

X, on a M∗
k,r|V

= Fk,r|V /Ik |V . On

en déduit que si (M̃k,r)x 6= 0, alors le support du module M∗
k,r contient la droite verticale

passant par x sauf potentiellement le point sur la section nulle. Il reste à regarder ce qu’il
se passe au niveau de la section nulle. Si le support de M∗

k,r contient la section nulle, il n’y
a rien à montrer. Dans ce cas le support SuppM∗

k,r consiste en une composante horizontale
d’équation ξ = 0 et en un nombre fini de composantes verticales.

On suppose maintenant que la section nulle n’est pas une composante irréductible du
support SuppM∗

k,r. Il faut montrer que si (M∗
k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x 6= 0 pour tout ξ 6= 0, alors

(M∗
k,r)(x,0) = (Mk)x 6= 0. Autrement dit, il faut prouver qu’aucun élément P de Ik(U), pour

U un voisinage ouvert affine de x dans X, n’est inversible au voisinage de x dans D̂
(0)
X,k,Q. Si

Nk(P ) ≥ 1, alors la proposition 3.20 montre que P n’est jamais inversible au voisinage de
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x dans D̂
(0)
X,k,Q. Néanmoins on a vu dans la preuve de la proposition 5.4 que Ik(U) contient

des éléments P vérifiants Nk(P ) = 0 lorsque la section nulle n’est pas une composante
irréductible. Soit P un tel élément. L’hypothèse (M∗

k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x 6= 0 implique que
le coefficient constant a0 de P s’annule en x. Autrement P serait inversible au voisinage
de tout point (x, ξ) 6= (t, 0) dans Fk,r d’après la proposition 3.27 puisque Nk(P ) = 0
implique nk(P ) = 0 et puisque a0 serait inversible au voisinage de x. Ceci impliquerait
que (M∗

k,r)(x,ξ) = (M̃k,r)x = 0. Ainsi aucun élément P de Ik(U) vérifiant Nk(P ) = 0 n’est
inversible au voisinage de x. On en déduit que (Mk)x 6= 0. Le support du module M∗

k,r

contient donc la droite verticale passant par x.

5.2 F∗
∞,r-module coadmissible associé à un DX,∞-module coadmissible

On va maintenant associer à tout DX,∞-module coadmissible M un F∗
∞,r-module coad-

missible M∗
r , où F∗

∞,r est la limite projective sur k des faisceaux d’algèbres F∗
k,r. Le module

M∗
r est simplement la limite projective sur k des F∗

k,r-modules cohérents M∗
k,r. L’inéga-

lité de Bernstein pour le support SuppM∗
r découle des inégalités de Bernstein pour les

F∗
k,r-modules cohérents M∗

k,r.

Le faisceau F∗
∞,r

On considère les morphismes de transition F∗
k+1,r → F∗

k,r induis localement par l’in-
clusion Fk+1,r(π(V )) →֒ Fk,r(π(V )) lorsque V ∩ s(X) = ∅ et par le morphisme identité

id : D̂
(0)
X,k,Q(π(V )) → D̂

(0)
X,k,Q(π(V )) dans le cas où V ∩ s(X) 6= ∅. Comme pour F∞,r, on

définit le faisceau F∗
∞,r comme la limite projective sur k ≥ r des faisceaux F∗

k,r.

Définition 5.8. On pose F∗
∞,r = lim←−k≥r

F∗
k,r.

On vérifie que F∗
∞,r est un faisceau sur le fibré cotangent T ∗

X défini localement par les
algèbres de Fréchet-Stein F∞,r(U) et DX,∞(U) :

F
∗
∞,r(V ) =

{
F∞,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅

DX,∞(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Les F∞,r-modules M̃∞,r

On se donne maintenant un DX,∞-module coadmissible M = lim←−k
Mk. Pour tout k ≥ r,

on rappelle que
M̃k,r = Fk,r ⊗

D̂
(0)
X,k,Q

Mk

C’est un Fk,r-module cohérent. On note gk le morphisme de transition Mk+1 → Mk et
ik,r : Fk+1,r → Fk,r le morphisme donné localement par l’inclusion de Fk+1,r(U) dans
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Fk,r(U). On considère le morphisme de transition gk,r = ik,r ⊗ gk : M̃k+1,r → M̃k,r. Il est
Fk+1,r-linéaire. Pour ces morphismes de transition, on pose

M̃∞,r = lim
←−
k≥r

M̃k,r

Proposition 5.9. On a M̃k,r ≃ Fk,r ⊗Fk+1,r
M̃k+1,r. Autrement dit M̃∞,r est un F∞,r-

module coadmissible.

Démonstration. L’algèbres Fk,r(U) est naturellement un D̂
(0)
X,k+1,Q(U)-module via la com-

position des morphismes d’algèbres D̂
(0)
X,k+1,Q(U) →֒ D̂

(0)
X,k,Q(U) →֒ Fk,r(U). Ainsi Fk,r est

un D̂
(0)
X,k+1,Q-module. On dispose de l’isomorphisme suivant de D̂

(0)
X,k+1,Q-modules :

Fk,r ⊗Fk+1,r
M̃k+1,r = Fk,r ⊗Fk+1,r

Fk+1,r ⊗
D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1

≃ Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1

La structure de Fk,r-modules prolonge celle de D̂
(0)
X,k+1,Q-modules. Cet isomorphisme est

donc un isomorphisme de Fk,r-modules. Comme D̂
(0)
X,k,Q ⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 ≃Mk, on obtient

Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 ≃ Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

D̂
(0)
X,k,Q ⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1

≃ Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk = M̃k,r

en tant que D̂
(0)
X,k,Q-modules. Puisque la structure de Fk,r-modules étend celle de D̂

(0)
X,k,Q-

modules, c’est aussi un isomorphisme de Fk,r-modules. On obtient donc l’isomorphisme
souhaité de Fk,r-modules :

Fk,r ⊗Fk+1,r
M̃k+1,r ≃ M̃k,r

On note Supp M̃k,r le support de M̃k,r comme faisceau sur le schéma formel X. Puisque

M̃k,r est un Fk,r-module cohérent, il s’agit d’un fermé de X. Soit y ∈ X, l’isomorphisme

M̃k,r ≃ Fk,r ⊗Fk+1,r
M̃k+1,r induit un isomorphisme

(M̃k,r)y ≃ (Fk,r)y ⊗(Fk+1,r)y (M̃k+1,r)y

En particulier Supp M̃k,r ⊂ Supp M̃k+1,r.

Définition 5.10. On définit le support de M̃∞,r comme la fermeture de l’union croissante
des supports des M̃k,r :

Supp M̃∞,r =
⋃

k≥r

Supp M̃k,r
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Remarque 5.11. En général, l’union croissante des supports des M̃k,r n’est a priori pas
fermée.

Exemple 5.12. On suppose que la courbe formelle X est affine munie d’une coordon-
née locale. Soit P un opérateur de DX,∞(U) et M = DX,∞/P . C’est un DX,∞-module

coadmissible. On a M̃k,r = Fk,r/P et M̃∞,r = F∞,r/P .

1. Si P est un opérateur infini, alors P n’est jamais inversible dans F∞,r(U) d’après la
proposition 4.14. Ceci implique que P n’est pas inversible dans Fk,r(U) pour k assez

grand. Ainsi SuppFk,r/P = X pour k assez grand. On en déduit que Supp M̃∞,r = X.

Prenons par exemple P =
∏

n≥1(1 − an · ω
n · ∂) ∈ DX,∞(U) avec an ∈ OX(U) de

norme un. Alors P s’écrit

P = 1 +

∞∑

n=1

βn · ω
n(n+1)/2 · ∂n = 1 +

∞∑

n=1

βn · ω
n((n+1)/2−k) · (ωk∂)n

avec βn = εn · a1 . . . an+αn où εn ∈ V× et |αn| < 1. On a donc |βn| = 1. On montre
que Nk(P ) = nk(P ) = k. De plus pour que P soit inversible dans Fk,r(U), on doit
avoir (proposition 3.27) :

∀n ∈ {0, . . . , k − 1}, |ω|n((n+1)/2−k) · p(k−r)(k−n) < |ω|k((k+1)/2−k)

Cette condition se réécrit

∀n ∈ {0, . . . , k − 1},
k(k + 1)

2
−

n(n+ 1)

2
+ r(n− k) < 0

Pour n = 0, on obtient k(k+1)
2 − rk < 0. Ce n’est possible que pour k+1

2 < r. Ainsi
dès que k est supérieur ou égale à 2r − 1, P n’est jamais inversible dans Fk,r(U) et
SuppFk,r/P = X.

2. On suppose maintenant que P =
∑d

n=0 an · ∂
n est un opérateur fini d’ordre d. Pour

k assez grand, disons k ≥ k0, Nk(P ) = d. Pour r assez grand, disons r ≥ r0, et pour
k ≥ k′0 = max{k0, r0}, P vérifie la condition 3 de la proposition 3.27 :

∀n ∈ {0, . . . , d− 1}, |an| · p
r(d−n) < |ad|

Ainsi pour tout k ≥ k′0 et pour tout r ≥ r0, P est inversible dans Fk,r au voisinage
de x si et seulement si son coefficient dominant ad est inversible au voisinage de x
(proposition 3.27). Dans ce cas Supp M̃k,r = V (ad). On en déduit que Supp M̃∞,r =
V (ad) pour tout r ≥ r0.

Pour les autres valeurs de r, P n’est jamais inversible. Donc Supp M̃k,r = X pour

tout k dès que r < r0 en prenant r0 minimal. Ainsi Supp M̃∞,r = X pour r < r0.
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Le F∗
∞,r-module M∗

r

On considère toujours un DX,∞-module coadmissible M = lim←−k
Mk. Pour k ≥ r ≥ 1, les

morphismes de transition M̃k+1,r → M̃k,r et D̂
(0)
X,k+1,Q → D̂

(0)
X,k,Q induisent des morphismes

de transition M∗
k+1,r → M∗

k,r. On définit maintenant un F∗
∞,r-module M∗

r à partir de M

en prenant la limite projective sur k des F∗
k,r-modules cohérents M∗

k,r. Ce module va être
coadmissible.

Définition 5.13. On pose M∗
r = lim
←−k≥r

M∗
k,r.

Le F∗
∞,r-module M∗

k,r est caractérisé localement sur les ouverts V de T ∗
X par

M
∗
r(V ) =

{
M̃∞,r(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅

M(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅

Comme M̃∞,r est un F∞,r-module coadmissible et comme M est un DX,∞-module coad-

missible, M̃∞,r est un F∗
∞,r-module coadmissible.

Remarque 5.14. Soient M et N deux DX,∞-modules coadmissibles. S’il existe un entier
r ≥ 1 tel que M∗

r = N∗
r , alors M = N. En effet pour tout ouvert V de T ∗

X interceptant la
section nulle, on a par hypothèse M∗

r(π(V )) = M(π(V )) = N∗
r(π(V )) = N(π(V )). Puisque

les ouverts π(V ) recouvrent X, on en déduit bien l’égalité M = N.

On a vu que la suite des supports (Supp M̃k,r)k≥r est croissante. On montre de manière
analogue que la suite des supports (SuppMk)k≥1 est elle aussi croissante. On en déduit que
la suite des supports des modules M∗

k,r est croissante.

Définition 5.15. On définit le support de M∗
r comme la fermeture de l’union croissante

des supports des M∗
k,r :

SuppM∗
r =

⋃

k≥r

SuppM∗
k,r ⊂ T ∗

X

Lorsque M est un DX,∞-module coadmissible non nul, les supports SuppM∗
r sont des

parties fermées coniques de T ∗
X. On en déduit que SuppM∗

r est une aussi une partie fermée
conique de T ∗

X.

Exemple 5.16. On suppose que X = U est affine. On rappelle que T ∗X et T ∗
X ont

le même espace topologique. On note (t, ξ) les coordonnées locales de T ∗
X associées à la

coordonnée étale de X = U . Soit P ∈ DX,∞(U). On considère le DX,∞-module coadmissible

M = DX,∞/P = lim←−k
Mk avec Mk = D̂

(0)
X,k,Q/P .

On a M̃k,r = Fk,r/P . Soit V un ouvert de T ∗
X. Si V ∩ s(X) = ∅, alors M∗

k,r(V ) =

Fk,r(π(V ))/P . Sinon lorsque V ∩ s(X) 6= ∅, M∗
k,r(V ) = Mk(π(V )) = D̂

(0)
X,k,Q(π(V ))/P .
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1. On suppose tout d’abord que P =
∑d

n=0 an · ∂
n est un opérateur fini d’ordre d.

Pour k assez grand, Nk(P ) = d. A partir de ce rang là et pour r assez grand, le

support SuppM∗
k,r de M∗

k,r coincide avec la variété caractéristique de D̂
(0)
X,k,Q/P . En

effet pour r et k assez grand, le support de M∗
k,r est donné par

t

ξ

0x1 x2 xi xs

SuppM∗
k,r

T ∗
X

Ici x1, . . . , xs sont les zéros du coefficient dominant ad de P . Ce support admet la
section nulle comme composante irréductible si et seulement si d > 0.

Soit (x, ξ) ∈ T ∗X. Si (x, ξ) ∈ s(X), alors (M∗
k,r)(t,ξ) = (D̂

(0)
X,k,Q/P )x. Si d > 0,

alors P n’est jamais inversible dans D̂
(0)
X,k,Q au voisinage de x. En effet pour que P

soit inversible dans D̂
(0)
X,k,Q, une condition nécessaire est d’avoir Nk(P ) = 0 d’après

le corollaire 3.20. Mais pour k suffisament grand, Nk(P ) = d > 0. On en déduit

que (M∗
k,r)(x,ξ) = (D̂

(0)
X,k,Q/P )x 6= 0. Autrement dit le support de M∗

k,r contient la

section nulle. Les variétés caractéristiques Car(D̂
(0)
X,k,Q/P ) la contiennent aussi. Si

d = 0, alors P = a est une fonction de OX,Q(X). Le support du module D̂
(0)
X,k,Q/a

est l’ensemble des zéros de a (en dehors de ces zéros, a est inversible dans OX,Q(X)).
Dans ce cas le support de M∗

k,r coupe la section nulle seulement en les zéros x1, . . . , xs
de a. La section nulle n’est donc pas dans le support du module M∗

k,r. Lorsque
d = 0, la section nulle n’est pas non plus une composante irréductible des variétés

caractéristiques Car(D̂
(0)
X,k,Q/P ) pour k assez grand.

On suppose maintenant que (x, ξ) ∈ T ∗
X\s(X). Alors (M∗

k,r)(x,ξ) = (Fk,r/P )x. On
a déjà vu dans l’exemple 5.12 que pour r et k assez grands, (Fk,r/P )x 6= 0 si et
seulement si x est un zéro du coefficient dominant ad de P . Le support du module
M∗

k,r contient ainsi les droites verticales d’équations x = xi, où x1, . . . , xs sont les
zéros de ad, auxquelles on a retiré les points de la section nulle. Mais ces points de
la section nulle sont compris dans le cas traité précédemment.
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Ces supports SuppM∗
k,r ne dépendent donc plus de k pour k suffisamment grand et

SuppM∗
k,r = Car(Mk) en tant qu’espace topologique. On en déduit que pour r assez

grand, le support du module M∗
r est donné par l’ensemble des points (x, ξ) ∈ T ∗

X

vérifiant ad(x) · ξ
d = 0.

2. On traite maintenant le cas d’un opérateur infini P . Pour (x, ξ) ∈ s(X), on a

(M∗
k,r)(x,ξ) = (D̂

(0)
X,k,Q/P )x. La suite (Nk(P ))k est croissante et diverge vers +∞.

Pour k suffisamment grand, P n’est donc pas inversible au voisinage de x dans

D̂
(0)
X,k,Q. Autrement dit (D̂

(0)
X,k,Q/P )x 6= 0. Ainsi le support du module M∗

k,r contient
la section nulle pour k assez grand. Enfin pour tout point (x, ξ) ∈ T ∗

X\s(X) et pour
k suffisamment grand, (M∗

k,r)(x,ξ) = (Fk,r/P )x 6= 0 d’après l’exemple 5.12. On en
déduit que SuppM∗

k,r = T ∗
X pour k suffisamment grand. Donc si P est infini, alors

SuppM∗
r = T ∗

X quelque soit r ∈ N∗.

Inégalité de Bernstein

Soit M = lim
←−k

Mk un DX,∞-module coadmissible et r un entier supérieur ou égale
à un. Si dim(SuppM∗

r) = 1, alors M 6= 0. Dans ce cas Mk 6= 0 pour k assez grand.
On a donc dim(SuppM∗

k,r) = 1 pour k suffisamment grand d’après le corollaire 5.6 car

dim(SuppM∗
k,r) ≤ dim(SuppM∗

r) = 1. On en déduit que les D̂
(0)
X,k,Q-modules Mk sont

holonomes pour k assez grand. En effet d’après la proposition 5.4, CarMk ⊂ SuppM∗
k,r et

donc dim(CarMk) ≤ 1.

La réciproque est néanmoins fausse. Les D̂
(0)
X,k,Q-modules Mk peuvent être holonomes

pour tout niveau de congruence k, ie dim(CarMk) ≤ 1, tout en ayant dim(SuppM∗
r) = 2.

C’est le cas par exemple pour M = DX,∞/P dès que P est un opérateur infini de DX,∞(U).
En effet, on a vu dans l’exemple 5.16 que SuppM∗

r = T ∗
X. Cependant d’après [5], le

D̂
(0)
X,k,Q-module cohérent D̂

(0)
X,k,Q/P est holonome pour tout entier naturel k.

On déduit du corollaire 5.6 l’inégalité de Bernstein pour le support du F∞,r-module
coadmissible M∗

r . On rappelle que son support est défini par

SuppM∗
r =

⋃

k≥r

SuppM∗
k,r

Proposition 5.17 (inégalité de Bernstein). Soit M un DX,∞-module coadmissible. Alors
M est non nul si et seulement si dim(SuppM∗

r) ≥ 1.

Le fibré cotangent T ∗
X de X est noethérien. Ainsi les supports des F∗

k,r-modules co-
hérents M∗

k,r n’ont qu’un nombre fini de composantes irréductibles. On déduit le résultat
suivant de la proposition 5.7.

Proposition 5.18. Soit M un DX,∞-module coadmissible non nul. Si dim(SuppM∗
r) =

2, alors SuppM∗
r = T ∗

X. Sinon dim(SuppM∗
r) = 1 et SuppM∗

r = SuppM∗
k,r pour k
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suffisamment grand. En particulier les composantes irréductibles du support SuppM∗
r sont

toutes de dimension un.

Démonstration. Soit M = lim←−k
Mk un DX,∞-module coadmissible non nul. Si la dimen-

sion du support SuppM∗
r est deux, alors SuppM∗

r = T ∗
X puisque le fibré cotangent

T ∗
X est irréductible. On suppose maintenant que dim(SuppM∗

r) = 1. On a alors vu que
dim(SuppM∗

k,r) = 1 pour k assez grand. On ne considère maintenant que ces niveaux de
congruences k. Le support SuppM∗

r n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles.
Elles sont toutes de dimension un. En effet, si une composante irréductible de SuppM∗

r est
réduite à un point point, alors ce point appartient à l’un des supports SuppM∗

k,r pour k suf-
fisamment grand. Mais les composantes irréductibles des supports SuppM∗

k,r sont toutes de
dimension un d’après la proposition 5.7. Comme SuppM∗

k,r ⊂ SuppM∗
r, le support SuppM∗

r

contient cette composante de dimension un. Ainsi ce point ne peut être une composante
irréductible de SuppM∗

r .
Les composantes irréductibles des supports SuppM∗

k,r et du support SuppM∗
r sont donc

toutes de dimension un. Pour une raison de dimension, les composantes irréductibles des
SuppM∗

k,r sont des composantes irréductibles de SuppM∗
r . On en déduit que SuppM∗

r =
SuppM∗

k,r à partir d’un certain rang k ≥ r. En effet puisque le support SuppM∗
r n’a qu’à

nombre fini de composantes irréductibles, on a forcément l’égalité des supports à partir
d’un rang k suffisamment grand.

6 DX,∞-modules holonomes

Soit M un DX,∞-module coadmissible. La suite des supports (SuppM∗
r)r est décrois-

sante. On définit la variété caractéristique Car(M) de M comme l’intersection des supports
des M∗

k,r. Elle vérifie l’inégalité de Bernstein : M 6= 0 si et seulement si dimCar(M) ≥ 1.

6.1 F∗
∞-module associé à un DX,∞-module coadmissible

Les morphismes de transition F∞,r → F∞,r+1 et id : DX,∞ → DX,∞ induisent des
morphismes de transition F∗

∞,r → F∗
∞,r+1. Comme T ∗X est quasi-compacte et comme les

morphismes de transition F∗
∞,r → F∗

∞,r+1 sont localement injectifs, la limite inductive des
F∗
∞,r définie un faisceau sur T ∗

X.

Définition 6.1. On définie un faisceau sur T ∗
X par F

∗
∞ = lim−→

r≥1

F
∗
∞.

Pour tout ouvert V de T ∗
X, on vérifie que

F
∗
∞(V ) =

{
F∞(π(V )) si V ∩ s(X) = ∅

DX,∞(π(V )) si V ∩ s(X) 6= ∅
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Soit M = lim
←−k

Mk un DX,∞-module coadmissible. Pour tout entier k ≥ r, on rappelle

que M̃k,r = Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk et que M̃∞,r = lim←−k≥r
M̃k,r est un F∞,r-module coadmissible.

Pour k ≥ r + 1, on note jk,r : Fk,r → Fk,r+1 le morphisme induit localement par les
inclusions Fk,r(U) ⊂ Fk,r+1(U). Les morphimes

jk,r ⊗ id : M̃k,r = Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk → M̃k,r+1 = Fk,r+1 ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk

sont Fk,r-linéaires. Ils commutent avec les morphismes de transition. En effet le diagramme
suivant commute.

M̃k,r

jk,r⊗id
//

gk,r

��

M̃k,r+1

gk,r+1

��

M̃k+1,r jk+1,r⊗id
// M̃k+1,r+1

En passant à la limite projective sur k ≥ r + 1, on obtient un morphisme continu
F∞,r-linéaire jr : M̃∞,r → M̃∞,r+1. On a

Fk,r+1 ⊗Fk,r
M̃k,r = Fk,r+1 ⊗Fk,r

Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk

≃ Fk,r+1 ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk

≃ M̃k,r+1

en tant que D̂
(0)
X,k,Q-modules. Puisque la structure de Fk,r+1-modules étend celle de D̂

(0)
X,k,Q-

modules, on obtient un isomorphisme de Fk,r+1-modules

Fk,r+1 ⊗Fk,r
M̃k,r ≃ M̃k,r+1

On en déduit que Supp M̃k,r+1 ⊂ Supp M̃k,r. Donc

Supp M̃∞,r+1 ⊂ Supp M̃∞,r

On rappelle que F∞ = lim−→r≥1
F∞,r. La limite inductive sur r des modules M̃∞,r pour

les morphismes jr : M̃∞,r → M̃∞,r+1 est un préfaisceau de F∞-modules.

On considère les morphismes de transition M∗
r → M∗

r+1 induis par les morphismes

jr : M̃∞,r → M̃∞,r+1 et id : M→M. Les inclusions Supp M̃∞,r+1 ⊂ Supp M̃∞,r permettent
d’obtenir des inclusions SuppM∗

r ⊂M∗
r+1.
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Définition 6.2.

1. On associe un F∗
∞-module M∗

∞ à M en prenant le faisceautisé du préfaisceau de
F∗
∞-modules lim−→r≥1

M∗
r.

2. On définit le support de M∗
∞ comme l’intersection décroissante des supports des

F∗
∞,r-modules coadmissibles M∗

r :

SuppM∗
∞ =

⋂

r≥1

SuppM∗
r

Exemple 6.3. On reprend l’exemple 5.16 : X = U est affine et M = DX,∞/P pour un

opérateur P ∈ DX,∞(U). On rappelle que M̃k,r = Fk,r/P et que M̃∞,r = F∞,r/P .

1. Si P est un opérateur infini, alors Supp M̃∞,r = X pour tout r ≥ 1 d’après l’exemple
5.16. Ainsi SuppM∗

∞ = T ∗
X.

2. Si P =
∑d

n=0 an · ∂
n est un opérateur fini d’ordre d, alors il existe un rang r0 tel

que Supp M̃∞,r = V (ad) pour tout r ≥ r0 et Supp M̃∞,r = X pour tout r < r0. Pour
r ≥ r0, ces supports sont l’ensemble des abscisses des composantes irréductibles

des variétés caractéristiques Car
(
D̂

(0)
X,k,Q/P

)
pour k assez grand, comme discuté

en introduction. L’exemple 5.16 montre que pour r assez grand, le support de M∗
r

coïncide avec la variété caractéristique de D̂
(0)
X,k,Q/P pour k suffisamment grand.

Ainsi le support SuppM∗
∞ = ∩r≥1 SuppM

∗
r redonne les variétés caractéristiques

Car
(
D̂

(0)
X,k,Q/P

)
pour k assez grand.

6.2 Variété caractéristique et inégalité de Bernstein

Soit M un DX,∞-module coadmissible. On rappelle que la suite des supports (SuppM∗
r)r

est décroissante. L’object qui nous intéresse est l’intersection de ces supports. C’est un
fermé de T ∗

X. On définit la variété caractéristique Car(M) de M comme cette intersection.
L’inégalité de Bernstein est vérifiée par cette variété caractéristique : M 6= 0 si et seulement
si dimCar(M) ≥ 1.

Définition 6.4. Pour tout DX,∞-module coadmissible M, on définit la variété caractéris-
tique de M par

Car(M) = SuppM∗
∞ =

⋂

r≥1

SuppM∗
r ⊂ T ∗

X

Exemple 6.5. On continue l’exemple 6.3. On suppose que X = U est affine, que P ∈

DX,∞(U) et que M = DX,∞/P = lim←−k
Mk avec Mk = D̂

(0)
X,k,Q/P .

1. Si P =
∑d

n=0 an · ∂
n est un opérateur fini d’ordre d, alors pour k assez grand

CarM =
{
(t, ξ) ∈ T ∗

X : ad(x) · ξ
d = 0

}
= Car(Mk)
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2. Si P est infini, alors CarM = T ∗
X.

Soit M un DX,∞-module coadmissible non nul. Si dim(SuppM∗
r) = 2 pour tout r ≥ 1,

alors SuppM∗
r = T ∗

X et donc Car(M) = T ∗
X. Sinon dim(SuppM∗

r) = 1 à partir d’un rang
r0 et dimCar(M) ≤ 1. On montre dans la proposition suivante que dimCar(M) ≥ 1. Il
s’agit de l’inégalité de Bernstein pour les DX,∞-modules codamissibles : un DX,∞-module
coadmissible M est non nul si et seulement si dimCar(M) ≥ 1.

Proposition 6.6. Soit M un DX,∞-module coadmissible non nul. Il existe un rang r ∈ N∗

à partir duquel Car(M) = SuppM∗
r. Si dim(Car(M)) = 2, alors Car(M) = T ∗

X. Sinon
dim(Car(M)) = 1. On rappelle que pour k ≥ r assez grand (dépendant de r), SuppM∗

r =
SuppM∗

k,r.

Démonstration. On suppose que dim(SuppM∗
r) = 1 à partir d’un certain rang r0. On ne

considère maintenant que les rangs r plus grands que r0. Puisque SuppM∗
r+1 ⊂ SuppM∗

r et
comme les composantes irréductibles des supports SuppM∗

r sont toutes de dimension un, les
composantes irréductibles de SuppM∗

r+1 sont des composantes irréductibles de SuppM∗
r .

On suppose que dim
(⋂

r≥1 SuppM
∗
r

)
= 0. Soit L une composante irréductible de

SuppM∗
r0 . Elle est de dimension un. Si L est une composante irréductible de tous les

SuppM∗
r , alors L est aussi une composante irréductible de Car(M) =

⋂
r≥1 SuppM

∗
r. Cela

contredit l’hypothèse dimCar(M) = 0. On en déduit que L n’est plus une composante
irréductible des SuppM∗

r pour r assez grand. Enfin comme le support SuppM∗
r0 n’a qu’un

nombre fini de composantes irréductibles, aucune composante irréductible de SuppM∗
r0 n’est

une composante irréductible des supports SuppM∗
r pour un rang r suffisamment grand. Il

en découle que dim(SuppM∗
r) = 0. Alors M = 0 d’après la proposition 5.18. Puisque M 6= 0,

on en déduit que dim(CarM) = 1 et que les composantes irréductibles de CarM sont les
composantes irréductibles communes à tous les supports SuppM∗

r .
Les supports des modules M∗

r et la variété caractéristique Car(M) n’ont qu’un nombre
fini de composantes irréductibles. On en déduit que Car(M) = SuppM∗

r à partir d’un
certain rang r. Enfin on sait toujours d’après la proposition 5.18 que SuppM∗

r = SuppM∗
k,r

pour un niveau de congruence k suffisamment grand.

Définition 6.7. Un DX,∞-module coadmissible M est dit holonome si dimCar(M) ≤ 1.

Soit M un DX,∞-module holonome. D’après l’inégalité de Bernstein (proposition 6.6), ou
bien M = 0 et Car(M) = ∅, ou bien M 6= 0 et dimCar(M) = 1. Par ailleurs si M = lim←−k

Mk,

alors les D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents Mk sont holonomes à partir d’un certain rang puisque

CarMk ⊂ SuppM∗
k,k ⊂ SuppM∗

k = Car(M) pour k suffisamment grand.

Exemple 6.8. Le DX,∞-module coadmissible DX,∞/P est holonome si et seulement si P
est un opérateur fini.
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On termine cette partie en démontrant que la catégorie des DX,∞-modules holonomes est

abélienne. Cela découle du corollaire 6.9. Soit 0 // M // N // L // 0 une suite
exacte de DX,∞-modules coadmissibles. On note M = lim←−k

Mk, N = lim←−k
Nk et L = lim←−k

Lk.

Par définition, Mk, Nk et Lk sont des D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents. La suite exacte précédente

induit une suite exacte de D̂
(0)
X,k,Q-modules pour tout entier naturel k :

0 // Mk
// Nk

// Lk
// 0

On rappelle que M̃k,r = Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Mk, Ñk,r = Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Nk et L̃k,r = Fk,r ⊗
D̂

(0)
X,k,Q

Lk.

Puisque le faisceau Fk,r est plat sur D̂
(0)
X,k,Q (proposition 3.25), on obtient les suites exactes

suivantes de Fk,r-modules cohérents

0 // M̃k,r
// Ñk,r

// L̃k,r
// 0

On en déduit finalement des suites exactes de F∗
k,r-modules cohérents

0 // M∗
k,r

// N∗
k,r

// L∗
k,r

// 0

Le corollaire suivant se démontre en utilisant ces suites exactes et la proposition 6.6.

Corollaire 6.9. Soit 0 // M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-modules
coadmissibles. Alors Car(N) = Car(M) ∪ Car(L). En particulier N est holonome si et
seulement si M et L le sont aussi.

Démonstration. Si N n’est pas holonome et si M ou L n’est pas holonome, alors la propo-
sition 6.6 implique que

Car(N) = T ∗
X = Car(M) ∪ Car(L)

On suppose N holonome. Si N = 0, alors M = L = 0 et il n’y a rien à faire. On
considère le cas N 6= 0. On sait d’après la proposition 6.6 que dimCar(N) = 1 et que
Car(N) = SuppN∗

k,r pour k et r suffisamment grands. On rappelle qu’on dispose d’une suite

exacte 0 // M∗
k,r

// N∗
k,r

// L∗
k,r

// 0 de F∗
k,r-modules cohérents. En regardant

les supports de ces modules, on obtient l’égalité

Supp(N∗
k,r) = Supp(M∗

k,r)
⋃

Supp(L∗
k,r) (3)

Les supports SuppM∗
k,r et SuppL∗

k,r sont donc contenus dans SuppN∗
k,r = Car(N). Puisque

ces inclusions sont vérifiées pour tous les niveaux de congruences k suffisamment grands,
on a Supp(M∗

r) ⊂ Car(N) et Car(L∗
r) ⊂ Car(N). Enfin ces inclusions étant vraies pour r

assez grand, il en découle que Car(M),Car(L) ⊂ Car(N). Ainsi les dimensions des variétés
caractéristiques Car(M) et Car(L) sont inférieures ou égales à la dimension de Car(N).
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Autrement dit M et L sont holonomes car dimCar(N) = 1. La proposition 6.6 permet
d’écrire Car(N) = SuppN∗

k,r, Car(M) = SuppM∗
k,r et Car(L) = SuppL∗

k,r pour k et r
suffisamment grands. On en déduit alors que Car(N) = Car(M) ∪ Car(L) par 3.

On suppose maintenant que les modules M et L sont tous deux holonomes. D’après la
proposition 6.6, il existe un rang r pour lequel Car(M) = SuppM∗

r, Car(N) = SuppN∗
r et

Car(L) = SuppL∗
r. De plus il existe un rang kr ≥ r tel que Car(M) = SuppM∗

r = SuppM∗
k,r

et Car(L) = SuppL∗
r = SuppL∗

k,r pour tout entier k ≥ kr. La relation 3 montre que pour
tout k ≥ kr,

SuppN∗
k,r = Supp(M∗

k,r) ∪ Supp(L∗
k,r) = Car(M) ∪ Car(L)

Le support SuppN∗
k,r ne dépend donc plus de k à partir du rang kr. On en déduit que

SuppN∗
r =

⋃

k≥r

SuppN∗
k,r = Car(M) ∪ Car(L)

Il en découle que

Car(N) =
⋂

r≥1

SuppN∗
r ⊂ SuppN∗

r = Car(M) ∪ Car(L)

Cette inclusion étant vraie pour tout indice r suffisamment grand, on obtient l’égalité
Car(N) = Car(M) ∪ Car(L). En particulier N est aussi holonome.

6.3 Une catégorie de DX,∞-modules coadmissibles de longueur finie

Soit Mk un D̂
(0)
X,k,Q-module holonome. On note m(Mk) la longueur du cycle caracté-

ristique de Mk. Si I(Car(Mk)) est l’ensemble des composantes irréductibles de la variété
caractéristique de Mk, alors

m(Mk) =
∑

C∈I(Car(Mk))

mC(Mk) ∈ N

On rappelle que mC(Mk) est la multiplicité de la composante irréductible C de CarMk.
Soit η le point générique générique de C. Par définition, la multiplicité mC(Mk) de C est
la longueur du (OT ∗X)η-module artinien Eη, où

E = OT ∗X ⊗π−1(grDX,k) π
−1(gr(M◦

k ⊗V κ))

C’est un entier positif non nul dès que Mk est non nul. Lorsque C est un fermé irréductible
non vide de T ∗X non contenu dans la variété caractéristique CarMk, on pose mC(Mk) = 0.
La longueur m(Mk) de Mk est un entier naturel puisque les multiplicités mC(Mk) le sont. Il

a été vu dans [5] que Mk = 0 si et seulement si m(Mk) = 0 et que Mk est un D̂
(0)
X,k,Q-module

de longueur finie inférieure ou égale à m(Mk).
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Soit maintenant M = lim
←−k

Mk un DX,∞-module coadmissible. On suppose qu’il existe

un niveau de congruence k0 ∈ N tel que Mk soit un D̂
(0)
X,k,Q-module holonome pour tout

entier k ≥ k0. On note kM le plus petit entier naturel pour lequel Mk est holonome dès que
k ≥ kM. On associe à un tel module coadmissible M une multiplicité m(M) définie par

m(M) = lim sup
k≥kM

{m(Mk)} = inf
k≥kM

{
sup
k′≥k

µ(Mk′)

}
∈ N ∪ {∞}

Définition 6.10. On note H la catégorie constituée des DX,∞-modules coadmissibles M =
lim←−k

Mk vérifiant les deux points suivant.

1. Il existe un niveau de congruence à partir duquel les D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents Mk

sont tous holonomes.

2. La multiplicité m(M) de M est finie, autrement dit m(M) ∈ N.

C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne des DX,∞-modules coadmis-
sibles. On démontre dans ce qui suit que la catégorie H est abélienne et que tout object M
de H est de longueur finie inférieure ou égale à m(M).

Soit M = lim←−k
Mk un object de H. Par définition, µ(M) < ∞. Autrement dit il existe

un entier k0 ≥ kM pour lequel supk≥k0{µ(Mk)} < ∞. La suite (supk′≥k{µ(Mk′)})k≥k0

est décroissante formée d’entiers naturels. Elle est donc stationnaire. Sa valeur limite est
exactement m(M). On en déduit qu’il existe un niveau de congruence k1 ≥ kM pour lequel

∀k ≥ k1, m(M) = sup
k′≥k
{µ(Mk′)}

Soit 0 // M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-modules coadmis-
sibles. On écrit M = lim←−k

Mk, N = lim←−k
Nk et L = lim←−k

Lk. Pour tout entier naturel

k, cette suite induit une suite exacte de D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents :

0 // Mk
// Nk

// Lk
// 0

On note k0 = max{kM, kN, kL} ∈ N. Pour tout entier k ≥ k0, les modules Nk, Mk et Lk

sont holonomes par définition de H. Pour k ≥ k0, on sait d’après la proposition 3.17 de [5]
que CC(Nk) = CC(Mk) + CC(Lk). Il en découle que pour tout k ≥ k0,

m(Nk) = m(Mk) +m(Lk)

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 6.11. Soit 0 // M // N // L // 0 une suite exacte de DX,∞-modules
coadmissibles vérifiant le premier point de la définition 6.10. Alors
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1. m(M) ≤ m(N) et m(L) ≤ m(N) ;

2. m(N) ≤ m(M) +m(L).

En particulier N ∈ H si et seulement si M ∈ H et L ∈ H.

Démonstration. On note M = lim
←−k

Mk, N = lim
←−k

Nk et L = lim
←−k

Lk. Il existe un niveau
de congruence k1 ≥ max{kM, kN, kL} pour lequel m(M) = supk′≥k{µ(Mk′)}, m(N) =
supk′≥k{µ(Nk′)} et m(L) = supk′≥k{µ(Lk′)} dès que k ≥ k1.

Pour tout entier naturel k ≥ k1, on a m(Nk) = m(Mk) +m(Lk) d’après la proposition
3.17 de [5]. Les inégalités m(Nk) ≥ m(Mk) pour k ≥ k1 donnent m(N) ≥ m(M) en passant
à la borne supérieure sur k ≥ k1. De même m(Nk) ≥ m(Lk). Enfin les inégalités

m(Nk) = m(Mk) +m(Lk) ≤ sup
k≥k1

{µ(Mk)}+ sup
k≥k1

{µ(Mk)} = m(M) +m(L)

pour tout k ≥ k1 impliquent que m(N) = supk≥k1{µ(Nk)} ≤ m(M) +m(L).

Remarque 6.12. Bien que m(Nk) = m(Mk) + m(Lk) pour un niveau de congruence k
fixé, la multiplicité m n’est a priori pas additive pour les modules coadmissibles. En effet
ces égalités deviennent seulement des inégalités en passant à la borne supérieure.

Cette proposition montre que la catégorie H est abélienne. L’exemple suivant assure
qu’elle n’est pas triviale : elle contient les DX,∞-modules coadmissibles de la forme DX,∞/P
pour P un opérateur différentiel fini de DX,∞.

Exemple 6.13. On suppose que X = U est affine. Soit P ∈ DX,∞(X). On considère le

DX,∞-module coadmissible M = DX,∞/P = lim
←−k

Mk avec Mk = D̂
(0)
X,k,Q/P . Les D̂

(0)
X,k,Q-

modules cohérents Mk sont tous holonomes d’après la proposition 2.5.

1. On regarde tout d’abord ce qu’il se passe lorsque P est un opérateur infini. La suite
(Nk(P )) est croissante et diverge vers +∞ d’après le lemme 4.2. La proposition 3.10
de [5] implique que m(Mk) ≥ Nk(P ). On en déduit que m(M) = +∞. Donc M n’est
pas un object de la catégorie H.

2. On suppose maintenant que P =
∑d

n=0 an · ∂
n est un opérateur fini d’ordre d. Alors

Nk(P ) = d pour k assez grand d’après le lemme 4.2. On ne considère maintenant
que ces indices k. On sait d’après la proposition 3.10 de [5] que les multiplicités de
Car(Mk) en x sont les nombres Nk(P ) = d et Nk(P, x) = N(ad, x) = valuation de
(ad mod ω) dans OX,x. En particulier x est l’abscisse d’une composante irréductible
verticale de CarMk si et seulement si Nk(P, x) > 0. La multiplicité de cette compo-
sante est alors Nk(P, x). Si x1, . . . , xs sont les zéros de ad, alors pour k suffisamment
grand on a

m(Mk) = d+N(ad, x1) + · · ·+N(ad, xs)

Ces multiplicités ne dépendent plus de k. On en déduit que

m(M) = lim sup
k≥0

{m(Mk)} = d+N(ad, x1) + · · ·+N(ad, xs) <∞
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Autrement dit M = DX,∞/P appartient à la catégorie H.

Le lemme suivant montre que la multiplicité m caractérise les DX,∞-modules holonomes

nuls. Cela provient du fait qu’un D̂
(0)
X,k,Q-module holonome Mk est nul si et seulement si

m(Mk) = 0.

Lemme 6.14. Un élément M de H est nul si et seulement si m(M) = 0.

Démonstration. On écrit M = lim←−k
Mk. Si M = 0, alors Mk = 0. Les multiplicités de Mk

sont toutes nulles par définition et m(Mk) = 0. Alors m(M) = 0.
On suppose maintenant que m(M) = 0. Par définition de m(M), il existe un rang k

à partir duquel m(Mk) = 0. Autrement dit les multiplicités de Mk sont toutes nulles et
Mk = 0 d’après le corollaire 3.14 de [5]. Ainsi Mk = 0 pour k suffisamment grand et donc
M = 0.

Bien que la multiplicité m ne soit pas additive sur les suites exactes, on peut démontrer
que les éléments de H sont de longueur finie en utilisant la proposition 6.11 et le lemme
6.14.

Proposition 6.15. Soit M un élément de H. Alors M est de longueur finie inférieure ou
égale à µ(M).

Démonstration. Soit M = lim←−k
Mk un élément de H. On démontre que toute suite dé-

croissante (Mn)n∈N de sous-DX,∞-modules coadmissibles de M est stationnaire. On peut
supposer que M0 = M. Comme Mn est un sous-module de M, on sait que m(Mn) ≤ m(M)
d’après la proposition 6.11. La suite (m(Mn))n est une suite décroissante d’entiers natu-
rels. Elle est donc stationnaire. Il existe un entier naturel n0 tel que pour tout n ≥ n0,
m(Mn+1) = m(Mn). On suppose dans la suite que n ≥ n0. On écrit Mn = lim

←−k
Mn

k . Il
existe un rang kn ≥ max{kMn , kMn+1} pour lequel

∀k ≥ kn, m(Mn) = sup
k′≥k
{m(Mn

k′)} = m(Mn+1) = sup
k′≥k
{m(Mn+1

k′ )} (4)

Pour tout k ≥ kn, on considère la suite exacte de D̂
(0)
X,k,Q-modules cohérents

0 // M
n+1
k

// Mn
k

// Mn
k/M

n+1
k

// 0

On sait que m(Mn
k ) = m(Mn+1

k ) + m(Mn
k/M

n+1
k ) d’après la proposition 3.17 de [5]. En

particulier si m(Mn+1) = m(Mn+1
k ) pour un certain k ≥ kn, alors m(Mn) = m(Mn

k )
d’après 4 puisque m(Mn

k) ≥ m(Mn+1
k ). On en déduit que m(Mn+1

k ) = m(Mn
k) et que

m(Mn
k/M

n+1
k ) = 0. Le corollaire 3.20 implique alors que Mn

k/M
n+1
k = 0. Autrement dit

Mn
k ≃ M

n+1
k . Puisque l’égalité 4 est vérifiée pour tout entier k ≥ kn, il existe une infinité

d’entiers k ≥ kn pour lesquels Mn
k ≃M

n+1
k .
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Alors Mn ≃ Mn+1 en tant que DX,∞-modules coadmissibles. En effet soit (kℓ)ℓ≥0 une
suite strictement croissante d’entiers naturels telle que pour tout ℓ ∈ N, Mn

kℓ
= M

n+1
kℓ

. La
propriété universelle de la limite projective permet d’obtenir des isomorphismes de DX,∞-
modules Mn ≃ lim

←−ℓ
Mn

kℓ
et Mn+1 ≃ lim

←−ℓ
M

n+1
kℓ

. Puisque Mn+1 est un sous-module de Mn,

les morphismes de transitions des modules M
n+1
k sont induits par ceux des Mn

k . On en
déduit que les morphismes de transitions Mn

kℓ+1
= M

n+1
kℓ+1
→Mn

kℓ
= M

n+1
kℓ

des modules Mn
kℓ

sont aussi les morphismes de transitions des M
n+1
kℓ

. Il en découle, en passant à la limite

projective sur ℓ, que Mn ≃Mn+1.
On a démontré que pour tout n ≥ n0, M

n ≃ Mn+1. La suite (Mn)n est donc station-
naire. De plus m(Mn+1) = m(Mn) implique Mn+1 ≃ Mn. Comme la suite (m(Mn))n est
décroissante de terme initial µ(M) <∞, la longueur d’une suite strictement décroissante de
sous-modules de M est de longueur au plus m(M). De même, toute suite strictement crois-
sante de sous-modules de M est de longueur au plus m(M). Ainsi M est un DX,∞-module
de longueur finie inférieure ou égale à m(M).

Exemple 6.16. On continue l’exemple 6.13. On suppose toujours que X est affine muni
d’une coordonnée locale. Soit P =

∑d
n=0 an · ∂

n un opérateur fini d’ordre d de DX,∞(X).
On suppose que |ad| = 1 quitte à renormaliser P . On note x1, . . . , xs les zéros de ad. On
rappelle que N(ad, x) est la valuation de (ad mod ω) dans l’anneau de valuation discrète
OX,x. Alors le DX,∞-module coadmissible DX,∞/P est de longueur finie inférieure ou égale
à m(M) = d+N(ad, x1) + · · ·+N(ad, xs).

6.4 DX,∞-modules à connexion

On identifie X avec la section nulle s : X → T ∗
X du fibré cotangent T ∗

X de X. On
démontre dans cette section qu’un module holonome est un module à connexion sur un
certain ouvert de X.

Définition 6.17. Soit M un DX,∞-module coadmissible. On dit que M est un module à
connexion si Car(M) ⊂ X.

Soit M = lim
←−k

Mk un module à connexion non nul : Car(M) = |X| = |X|. Il existe
un rang r ≥ 1 à partir duquel SuppM∗

r = Car(M) = |X|. Ainsi pour tout entier k ≥ r,
Car(Mk) ⊂ Car(M) = |X|. Puisque M est non nul, les modules Mk sont non nuls pour
k assez grand. L’hypothèse Car(M) = X implique donc que Car(Mk) = X à partir d’un
rang k suffisamment grand. On sait alors d’après le lemme 2.14 que chaque Mk est un
OX,Q-module libre de rang fini. On va démontrer que les rangs des OX,Q-modules libres Mk

ne dépendent pas de k. On en déduit ensuite que M est un OX,Q-module libre de rang fini.

Lemme 6.18. Soit M = lim
←−k

Mk un DX,∞-module holonome tel que Car(M) = X. Alors
pour k suffisamment grand, les Mk sont des OX,Q-modules libres de même rang fini.
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Démonstration. Soit r ∈ N∗ un rang pour lequel SuppM∗
r = Car(M) = X. On ne considère

maintenant que les niveaux de congruences k ≥ r pour lesquels Car(Mk) = X. Soit x un
point de X. Quitte à étendre les scalaires par une extension finie de K, on peut supposer que
x est un point κ-rationnel. D’après le lemme 2.14, il existe un voisinage ouvert Uk de x dans

X et un opérateur différentiel Pk de D̂
(0)
X,k,Q(Uk) fini dominant tel que Mk|U ≃ D̂

(0)
Uk,k,Q

/Pk.
Si dk est l’ordre de Pk, alors Mk est un OX,Q-module libre de rang dk. Il suffit de montrer
que dk ne dépend pas de k. Puisque M = lim←−k

Mk est un DX,∞-module coadmissible, on a

D̂
(0)
Uk∩Uk+1,k,Q

⊗
D̂

(0)
Uk∩Uk+1,k+1,Q

D̂
(0)
Uk∩Uk+1,k+1,Q/Pk+1 ≃ D̂

(0)
Uk∩Uk+1,k,Q

/Pk

Autrement dit
D̂

(0)
Uk∩Uk+1,k,Q

/Pk+1 ≃ D̂
(0)
Uk∩Uk+1,k,Q

/Pk

Le corollaire 2.12 implique que Nk(Pk) = Nk(Pk+1). De plus on sait par le lemme 4.2
que Nk+1(Pk+1) ≥ Nk(Pk+1). On en déduit que la suite (Nk(Pk))k est croissante. Il faut
prouver qu’elle est stationnaire.

On suppose par l’absurde que la suite (Nk(Pk))k diverge vers l’infini. Soit k ≥ r un
entier tel que dk = Nk(Pk) > dk−1 = Nk−1(Pk) = Nk−1(Pk−1). L’hypothèse

Supp
(
(M∗

k,r)|π−1(Uk)

)
= Supp

(
(F∗

k,r)|π−1(Uk)/Pk

)
⊂ Car

(
(M)|Uk

)
= Uk

implique que Pk est inversible dans Fk,r(Uk). Autrement le support du module (M∗
k,r)|π−1(Uk)

contiendrait des composantes irréductibles verticales. On écrit Pk =
∑dk

n=0 an · ∂
n, où an ∈

OX,Q(Uk). On rappelle que Pk ∈ (Fk,r(Uk))
× si et seulement si Nk(Pk) = nk(Pk) = dk et

∀n ∈ {0, . . . , dk − 1}, |an| < |adk | · p
r(dk−n)

Pour n = dk−1, on obtient
|adk−1

| < |adk | · p
r(dk−dk−1)

La condition dk−1 < dk implique

|adk−1
| > |adk | · p

(k−1)(dk−dk−1)

Comme la suite (Nk(Pk))k n’est pas bornée, on peut choisir k > r+1. Sous cette hypothèse,
les deux inégalités précédentes sont incompatibles ! On en déduit par l’absurde que la suite
(dk)k est stationnaire.

Ce lemme permet d’obtenir l’équivalence suivante : les DX,∞-modules à connexion sont
exactement les DX,∞-modules coadmissibles qui sont des OX,Q-modules libres de rang fini.

Proposition 6.19. Soit M = lim
←−k

Mk un DX,∞-module coadmissible. Alors M est un
module à connexion si et seulement si M est un OX,Q-module libre de rang fini.
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Démonstration. On peut se ramener au cas où X est affine muni d’une coordonnée locale.
On suppose tout d’abord que M est un OX,Q-module libre non nul de rang n ∈ N∗. Il
existe des sections e1, . . . , en de M(X) telles que M ≃ OX,Q · e1 ⊕ · · · ⊕ OX,Q · en en tant
que OX,Q-module. Les sections e1, . . . , en engendrent aussi M en tant que DX,∞-module :
M ≃ DX,∞ · e1 + · · · + DX,∞ · en. On en déduit que Car(M) ⊂

⋃n
i=1Car(DX,∞ · ei). Il

suffit de montrer que Car(DX,∞ · ei) ⊂ X pour chaque indice i ∈ {1, . . . , n}. On peut
donc se ramener au cas n = 1 : M est un OX,Q-module libre de rang un engendré par une
section e. Puisque M ≃ OX,Q · e en tant que OX,Q-module, la famille {∂n · e}n∈N est liée sur
OX,Q. Il existe donc un opérateur différentiel unitaire P ∈ DX,∞(X) tel que P · e = 0. En
particulier P appartient à l’idéal annulateur de e et M est sous-DX,∞-module de DX,∞/P .
On en déduit que Car(M) ⊂ Car(DX,∞/P ). Comme P est un opérateur fini de coefficient
dominant unitaire, on a Car(DX,∞/P ) = X. Donc Car(DX,∞ · e) ⊂ X.

Réciproquement on suppose que M = lim
←−k

Mk est un module à connexion non nul.
D’après le lemme 6.18, il existe un entier n ∈ N∗ et un niveau de congruence k0 ∈ N∗

tels que Mk soit un OX,Q-module libre de rang n pour tout niveau de congruence k ≥ k0.
On ne considère maintenant que les indices k supérieurs ou égaux à k0. On note λk :

Mk+1 → Mk le morphisme de transition. Il est D̂
(0)
X,k+1,Q-linéaire donc OX,Q-linéaire. Par

hypothèse, l’application D̂
(0)
X,k,Q⊗D̂

(0)
X,k+1,Q

Mk+1 →Mk, P⊗e 7→ P ·λk(e) est un isomorphisme

D̂
(0)
X,k,Q-linéaire. Cela implique que l’image λk(Mk+1) de λk est dense dans Mk pour la

topologie ω-adique. Comme Mk est un OX,Q-module libre de rang fini, λk(Mk+1) est un
sous-OX,Q-module fermé de Mk. Puisqu’il est dense, λ(Mk) ≃Mk en tant que OX,Q-modules.
Autrement dit l’application λk : Mk+1 → Mk est surjective. Comme Mk et Mk+1 sont des
OX,Q-modules libre de même rang fini n, λk est un isomorphisme de OX,Q-modules. On en
déduit que M ≃ lim

←−k≥k0
Mk ≃Mk0 en tant que OX,Q-module. Ainsi M est un OX,Q-module

libre de rang fini n.

La proposition suivante fait le lien entre les modules à connexion et les modules holo-
nomes.

Proposition 6.20. Soit M un DX,∞-module coadmissible. Alors M est holonome si et
seulement si il existe un ouvert non vide U de X tel que M|U soit un module à connexion.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que M est holonome. La variété ca-
ractéristique de M a un nombre fini de composantes irréductibles verticales. On note U
l’ouvert de X obtenu en ôtant à X les abscisses des composantes verticales de Car(M). Par
construction de U , on a Car(M|U ) ⊂ U . Autrement dit M|U est un module à connexion par
définition.

Réciproquement soit U un ouvert non vide de X tel que M|U soit un module à connexion.
Par définition, Car(M|U ) ⊂ U . Si M n’est pas holonome, alors Car(M) = T ∗

X d’après la
proposition 6.6. On aurait alors Car(M|U ) = T ∗U . Cela contredit l’hypothèse Car(M|U ) ⊂
U . On en déduit que M est holonome.
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Soit M = lim
←−k

Mk un DX,∞-module à connexion. On sait par la proposition 6.19 que
M est un OX,Q-module libre de rang fini r ∈ N. Pour k assez grand, Mk est aussi un

OX,Q-module libre de rang r. D’après le lemme 2.14 et la proposition 3.10 de [5], les D̂
(0)
X,k,Q-

modules cohérents Mk n’ont qu’une multiplicité non nulle égale à r. Le résultat suivant
correspond à la proposition 6.15 écrite pour le module à connexion M.

Proposition 6.21. Soit M = lim
←−k

Mk un DX,∞-module à connexion. Alors M est un
DX,∞-module de longueur finie inférieure ou égale au rang rgOX,Q

(M).
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