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Résumé – Ce travail considère un problème inverse en astrophysique, qui consiste à estimer un ensemble de paramètres physiques à partir
d’images multispectrales. Le modèle direct sous-jacent est une simulation numérique et le modèle d’observation mélange différentes sources de
bruit. Ces caractéristiques donnent lieu à une fonction de log-vraisemblance non explicite et non concave. Nous en définissons une approximation
qui permet de concevoir une méthode de Monte Carlo par chaîne de Markov (MCMC). L’échantillonneur obtenu fournit estimations ponctuelles
et intervalles de crédibilité associés. L’approche proposée est suffisamment générale pour être appliquée à des problèmes inverses similaires.

Abstract – This work considers a radio-astronomy inverse problem of physical parameters inference from multispectral images. The forward
model is a numerical simulation, and the observation model mixes different sources of noise. This results in a non-explicit non-log-concave
likelihood function. We introduce a likelihood approximation with controlled error that allow the conception of a Monte Carlo Markov Chain
(MCMC) method. The obtained sampler provides credibility intervals along with point estimates. We believe that the proposed approach is
sufficiently generic to be applied to similar inverse problems.

1 Introduction

Notre motivation de départ est un problème inverse de radio-
astronomie, ce sera notre « fil rouge », qui consiste à estimer
des cartes de paramètres physiques à partir d’images multispec-
trales. Dans la plupart des problèmes inverses classiques, la
fonction de vraisemblance est explicite, les observations ne sont
affectées que par une unique source de bruit (par exemple, un
bruit additif ou multiplicatif), et admettent une dynamique de
variations limitée en amplitude. Nous supposons ici qu’aucune
de ces trois conditions n’est vérifiée, comme c’est le cas dans
notre exemple en astrophysique. Le modèle direct est une si-
mulation numérique, ce qui amène à une fonction de vraisem-
blance qui n’est ni explicite, ni log-concave. Les observables
peuvent typiquement couvrir plus de dix décades, ce qui pro-
voque des problèmes de régularité et l’absence de constante de
Lipschitz globale exploitable. La complexité du processus de
mesure implique que les observations sont dégradées par des
bruits de différentes natures (additif et multiplicatif) et peuvent
être censurées. Puisque les intensités couvrent de nombreux
ordres de grandeurs, il n’est pas possible de négliger un bruit
sur l’ensemble de la carte : il est donc nécessaire de traiter
les deux simultanément. De plus, pour pallier l’absence de vé-
rité terrain, systématique en radio-astronomie, nous utilisons
un cadre bayésien et une méthode d’échantillonnage pour four-
nir estimateurs ponctuels et intervalles de crédibilité.

Un modèle réduit facilite l’évaluation de la vraisemblance
et une approximation de la vraisemblance permet de traiter si-

multanément les deux types de bruits. La distribution a priori
pourra inclure lissage spatial, intervalles de validité, etc. selon
le contexte applicatif. À cause des grandes variations d’ampli-
tudes du modèle direct, la constante de Lipschitz du gradient de
la log-posterior est très grande. Une version préconditionnée
du Metropolis Adjusted Langevin Algorithm (P-MALA) [1],
qui requiert une log-posterior C 2, c’est-à-dire (c.-à-d.) deux
fois continûment différentiable, permet de prendre en compte
cette difficulté. De plus, la non-concavité de la log-posterior
est surmontée par la combinaison de P-MALA avec un noyau
d’échantillonnage Multiple-Try Metropolis (MTM) [2]. L’ap-
proche proposée parait suffisamment générale pour rester per-
tinente pour des problèmes inverses similaires.

La partie 2 présente le modèle bayésien employé. La partie 3
présente l’échantillonneur utilisé pour résoudre le problème in-
verse. La partie 4 illustre les résultats de l’approche proposée
sur notre exemple « fil rouge » en radio-astronomie.

2 Modèle bayésien

2.1 Description du problème
Nous considérons des observations Y ∈ RN×L, où N est

le nombre de composantes et L le nombre d’observables par
composante. La carte des paramètres à estimer est notée Θ =
(θn)n∈[[1,N ]] ∈ RN×D. Soit f : RD → RL un modèle di-
rect « boîte noire ». Chaque observation yn,` est affectée par
un bruit additif ε(a)n,` ∼ N (0, σ2

a) et par un bruit multiplicatif
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(a) (b) (c)

FIGURE 1 – (a), (b) Cartes synthétiques de deux raies de 12CO.
(c) proportion des raies censurées parmi les L considérées.

ε
(m)
n,` ∼ logN (0, σ2

m). En outre, la sensibilité limitée du téles-
cope implique que les observations sont censurées en deçà d’un
seuil ω, c.-à-d., pour tout n ∈ [[1, N ]], ` ∈ [[1, L]] :

yn,` = max
{
ω, ε

(m)
n,` f`(θn) + ε

(a)
n,`

}
. (1)

Les bruits ε(a)n,` et ε(m)
n,` sont supposés indépendants et de va-

riances respectives σ2
a and σ2

m connues. Comparé à d’autres
travaux de la littérature [3], la contrainte E[ε(m)

n,` ] = 1 n’est pas
considérée dans ce travail. Une telle approche permet de définir
les vraisemblances approchées de la partie 2.3 à partir des deux
premiers moments de (1).

Dans notre application « fil rouge », Y est une image multis-
pectrale dont chaque pixel contient l’intensité de L raies spec-
trales de 12CO, voir Fig. 1. Les écarts-type des bruits valent
σa = 1,4× 10−10 erg cm−2 s−1 sr−1 et σm = log(1.1) pour
des intensités variant typiquement entre 10−18 et 10−3. Le mo-
dèle direct utilisé est encodé par le code Meudon PDR [4], qui
calcule des intensités de raies d’émission à partir de paramètres
physiques. En particulier, la Fig. 1c montre la proportion de
raies censurées pour chacun des pixels.

2.2 Réduction de modèle
Dans l’application astrophysique considérée, pour un vec-

teur de paramètres physiques θ ∈ RD, une évaluation du code
Meudon PDR [4] prend quelques heures. Pour éviter de re-
courir à des approches telles que les algorithmes Approximate
Bayesian Computation (ABC) [5] qui nécessiteraient de nom-
breuses évaluations du code Meudon PDR, nous l’approchons
par une fonction explicite facile à évaluer numériquement. Des
considérations physiques nous amène à supposer f` strictement
positive et C∞ pour tout ` ∈ [[1, L]]. Pour calculer efficacement
les gradients du modèle approché, nous proposons une approxi-
mation polynomiale sur le log des intensités :

∀`, f̃`(θ) = exp
[
P̃`(θ)

]
. (2)

Les coefficients des polynômes P̃` sont estimés avec une ré-
gression avec régularisation de Tikhonov sur une grille de 1362
simulations. Avec une validation croisée leave one out, nous
estimons une erreur moyenne d’un facteur 1.09 (en échelle li-
néaire). Guidés par l’application, nous définissons un ensemble
de validité pour θ : C = [l1, u1] × . . . × [lD, uD] ⊂ RD, où
ld, ud ∈ R sont des bornes sur θd.

2.3 Vraisemblance avec mélange de bruits
Pour simplifier la présentation, seul le cas non censuré est dé-

taillé. À notre connaissance, aucune approche MCMC de la lit-
térature ne permet de prendre en compte les deux bruits simul-
tanément et de façon exacte. En général, une vraisemblance ap-
prochée purement additive ou multiplicative est considérée [3].
Le bruit additif (resp. multiplicatif) dans (1) peut être négligé
lorsque f`(θ) → +∞ (resp. lorsque f`(θ) → 0). Nous consi-
dérons donc une combinaison de deux approximations de la
vraisemblance : l’une additive et l’autre multiplicative. En pro-
cédant de manière similaire à [3], la première s’écrit

yn,` ' f̃`(θn) + e
(a)
n,`, e

(a)
n,` ∼ N (ma,n,`, s

2
a,n,`), (3)

où ma,n,` et s2a,n,` correspondent aux deux premiers moments
du mélange de bruits de (1). La seconde est donnée par

yn,` ' e(m)
n,` f̃`(θn), e

(m)
n,` ∼ logN (mm,n,`, s

2
m,n,`). (4)

Ces approximations additive et multiplicative définissent deux
vraisemblances, notées π(a)(yn,`|·) et π(m)(yn,`|·). La vrai-
semblance d’origine π(yn,`|·) est approchée par

π̃(yn,`|θn) ∝ π(a)(yn,`|θn)λ(θn)π(m)(yn,`|θn)1−λ(θn), (5)

où λ ∈ C 2(RD, [0, 1]) est une sigmoïde qui contrôle la com-
binaison des deux approximations et vérifie : λ(θ) → 1 quand
f̃`(θ)→ 0, et λ(θ)→ 0 quand f̃`(θ)→ +∞. Cette sigmoïde
est paramétrée par deux scalaires a > 0 et αf > 1, qui dé-
terminent respectivement la position et la vitesse de transition.
Lorsque a→ 0 (resp. quand a→ +∞), seule l’approximation
multiplicative (resp. additive) est considérée. De même, plus
αf est grand, plus la transition est rapide.

2.4 Minimisation de l’erreur d’approximation
Pour évaluer la pertinence de l’approximation proposée à

(σa, σm) et (a, αf ) fixés et la comparer à des approximations
purement additive ou multiplicative, nous proposons le critère
quantitatif suivant. Pour chaque raie `, nous utilisons la dis-
tance de Kolmogorov-Smirnov D(`)

K-S :

D
(`)
K-S

(
π, π̃(a,αf )

)
: θ 7→ sup

y∈R

∣∣∣F (`)(y|θ)− F̃ (`)
(a,αf )

(y|θ)
∣∣∣ (6)

où F (`) (resp. F̃ (`)
(a,αf )

) est la fonction de répartition de la mar-
ginale de la raie ` pour la vraisemblance cible (resp. l’approxi-
mation proposée). En supposant que θ suit une loi uniforme sur
C, nous considérons :

g(a, αf ) =
1

L

L∑
`=1

E
[
D

(`)
K-S

(
π, π̃(a,αf )

)
(θ)
]
. (7)

Les valeurs de (a, αf ) sont ajustées en minimisant g. La Fig. 2
illustre l’évolution de g avec a et αf dans l’exemple considéré.
En particulier, l’erreur d’approximation associée au meilleur
couple (a, αf ) est environ 8 fois (resp. 20 fois) inférieure à
celle d’une approximation purement gaussienne (resp. lognor-
male), ce qui prouve l’intérêt de notre approche.



FIGURE 2 – Évolution de log10 g définie dans (7) pour
l’exemple « fil rouge ». a → +∞ correspond à un modèle pu-
rement additif, et a → 0 à un modèle purement multiplicatif.
La croix rouge indique le minimum de log10 g.

2.5 Régularisation et distribution a posteriori
La loi a priori suivante est combinée avec la vraisemblance

approchée proposée. Un lissage spatial traduit des considéra-
tions physiques. Puisque f̃ est définie à partir d’une grille sur
C, les paramètres de chaque pixel sont supposés appartenir à cet
ensemble : Θ ∈ CN . La prior considérée est ainsi de la forme

π(Θ, β) ∝ exp (−h(Θ, β)− ιCN (Θ)) , (8)

où h(Θ, β) est pour l’exemple considéré une régularisation `2
au carré sur les cartes de gradients de chaque paramètre phy-
sique ; β ∈ RD correspond aux paramètres de cette régulari-
sation ; ιCN est la fonction indicatrice sur l’ensemble de vali-
dité complet CN : ιCN (Θ) = 0 quand Θ ∈ CN et +∞ sinon.
Pour assurer la régularité C 2 nécessaire au noyau P-MALA,
nous utilisons une approximation lisse de ιCN dont on contrôle
l’erreur. L’approximation de π(Θ, β) correspondante est notée
π̃(Θ, β). La posterior obtenue en combinant (5) et (8), après
marginalisation des hyperparamètres, est de la forme :

π(Θ|Y ) ∝

[
N∏
n=1

L∏
`=1

π̃(yn,`|θn)

]∫
π̃(Θ, β)dβ. (9)

3 Échantillonneur MCMC
Dans la mesure où le modèle direct approché f̃ et ses dé-

rivées couvrent de nombreuses décades, les constantes de Lip-
schitz des gradients partiels de la log-posterior sont très grandes.
C’est une difficulté majeure pour des algorithmes d’échantillon-
nage classiques comme MALA [6], dont le pas est inverse-
ment proportionnel à cette constante de Lipschitz. Une solu-
tion consiste à utiliser un pas exploitant la géométrie locale
de la log-posterior au voisinage de l’itéré considéré. Pour ce
faire, nous utilisons une version préconditionnée de MALA,
P-MALA [1] avec un préconditionneur RMSProp. Ce noyau a
déjà été utilisé dans la littérature [7].

Une seconde difficulté majeure est la non log-concavité de la
posterior, potentiellement multimodale. Des échantillonneurs

comme Metropolis-Hastings (MH) [8], MALA ou P-MALA ne
parviennent pas à explorer efficacement de telles distributions
et restent bloqués dans un minimum local. Des échantillon-
neurs alternatifs ont été proposés (darting MC [9], wormhole
MC [10], etc.), mais la plupart sont basés sur l’interaction entre
plusieurs chaînes de Markov ou une identification des modes
avant ou pendant l’échantillonnage, ce qui est coûteux en temps
de calcul. Dans le cas étudié, un noyau MH avec une distri-
bution uniforme sur CN serait simple mais inefficace : nous
améliorons ce noyau MH de trois manières. Sur une itération,
au lieu de considérer l’ensemble CN ⊂ RN×D, nous choisis-
sons aléatoirement une composante n ∈ [[1, N ]] et échantillon-
nons sur C ⊂ RD. Ensuite, nous utilisons une approche MTM
(Multiple-Try Metropolis) [2] qui génère K > 1 candidats, en
sélectionne un et effectue une étape d’acceptation-rejet. Bien
qu’utiliser K candidats augmente la durée d’une itération, cela
permet d’augmenter considérablement la probabilité d’accep-
tation. Enfin, au lieu de générer des candidats indépendants
avec une loi uniforme sur C, nous utilisons un algorithme de
Monte Carlo Stratifié [11] qui couvre mieux cet ensemble.

À chaque itération, un de ces deux noyaux est utilisé, avec
une probabilité p ∈]0, 1[ pour le noyau MTM et 1 − p pour
le noyau P-MALA, ce qui permet de combiner leurs avantages
respectifs. Cet échantillonneur peut explorer efficacement une
loi a posteriori très irrégulière et potentiellement multimodale.

4 Illustration

Le potentiel de notre approche est illustré sur notre problème
astrophysique synthétique « fil rouge ». La carte des paramètres
à estimer Θ, représentée en colonne 1 de la Fig. 3, contient
N = 10 × 10 vecteurs de paramètres θn = (κ, Pth, G0, AV ).
Le facteur κ, fixé à 1 sur toute la carte, est relié aux condi-
tions d’observation (facteur de dilution, angle de vue, etc.).
Les principaux paramètres d’intérêt sont la pression thermique
Pth, l’intensité du flux radiatif UV G0 et l’extinction visuelle
AV . Pour chaque pixel n, le modèle direct réduit f̃ génère
L = 10 intensités de raies d’émission de 12CO, dont certaines
sont représentées Fig. 1. Pour se placer dans des conditions réa-
listes inspirées de [12], les observations sont dégradées avec
des bruits additif et multiplicatif correspondant à du bruit ther-
mique et à des erreurs de calibration. L’ensemble C est dé-
fini par κ ∈ [10−1, 101], Pth ∈ [105, 109]K.cm−3, G0 ∈
[100, 105], AV ∈ [1, 40]mag. Puisque les paramètres d’intérêts
parcourent plusieurs décades, l’échantillonnage et les estima-
tions sont faites dans l’espace logarithmique. Enfin, pour effec-
tuer la marginalisation décrite dans (9), les paramètres de régu-
larisation β et les paramètres Θ sont échantillonnés conjoin-
tement en suivant [13]. Puisque l’approche présentée produit
des échantillons de la posterior, elle donne simultanément ac-
cès à des estimations ponctuelles et aux intervalles de crédi-
bilité correspondant, présentés dans les colonnes 2 et 3 de la
Fig. 3. Les résultats sont remarquablement cohérents avec la
physique sous-jacente.



FIGURE 3 – À gauche : cartes 10 × 10 de Θ ; au milieu :
MMSE estimé ; à droite : taille des intervalles de crédibilité
(I.C.) à 95%, définie comme log10 q97.5 − log10 q2.5.

5 Conclusion
En partant d’un problème inverse de radio-astronomie im-

pliquant un mélange potentiellement censuré de bruits additifs
et multiplicatifs et des cartes d’intensités couvrant plusieurs
ordres de grandeur, nous avons construit une distribution a pos-
teriori approchée qui permet de bien estimer des paramètres
physiques. Afin de résoudre ce problème inverse, décrit par
une log-posterior non concave et sans régularité exploitable,
un échantillonneur MCMC combinant des noyaux MTM et P-
MALA a été introduit. Cette méthode fournit de bonnes estima-
tions et des intervalles de crédibilité pertinents, comme illustré
sur un exemple synthétique. La généralité de l’approche la rend
adaptable à une grande variété de problèmes inverses difficiles.
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