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A l'occasion de son soixante et uniéme anniversaire

RESUME. Le graphe divisoriel est le graphe non orienté dont les sommets
sont les entiers strictement positifs et deux entiers sont reliés par une aréte
quand le petit divise le grand. On note f(z) le nombre maximum de som-
mets d’un chemin injectif dans la restriction du graphe divisoriel aux entiers
< z. En s’inspirant de la structure conjecturalement fractale de ces chemins
optimaux, Tenenbaum a donné une construction d’un chemin injectif dont
on sait maintenant qu’elle fournit la minoration f(xz) > (¢ + o(1))x/logx
avec ¢ = 0,07 quand z — +o00. En améliorant sa construction, on obtient
¢ = 0,37. On donne également une minoration d’une variante de la fonc-
tion f(x), qui permettra de répondre a une question d’Erdds dans un travail
ultérieur.
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1 Introduction

la) Structure fractale des chaines de longueur maximum

On appelle graphe divisoriel le graphe non orienté dont les sommets sont
les entiers strictement positifs et deux entiers sont reliés par une aréte quand
le petit divise le grand. On appelle chaine de longueur k toute suite finie
d’entiers strictement positifs a1, as, ..., a; deux a deux distincts tels que a;
est un diviseur ou un multiple de a;,; pour tout entier ¢ vérifiant 1 <7 < k—1.
On note f(z) la longueur maximum d’une chaine de la restriction du graphe
divisoriel aux entiers < z.

La structure fractale conjecturale des chaines de longueur maximum n’a
jamais été évoquée jusqu’a présent. Nous le faisons ici pour deux raisons.
D’abord parce que c’est beau. Ensuite car cela éclaire les travaux passés,
présents et peut—étre futurs sur le comportement asymptotique de la fonction
f(x). Commencons par un petit historique.

C’est en lien avec le travail [4] d’Erdés, Freud et Hegyvari que Pomerance
|9] introduit la fonction f(z) et résout une conjecture de Hegyvari en mon-
trant que f(z) = o(x). Avec la minoration de Pollington [8], on sait en 1983
qui est Pannée de parution des trois articles [4], [9] et [8] que

X

p{(@ + o(1))viog s Toglog ) —

Les travaux de Tenenbaum [21] et moi-méme [12], [14] et [15] ont permis
d’établir dix ans plus tard qu’il existe deux réels a et b avec b > a > 0 tels
que pour tout z > 2

f(x)=o0(z), (xr— 400).

(1.1) a < flx) <b

log © — logz’

Des considérations théoriques et des calculs numériques ameénent a émettre la



CONJECTURE E.
1l existe un réel ¢ vérifiant 3 < ¢ < 7 tel que

X

flx)~c

— .
gz (z = +o0)

Découpons la recherche de cette conjecture en trois questions distinctes :
montrer que f(z)/(x/logx) converge quand = — +o0,

que Q= lir_rg&f(f(x)/(x/ logx)) > 3,
et que [ :=limsup(f(x)/(z/logx)) < T.

T—r+00

Aucune minoration (respectivement majoration) effective de «a(resp.s)
n’avait été donnée jusqu’a présent. Nous allons nous focaliser ici sur la mi-
noration de «, que l'on peut aborder maintenant grace au récent travail
numérique de Weingartner sur les entiers a diviseurs denses |26].

Une question plus profonde est celle de la structure des chaines d’entiers
< 2 de longueur maximum f(z). On va voir que dans 'exemple z = 100,
I'une de ces chaines (c’est probablement le cas de toutes) a une structure
fractale.

Chadozeau |2]| a montré que f(100) = 77. Donnons un exemple de chaine
d’entiers < 100 formée de 77 entiers.

62—-31-93-1-87—-29—-58—-2—-92—-46 —23 —-69 — 3—
07T—19—-38—-76—-4—-68—-34—-17—-8—-5—-65—-13 —52 — 26 — 78—
6—-24—-48—-96—-12—-72—-36—18 —54 — 27— 81 — 9—

63 —-21 —42 -84 —-28—-56—-14—-98 -49 -7 — 35— 70—

10 =60 —30 —90 — 45 — 15— 75 — 25 — 50 — 100 — 20 — 40 — 80—

16 =32 —-64 -8 —-88 —44 —22 - 66 — 33 — 99 — 11 — 55.

On constate que les entiers ayant le méme plus grand facteur premier ont
tendance a étre regroupés en « sous—chaines ». Cela signifie qu’ils forment un
ensemble d’entiers consécutifs dans la chaine. Par exemple ceux dont le plus
grand facteur premier est 7 sont regroupés a la quatriéme ligne. Pour faire
apparaitre cette structure, on récrit cette chaine sous la forme suivante ot on
factorise une sous—chaine a plus grand facteur premier constant par ce plus
grand facteur premier.



31(2—1-3) (4—2-1-3) 9(3—1-2—4) 17(4—2—-1-5) 3(5—1—4—2-6)

\/m\/ \/ y \/ |

(1.2)

-+ 3(2—-8—16—32—4—24—12—6—18—9—27—3)—7(9—3—6—12—4—8—2—14—7—1—5—10)
—5(2—12—6—18—9—3—15—5—10—20—4—8—16) —2(8—16—32—4)—11(8—4—2—6—3—9—1—5)

On appellera composante extérieure de la chaine (1.2) la sous—chaine qui relie
62 a 78. On appellera composante intérieure celle qui relie 6 a 55.

Introduisons quelques notations. On utilisera les lettres n et p pour dé-
signer respectivement un entier strictement positif générique et un nombre
premier générique. On note classiquement P(n) le plus grand facteur pre-
mier de Pentier n > 2 avec la convention P(1) = 1; on note également
S(z,y) ={n <x:P(n) <y} et ¥Y(z,y) = |S(z,y)|. Notons ici C(x,y) une
chaine générique d’entiers de S(x,y). On étend f(x) en la fonction f(z,y) de
deux variables qui représente la longueur maximum d’une telle chaine C(z, y).
Quand y > z, on note plus simplement C(z) & la place de C(z,y). Avec ces
notations récrivons la chaine (1.2) sous forme synthétique :

31C(3)  20C/(3) 23C(4) 19C(5) 17C/(5)  13C(6 ]
comp.
\/\/\/\/\/\
C(100) _
- 3C(33.3) — TC(14,7) — 5C(20,5) — 2(50,2) — 11C(9) |int.

Faisons & présent quelques observations sur cette chaine (1.2). On note
x = 100. D’abord, on I'a déja observé, elle est formée d’une concaténation
de sous—chaines pC(z/p,p) ou p décrit les nombres premiers de l'intervalle
2,31]. Dans la composante extérieure ces sous—chaines p C(z/p, p) sont reliées
par un « connecteur extérieur », qui est suivant les cas 1, 2, 3, 4 ou 5. C’est
obligatoire car ces nombres premiers p vérifient p > /. A I'exception de ces



connecteurs extérieurs qui jouent un role spécifique, pour chaque p < 31 les
entiers n de la chaine qui vérifient P(n) = p sont regroupés dans une seule
sous—chaine pC(z/p,p).

Pour la composante intérieure de (1.2), appelons connecteur intérieur un
entier qui est simultanément extrémité d’une sous—chaine pC(x/p,p) et di-
viseur de 'extrémité d’une sous—chaine C(z/p,p’) voisine avec p < p’. Ces
connecteurs intérieurs sont 6, 9, 10, 16 et 8.

Au theorem 1 de [4], Erdos, Freud et Hegyvari ont introduit la fonc-
tion L(N) qui représente le minimum sur toutes les permutations o de
{1,2,..., N} de la quantité lgi}%ppcm(a(kz),a(k: + 1)) et ont montré que

L(N) ~ N%/4log N. Pour la majoration, ils ont été amené a construire une
permutation o pour laquelle le N-uplet (o(1),0(2),...,0(N)) a une struc-
ture fortement apparentée a celle de la chaine (1.2). En particulier, ils re-
groupent les entiers ayant le méme plus grand facteur premier p en des inter-
valles qu’ils appellent blocs, et ils séparent ces blocs par des « séparateurs »
quand p > v/N. Leurs blocs sont nos sous—chaines; leurs séparateurs sont
nos connecteurs extérieurs. L’analogie est naturelle car les deux problémes
sont apparentés. C’est d’ailleurs le travail [4] qui est a l'origine de tous les
travaux sur le graphe divisoriel.

Il faudrait analyser des chaines d’entiers < x de longueur maximum avec
des x beaucoup plus grand pour bien voir le caractére fractal de ces chaines.
On le voit quand méme apparaitre dans (1.2), par exemple avec la sous—
chaine C(14,7). En effet, comme dans (1.2), ses entiers y sont regroupés en
sous—chaines a facteur premier constant, toujours avec le partage composante
extérieure/intérieure

C(14,7):3(3-1-2—-4)—22—-4—-1)—7(2—-1)

5(
1 \/
1

L J L J

1-2)

composante intérieure composante extérieure

On constate que toutes les chaines C(x/p,p) (et C'(3) et C'(5)) avec 3 < p <
31 de (1.2), ont aussi la méme structure que (1.3) méme si elle est souvent
dégénérée, car z/p, ou p, est petit.

Derniére observation sur cette chaine : les deux ordres de I'arithmétique,



Pordre usuel < et l'ordre divisoriel, sont simultanément présents dans la
chaine (1.2). En effet les connecteurs extérieurs sont les entiers < 5, qui ap-
paraissent par ordre croissant. Aussi toujours dans la composante extérieure,
les nombres p des sous—chaines pC(x/p,p) apparaissent cette fois par ordre
décroissant. L’ordre divisoriel est lui présent dans le fait que les entiers ayant
le méme plus grand facteur premier (& 'exception des entiers qui servent de
connecteur extérieur dans la premiére partie) sont regroupés en une seule
sous—chaine.

Une question de fond est de chercher dans quelle mesure cette structure
fractale de la chaine C(100) s’étend a tous les . Faire cette recherche consti-
tue une piste naturelle pour avancer vers une preuve de la conjecture E. C’est
dans [12] qu’a été effectué le premier pas dans cette direction.

La construction d’une chaine avec une composante extérieure est déli-
cate. C’est di au fait qu'il faut choisir des connecteurs extérieurs qa (avec ¢
premier et P(a) < ¢) dans l'ensemble ¢ S(x/q,q). La difficulté est alors de
pouvoir s’assurer que ces entiers qa ne seront pas utilisés dans les sous—chaines
qC(x/q,q) de la composante intérieure.

C’est pourquoi on a construit dans [12] une chaine réduite & sa composante
intérieure. Les travaux ultérieurs ont montré qu’il suffisait de construire ce
type de chaine pour démontrer que f(z) < z/logx.

En réalité, on construit d’emblée des chaines C(z,y) d’entiers de S(z,y)
ayant donc la structure

x x
plc(—7p1) - —ch(f;pj)—
(1.4) C(z,y) : by bi o
pj-l—lc(_vpj-‘rl) — _pkc(_apk)
Pj+1 Dk
ot {p1,pa,...,pr} constitue un ensemble P(x,y) de nombres premiers qui

sont inférieurs ou égaux a min(y,+/z). La plupart des chaines qui ont été
construites a partir de 1992 pour minorer f(x,y) et ses variantes ont la
structure (1.4) (voir [12], [21], [13], [17] et [7]).

L’objet de ce présent travail est de construire deux nouvelles chaines d’en-
tiers de S(x,y) de la forme (1.4). La premiére est dans la lignée du travail de
Tenenbaum [21] et permet d’améliorer la minoration de « qu’il fournit. La
construction de cette chaine est directe et rapide. La seconde chaine permet
de répondre dans [18] & une question d’Erdés. La construction est plus longue
car on est obligé cette fois d’y incorporer une composante extérieure. Voyons
tout cela plus en détail.



Notons n = pips -+ - pawm) la décomposition de 'entier n > 2 en facteurs
premiers avec

pL=>p2 > 2 Pan)-
On définit la fonction de Schinzel-Szekeres [19] par

S(n) = Y
(n) 1;]5125(”)291292 Pk—1D},

et on note par convention S(1) = 1. On note

Alz,y) ={n:S5(n) <z, P(n) <y}.
On vérifie facilement que I'on a pour tous x > 1 et y > 2, la formule fonda-
mentale

(1) Ay =l U »a(e)

p<min(y,\/z)

Or si on identifie une chaine a l’ensemble de ses entiers, les chaines C(z,y)
ayant la structure (1.4) vérifient

Clx,y)= || pClz/p.p)

pEP(z,y)

ou P(z,y) est un ensemble de nombres premiers inférieurs ou égaux a min(y, /).

La formule (1.5) montre donc que les ensembles A(z, y) ont une structure
fractale fortement apparentée a la structure fractale conjecturée des chaines
C(z,y) de longueur maximum f(x,y). Il est donc naturel de chercher & utiliser
les entiers de A(x,y) en conservant la structure (1.5), pour construire de
longues chaines d’entiers de S(z,y).

Notons

S'(z,y) ={n<z:P(n) <yet p*(n) =1}

et
A(z,y) ={n:5(n) <z, P(n) <yetp*(n) =1}

ot p(n) désigne la fonction de Mobius. Concrétement, Tenenbaum [21] construit
de maniére récursive une famille de chaines C'(z,y) ayant la structure (1.4)
et qui vérifie

A(z/2,y) C C'(z,y) C S'(z,y).



Notons A(z,y) = |A(z,y)| et A'(z,y) = |A'(z,y)|. 1l obtient ainsi

(1.6) flz,y) 2 Al(z/2,y),  (z=1,y2>2)

On poursuit ici ce travail de Tenenbaum en se libérant de la contrainte
pour les entiers des chaines d’étre sans facteur carré. On établit le

THEOREME 1.1. Soient x > 1 et y > 2. Il existe alors une chaine C(z,y)
vérifiant

A(z/2,y) C C(x,y) C S(x,y).
On a donc aussi

COROLLAIRE On a pour tous x > 1 ety > 2

f(x,y) ZA(gay)'

La fonction de Schinzel-Szekeres S(n) est intimement liée aux entiers a
diviseurs denses. Nous les évoquons ici car ¢’est la minoration de la fonction
de répartition des entiers a diviseurs 2—denses qui va permettre de donner
une minoration du réel a du début de cette introduction.

Pour tout entier n > 2, on désigne par 1 = di(n) < ds(n) < -+ <
dr(n) (n) = n la suite croissante de ses diviseurs. On dit que 'entier n est a
diviseurs t—denses quand il vérifie

C’est Erdos 3] qui s’est le premier intéressé & ce type d’entiers en 1948.
Ils ont été ensuite étudiés notamment par Tenenbaum et moi-méme, entre
1986 et 1999 (|20], [21], [14], [16]). Les remarquables travaux de Weingartner
depuis 2001, dont un avec Pomerance, et un avec Pomerance et Thompson,
ont énormément amélioré la connaissance que nous avons de ces entiers ([22],
23], [24] [25], [10], [26], [11], [27], [28] et [29]).
Par convention, on écrira que pour n = 1
diz1(n)

max ———2 =
1<i<r(n) d;(n)



Notons

D(z,t) :Hngx: max Mgt}‘

1<i<r(n) di(n)
et
/ _ . di+1(n) 2 _
D'(x,t) = Hn <uz: 1§rln<a:(<n) iy Stetp (n) = 1}’

En 2014, Weingartner (Corollary 1.1 de [25]) a montré que pour tout réel
t > 2 fixé, il existe un nombre réel ¢; > 0 tel que

es(1+o(pD) @22

Deux ans plus tard, Pomerance, Thompson et Weingartner ont établi un
résultat analogue pour D'(x,t) (cela découle du theorem 3.1 de [10]) : il
existe un nombre réel ¢, > 0 tel que

loz$<1+0t(lo;;:c)>’ (z>2).

De plus, Weingartner a démontré récemment un encadrement pour certains
de ces réels ¢; et ¢, (|26] Corollary 2 et Corollary 7). Il obtient en particulier

(1.7) D(z,t) =¢

(1.8) D'(z,t) =,

(1.9) co=1,2248 - --
et
(1.10) 0’2 =0,0686 - -

Le lien entre la fonction de Schinzel-Szekeres et les entiers a diviseurs
denses est matérialisé par la formule

_ dit1
(1.11) S(n) = nlgﬁ}({n) Z

qui a été établie par Tenenbaum (lemme 2.2 de [20]).
Rappelons que 'on note

o = lim inf f(x) .
T—+00 x/ logx

10



Avec (1.8) et (1.10), il est facile de montrer (voir I’Annexe 1) que le résultat
de Tenenbaum (1.6) fournit la minoration JB

a > 0,07.

Si on utilise & la place le Corollaire combiné avec (1.7), (1.9) et 1'étude de
Weingartner de la répartition des entiers a diviseurs 2-denses dans les classes
de congruence modulo 12 (voir [27]), on obtient cette fois (voir I’Annexe 2)
la minoration CG

(1.12) a>0,37.

Etudions & présent le cas o y est petit devant z. En 2008, Mazet (théo-
réme 3.0.2 de [5]) a montré que pour tout y > 2 fixé, dés que z est suffisam-
ment grand relativement a y, la restriction du graphe divisoriel a S(z,y) est
un graphe Hamiltonien. Je pense que l'on a la forme effective suivante du
résultat de Mazet.

CONJECTURE P. On a pour 2 <y <logzx

fz,y) = V(z,y).

Le résultat suivant constitue un premier jalon vers cette conjecture.

THEOREME 1.2. On a uniformément pour

(1.13) 2 < y < logs
U (z,y) log y y
) O( >>< y) < U(x,y).
1+1OZI< N y _'_logm.logy < f(z,y) < V¥(z,y)

Remarquons que 1'on a en particulier f(z,y) ~ ¥(x,y) dés que = et y
tendent vers +o0o de telle sorte que y = o(log z).
Notons que la minoration (1.6) ne permet pas d’établir le théoréme 1.2.
En effet si on fixe y > 2, on a A'(x,y) < |S'(z,y)] = O(1), alors que
lim W(x,y) = +o0.

T—r—+00
Cet encadrement de f(z,y) est de méme nature que celui du theorem 1.1

du trés récent travail de Mehdizadeh [6] sur la question du probléme de la
table de multiplication d’Erdds pour les entiers sans grand facteur premier.
D’ailleurs on reprend une partie de son argumentation.

11



Donnons la preuve de la minoration du théoréme 1.2, qui se découpe en
trois étapes. La premiére est d’utiliser la minoration du Corollaire

T
La seconde consiste & utiliser la minoration immeédiate

AGr9) 2 Wiz ).

La troisiéme et derniére est de procéder comme dans la preuve du Corol-
lary 2.3 de [6], en montrant que 'on a

By = V(z,y) <1+O(logy+ y ))

277 1+ o Yy logx - logy

dans le domaine (1.13).

Dans la suite de cet article, on utilise les notations suivantes. Soient u et v
deux fonctions définies sur une partie D de R™¢ & valeurs dans R™*. On note
u(X) < v(X) (respectivement u(X) > v(X)) pour signifier qu’il existe un
réel positif K tel que pour tout élément X de D, on a u(X) < Kg(X) (resp.
u(X) > Kv(X)). On écrit u(X) < v(X) quand on a simultanément u(X) <
v(X) et u(X) > v(X). Quand la constante K dépend d’un paramétre 7,
c’est & dire est une fonction de 1, on écrira par exemple u(X) <, v(X) a la
place de u(X) < v(X).

1b) Longues chaines d’entiers de A(zx,y)

On s’intéresse & présent a une autre question relative aux longues chaines
d’entiers. Notons R(z, z) le cardinal maximum de I'union de chaines d’entiers
< z deux & deux disjointes et toutes de longueur z. Dans [18] on démontre
I'encadrement

X

(1.14) R(z,z) =< (2 <2< f(x)),

log 2’ - -
qui sera utilisé pour répondre a une question d’Erdos.
Notons
A(x) = A(x,z) ={n:S(n) <z},
Alz) = |A(z)]
et désignons par f,(x) la longueur maximum d’une chaine d’entiers de A(x).
Pour établir (1.14) on met en lumiére une équation fonctionnelle approchée

12



de R(z,z) qui fait intervenir la fonction f,(z). Pour itérer cette équation
fonctionnelle, on a besoin de la minoration

(1.15) fa(z) > x/logw.

Pour démontrer cette minoration, ma premiére idée était ambitieuse :
il s’agissait de montrer que f,(z) prend pour tout x la plus grande valeur
possible, i.e. f,(z) = A(z) et on a (1.15) par 'estimation A(x) < z/logx
(voir le lemme 4.2 ci—dessous). Autrement dit, il s’agissait de confirmer 1’

HYPOTHESE A. Pour tout N > 1, on peut ordonner [’ensemble A(N) en
une chaine.

Il serait a désirer, sans doute, que l'on eiit une démonstration rigoureuse
de cette proposition; néanmoins j’ai laissé cette recherche de coté pour le
moment aprés quelques rapides essais infructueux car elle parait superflue
pour le but immédiat de mon étude.

En effet, j’ai pris conscience que 'on pouvait réutiliser la méthode de
minoration du chapitre 8 de [13]. Je me contente donc de montrer ici (1.15).

THEOREME 1.3. Il existe deux réels ¢ et K avec K > ¢ > 0 tels que pour

tout x > 2, on a

T < fule) < K—

Cc

log logx’

La majoration découle immédiatement de (1.1). Pour la minoration on
note S*(z,y) = {n : v <n < x,P(n) < y}. Notons f,(x,y) (respective-
ment f*(x,y)) la longueur maximum d’une chaine d’entiers de A(z)NS(z,y)
(resp. A(z) N 8*(z,y)). On désigne par P~ (n) le plus petit facteur pre-
mier de Uentier n > 2 avec la convention P~(1) = +o00. Notons également
Alz,y,z) = |{n: S(n) <z : P(n) <yet P (n) > z}|. On montre en fait le

THEOREME 1.4. ] existe un réel M > 1 tel que pour tous v > 8 et y > 2,

on a
Xz

falw,y) > falz,y) > A(M

Y y? 2) *
On sait que A(z,x,2) < x/logz (voir le lemme 4.2). Donc la minoration
fa(x) > x/logx du théoréme 1.3 résulte immédiatement du théoréme 1.4.
La structure générale de la preuve du théoréme 1.4 est identique a toutes
celles des minorations de variantes de la fonction f(x,y) : on construit une

13



longue chaine d’entiers de A(x) N S*(z,y) en juxtaposant de longues sous—
chaines a plus grand facteur premier constant. La preuve est cependant sen-
siblement plus longue. C’est dii au fait que cette fois on est obligé, quand
y = /7 par exemple, d’introduire une composante extérieure. En effet sup-
posons que pa (avec P(a) < p) et p'a’ (avec P(a’) < p’) sont deux entiers
de A(x) tels que pa est le connecteur intérieur entre les deux sous—chaines
pC(x/p,p) et p'C(x/p',p") d’extrémités voisines pa et p'a’. Alors p'a’ est un
multiple de pa. Donc il existe a” tel que p'a’ = p'pa” avec P(a”) < p. La
condition p'pa” € A(z) entraine alors I'inégalité p'p? < z, qui ne peut pas
étre vérifiee quand p’ > p > x'/3. Cela améne & regrouper toutes les sous—
chaines pC(z/p, p) avec p > 2'/3 dans une composante extérieure.

Or comme on l'a déja évoqué, cela crée une difficulté. En effet, il faut
s’assurer, non seulement qu’il y a suffisamment de connecteurs extérieurs ga
(avec P(a) < ¢) a notre disposition, mais aussi que ces entiers ga ne sont
pas présents dans les sous—chaines ¢ C(z/q, ¢) de la composante intérieure. Le
premier point sera vérifié au paragraphe 8.4. Pour le second, voir la remarque
du paragraphe 8.7.

1c) Utilisation d’inégalités de Buchstab en théorie multiplicative
et additive des nombres.

I’itération d’identités ou d’inéquations de Buchstab est un outil important
de la théorie analytique des nombres. Suivant les cas on est amené & cribler
par les petits ou les grands facteurs premiers. Notons 7(z, k) = [{n < x :
w(n) = k}|. Dans [1|, Balazard crible par les petits facteurs premiers en
prolongeant m(z, k) par

m(x,z,k) :=|{n <z : P (n) > zetw(n) =k}.

C’est en itérant I'identité de Buchstab que cette derniére fonction vérifie, qu’il
a prouvé la conjecture d’Erdés suivante : pour tout = suffisamment grand, la
suite (7(z, k))r>1 est unimodale.

L’itération d’identités de Buchstab a été également utilisée plusieurs fois
dans le cadre de ’estimation de la fonction de comptage des entiers a diviseurs
denses : dans [21], [16] et pour le Lemme 3 de [11], on itére I'identité de
Buchstab obtenue en classant les entiers par leur plus petit facteur premier
aprés avoir criblé par les petits facteurs premiers. Dans [13], [14] et [15], ¢’est
avec les grands facteurs premiers. Pomerance et Weingartner ont montré
trés récemment que le nombre de nombres premiers p < x tels que p —
1 est un nombre pratique, est < x/log®x, ce qui est I'ordre de grandeur
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attendu (Theorem 1 de [11]). Pour cela, ils réutilisent la méthode d’itération
d’inégalité de Buchstab de [14].

Le travail [12] a permis de dégager une méthode générale pour minorer
la longueur maximum d’une chaine d’entiers vérifiant au moins la propriété
d’appartenir & S(z,y). Il s’agit de combiner la construction d’une chaine
d’entiers ayant la structure (1.4) avec l'itération d’une inégalité de Buchstab.
Cette méthode a donc été utilisée dans [12], mais aussi dans [13], aux lemmes
5 et 6 de [17] et dans [7]. C’est encore comme cela que I'on travaille ici pour
établir le théoréme 1.4.

2 Opérations sur les chaines

Les constructions de longues chaines s’obtiennent en effectuant diverses
opérations sur des sous—chaines (voir [12], [21], etc).

Plutot que de donner une définition formelle, on rappelle la nature de ces
opérations sur des exemples. Soit C; = 2 — 6 — 3. La chaine 3 — 6 — 2 est
Iinverse de Cy, et est notée inv C;. La chaine 14 — 42 — 21 est le produit de
C; par 7. On la note 7C;. Il y a maintenant trois variantes de « collage » de
deux chaines.

SiCy=12—24—8,
on appellera concaténation de C; et Cy et on notera C; — Cs la chaine 2 — 6 —
3—12—-24-28.

SiCy=3—12— 24,
on appellera collage de C; et Cy et on notera encore C; — Cy la chaine 2 — 6 —
3— 12— 24.

Si Cy =5 — 40 — 20,
on appellera juxtaposition de C; et Cy par le connecteur extérieur 15, la chaine
2—6—3—15—5—40— 20. On la notera

Ci Co

AN /
15

Signalons que 'on procédera parfois en deux temps. Dans un premier temps
on considérera le résultat de ces opérations de collage comme une suite finie
d’entiers et ce n’est que dans un deuxiéme temps que 'on établira que cette
suite est en réalité une chaine. On conviendra enfin que ) est une chaine.
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3 Preuve du théoréme 1.1

Notons p; < py < --- la suite croissante des nombres premiers. On pose
par convention py = 2 et p_; = 1/2. On note

J= j(fL’, y) = ﬂ-(min(ya I/2))
et

k = k(z,y) = m(min(y, \//2)).

On démontre le théoréme 1.1 sous la forme plus précise suivante :

ProPoOSITION 3.1. Soient x > 2 et y > 2.
Il existe une chaine C(x,y) d’entiers de S(x,y) qui commence en 2pj(z,)-1,
s’achéve en 2 et contient A(x/2,vy).

Démonstration. On construit la chaine C(x,y) par récurrence sur r > 1
avec

(3.1) "< x <2t et y>2

On choisit la chaine

1-2 sir=1
Cen) =]y 1 2 sir=2

et on vérifie qu’elle convient quand x < 8. On suppose maintenant que r > 3,
que toutes les chaines C(x,y) avec 2 < z < 2" et y > 2 ont été construites et
que (3.1) est vérifice. On a en particulier j > &k > 1.

Pour tout x > 4 on définit C*(z, p;) comme étant la chaine constituée de
tous les entiers 2™ vérifiant 2 < 2™ < x, par ordre décroissant.

On définit les deux suites finies d’entiers de S(z,y) suivantes :

D =p,C” (]%7291) —P2C(p%7p2> —P3C<p£3,]73) — = ppaC <p$ 7]?1@—1)

k—1
et
T .
pkc(_7pk> sik>2
&= ‘ Pk
0 sik=1.

(Sik <2, 0onadonc D =p,C*(z/p1,p1))-
Si k =1, D est une chaine.
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Supposons a présent k£ > 2. On a alors x > 18 d’ou
J(@/p2,p2) = j(x/3,3) = 7(3) = 2.

Le premier entier de py C(x/p2, p2) est donc égal a 12, qui est un multiple de
4, qui est le dernier entier de p;C*(z/p1,p1). De méme pour 3 < ¢ < k, en
utilisant que p; < pr, < \/x/2, on a

j(fﬁ/pfapé) = W(min(pg,x/Qpe)) — W(pz) — /.

Le premier entier de p, C(x/pe, pe) est donc égal & 2py_1py, qui est un multiple
de 2py_1, qui est le dernier entier de p,_1C(x/py—1, pe—1). Enfin par hypothése
de récurrence, tous les p,C(x/ps, pe) sont des chaines.

Tout cela prouve que

(3.2) D, & et D — £ sont des chaines d’entiers de S(z,y).
On définit maintenant Uinverse de C(z,y) par
2 &£-1-D si j=k
invC(z,y): | 2—-1-D-¢& si j=k+1

2-D—E—-1-2p;y si j>k+2

On voit facilement que C(z,y) est une suite finie d’entiers de S(z,y) qui
s’achéve en 2. En utilisant (3.2) et en discutant suivant les différents cas,
on vérifie que C(z,y) est également une chaine qui commence en 2p;_;. En
utilisant la formule fondamentale (1.5) et en réutilisant I’hypothése de ré-
currence on voit donc que C(z,y) D A(z/2,y). Cela achéve la preuve de la
proposition 3.1, et partant celle du théoréme 1.1.

4 La fonction A(z,y,z,1)

Pour z, y, z et t des réels positifs, on note A(z,y, z,t) :={n < x: P(n) <
y, P~(n) > z et S(n) < at} et A(z,y,2,t) = |A(z,y, 2,t)|. On (V01r la
formule (2.7) de [20]).

LEMME 4.1. Pour tout (z,y, z,t) € R™ x [1,+o0[?, on a

A(I7y7 Z7t) - ]I[l,—&-oo[(x) + Z A(J]/p,p72,t)

z<p<min(y,Vxt)

Par ailleurs on a le
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LEMME 4.2. Soient zg > 1 et 0 < e < 1/2. Sous les conditions

(4.1) r>y>a?T>2 1<t<zet1<z<z
on a
log 2t
4.2 A t) <. — .
( ) (:E?y”z? )/\ 0,€ x IOgI

Démonstration : La majoration résulte de celle du théoréme 1 de [14].
Pour la minoration, on a pour tout ¢, > 1

A(Z‘7 Y, =z, t) 2 A(I/to’ Y, z, ttO) :

11 suffit donc de prouver la minoration de (4.2) avec la condition supplémen-
taire t > ty ol £y est une constante fixée. Or justement il résulte du lemme 1
de [16] qu’il existe une constante ¢ty > 2 telle que

logt

Az, 400,2,t) >, x
( ) 0 10g:B

(4.3) sous les conditions

r>t>thetl <z<z.

On supposera donc dorénavant ¢ >ty > 2. Si y > +/xt, on a en utilisant
le lemme 4.1 et (4.3) que sous les conditions (4.1)

logt
A(z,y, z,t) = Az, +00,2,t) >, « o8

logx
Si y < V/xt, il suffit de montrer la minoration de (4.2) pour y = x'/2*=.
Or en utilisant le lemme 4.1 et (4.3), il existe une constante xq(e) telle que

sous (4.1) et la condition supplémentaire x > z((¢), on a

Az, 2272 2, t) > Alx, 2?4 2, t) — Az, /7, 2, 1)

— Z Az /p,p,z,t) = Z A(z/p, 400, 2,1)

\/5<p§x1/2+5 \/5<p§11/2+5
1 logt
logt g
>>Z() T @ E — XX .
P log =
ﬁ<p§$1/2+g
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On conclut la preuve de la minoration en remarquant qu’elle est banale si
x < xo(€).

LEMME 4.3. Il existe un entier positif v et un réel positif x1 tels que pour
tous réels x et q vérifiant

(4.4) x>z et V0 < qg<a'?

on a

Ha>\/75:P(a)§qet S(a) < 27;/5}‘ - ql\ggx.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.2, il existe un réel £ > 2 tel que

pour tous X, q et « vérifiant
X >2, X4/7<q§X, 1<2< X, ona
1 Ha<X:Pla) <get Sla) <2°X}| <

— <
E ~ X(1+a)/logX -

(4.5)
E

On choisit un tel réel E. On choisit alors aussi un entier positif v tel que
(4.6) 27 > 4E%(1 4+ 7).

On a pour z suffisamment grand, en utilisant (4.5) d’abord pour sa ma-
joration, puis pour sa minoration,

{o< \/TE ‘;(;0 <qet S(a) < QVf}\
z/q

< B m

_ 280491 2Va/g

= 2 Elog(2'x/q)

- WHQS%@P@SWS(@)Smf}\
< %){asmf:P(a)éqetS(a)f27;/5}‘
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d’aprés (4.6). Donc, en réutilisant successivement la minoration de (4.5), et
(4.6), on a

=

Ha> ?, P(a) < qet S(a) < .

[ ca e IYT pa) < g et Sl < ZYEY

q q q

> 2{a s T P < g e st < YT

1o 2VEe Ve
~ 2Elog(27Vx/q) ~ qlogx’

5 Lemme de Gronwall Bidimensionnel Discret
Arithmétique
Rappelons que 'on note

Az, y, z) = Alz,y, 2, 1).

LEMME 5.1. (lemme GBDA)
Soient h :]0, +oo[x[2, +00[— R une fonction, z > 1 et M > 1 des réels
tels que l'on a pour tous x >0 et y > 2

(5.1) M, y) = Lpioo (@) + > h(z/p. p).
z<p<min(y,r/z/M)

On a alors pour tous x >0 et y > 2

(5.2) h(z,y) > A(x/M,y, z).

Démonstration. Par le lemme 4.1 avec t = 1, on a l'identité de Buchstab

(53) A(x,y, Z) = ]1[1,+OO[(:L') + Z A(l'/pap> Z)

z<p<min(y,/x)
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pour tous x >0,y > 2 et 2 > 1.

Pour 0 < = < M, la somme en p dans (5.1) est vide. On a donc h(z,y) >
0= A(x/M,y, z) et (5.2) est vérifice.

On procéde a présent par récurrence sur £ > 0 en prouvant que l'inégalité
(5.2) est vérifice pour tous les couples (z,y) tels que y > 2 et

(I) 0<x< M2~

On I’'a montrée quand &£ = 0. On suppose & présent l'assertion vraie pour
k > 0 et Pencadrement (Ixi;) vérifié.

En utilisant successivement (5.1), la minoration M > 1 et ’hypothése de
récurrence, et enfin (5.3), on obtient

hz,y) > lpieg(@)+ > hz/pp)
Z<p§min(y7\/x/_M)
> Ty yoof(2/M) + > A(z/Mp,p, 2)
2<p<min(y,y/z/M)
= A(z/M,y,2),

et (5.2) est vérifiée.

6 Un lemme combinatoire

Le lemme suivant est élémentaire. I1 est déja présent en [13] comme le
Lemme 5.

k
LEMME 6.1. Soit £ un ensemble non vide partitionné en € = [[ &;. On
j=1
note n = |&|.
Les conditions suitvantes sont équivalentes.
(1) On peut ordonner les éléments de € sous la forme ey, eq,. .. e, avec

a; # a1 quand e; € E,, pour tout i tel que 1 < i < n.
1) &l < 1)/2.
(i) o ] < (n+1)/
Nous donnons cette fois-ci la

Preuve. On suppose que

(6.1) &1] = & = -+ = |&].
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(1) = (i)

Notons p et q tels que
p=I1& et ptg=n
On suppose (7). Alors "application
E\{en} — E\&

€ = €41
est une injection. Donc
p—1<|EN e <[E\E| =g

D’otl en rappelant que g =n —p, p < (n+1)/2.

(12) = (i)

On procéde par récurrence sur n > 1.

Les cas n = 1 et n = 2 sont faciles. Supposons n > 3 et I'implication
vérifiee pour n — 2. Comme (n+1)/2 < n, on a k > 2. Choisissons f € &; et
g€ &.0Onalf <n/f3<(n—-1)/2carn > 3. On a donc avec ’hypothése

(id) et (6.1),

max(|&] - L,|&] - L, max ) < (0~ 1)/2.

D’aprés ’hypothése de récurrence pour n — 2, on peut ordonner E\{f, g} en
une suite es, ey, ..., e, avec o; # a;41 quand e; € &,,. En complétant avec e;
et ex qui sont f et g tels que ey et e ne sont pas dans le méme &;, on obtient
une suite eq, €9, €3, ..., €, qui convient.

7 Deéfinition de ’ensemble A*(x, y) et de la fonc-
tion hl(z,y)

Désignons par f*(x,y) la longueur maximum d’une chaine d’entiers de
{n:Vx <n < zet Pn) <y} et posons f*(x) = f*(x,x). Lobjet du
chapitre 8 de [13] a été d’établir une minoration de f*(z) par une fonction
de comptage d’entiers a diviseurs denses, minoration qui s’est révélée par la
suite donner le bon ordre de grandeur de f*(z) (on a f*(z) < f(z) < x/log z,
cf. le théoréme 2 de [15]). On a construit pour cela des chaines d’entiers de
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{Vr <n<z:P(n) <y} quiont lastructure (1.4), ce qui a permis d’établir
une inéquation de Buchstab pour une fonction h*(x,y) qui minore f*(z,vy),
que 'on a itérée.
Pour montrer que
fa(@) > x/logx

on suit la méme procédure. C’est la fonction h’(z,y) qui sera introduite a la
formule (8.5), qui va jouer le role de h*(z,y) dans [13]. On va en fait suivre
de trés prés la démarche de [13], en donnant plus de détails.

Définir cette fonction hl(x,y) nécessite de faire quelques remarques pré-
liminaires que ’on donne sous forme de lemmes. Ceux—ci seront également
utilisés aux chapitres 8 et 9. Toutes les chaines que ’on va construire seront
formées d’entiers de 'ensemble A*(z,y) que 'on définit par

A*(z,y) :=={n >z : P(n) < min(y, vz/27), S(n) < x}

Notation. Dans tout ce chapitre, conformément aux notations du chapitre 2,
le schéma « m — n » a l'intérieur d’une chaine représentera la sous—chaine
formée des deux entiers m et n si m # n, ou la sous—chaine réduite a I'entier
nsim=n.

LEMME 7.1. Soient q € {2,3}, = et y deux réels tels que v > 310 et y > 3.
Soit A un entier de A*(x,y) tel que P~(A) > q et P(A) > q.

Il existe alors une chaine C(x,y) : A = a; — ay — -+ — as d’entiers de
A*(z,y) telle que

P(a;) = P(A) pour tout j vérifiant 1 < j <s,
P(as) =q,

P~(a;) > q pour tout j vérifiant 1 < j < s,
as divise as_q

et

as—1 > \/xP(as_1),
(7.1) P(as—1/P(as—1)) < \J/x/Plas—1)/27

et
as > 3\/x

Remarque. Quand ¢ = 2, les minorations de I’énoncé de la forme P~ (n) > ¢
sont vides.
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Démonstration. On écrit la décomposition de A en produit de facteurs
premiers sous la forme

A = prpe—1---p1q”

avec P(A) = pr > pr1 > -+ > p1 > qet a > 0. Comme S(A) < z et
P~(A) > q,on a A < z/q. On définit successivement les entiers vy, o, ..., v
par les inégalités

atvitvatotr; o L

l‘ .
e < dj = pgpr-1---Djq .

pour tout j vérifiant 1 < 7 < k. On définit également

Cj = PEPr—1---pjqtttrte i (1 <5 < k)

et

Cry1 = TR

On choisit alors la chaine
Clr,y):A=c1—dy—cog—do— -+ —cp — dp — Cpy1-

On a donc

a+vy+vot-+rg a+vy+vet-+rg

as =q et as_1 =dp =prq

On vérifie facilement que C(z,y) est une chaine d’entiers de A*(z,y) qui
vérifie les quatre premiéres propriétés demandées.
Montrons a présent les propriétés (7.1). On a

(72) Ag—1 > ZL‘/9,

(73) P(afs—l) S \/5/27
et
(7.4) x> 31,

On a donc ay; = as_1/P(as—1) > 3y/x daprés (7.2) et (7.3). On a
Plas_1/P(as—1)) = q¢ < 3 et 3 < /x/P(as_1)/27 d’aprés (7.3) et (7.4).
Enfin l'inégalité as_1 > \/xP(as_1) découle de (7.2), (7.4) et (7.3).
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LEMME 7.2. Pour tous réels x > 310 et y > 5 et tout entier A de A*(z,vy)
tel que P(A) > 3, il existe une chaine A = a3 — as — --- — as d’éléments
de A*(x,y) telle que P(a;) = P(A) pour tout j vérifiant 1 < j < s et
P(as) = P~ (as) = 3.

Démonstration. Si P~(A) > 3 on pose r = 1. Si P~ (A) = 2, on commence
par construire une chaine A = a; — as — - -+ — a, d’entiers de A*(x,y) avec
r > 2 telle que

* Pour tout j vérifiant 2 < j <r, a;/a;_; vaut 3 ou 1/2
* Pour tout j vérifiant 1 < j <r—1, P (a;) =2
* P~ (a,) = 3.
Comme P(a,) = P(A) et A € A*(x,y), on a
3 < P(a,) < Vz/27.

On peut donc appliquer le lemme 7.1 avec ¢ = 3, ce qui fournit une chaine
C(x,y) d’entiers de A*(z,y)

C(.le,y) $Qr — Qpy1 — 0 — Gg, AVEC
P(aj) = P(a,) pour r < j <s
P(as) =3
P~(aj) >3 pour r < j <s.

Cela permet d’achever la preuve que la suite finie
A=a1—ay— " —a — Q1 — " — A

est une chaine qui répond a la question.

LEMME 7.3. Pour tous réels x > 30 et y > 3, pour tous A et B éléments
de A*(x,y) tels que P(A) < P(B), il existe une chaine formée d’entiers de
A*(x,y) qui relie A & B.

Démonstration. Si P(A) = 2 on choisit Ci(z,y) réduit au singleton A.
Sinon on choisit la chaine Ci(x,y) comme la chaine C(x,y) du lemme 7.1
pour ¢ = 2, qui commence par A. Par ailleurs on choisit Co(z,y) également
comme la chaine C(x,y) du lemme 7.1 pour ¢ = 2, mais qui commence cette
fois par B. On obtient finalement une chaine qui convient en concaténant ou
en collant Cy(z,y) a l'inverse de Co(z, y)
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LEMME 7.4. Soit x > 38.
Il existe alors deux entiers A et B de A*(x,3) tels que P(A) = 2 et
P(B) =3.

Démonstration. On choisit A comme la plus grande puissance de 2 qui est
< 1z/6 et B=3A. Comme x > 12, A # 1 et S(B) = 2B. Plus précisément
S(A) =24 < 6A=S(B) <x. Comme x> 3% on a aussi

2=P(A) < P(B) =3 <xz/2T.
Le lemme 7.3 nous permet de définir f , p(7,y) comme la longueur maxi-
mum d’une chaine d’entiers de A*(z,y) reliant A a B, dés que

(A,B) € A*(z,y)?, P(A) < P(B), x > 3 et y > 3. Avec le lemme 7.4,
cela permet de définir également la fonction h} de R™ X [2, +00[ dans N par

I 4oof(z) si[0 <z <30 ou2<y< 3]
(7.5) ho(,y) = min fx a4 pg(x,y), sinon.
(A,B)eA™ (z,y),P(A)<P(B) " "

Dorénavant, on désigne par C¢, , une chaine générique qui relie C'a D.

LEMME 7.5. Soit x > 3'1.
Soient A et B deux entiers de A*(x,3) avec P(A) =2 et P(B) = 3. Il
existe alors une chaine C} p d’entiers de A*(x,3) qui relic A ¢ B avec

longueur Cy p > 14 hy(z/3,3).

Démonstration. On choisit

y_| B siB>VE
| 2B sinon.

SiB'=2B,onaS(B") =4B < 4v/3xz < z.Onade plus P(B') =3 < \/z/27.
Donc B’ € A*(x,3). On note

E,,B : B/ - B

Par ailleurs on note r Uentier défini par /z < 2" < 24/z. On choisit alors
un entier A’ et une chaine de la forme

Cha: A—2 =231 = A
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avec € € {0,1} choisi de telle sorte que P(A’/3) # P(B’/3). On a S(A’) =
24" < 2%2.32/z < x. On a toujours 3 < /x/27. Donc C 4 est une chaine
d’entiers de A*(x,y).

Ona A'/3 > \/x/3, B'/3 > \/x/3. Onadonc (A'/3, B'/3) € (A*(x/3,3))?,
3 < \/x/3/27, S(A'/3) < x/3, S(B'/3) < /3 et P(A'/3) # P(B'/3). On
a de plus z/3 > 3! d’aprés 'hypothése z > 31, D’aprés la définition de
h; & la formule (8.5), il existe une chaine C}, 3 p /5 d’entiers de A*(2/3,3)
et de longueur fr 4 pi(7/3,3) > h;(x/3,3). De plus la chaine C 4, n’est pas
réduite & lentier A’. Cela permet de conclure que

* _ % * *
Can=Caa —3Cu3p3—Cpp

est une chaine d’entiers de A*(z,3) qui relie A & B et dont la longueur est
supérieure ou égale a 1+ h’(z/3,3).

8 Construction d’une chaine C} 5 d’entiers de

A*(z,y)

8.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’établir le résultat suivant :

LEMME 8.1. 1] existe un entier v > 0 et un réel positif xo tels que pour tous
réels x et y vérifiant

0<y<Vz/2B et x>,

pour tous entiers A et B éléments de A*(x,y) vérifiant P(A) < P(B), il
existe une chaine Cjy p d’entier de A*(x,y) qui relic A et B avec

longueurCy g > 1 + Z R (z/p,p) .

2<p<y

Démonstration. On supposera toujours implicitement le réel x suffisam-
ment grand. Comme au chapitre 8 de [13], on construit cette chaine sous la
forme

CZ,B . CZ,A’ - CZ’,B’ - CE’,B
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avec C}, g ayant la structure suivante

PoC* (575 Po) piC* (5 p1) pC*(3,p)
w0\ ANVENVAN
Qollo G101 q(p~)a(p™)
prCGE T mC (5 pr) o Poo)
N /- \ /
qa = q(p)a(p) i

avec {p; :0<j<kouj=o0}={p:3<p<uy}.
On note également pour p = p;, p~ := p;—; quand 1 < j < k, et p* :=
P (0<j <k)
Poo (1 =K).
Dans la notation ga (ou g;a; ou q(p)a(p), ...) pour désigner les entiers de
la ligne du bas de (8.1), la lettre ¢ désigne un nombre premier et la lettre a
un entier vérifiant P(a) < ¢. Quand p < (2/2'3)'/3, entier ga associé a p est
un connecteur intérieur. Quand p > (2/2'3)!/3 ¢’est un connecteur extérieur.

8.2 Construction des chaines C , et Cp p

On va choisir ici deux entiers A’ et B’ et construire deux chaines disjointes
Cia et Cp g d’entiers de A*(x,y) d’extrémités respectives A et A, et B et
B’ et vérifiant

(8.2) il y a au plus une puissance de 2 dans Cj_yN]y/z,2*\/x]
(8.3) il y a au plus une puissance de 2 dans Cj, pN]\/x,2*/x]
(8.4) P(A) # P(B)

/ !/
(85) n € CA,A’ L] CB,B’ = P(”) S {27 P<A )7 P(B )}

ou P(n) > \/z/20+13
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les entiers A’ et B’ sont les seuls entiers n
de C o UCp pr qui vérifient
stmultanément les trois propriélés suivantes :
n > y/xP(n)

P(n/P(n)) < \/x/P(n)/27
3 < P(n) < /z/20H13,

Remarques. La chaine C}, 5 sera alors l'inverse de la chaine C} 5. On
B'.B B,B
se contente ici de construire C} 4 et Cj 5. On omet la vérification facile que
ces chaines satisfont les propriétés demandées.

On note de plus
po := P(A") et ps := P(B’).

Construction de C} 4,

1°r cas P(A) =2
On choisit p, € {3,5} tel que p, # P(B). On définit 'entier o par

r/2° < 2% < /2

et on choisit
CZ,A' . A — 20& — 20ch = Al

2iéme cas

A>/xP(A), P(A/P(A)) < \/z/P(A)/27 et 3 < P(A) < x/27™,

On choisit A" = A et donc C} 4 réduite au seul entier A.

3iéme cas
[A < \/xP(A) ou P(A/P(A)) > \/x/P(A)/27] et 3 < P(A) < /2711,
Onnote A =a; —ay — -+ —as = 2% la chaine construite au lemme 7.1

avec ¢ = 2. On choisit ¢ 'entier minimum > 2 tel que

ap > \/xP(ay) et Plag/P(ag)) < /x/P(ap)/27.

On sait qu’il en existe car 'entier s — 1 vérifie ces conditions d’apreés les deux
premiéres propriétés de (7.1). On choisit alors

CZVA/:A:al_aQ_"‘—a[:A/.
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4iéme cag P(A) > /x /2713
On note C7, ., la chaine construite au lemme 7.1 avec ¢ = 2. On définit
comme au 1°* cas ’entier o par

x/2° < 2% < x/2%
On choisit p, € {3,5} tel que p, # P(B). On choisit enfin la chaine

C:Z,A' . CA,QO‘, — 2(1 - 2ap0 = A/.

Construction de Cy p,

On construit la chaine Cj p, de maniére analogue. Notons que comme
P(B) > 3, on n’est jamais dans le 1°" cas pour B. Dans les 2i¢™¢ et 31me cag
pour B, on procéde comme dans les 21™¢ et 31€™e cas pour A, avec I'utilisation
du lemme 7.1 avec ¢ = 2 dans le 3¢ cas.

Il y a une petite variante dans le 4°™¢ cas car il faut s’assurer que la chaine
Cp p est disjointe de C} 4 ; voyons cela. On note C la chaine construite

*
B,28'

au lemme 7.1 avec ¢ = 2. On a alors 27 > 2/x d’apreés la derniére propriété
de (7.1). On a alors 2% qui divise 'avant dernier entier de C;QB,, que l'on
note m. Avec (8.2) il en découle d’abord qu’il existe un entier 2° ¢ Cj 4
avec 28 > /z et B < B, et ensuite que 2° divise aussi m. On choisit enfin
Poo € {3,5} tel que py # po. Tout cela permet de vérifier qu’en notant Chm
la chaine obtenue a partir de C;QB, en supprimant le dernier entier 2%, la
suite d’entiers
35 Chm — 2% —2Pp =B

constitue une chaine d’entiers de A*(z,y) qui a les propriétés requises.

8.3 Choix des p; pour 0 < j<ket j=o00

On choisit pg = P(A’) et p = P(B’) ce qui correspond aux notations du
paragraphe 8.2. On a pg # ps d’aprés (8.4).
Onnote p;, 1 <j < k,lesautresp € [3,ylavec 1 < j < j <k = p; <pj.

8.4 Choix des connecteurs ga de C} p

Les propriétés (8.2) et (8.3) permettent de choisir goag et gya, comme des
puissances de deux distinctes, appartenant a Uintervalle |\/z,2%/z, et qui
n’apparaissent pas dans C} 4 et Cp p.

30



On va maintenant choisir k — 1 entiers deux a deux distincts ga = g;a;
associés aux p =p; (1 <j <k —1) (voir (8.1)) de telle sorte que

(8.7) q est premier, P(a) < ¢, ¢ & {po,poc}, 3<q < p
' Vr/q<a<y/x/q, 8pq S(a) <,

(8.8) 28pg® < x

et

(8.9) ¢ # ¢j+1 pour 1 < j <k—2.

Donnons dés a présent deux propriétés des entiers ga provenant des condi-
tions (8.7). On a d’une part

qa > x, ¢ <p <y <r/2HP < \x)27

et S(ga) = max(q?, ¢S(a)) < max(p? ¢S(a)) < z. Donc qa € A*(z,y).
Et d’autre part en combinant (8.7) et (8.5), on observe que ga ¢ Cj 4 U
.
Choisissons a présent les entiers ga en distinguant deux cas, qui corres-
pondent a la dichotomie connecteur intérieur/extérieur.
Quand 3 < p < min(y, (z/2'3)'/3), on choisit ¢ = p. On choisit également
un entier a tel que

N x
(8.10) v <a< \/g

oll a est une puissance de 2 quand ¢ > 5 et a est de la forme 2%3° quand
qg = 3. On vérifie facilement que ce choix des qa satisfait aux conditions
demandées (8.7), (8.8) et (8.9). Notons

(8.11) a, l'entier a que I'on vient de choisir qui vérifie (8.10).
On suppose a présent

(/23 < p <y < T2+
On note R = R(x) 'entier maximum tel que

(1’/213)1/3 < \/5/274-13—&-1% )
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Soit r € [0, R]. Sans les choisir explicitement, on va montrer ici qu’il existe
suffisamment d’entiers qa associés aux nombres premiers p de I'intervalle

L] i e

2v+13+’r+1 ) 27+13+'r )

de telle maniére a vérifier les conditions (8.7), (8.8) et (8.9).
On note .
(1-5 X -3)
he(z) ==z =i

N

On désigne par ¢’ un nombre premier générique différent de py et ps. En
utilisant une forme forte du théoréme des nombres premiers, on a pour tout

r € [0, R]

1 ]
2 Z R <1oghh)
hr+1<q'§hrq 08 fir+1

1 1 1321
=log 1 —52—2)—10,;-;(1—5;?)
5 L
~9(r+1)%

On en déduit avec le lemme 4.3 qu’avec maintenant un entier v positif ad hoc,
on a

3 H£<a§\/§:P(a)§q’, S(a)§M7 a#aq,}’

/
hT+1<q/<hr q q
27
= Z Ha>\/_,§:1’:’(a)<q/7 S(a) < \//_,a#aq}‘
hr+1<q/<hr q q
> Vv 1 > 1 NS

—_

_2“/+12\+/7"_10gx v
(7)) ()

Qv +13+r 9y +13+r+1

par le théoréme des nombres premiers.
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On a de plus 2" < 28 < 2V et h,,; > 2'/°. On en déduit que pour tout
q/ e]hrJrla hr]7 on a

{2 < as \/qE P@ <, 5@ <2 ara,)]

q q
29V
() (5

- 92 T Qv +13+r Qv+13+r+1

<

+1)+1

de nouveau par le théoréme des nombres premiers.
En utilisant le lemme 6.1, tout cela permet de choisir pour tout r € [0, R]
une application injective

o, PNL —{n>1:h41 < Pn) <h, n#qa,}
p + qa=q(p)a(p)

de telle maniére que les conditions (8.7) et (8.9) sont vérifices. La condition

n # qa, assure que les ga choisis ici sont différents de ceux choisis quand
p < (33/213)1/3.
On a de plus p < /2 /27413 < /2/2'3 et ¢ < 2'/%. Cela entraine (8.8).

8.5 Choix des extrémités des chaines C*(z/p,p)

L’objet ici est de choisir pour tout p € [3,y] deux entiers e~ (p) et e (p),
qui seront respectivement les extrémités gauche et droite de la chaine
C*(x/p,p) de (8.1).

Les extrémités de la chaine C7, 5, sont A" et B’. D’aprés (8.1), on n’a donc
pas le choix pour l'extrémité gauche de C*(z/p,, p,) et I'extrémité droite de

C*(2/Poos Poo) : ON poOSe
e (po) = A'/po et €t (Poc) = B' /oo
On choisit & présent e (p,) de la forme
et (po) = do a0 g0
avec d, € {1,3} de telle sorte que
P(e™(po)) # P(e”(po))-
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On choisit de méme e~ (ps) de la forme

6_(poo) = doo ag gk

avec do, € {1,3} de telle sorte que

P(e” (o)) # P’ (p)).

On choisit enfin pour les autres p
e (p) =a(p )alp™) et " (p) = q(p)a(p).

8.6 Choix des chaines C*(z/p,p)

Supposons que p = p; avec 1 < j < k — 1. Il y a au plus deux nombres
premiers (py et/ou p.,) entre p et pT, d’on avec le postulat de Bertrand
pT < 8p. On en déduit que 27%p+¢? < 35 - 23pg® < 2Bpg* < x d’aprés (8.8).
En utilisant alors les propriétés (8.7), on en déduit que

(8.12) q € A*(z/p,p) N A" (x/p*,p").

La propriété (8.9) entraine elle que

(8.13) P(e”(p)) # P(e*(p)).

On vérifie facilement que les propriétés (8.12) et (8.13) sont également satis-
faites dans les cas particulier ou p € {po, Pk, Poo } -

En utilisant la définition (7.5) de hf(z,y) les propriétés (8.12) et (8.13)
permettent de choisir pour tout p € [3,y] une chaine C*({,p) d’entiers de
A*(z/p,p), dont les extrémités sont e (p) et e (p), et qui vérifie

longueur (C*(x/p, p)) = hy(x/p, p)-

On a donc

(8.14) longueur C} g > longueur Cyy g > 1+ Z h:(z/p,p)
2<py

car k> 0.
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8.7 Conclusion de la preuve du lemme 8.1

La propriété a < \/x/q de (8.7) entraine I'inégalité
ga < \/xP(qa).

Par ailleurs pour m € C*(z/p,p) C A*(x/p,p), on a

pm > +/xP(pm).

Cela montre que les connecteurs ga de I’étage du bas de (8.1) sont différents
des entiers de pC*(x/p,p) de I'étage du haut.

Remarque. C’est pour établir la propriété ci—dessus que 'on a été amené a
imposer aux entiers n de la chaine d’entiers de A(z) que 'on construit pour
établir la minoration du théoréme 1.3, de vérifier également n > /.

C’est par ailleurs la propriété (8.6) que assure que, a 'exception de A’ et
P’, les entiers pm des sous—chaines pC*(z/p,p) de I'étage du haut de (8.1)
n’apparaissent pas dans les chaines C} 4 et Cg p.

Cela achéve la vérification que la suite finie d’entiers C} 5 que l'on a
construite forme une chaine d’entiers de A*(x,y) qui relie A et B. La mino-
ration (8.14) permet alors de conclure la preuve du lemme 8.1.

9 Etude de la fonction h}(x,y); fin de la preuve
du théoréme 1.4

9a) La fonction A%(z,y)

LEMME 9.1. Pour tout x > 3'° fizé, l'application

[3, 400 — N*
y o hi(z,y)
est croissante

Démonstration. Supposons 3 <y < z.
Soit (A4, B) € A*(z,2)* avec P(A) < P(B). Si (A, B) € A*(z,y)?, alors
on a immeédiatement
f:,A,B(x7 Z) > f;,A,B(xvy)
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SiA¢ A*(z,y), alors y < P(A) < P(B) < z. En appliquant le lemme 7.1
avec ¢ = 2, on obtient une chaine CZ’QQ d’entiers A =ay —as —- - —a,, =2
avec P(aj) = P(A) pour tout j vérifiant 1 < j <'s.

En appliquant le lemme 7.2 avec z a la place de y et B a la place de
A, on obtient une chaine Cys 5 d’entiers 35 =b —by—---—by = B avec
P(bj) = P(B) pour tout j vérifiant 2 < j < s’. On choisit alors une chaine
Cja 36 dentiers de A*(z,y) et de longueur f7,. 45(x,y). Alors

* * *
CA,2a T V2038 T V35 B
forme une chaine d’entiers de A*(z, z) de longueur > f, 5a 35(x,y). Dot

f;,AB(xa Z) > f;,Q‘l,?,B (‘1'7 y)

Si enfin P(A) < y < P(B) < z, c’est avec une chaine C} 5o — Csa 5 que
P'on montre que fo4,8(7,2) > fo 49.(2,y). Tout cela montre que hj(z,2) >
ha(,y).

LEMME 9.2. Il existe un réel positif xo et un entier positif v tels que pour
tous réels x et y vérifiant

T > Ty et y >3

on a
hi(z,y) > 1+ > hi(x/p, p)-

2<p<min(y,y/z/27+13)

Démonstration. En combinant les lemmes 7.5 et 8.1, on sait qu’il existe
un entier positif v et un réel positif x5 tels que pour 3 < y < /z/2713 et
T > To, ON A

hi(wy) > 14+ Y ha(z/pp).

2<p<y

En utilisant le lemme 9.1, on en déduit que pour = > x5 et y > 3, on a

hy(z,y) > hi(z,min(y, z/2777))
> 1+ > hi(z/p,p).

2<p<min(y,/z/27+13)

Cela achéve la preuve du lemme 9.2.
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9b) Fin de la preuve du théoréme 1.4
Soient x et y des réels vérifiant x > 0 et y > 2. Posons

M = max (220413 2, /9)

ol v et x5 sont convenables pour le lemme 9.2. D’aprés le lemme 9.2, on a

(9.1) ho(z,y) > M qoof(®) + Z ha(x/p, p)
2<p<min(y,r/z/M)

sous les conditions
r>x9 et y>3.

Si ces conditions ne sont pas vérifiées, alors la somme en p dans (9.1) est vide
et I'inégalité (9.1) est immédiate. Elle est donc satisfaite dés que = > 0 et
y > 2. En appliquant le lemme 5.1, on a donc pour tous réels x et y vérifiant
r>8ety>2,

falz,y) 2 fo(@,y) 2 ho(a,y) > A(x/M,y,2).

Cela achéve la preuve du théoréme 1.4.
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ANNEXE 1

Notons A'(z) = A'(z, z).
LEMME Al. On a pour x > 2

Az) > 3—720'@,2) _o(1)

Démonstration. Soit x un réel suffisamment grand. Notons D’ ’ensemble
des entiers n a diviseurs 2—denses, sans facteur carré et vérifiant 7 < n < x/2.

Notons 1 =d; < d; < ... < d¢,) = n la suite croissante de ses diviseurs.
Comme dny/di = n > 7> 2, il y a nécessairement des diviseurs intermé-
diaires, en particulier un diviseur ds. On a dy = dy/d; < 2, donc dy =2 et n
est pair. Comme de nouveau d,(,)/dy = n/2 > 7/2 > 2, il existe un diviseur
ds3. On a d3/2 = d3/dy < 2, donc d3 < 4. Comme n est sans facteur carré, on
a en fait d3 = 3 et n est un multiple de 6. Soit a € {1,2,3,6}. On a donc n/a
qui est entier et on vérifie facilement que S(n/a) < z. De plus comme n est
sans facteur carré, les entiers n,n/2,n/3 et n/6 sont tous différents modulo
6. Les quatre ensembles {n/a : n € D'} sont donc deux a deux disjoints et
on en déduit déja que A'(x) > 4|D'| = 4D'(x/2,2) — 16.

Continuons dans la méme veine en montrant que

(10.1) n € D' = n est divisible par 5 ou 7 ou 11.

Pour cela, supposons que n € D’ et que n n’est pas divisible par 5. On a déja
vu alors que n est divisible par 6. Comme n est lui-méme un diviseur de n
et n > 6, on a 7(n) > 5. Comme n n’est pas divisible par 5, on a dy = 6.
Comme n est a diviseur 2—denses, il suit d5/6 = d5/dy < 2 d'on ds < 12.
Comme n est sans facteur carré, cela entraine que n est divisible par 7 ou
11, ce qui conclut.

Soit a € {1,2,3,6} et ¢, 'application

Yq: D'Ja — N

n/a n

apged(n,5-7-11)°

Soit m € im ,. L’entier m est alors sans facteur carré et vérifie S(m) < z;
cet entier est donc compté dans A’'(z). De plus m est premier 4 5-7-11, d’on
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m ¢ D' d’aprés (10.1). Enfin Pentier m a au plus 7 préimages par ¢, ; cela
permet de conclure que

Az) =41+ %) D]

Avec (1.8) et (1.10), le résultat de Tenenbaum (1.6) fournit donc la mino-
ration

F(r) > A(2/2) > (32/T)D/(2/4,2) — O(1)
= (8¢,/7+ o(1))x/logx
> (8/7)-0,068 - z/logx pour z suffisamment grand.

On a donc finalement
a > 0,07.

ANNEXE 2

Rappelons que l'on note A(z) = [{n: S(n) < z}|. On note de plus

Disg(x,2) = {n <z :n=6(12) et n est a diviseurs 2-denses}|.

LEMME A2. On a pour tout x > 12

A(l‘) Z D(I/Q,Q) + D1276($/2,2).

Démonstration. Soit n < x/2 avec 1<ma>(< )diﬂ/di < 2. Comme
<i<T(n

ey B _ S(n)

1<i<r(n) di(n)  n

n est compté dans A(x) et on a déja A(z) > D(z/2,2). Si de plus n = 6(12)
on a aussi S(n/2) < x. Comme n/2 est impair, il n’est pas lui a diviseur
2-denses. Le lemme A2 en découle.

Dans le trés récent travail [27], Weingartner étudie la répartion dans les
différentes classes de congruence de toute une famille d’ensembles d’entiers,
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dont les nombres pratiques et les entiers a diviseurs t—denses sont les deux
exemples emblématiques. Il étudie plus en profondeur la répartition des en-
tiers a diviseurs 2—denses modulo 12. Il montre en particulier qu’il existe un
réel v €]0, 1] tel que

Disg(x,2) = (yea 4+ o(1))z/logz, (x — +00).

En utilisant aussi successivement le Corollaire, le lemme A2 et (1.7), on
obtient

f(x) > A(x/2) > D(x/4,2) + Dige(x/4,2)
= [(1/4)(1 +7)ez + o(1)]xz/logx quand x — +oo.

Weingartner (fin du chapitre 1 de [27]) montre que
N =0,214---
Avec (1.9), cela permet de conclure que

a > 0,37.
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