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Résumé. Le graphe divisoriel est le graphe non orienté dont les sommets
sont les entiers strictement positifs et deux entiers sont reliés par une arête
quand le petit divise le grand. On note f(x) le nombre maximum de som-
mets d'un chemin injectif dans la restriction du graphe divisoriel aux entiers
≤ x. En s'inspirant de la structure conjecturalement fractale de ces chemins
optimaux, Tenenbaum a donné une construction d'un chemin injectif dont
on sait maintenant qu'elle fournit la minoration f(x) ≥ (c + o(1))x/ log x
avec c = 0, 07 quand x → +∞. En améliorant sa construction, on obtient
c = 0, 37. On donne également une minoration d'une variante de la fonc-
tion f(x), qui permettra de répondre à une question d'Erdös dans un travail
ultérieur.
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1 Introduction

1a) Structure fractale des chaînes de longueur maximum
On appelle graphe divisoriel le graphe non orienté dont les sommets sont

les entiers strictement positifs et deux entiers sont reliés par une arête quand
le petit divise le grand. On appelle chaîne de longueur k toute suite �nie
d'entiers strictement positifs a1, a2, . . . , ak deux à deux distincts tels que ai
est un diviseur ou un multiple de ai+1 pour tout entier i véri�ant 1 ≤ i ≤ k−1.
On note f(x) la longueur maximum d'une chaîne de la restriction du graphe
divisoriel aux entiers ≤ x.

La structure fractale conjecturale des chaînes de longueur maximum n'a
jamais été évoquée jusqu'à présent. Nous le faisons ici pour deux raisons.
D'abord parce que c'est beau. Ensuite car cela éclaire les travaux passés,
présents et peut�être futurs sur le comportement asymptotique de la fonction
f(x). Commençons par un petit historique.

C'est en lien avec le travail [4] d'Erdös, Freud et Hegyvári que Pomerance
[9] introduit la fonction f(x) et résout une conjecture de Hegyvári en mon-
trant que f(x) = o(x). Avec la minoration de Pollington [8], on sait en 1983
qui est l'année de parution des trois articles [4], [9] et [8] que

x

exp{(2 + o(1))
√

log x log log x}
≤ f(x) = o(x) , (x→ +∞).

Les travaux de Tenenbaum [21] et moi�même [12], [14] et [15] ont permis
d'établir dix ans plus tard qu'il existe deux réels a et b avec b > a > 0 tels
que pour tout x ≥ 2

(1.1) a
x

log x
≤ f(x) ≤ b

x

log x
.

Des considérations théoriques et des calculs numériques amènent à émettre la
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Conjecture E.
Il existe un réel c véri�ant 3 < c < 7 tel que

f(x) ∼ c
x

log x
, (x→ +∞) .

Découpons la recherche de cette conjecture en trois questions distinctes :
montrer que f(x)/(x/ log x) converge quand x→ +∞,

que α := lim inf
x→+∞

(f(x)/(x/ log x)) > 3,

et que β := lim sup
x→+∞

(f(x)/(x/ log x)) < 7.

Aucune minoration (respectivement majoration) e�ective de α(resp.β)
n'avait été donnée jusqu'à présent. Nous allons nous focaliser ici sur la mi-
noration de α, que l'on peut aborder maintenant grâce au récent travail
numérique de Weingartner sur les entiers à diviseurs denses [26].

Une question plus profonde est celle de la structure des chaînes d'entiers
≤ x de longueur maximum f(x). On va voir que dans l'exemple x = 100,
l'une de ces chaînes (c'est probablement le cas de toutes) a une structure
fractale.

Chadozeau [2] a montré que f(100) = 77. Donnons un exemple de chaîne
d'entiers ≤ 100 formée de 77 entiers.

62− 31− 93− 1− 87− 29− 58− 2− 92− 46− 23− 69− 3−
57− 19− 38− 76− 4− 68− 34− 17− 85− 5− 65− 13− 52− 26− 78−
6− 24− 48− 96− 12− 72− 36− 18− 54− 27− 81− 9−
63− 21− 42− 84− 28− 56− 14− 98− 49− 7− 35− 70−
10− 60− 30− 90− 45− 15− 75− 25− 50− 100− 20− 40− 80−
16− 32− 64− 8− 88− 44− 22− 66− 33− 99− 11− 55.

On constate que les entiers ayant le même plus grand facteur premier ont
tendance à être regroupés en � sous�chaînes �. Cela signi�e qu'ils forment un
ensemble d'entiers consécutifs dans la chaîne. Par exemple ceux dont le plus
grand facteur premier est 7 sont regroupés à la quatrième ligne. Pour faire
apparaître cette structure, on récrit cette chaîne sous la forme suivante où on
factorise une sous�chaîne à plus grand facteur premier constant par ce plus
grand facteur premier.
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31(2−1−3)

B
B
B

29(3−1−2)

�
�
�

1

B
B
B

2

23(4−2−1−3)

�
�
� B

B
B

3

19(3−1−2−4)

�
�
� B

B
B

4

17(4−2−1−5)

�
�
� B

B
B

5

13(5−1−4−2−6)

�
�
� B

B

(1.2)

· · · 3(2−8−16−32−4−24−12−6−18−9−27−3)−7(9−3−6−12−4−8−2−14−7−1−5−10)

−5(2−12−6−18−9−3−15−5−10−20−4−8−16)−2(8−16−32−4)−11(8−4−2−6−3−9−1−5)

On appellera composante extérieure de la chaîne (1.2) la sous�chaîne qui relie
62 à 78. On appellera composante intérieure celle qui relie 6 à 55.

Introduisons quelques notations. On utilisera les lettres n et p pour dé-
signer respectivement un entier strictement positif générique et un nombre
premier générique. On note classiquement P (n) le plus grand facteur pre-
mier de l'entier n ≥ 2 avec la convention P (1) = 1 ; on note également
S(x, y) = {n ≤ x : P (n) ≤ y} et Ψ(x, y) = |S(x, y)|. Notons ici C(x, y) une
chaîne générique d'entiers de S(x, y). On étend f(x) en la fonction f(x, y) de
deux variables qui représente la longueur maximum d'une telle chaîne C(x, y).
Quand y ≥ x, on note plus simplement C(x) à la place de C(x, y). Avec ces
notations récrivons la chaîne (1.2) sous forme synthétique :

31C(3)

A
A
A

29C ′(3)

�
�
� A

A
A �

�
� A

A
A �

�
� A

A
A �

�
� A

A
A �

�
�

23C(4) 19C(5) 17C ′(5) 13C(6)

1 2 3 4 5

A
A
A · · ·

comp.
ext.

· · · 3C(33, 3)− 7C(14, 7)− 5C(20, 5)− 2C(50, 2)− 11C(9)

C(100)
comp.
int.

Faisons à présent quelques observations sur cette chaîne (1.2). On note
x = 100. D'abord, on l'a déjà observé, elle est formée d'une concaténation
de sous�chaînes p C(x/p, p) où p décrit les nombres premiers de l'intervalle
[2, 31]. Dans la composante extérieure ces sous�chaînes p C(x/p, p) sont reliées
par un � connecteur extérieur �, qui est suivant les cas 1, 2, 3, 4 ou 5. C'est
obligatoire car ces nombres premiers p véri�ent p >

√
x. A l'exception de ces
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connecteurs extérieurs qui jouent un rôle spéci�que, pour chaque p ≤ 31 les
entiers n de la chaîne qui véri�ent P (n) = p sont regroupés dans une seule
sous�chaîne p C(x/p, p).

Pour la composante intérieure de (1.2), appelons connecteur intérieur un
entier qui est simultanément extrémité d'une sous�chaîne p C(x/p, p) et di-
viseur de l'extrémité d'une sous�chaîne C(x/p′, p′) voisine avec p < p′. Ces
connecteurs intérieurs sont 6, 9, 10, 16 et 8.

Au theorem 1 de [4], Erdös, Freud et Hegyvári ont introduit la fonc-
tion L(N) qui représente le minimum sur toutes les permutations σ de
{1, 2, . . . , N} de la quantité max

1≤k<N
ppcm(σ(k), σ(k + 1)) et ont montré que

L(N) ∼ N2/4 logN . Pour la majoration, ils ont été amené à construire une
permutation σ pour laquelle le N�uplet (σ(1), σ(2), . . . , σ(N)) a une struc-
ture fortement apparentée à celle de la chaîne (1.2). En particulier, ils re-
groupent les entiers ayant le même plus grand facteur premier p en des inter-
valles qu'ils appellent blocs, et ils séparent ces blocs par des � séparateurs �
quand p >

√
N . Leurs blocs sont nos sous�chaînes ; leurs séparateurs sont

nos connecteurs extérieurs. L'analogie est naturelle car les deux problèmes
sont apparentés. C'est d'ailleurs le travail [4] qui est à l'origine de tous les
travaux sur le graphe divisoriel.

Il faudrait analyser des chaînes d'entiers ≤ x de longueur maximum avec
des x beaucoup plus grand pour bien voir le caractère fractal de ces chaînes.
On le voit quand même apparaître dans (1.2), par exemple avec la sous�
chaîne C(14, 7). En e�et, comme dans (1.2), ses entiers y sont regroupés en
sous�chaînes à facteur premier constant, toujours avec le partage composante
extérieure/intérieure

C(14, 7) : 3(3− 1− 2− 4)− 2(2− 4− 1)− 7(2− 1) 5(1− 2)

A
A
A �

�
�

1

composante intérieure composante extérieure

(1.3)

On constate que toutes les chaînes C(x/p, p) (et C ′(3) et C ′(5)) avec 3 ≤ p ≤
31 de (1.2), ont aussi la même structure que (1.3) même si elle est souvent
dégénérée, car x/p, ou p, est petit.

Dernière observation sur cette chaîne : les deux ordres de l'arithmétique,
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l'ordre usuel ≤ et l'ordre divisoriel, sont simultanément présents dans la
chaîne (1.2). En e�et les connecteurs extérieurs sont les entiers ≤ 5, qui ap-
paraissent par ordre croissant. Aussi toujours dans la composante extérieure,
les nombres p des sous�chaînes p C(x/p, p) apparaissent cette fois par ordre
décroissant. L'ordre divisoriel est lui présent dans le fait que les entiers ayant
le même plus grand facteur premier (à l'exception des entiers qui servent de
connecteur extérieur dans la première partie) sont regroupés en une seule
sous�chaîne.

Une question de fond est de chercher dans quelle mesure cette structure
fractale de la chaîne C(100) s'étend à tous les x. Faire cette recherche consti-
tue une piste naturelle pour avancer vers une preuve de la conjecture E. C'est
dans [12] qu'a été e�ectué le premier pas dans cette direction.

La construction d'une chaîne avec une composante extérieure est déli-
cate. C'est dû au fait qu'il faut choisir des connecteurs extérieurs qa (avec q
premier et P (a) ≤ q) dans l'ensemble q S(x/q, q). La di�culté est alors de
pouvoir s'assurer que ces entiers qa ne seront pas utilisés dans les sous�chaînes
q C(x/q, q) de la composante intérieure.

C'est pourquoi on a construit dans [12] une chaîne réduite à sa composante
intérieure. Les travaux ultérieurs ont montré qu'il su�sait de construire ce
type de chaîne pour démontrer que f(x) � x/ log x.

En réalité, on construit d'emblée des chaînes C(x, y) d'entiers de S(x, y)
ayant donc la structure

(1.4) C(x, y) :

∣∣∣∣∣∣∣
p1C
( x
p1

, p1

)
− · · · − pjC

( x
pj
, pj
)
−

pj+1C
( x

pj+1

, pj+1

)
− · · · − pkC

( x
pk
, pk
)

où {p1, p2, . . . , pk} constitue un ensemble P(x, y) de nombres premiers qui
sont inférieurs ou égaux à min(y,

√
x). La plupart des chaînes qui ont été

construites à partir de 1992 pour minorer f(x, y) et ses variantes ont la
structure (1.4) (voir [12], [21], [13], [17] et [7]).

L'objet de ce présent travail est de construire deux nouvelles chaînes d'en-
tiers de S(x, y) de la forme (1.4). La première est dans la lignée du travail de
Tenenbaum [21] et permet d'améliorer la minoration de α qu'il fournit. La
construction de cette chaîne est directe et rapide. La seconde chaîne permet
de répondre dans [18] à une question d'Erdös. La construction est plus longue
car on est obligé cette fois d'y incorporer une composante extérieure. Voyons
tout cela plus en détail.
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Notons n = p1p2 · · · pΩ(n) la décomposition de l'entier n ≥ 2 en facteurs
premiers avec

p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pΩ(n).

On dé�nit la fonction de Schinzel�Szekeres [19] par

S(n) = max
1≤k≤Ω(n)

p1p2 · · · pk−1p
2
k

et on note par convention S(1) = 1. On note

A(x, y) = {n : S(n) ≤ x, P (n) ≤ y}.

On véri�e facilement que l'on a pour tous x ≥ 1 et y ≥ 2, la formule fonda-
mentale

(1.5) A(x, y) = {1}
⊔ ⊔

p≤min(y,
√
x)

pA
(x
p
, p
)
.

Or si on identi�e une chaîne à l'ensemble de ses entiers, les chaînes C(x, y)
ayant la structure (1.4) véri�ent

C(x, y) =
⊔

p∈P(x,y)

p C(x/p, p)

où P(x, y) est un ensemble de nombres premiers inférieurs ou égaux à min(y,
√
x).

La formule (1.5) montre donc que les ensembles A(x, y) ont une structure
fractale fortement apparentée à la structure fractale conjecturée des chaînes
C(x, y) de longueur maximum f(x, y). Il est donc naturel de chercher à utiliser
les entiers de A(x, y) en conservant la structure (1.5), pour construire de
longues chaînes d'entiers de S(x, y).

Notons
S ′(x, y) = {n ≤ x : P (n) ≤ y et µ2(n) = 1}

et
A′(x, y) = {n : S(n) ≤ x, P (n) ≤ y et µ2(n) = 1}

où µ(n) désigne la fonction de Möbius. Concrètement, Tenenbaum [21] construit
de manière récursive une famille de chaînes C ′(x, y) ayant la structure (1.4)
et qui véri�e

A′(x/2, y) ⊂ C ′(x, y) ⊂ S ′(x, y).
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Notons A(x, y) = |A(x, y)| et A′(x, y) = |A′(x, y)|. Il obtient ainsi

(1.6) f(x, y) ≥ A′(x/2, y), (x ≥ 1, y ≥ 2).

On poursuit ici ce travail de Tenenbaum en se libérant de la contrainte
pour les entiers des chaînes d'être sans facteur carré. On établit le

Théorème 1.1. Soient x ≥ 1 et y ≥ 2. Il existe alors une chaîne C(x, y)
véri�ant

A(x/2, y) ⊂ C(x, y) ⊂ S(x, y).

On a donc aussi

Corollaire On a pour tous x ≥ 1 et y ≥ 2

f(x, y) ≥ A
(x

2
, y
)
.

La fonction de Schinzel�Szekeres S(n) est intimement liée aux entiers à
diviseurs denses. Nous les évoquons ici car c'est la minoration de la fonction
de répartition des entiers à diviseurs 2�denses qui va permettre de donner
une minoration du réel α du début de cette introduction.

Pour tout entier n ≥ 2, on désigne par 1 = d1(n) < d2(n) < · · · <
dτ(n)(n) = n la suite croissante de ses diviseurs. On dit que l'entier n est à
diviseurs t�denses quand il véri�e

max
1≤i<τ(n)

di+1(n)

di(n)
≤ t .

C'est Erdös [3] qui s'est le premier intéressé à ce type d'entiers en 1948.
Ils ont été ensuite étudiés notamment par Tenenbaum et moi�même, entre
1986 et 1999 ([20], [21], [14], [16]). Les remarquables travaux de Weingartner
depuis 2001, dont un avec Pomerance, et un avec Pomerance et Thompson,
ont énormément amélioré la connaissance que nous avons de ces entiers ([22],
[23], [24] [25], [10], [26], [11], [27], [28] et [29]).

Par convention, on écrira que pour n = 1

max
1≤i<τ(n)

di+1(n)

di(n)
= 1.
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Notons

D(x, t) =
∣∣∣{n ≤ x : max

1≤i<τ(n)

di+1(n)
di(n)

≤ t
}∣∣∣

et

D′(x, t) =
∣∣∣{n ≤ x : max

1≤i<τ(n)

di+1(n)
di(n)

≤ t et µ2(n) = 1
}∣∣∣.

En 2014, Weingartner (Corollary 1.1 de [25]) a montré que pour tout réel
t ≥ 2 �xé, il existe un nombre réel ct > 0 tel que

(1.7) D(x, t) = ct
x

log x

(
1 +Ot

( 1

log x

))
, (x ≥ 2).

Deux ans plus tard, Pomerance, Thompson et Weingartner ont établi un
résultat analogue pour D′(x, t) (cela découle du theorem 3.1 de [10]) : il
existe un nombre réel c′t > 0 tel que

(1.8) D′(x, t) = c′t
x

log x

(
1 +Ot

( 1

log x

))
, (x ≥ 2).

De plus, Weingartner a démontré récemment un encadrement pour certains
de ces réels ct et c′t ([26] Corollary 2 et Corollary 7). Il obtient en particulier

(1.9) c2 = 1, 2248 · · ·

et

(1.10) c′2 = 0, 0686 · · ·

Le lien entre la fonction de Schinzel�Szekeres et les entiers à diviseurs
denses est matérialisé par la formule

(1.11) S(n) = n max
1≤i<τ(n)

di+1

di

qui a été établie par Tenenbaum (lemme 2.2 de [20]).
Rappelons que l'on note

α = lim inf
x→+∞

f(x)

x/ log x
.
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Avec (1.8) et (1.10), il est facile de montrer (voir l'Annexe 1) que le résultat
de Tenenbaum (1.6) fournit la minoration JB

α > 0, 07.

Si on utilise à la place le Corollaire combiné avec (1.7), (1.9) et l'étude de
Weingartner de la répartition des entiers à diviseurs 2�denses dans les classes
de congruence modulo 12 (voir [27]), on obtient cette fois (voir l'Annexe 2)
la minoration CG

(1.12) α > 0, 37.

Etudions à présent le cas où y est petit devant x. En 2008, Mazet (théo-
rème 3.0.2 de [5]) a montré que pour tout y ≥ 2 �xé, dès que x est su�sam-
ment grand relativement à y, la restriction du graphe divisoriel à S(x, y) est
un graphe Hamiltonien. Je pense que l'on a la forme e�ective suivante du
résultat de Mazet.

Conjecture P. On a pour 2 ≤ y ≤ log x

f(x, y) = Ψ(x, y).

Le résultat suivant constitue un premier jalon vers cette conjecture.

Théorème 1.2. On a uniformément pour

(1.13) 2 ≤ y ≤ log x

Ψ(x, y)

1 + y
log x

(
1 +O

( log y

y
+

y

log x · log y

))
≤ f(x, y) ≤ Ψ(x, y).

Remarquons que l'on a en particulier f(x, y) ∼ Ψ(x, y) dès que x et y
tendent vers +∞ de telle sorte que y = o(log x).

Notons que la minoration (1.6) ne permet pas d'établir le théorème 1.2.
En e�et si on �xe y ≥ 2, on a A′(x, y) ≤ |S ′(x, y)| = O(1), alors que
lim

x→+∞
Ψ(x, y) = +∞.

Cet encadrement de f(x, y) est de même nature que celui du theorem 1.1
du très récent travail de Mehdizadeh [6] sur la question du problème de la
table de multiplication d'Erdös pour les entiers sans grand facteur premier.
D'ailleurs on reprend une partie de son argumentation.
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Donnons la preuve de la minoration du théorème 1.2, qui se découpe en
trois étapes. La première est d'utiliser la minoration du Corollaire

f(x, y) ≥ A(
x

2
, y).

La seconde consiste à utiliser la minoration immédiate

A(
x

2
, y) ≥ Ψ(

x

2y
, y).

La troisième et dernière est de procéder comme dans la preuve du Corol-
lary 2.3 de [6], en montrant que l'on a

Ψ(
x

2y
, y) =

Ψ(x, y)

1 + y
log x

(
1 +O

( log y

y
+

y

log x · log y

))
dans le domaine (1.13).

Dans la suite de cet article, on utilise les notations suivantes. Soient u et v
deux fonctions dé�nies sur une partie D de R+d à valeurs dans R+∗. On note
u(X) � v(X) (respectivement u(X) � v(X)) pour signi�er qu'il existe un
réel positif K tel que pour tout élément X de D, on a u(X) ≤ Kg(X) (resp.
u(X) ≥ Kv(X)). On écrit u(X) � v(X) quand on a simultanément u(X)�
v(X) et u(X) � v(X). Quand la constante K dépend d'un paramètre η,
c'est à dire est une fonction de η, on écrira par exemple u(X)�η v(X) à la
place de u(X)� v(X).

1b) Longues chaînes d'entiers de A(x, y)
On s'intéresse à présent à une autre question relative aux longues chaînes

d'entiers. Notons R(x, z) le cardinal maximum de l'union de chaînes d'entiers
≤ x deux à deux disjointes et toutes de longueur z. Dans [18] on démontre
l'encadrement

(1.14) R(x, z) � x

log z
, (2 ≤ z ≤ f(x)),

qui sera utilisé pour répondre à une question d'Erdös.
Notons

A(x) = A(x, x) = {n : S(n) ≤ x},
A(x) = |A(x)|

et désignons par fa(x) la longueur maximum d'une chaîne d'entiers de A(x).
Pour établir (1.14) on met en lumière une équation fonctionnelle approchée
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de R(x, z) qui fait intervenir la fonction fa(x). Pour itérer cette équation
fonctionnelle, on a besoin de la minoration

(1.15) fa(x)� x/ log x.

Pour démontrer cette minoration, ma première idée était ambitieuse :
il s'agissait de montrer que fa(x) prend pour tout x la plus grande valeur
possible, i.e. fa(x) = A(x) et on a (1.15) par l'estimation A(x) � x/ log x
(voir le lemme 4.2 ci�dessous). Autrement dit, il s'agissait de con�rmer l'

Hypothèse A. Pour tout N ≥ 1, on peut ordonner l'ensemble A(N) en
une chaîne.

Il serait à désirer, sans doute, que l'on eût une démonstration rigoureuse
de cette proposition ; néanmoins j'ai laissé cette recherche de côté pour le
moment après quelques rapides essais infructueux car elle paraît super�ue
pour le but immédiat de mon étude.

En e�et, j'ai pris conscience que l'on pouvait réutiliser la méthode de
minoration du chapitre 8 de [13]. Je me contente donc de montrer ici (1.15).

Théorème 1.3. Il existe deux réels c et K avec K > c > 0 tels que pour
tout x ≥ 2, on a

c
x

log x
≤ fa(x) ≤ K

x

log x
.

La majoration découle immédiatement de (1.1). Pour la minoration on
note S∗(x, y) = {n :

√
x < n ≤ x, P (n) ≤ y}. Notons fa(x, y) (respective-

ment f ∗a (x, y)) la longueur maximum d'une chaîne d'entiers de A(x)∩S(x, y)
(resp. A(x) ∩ S∗(x, y)). On désigne par P−(n) le plus petit facteur pre-
mier de l'entier n ≥ 2 avec la convention P−(1) = +∞. Notons également
A(x, y, z) = |{n : S(n) ≤ x : P (n) ≤ y et P−(n) > z}|. On montre en fait le

Théorème 1.4. Il existe un réel M ≥ 1 tel que pour tous x ≥ 8 et y ≥ 2,
on a

fa(x, y) ≥ f ∗a (x, y) ≥ A(
x

M
, y, 2) .

On sait que A(x, x, 2) � x/ log x (voir le lemme 4.2). Donc la minoration
fa(x)� x/ log x du théorème 1.3 résulte immédiatement du théorème 1.4.

La structure générale de la preuve du théorème 1.4 est identique à toutes
celles des minorations de variantes de la fonction f(x, y) : on construit une
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longue chaîne d'entiers de A(x) ∩ S∗(x, y) en juxtaposant de longues sous�
chaînes à plus grand facteur premier constant. La preuve est cependant sen-
siblement plus longue. C'est dû au fait que cette fois on est obligé, quand
y �
√
x par exemple, d'introduire une composante extérieure. En e�et sup-

posons que pa (avec P (a) ≤ p) et p′a′ (avec P (a′) ≤ p′) sont deux entiers
de A(x) tels que pa est le connecteur intérieur entre les deux sous�chaînes
p C(x/p, p) et p′ C(x/p′, p′) d'extrémités voisines pa et p′a′. Alors p′a′ est un
multiple de pa. Donc il existe a′′ tel que p′a′ = p′pa′′ avec P (a′′) ≤ p. La
condition p′pa′′ ∈ A(x) entraîne alors l'inégalité p′p2 ≤ x, qui ne peut pas
être véri�ée quand p′ > p > x1/3. Cela amène à regrouper toutes les sous�
chaînes p C(x/p, p) avec p > x1/3 dans une composante extérieure.

Or comme on l'a déjà évoqué, cela crée une di�culté. En e�et, il faut
s'assurer, non seulement qu'il y a su�samment de connecteurs extérieurs qa
(avec P (a) ≤ q) à notre disposition, mais aussi que ces entiers qa ne sont
pas présents dans les sous�chaînes q C(x/q, q) de la composante intérieure. Le
premier point sera véri�é au paragraphe 8.4. Pour le second, voir la remarque
du paragraphe 8.7.

1c) Utilisation d'inégalités de Buchstab en théorie multiplicative
et additive des nombres.

L'itération d'identités ou d'inéquations de Buchstab est un outil important
de la théorie analytique des nombres. Suivant les cas on est amené à cribler
par les petits ou les grands facteurs premiers. Notons π(x, k) = |{n ≤ x :
ω(n) = k}|. Dans [1], Balazard crible par les petits facteurs premiers en
prolongeant π(x, k) par

π(x, z, k) := |{n ≤ x : P−(n) > z et ω(n) = k}| .

C'est en itérant l'identité de Buchstab que cette dernière fonction véri�e, qu'il
a prouvé la conjecture d'Erdös suivante : pour tout x su�samment grand, la
suite (π(x, k))k≥1 est unimodale.

L'itération d'identités de Buchstab a été également utilisée plusieurs fois
dans le cadre de l'estimation de la fonction de comptage des entiers à diviseurs
denses : dans [21], [16] et pour le Lemme 3 de [11], on itère l'identité de
Buchstab obtenue en classant les entiers par leur plus petit facteur premier
après avoir criblé par les petits facteurs premiers. Dans [13], [14] et [15], c'est
avec les grands facteurs premiers. Pomerance et Weingartner ont montré
très récemment que le nombre de nombres premiers p ≤ x tels que p −
1 est un nombre pratique, est � x/ log2 x, ce qui est l'ordre de grandeur
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attendu (Theorem 1 de [11]). Pour cela, ils réutilisent la méthode d'itération
d'inégalité de Buchstab de [14].

Le travail [12] a permis de dégager une méthode générale pour minorer
la longueur maximum d'une chaîne d'entiers véri�ant au moins la propriété
d'appartenir à S(x, y). Il s'agit de combiner la construction d'une chaîne
d'entiers ayant la structure (1.4) avec l'itération d'une inégalité de Buchstab.
Cette méthode a donc été utilisée dans [12], mais aussi dans [13], aux lemmes
5 et 6 de [17] et dans [7]. C'est encore comme cela que l'on travaille ici pour
établir le théorème 1.4.

2 Opérations sur les chaînes

Les constructions de longues chaînes s'obtiennent en e�ectuant diverses
opérations sur des sous�chaînes (voir [12], [21], etc).

Plutôt que de donner une dé�nition formelle, on rappelle la nature de ces
opérations sur des exemples. Soit C1 = 2 − 6 − 3. La chaîne 3 − 6 − 2 est
l'inverse de C1, et est notée inv C1. La chaîne 14− 42− 21 est le produit de
C1 par 7. On la note 7C1. Il y a maintenant trois variantes de � collage � de
deux chaînes.

Si C2 = 12− 24− 8,
on appellera concaténation de C1 et C2 et on notera C1−C2 la chaîne 2− 6−
3− 12− 24− 8.

Si C2 = 3− 12− 24,
on appellera collage de C1 et C2 et on notera encore C1−C2 la chaîne 2− 6−
3− 12− 24.

Si C2 = 5− 40− 20,
on appellera juxtaposition de C1 et C2 par le connecteur extérieur 15, la chaîne
2− 6− 3− 15− 5− 40− 20. On la notera

C1 C2

� �
15

Signalons que l'on procèdera parfois en deux temps. Dans un premier temps
on considèrera le résultat de ces opérations de collage comme une suite �nie
d'entiers et ce n'est que dans un deuxième temps que l'on établira que cette
suite est en réalité une chaîne. On conviendra en�n que ∅ est une chaîne.
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3 Preuve du théorème 1.1

Notons p1 < p2 < · · · la suite croissante des nombres premiers. On pose
par convention p0 = 2 et p−1 = 1/2. On note

j = j(x, y) = π(min(y, x/2))
et

k = k(x, y) = π(min(y,
√
x/2)).

On démontre le théorème 1.1 sous la forme plus précise suivante :

Proposition 3.1. Soient x ≥ 2 et y ≥ 2.
Il existe une chaîne C(x, y) d'entiers de S(x, y) qui commence en 2pj(x,y)−1,
s'achève en 2 et contient A(x/2, y).

Démonstration. On construit la chaîne C(x, y) par récurrence sur r ≥ 1
avec

(3.1) 2r ≤ x < 2r+1 et y ≥ 2.

On choisit la chaîne

C(x, y) =
∣∣∣ 1− 2 si r = 1

4− 1− 2 si r = 2

et on véri�e qu'elle convient quand x < 8. On suppose maintenant que r ≥ 3,
que toutes les chaînes C(x, y) avec 2 ≤ x < 2r et y ≥ 2 ont été construites et
que (3.1) est véri�ée. On a en particulier j ≥ k ≥ 1.

Pour tout x ≥ 4 on dé�nit C∗(x, p1) comme étant la chaîne constituée de
tous les entiers 2m véri�ant 2 ≤ 2m ≤ x, par ordre décroissant.

On dé�nit les deux suites �nies d'entiers de S(x, y) suivantes :

D = p1C∗
( x
p1

, p1

)
− p2C

( x
p2

, p2

)
− p3C

( x
p3

, p3

)
− · · · − pk−1C

( x

pk−1

, pk−1

)
et

E =
∣∣∣ pkC

( x
pk
, pk

)
si k ≥ 2

∅ si k = 1.

(Si k ≤ 2, on a donc D = p1C∗(x/p1, p1)).
Si k = 1, D est une chaîne.
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Supposons à présent k ≥ 2. On a alors x ≥ 18 d'où

j(x/p2, p2) = j(x/3, 3) = π(3) = 2.

Le premier entier de p2 C(x/p2, p2) est donc égal à 12, qui est un multiple de
4, qui est le dernier entier de p1C∗(x/p1, p1). De même pour 3 ≤ ` ≤ k, en
utilisant que p` ≤ pk ≤

√
x/2, on a

j(x/p`, p`) = π(min(p`, x/2p`)) = π(p`) = `.

Le premier entier de p` C(x/p`, p`) est donc égal à 2p`−1p`, qui est un multiple
de 2p`−1, qui est le dernier entier de p`−1C(x/p`−1, p`−1). En�n par hypothèse
de récurrence, tous les p` C(x/p`, p`) sont des chaînes.

Tout cela prouve que

(3.2) D, E et D − E sont des chaînes d'entiers de S(x, y).

On dé�nit maintenant l'inverse de C(x, y) par

invC(x, y) :

∣∣∣∣∣∣
2− E − 1−D si j = k
2− 1−D − E si j = k + 1
2−D − E − 1− 2pj−1 si j ≥ k + 2.

On voit facilement que C(x, y) est une suite �nie d'entiers de S(x, y) qui
s'achève en 2. En utilisant (3.2) et en discutant suivant les di�érents cas,
on véri�e que C(x, y) est également une chaîne qui commence en 2pj−1. En
utilisant la formule fondamentale (1.5) et en réutilisant l'hypothèse de ré-
currence on voit donc que C(x, y) ⊃ A(x/2, y). Cela achève la preuve de la
proposition 3.1, et partant celle du théorème 1.1.

4 La fonction A(x, y, z, t)

Pour x, y, z et t des réels positifs, on note A(x, y, z, t) := {n ≤ x : P (n) ≤
y, P−(n) > z et S(n) ≤ xt} et A(x, y, z, t) = |A(x, y, z, t)|. On a (voir la
formule (2.7) de [20]).

Lemme 4.1. Pour tout (x, y, z, t) ∈ R+∗ × [1,+∞[3, on a

A(x, y, z, t) = 1I[1,+∞[(x) +
∑

z<p≤min(y,
√
xt)

A(x/p, p, z, t).

Par ailleurs on a le
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Lemme 4.2. Soient z0 ≥ 1 et 0 < ε < 1/2. Sous les conditions

(4.1) x ≥ y ≥ x1/2+ε ≥ 2 , 1 ≤ t ≤ x et 1 ≤ z ≤ z0

on a

(4.2) A(x, y, z, t) à z0,ε x
log 2t

log x
.

Démonstration : La majoration résulte de celle du théorème 1 de [14].
Pour la minoration, on a pour tout t0 ≥ 1

A(x, y, z, t) ≥ A(x/t0, y, z, tt0) .

Il su�t donc de prouver la minoration de (4.2) avec la condition supplémen-
taire t ≥ t0 où t0 est une constante �xée. Or justement il résulte du lemme 1
de [16] qu'il existe une constante t0 ≥ 2 telle que

(4.3)


A(x,+∞, z, t)�z0 x

log t

log x

sous les conditions

x ≥ t ≥ t0 et 1 ≤ z ≤ z0 .

On supposera donc dorénavant t ≥ t0 ≥ 2. Si y >
√
xt, on a en utilisant

le lemme 4.1 et (4.3) que sous les conditions (4.1)

A(x, y, z, t) = A(x,+∞, z, t)�z0 x
log t

log x
.

Si y ≤
√
xt, il su�t de montrer la minoration de (4.2) pour y = x1/2+ε.

Or en utilisant le lemme 4.1 et (4.3), il existe une constante x0(ε) telle que
sous (4.1) et la condition supplémentaire x ≥ x0(ε), on a

A(x, x1/2+ε, z, t) ≥ A(x, x1/2+ε, z, t)− A(x,
√
x, z, t)

=
∑

√
x<p≤x1/2+ε

A(x/p, p, z, t) =
∑

√
x<p≤x1/2+ε

A(x/p,+∞, z, t)

�z0 x log t
log x

∑
√
x<p≤x1/2+ε

1

p à ε x
log t

log x
.
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On conclut la preuve de la minoration en remarquant qu'elle est banale si
x < x0(ε).

Lemme 4.3. Il existe un entier positif γ et un réel positif x1 tels que pour
tous réels x et q véri�ant

(4.4) x ≥ x1 et x1/5 < q ≤ x1/4,

on a ∣∣∣{a > √x
q

: P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2γ
√
x

q

}∣∣∣ ≥ √
x

q log x
.

Démonstration. D'après le lemme 4.2, il existe un réel E ≥ 2 tel que

(4.5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pour tous X, q et α véri�ant
X ≥ 2, X4/7 < q ≤ X, 1 ≤ 2α ≤ X, on a

1

E
≤ |{a ≤ X : P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2αX}|

X(1 + α)/ logX
≤ E

On choisit un tel réel E. On choisit alors aussi un entier positif γ tel que

(4.6) 2γ ≥ 4E2(1 + γ).

On a pour x su�samment grand, en utilisant (4.5) d'abord pour sa ma-
joration, puis pour sa minoration,∣∣∣{a ≤ √x

q
: P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2γ

√
x

q

}∣∣∣
≤ E(1 + γ)

√
x/q

log(
√
x/q)

≤ 2E2(1 + γ)

2γ
1

E

2γ
√
x/q

log(2γ
√
x/q)

≤ 2E2(1 + γ)

2γ

∣∣∣{a ≤ 2γ
√
x

q
: P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2γ

√
x

q

}∣∣∣
≤ 1

2

∣∣∣{a ≤ 2γ
√
x

q
: P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2γ

√
x

q

}∣∣∣
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d'après (4.6). Donc, en réutilisant successivement la minoration de (4.5), et
(4.6), on a ∣∣∣{a > √x

q
, P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2γ

√
x

q

}∣∣∣
=
∣∣∣{√x

q
< a ≤ 2γ

√
x

q
: P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2γ

√
x

q

}∣∣∣
≥ 1

2

∣∣∣{a ≤ 2γ
√
x

q
: P (a) ≤ q et S(a) ≤ 2γ

√
x

q

}∣∣∣
≥ 1

2E

2γ
√
x/q

log(2γ
√
x/q)

≥
√
x

q log x
.

5 Lemme de Grönwall Bidimensionnel Discret

Arithmétique

Rappelons que l'on note

A(x, y, z) = A(x, y, z, 1).

Lemme 5.1. (lemme GBDA)
Soient h :]0,+∞[×[2,+∞[→ R une fonction, z ≥ 1 et M ≥ 1 des réels

tels que l'on a pour tous x > 0 et y ≥ 2

(5.1) h(x, y) ≥ 11[1+∞[(x) +
∑

z<p≤min(y,
√
x/M)

h(x/p, p).

On a alors pour tous x > 0 et y ≥ 2

(5.2) h(x, y) ≥ A(x/M, y, z).

Démonstration. Par le lemme 4.1 avec t = 1, on a l'identité de Buchstab

(5.3) A(x, y, z) = 11[1,+∞[(x) +
∑

z<p≤min(y,
√
x)

A(x/p, p, z)
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pour tous x > 0, y ≥ 2 et z ≥ 1.
Pour 0 < x < M , la somme en p dans (5.1) est vide. On a donc h(x, y) ≥

0 = A(x/M, y, z) et (5.2) est véri�ée.
On procède à présent par récurrence sur k ≥ 0 en prouvant que l'inégalité

(5.2) est véri�ée pour tous les couples (x, y) tels que y ≥ 2 et

(Ik) 0 < x < M2k.

On l'a montrée quand k = 0. On suppose à présent l'assertion vraie pour
k ≥ 0 et l'encadrement (Ik+1) véri�é.

En utilisant successivement (5.1), la minoration M ≥ 1 et l'hypothèse de
récurrence, et en�n (5.3), on obtient

h(x, y) ≥ 11[1,+∞[(x) +
∑

z<p≤min(y,
√
x/M)

h(x/p, p)

≥ 11[1,+∞[(x/M) +
∑

z<p≤min(y,
√
x/M)

A(x/Mp, p, z)

= A(x/M, y, z),

et (5.2) est véri�ée.

6 Un lemme combinatoire

Le lemme suivant est élémentaire. Il est déjà présent en [13] comme le
Lemme 5.

Lemme 6.1. Soit E un ensemble non vide partitionné en E =
k∐
j=1

Ej. On

note n = |E|.
Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) On peut ordonner les éléments de E sous la forme e1, e2, . . . , en avec

αi 6= αi+1 quand ei ∈ Eαi pour tout i tel que 1 ≤ i < n.

(ii) max
1≤j≤k

|Ej| ≤ (n+ 1)/2.

Nous donnons cette fois-ci la

Preuve. On suppose que

(6.1) |E1| ≥ |E2| ≥ · · · ≥ |Ek|.
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(i)⇒ (ii)
Notons p et q tels que

p = |E1| et p+ q = n.

On suppose (i). Alors l'application

E1\{en} −→ E\E1

ei 7−→ ei+1

est une injection. Donc

p− 1 ≤ |E1\{en}| ≤ |E\E1| = q.

D'où en rappelant que q = n− p, p ≤ (n+ 1)/2.

(ii)⇒ (i)
On procède par récurrence sur n ≥ 1.
Les cas n = 1 et n = 2 sont faciles. Supposons n ≥ 3 et l'implication

véri�ée pour n− 2. Comme (n+ 1)/2 < n, on a k ≥ 2. Choisissons f ∈ E1 et
g ∈ E2. On a |E3| ≤ n/3 ≤ (n− 1)/2 car n ≥ 3. On a donc avec l'hypothèse
(ii) et (6.1),

max(|E1| − 1, |E2| − 1, max
3≤j≤k

|Ej|) ≤ (n− 1)/2.

D'après l'hypothèse de récurrence pour n− 2, on peut ordonner E\{f, g} en
une suite e3, e4, . . . , en avec αi 6= αi+1 quand ei ∈ Eαi . En complétant avec e1

et e2 qui sont f et g tels que e2 et e3 ne sont pas dans le même Ej, on obtient
une suite e1, e2, e3, . . . , en qui convient.

7 Dé�nition de l'ensemble A∗(x, y) et de la fonc-
tion h∗a(x, y)

Désignons par f ∗(x, y) la longueur maximum d'une chaîne d'entiers de
{n :

√
x < n ≤ x et P (n) ≤ y} et posons f ∗(x) = f ∗(x, x). L'objet du

chapitre 8 de [13] a été d'établir une minoration de f ∗(x) par une fonction
de comptage d'entiers à diviseurs denses, minoration qui s'est révélée par la
suite donner le bon ordre de grandeur de f ∗(x) (on a f ∗(x) � f(x) � x/ log x,
cf. le théorème 2 de [15]). On a construit pour cela des chaînes d'entiers de
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{
√
x < n ≤ x : P (n) ≤ y} qui ont la structure (1.4), ce qui a permis d'établir

une inéquation de Buchstab pour une fonction h∗(x, y) qui minore f ∗(x, y),
que l'on a itérée.

Pour montrer que
f ∗a (x)� x/ log x

on suit la même procédure. C'est la fonction h∗a(x, y) qui sera introduite à la
formule (8.5), qui va jouer le rôle de h∗(x, y) dans [13]. On va en fait suivre
de très près la démarche de [13], en donnant plus de détails.

Dé�nir cette fonction h∗a(x, y) nécessite de faire quelques remarques pré-
liminaires que l'on donne sous forme de lemmes. Ceux�ci seront également
utilisés aux chapitres 8 et 9. Toutes les chaînes que l'on va construire seront
formées d'entiers de l'ensemble A∗(x, y) que l'on dé�nit par

A∗(x, y) := {n >
√
x : P (n) ≤ min(y,

√
x/27), S(n) ≤ x}

Notation. Dans tout ce chapitre, conformément aux notations du chapitre 2,
le schéma � m − n � à l'intérieur d'une chaîne représentera la sous�chaîne
formée des deux entiers m et n si m 6= n, ou la sous�chaîne réduite à l'entier
n si m = n.

Lemme 7.1. Soient q ∈ {2, 3}, x et y deux réels tels que x ≥ 310 et y ≥ 3.
Soit A un entier de A∗(x, y) tel que P−(A) ≥ q et P (A) > q.

Il existe alors une chaîne C(x, y) : A = a1 − a2 − · · · − as d'entiers de
A∗(x, y) telle que

P (aj) = P (A) pour tout j véri�ant 1 ≤ j < s,
P (as) = q,
P−(aj) ≥ q pour tout j véri�ant 1 ≤ j ≤ s,
as divise as−1

et

(7.1)


as−1 >

√
xP (as−1),

P (as−1/P (as−1)) ≤
√
x/P (as−1)/27

et
as > 3

√
x

Remarque. Quand q = 2, les minorations de l'énoncé de la forme P−(n) ≥ q
sont vides.
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Démonstration. On écrit la décomposition de A en produit de facteurs
premiers sous la forme

A = pkpk−1 · · · p1q
α

avec P (A) = pk ≥ pk−1 ≥ · · · ≥ p1 > q et α ≥ 0. Comme S(A) ≤ x et
P−(A) ≥ q, on a A ≤ x/q. On dé�nit successivement les entiers ν1, ν2, . . . , νk
par les inégalités

x

q2
< dj := pkpk−1 · · · pjqα+ν1+ν2+···+νj ≤ x

q

pour tout j véri�ant 1 ≤ j ≤ k. On dé�nit également

cj = pkpk−1 · · · pjqα+ν1+ν2+···+νj−1 (1 ≤ j ≤ k)
et

ck+1 = qα+ν1+ν2+···+νk .

On choisit alors la chaîne

C(x, y) : A = c1 − d1 − c2 − d2 − · · · − ck − dk − ck+1.

On a donc

as = qα+ν1+ν2+···+νk et as−1 = dk = pkq
α+ν1+ν2+···+νk .

On véri�e facilement que C(x, y) est une chaîne d'entiers de A∗(x, y) qui
véri�e les quatre premières propriétés demandées.

Montrons à présent les propriétés (7.1). On a

(7.2) as−1 > x/9,

(7.3) P (as−1) ≤
√
x/27

et

(7.4) x ≥ 310.

On a donc as = as−1/P (as−1) > 3
√
x d'après (7.2) et (7.3). On a

P (as−1/P (as−1)) = q ≤ 3 et 3 ≤
√
x/P (as−1)/27 d'après (7.3) et (7.4).

En�n l'inégalité as−1 >
√
xP (as−1) découle de (7.2), (7.4) et (7.3).
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Lemme 7.2. Pour tous réels x ≥ 310 et y ≥ 5 et tout entier A de A∗(x, y)
tel que P (A) > 3, il existe une chaîne A = a1 − a2 − · · · − as d'éléments
de A∗(x, y) telle que P (aj) = P (A) pour tout j véri�ant 1 ≤ j < s et
P (as) = P−(as) = 3.

Démonstration. Si P−(A) ≥ 3 on pose r = 1. Si P−(A) = 2, on commence
par construire une chaîne A = a1 − a2 − · · · − ar d'entiers de A∗(x, y) avec
r ≥ 2 telle que

* Pour tout j véri�ant 2 ≤ j ≤ r, aj/aj−1 vaut 3 ou 1/2

* Pour tout j véri�ant 1 ≤ j ≤ r − 1, P−(aj) = 2

* P−(ar) = 3.

Comme P (ar) = P (A) et A ∈ A∗(x, y), on a

3 < P (ar) ≤
√
x/27.

On peut donc appliquer le lemme 7.1 avec q = 3, ce qui fournit une chaîne
C(x, y) d'entiers de A∗(x, y)

C(x, y) : ar − ar+1 − · · · − as, avec

P (aj) = P (ar) pour r ≤ j < s
P (as) = 3
P−(aj) ≥ 3 pour r ≤ j ≤ s.

Cela permet d'achever la preuve que la suite �nie

A = a1 − a2 − · · · − ar − ar+1 − · · · − as

est une chaîne qui répond à la question.

Lemme 7.3. Pour tous réels x ≥ 310 et y ≥ 3, pour tous A et B éléments
de A∗(x, y) tels que P (A) < P (B), il existe une chaîne formée d'entiers de
A∗(x, y) qui relie A à B.

Démonstration. Si P (A) = 2 on choisit C1(x, y) réduit au singleton A.
Sinon on choisit la chaîne C1(x, y) comme la chaîne C(x, y) du lemme 7.1
pour q = 2, qui commence par A. Par ailleurs on choisit C2(x, y) également
comme la chaîne C(x, y) du lemme 7.1 pour q = 2, mais qui commence cette
fois par B. On obtient �nalement une chaîne qui convient en concaténant ou
en collant C1(x, y) à l'inverse de C2(x, y)
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Lemme 7.4. Soit x ≥ 38.
Il existe alors deux entiers A et B de A∗(x, 3) tels que P (A) = 2 et

P (B) = 3.

Démonstration. On choisit A comme la plus grande puissance de 2 qui est
≤ x/6 et B = 3A. Comme x ≥ 12, A 6= 1 et S(B) = 2B. Plus précisément
S(A) = 2A < 6A = S(B) ≤ x. Comme x ≥ 38, on a aussi

2 = P (A) < P (B) = 3 ≤
√
x/27.

Le lemme 7.3 nous permet de dé�nir f ∗a,A,B(x, y) comme la longueur maxi-
mum d'une chaîne d'entiers de A∗(x, y) reliant A à B, dès que
(A,B) ∈ A∗(x, y)2, P (A) < P (B), x ≥ 310 et y ≥ 3. Avec le lemme 7.4,
cela permet de dé�nir également la fonction h∗a de R+∗× [2,+∞[ dans N par

(7.5) h∗a(x, y) =

∣∣∣∣∣ 11[1,+∞[(x) si [0 < x < 310 ou 2 ≤ y < 3]
min

(A,B)∈A∗2(x,y),P (A)<P (B)
f ∗a,A,B(x, y), sinon.

Dorénavant, on désigne par C∗C,D une chaîne générique qui relie C à D.

Lemme 7.5. Soit x ≥ 311.
Soient A et B deux entiers de A∗(x, 3) avec P (A) = 2 et P (B) = 3. Il

existe alors une chaîne C∗A,B d'entiers de A∗(x, 3) qui relie A à B avec

longueur C∗A,B ≥ 1 + h∗a(x/3, 3).

Démonstration. On choisit

B′ =

∣∣∣∣ B si B >
√

3x
2B sinon.

SiB′ = 2B, on a S(B′) = 4B ≤ 4
√

3x ≤ x. On a de plus P (B′) = 3 ≤
√
x/27.

Donc B′ ∈ A∗(x, 3). On note

C∗B′,B : B′ −B.

Par ailleurs on note r l'entier dé�ni par
√
x < 2r ≤ 2

√
x. On choisit alors

un entier A′ et une chaîne de la forme

C∗A,A′ : A− 2r − 2r31+ε := A′
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avec ε ∈ {0, 1} choisi de telle sorte que P (A′/3) 6= P (B′/3). On a S(A′) =
2A′ ≤ 22 · 32

√
x ≤ x. On a toujours 3 ≤

√
x/27. Donc C∗A,A′ est une chaîne

d'entiers de A∗(x, y).
On aA′/3 >

√
x/3,B′/3 >

√
x/3. On a donc (A′/3, B′/3) ∈ (A∗(x/3, 3))2,

3 ≤
√
x/3/27, S(A′/3) ≤ x/3, S(B′/3) ≤ x/3 et P (A′/3) 6= P (B′/3). On

a de plus x/3 ≥ 310 d'après l'hypothèse x ≥ 311. D'après la dé�nition de
h∗a à la formule (8.5), il existe une chaîne C∗A′/3,B′/3 d'entiers de A∗(x/3, 3)

et de longueur f ∗a,A′,B′(x/3, 3) ≥ h∗a(x/3, 3). De plus la chaîne C∗A,A′ n'est pas
réduite à l'entier A′. Cela permet de conclure que

C∗A,B = C∗A,A′ − 3C∗A′/3,B′/3 − C∗B′,B

est une chaîne d'entiers de A∗(x, 3) qui relie A à B et dont la longueur est
supérieure ou égale à 1 + h∗a(x/3, 3).

8 Construction d'une chaîne C∗A,B d'entiers de

A∗(x, y)

8.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est d'établir le résultat suivant :

Lemme 8.1. Il existe un entier γ ≥ 0 et un réel positif x2 tels que pour tous
réels x et y véri�ant

0 ≤ y ≤
√
x/2γ+13 et x ≥ x2 ,

pour tous entiers A et B éléments de A∗(x, y) véri�ant P (A) < P (B), il
existe une chaîne C∗A,B d'entier de A∗(x, y) qui relie A et B avec

longueurC∗A,B ≥ 1 +
∑

2<p≤y

h∗a(x/p, p) .

Démonstration. On supposera toujours implicitement le réel x su�sam-
ment grand. Comme au chapitre 8 de [13], on construit cette chaîne sous la
forme

C∗A,B : C∗A,A′ − C∗A′,B′ − C∗B′,B
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avec C∗A′,B′ ayant la structure suivante

(8.1)

poC∗( xpo , po)

A
A
A

p1C∗( xp1 , p1)

�
�
� A
A
A �

�
· · ·

A
A

p C∗(x
p
, p)

�
�
�

�
�
�

p+C∗( x
p+
, p+)

A
A
A

�
�

· · ·
A
A

pkC∗( x
pk
, pk) p∞C∗( x

p∞
, p∞)

A
A
A �

�
�

qoao q1a1 q(p−)a(p−)

qa = q(p)a(p) qkak

avec {pj : 0 ≤ j ≤ k ou j =∞} = {p : 3 ≤ p ≤ y}.
On note également pour p = pj, p− := pj−1 quand 1 ≤ j ≤ k, et p+ :=∣∣∣ pj+1 (0 ≤ j < k)
p∞ (j = k).
Dans la notation qa (ou qjaj ou q(p)a(p), . . .) pour désigner les entiers de

la ligne du bas de (8.1), la lettre q désigne un nombre premier et la lettre a
un entier véri�ant P (a) ≤ q. Quand p ≤ (x/213)1/3, l'entier qa associé à p est
un connecteur intérieur. Quand p > (x/213)1/3, c'est un connecteur extérieur.

8.2 Construction des chaînes C∗A,A′ et C∗B′,B

On va choisir ici deux entiers A′ et B′ et construire deux chaînes disjointes
C∗A,A′ et C∗B,B′ d'entiers de A∗(x, y) d'extrémités respectives A et A′, et B et
B′, et véri�ant

(8.2) il y a au plus une puissance de 2 dans C∗A,A′∩]
√
x, 24
√
x]

(8.3) il y a au plus une puissance de 2 dans C∗B,B′∩]
√
x, 24
√
x]

(8.4) P (A′) 6= P (B′)

(8.5) n ∈ CA,A′ t CB,B′ ⇒
∣∣∣∣ P (n) ∈ {2, P (A′), P (B′)}
ou P (n) >

√
x/2γ+13
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(8.6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

les entiers A′ et B′ sont les seuls entiers n
de C∗A,A′ t C∗B,B′ qui véri�ent

simultanément les trois propriétés suivantes :

n >
√
xP (n)

P (n/P (n)) ≤
√
x/P (n)/27

3 ≤ P (n) ≤
√
x/2γ+13.

Remarques. La chaîne C∗B′,B sera alors l'inverse de la chaîne C∗B,B′ . On
se contente ici de construire C∗A,A′ et C∗B,B′ . On omet la véri�cation facile que
ces chaînes satisfont les propriétés demandées.

On note de plus
po := P (A′) et p∞ := P (B′).

Construction de C∗A,A′
1er cas P (A) = 2
On choisit po ∈ {3, 5} tel que po 6= P (B). On dé�nit l'entier α par

x/25 < 2α ≤ x/24

et on choisit
C∗A,A′ : A− 2α − 2αpo := A′

2ième cas

A >
√
xP (A), P (A/P (A)) ≤

√
x/P (A)/27 et 3 ≤ P (A) ≤

√
x/2γ+13.

On choisit A′ = A et donc C∗A,A′ réduite au seul entier A.

3ième cas

[A ≤
√
xP (A) ou P (A/P (A)) >

√
x/P (A)/27] et 3 ≤ P (A) ≤

√
x/2γ+13.

On note A = a1 − a2 − · · · − as = 2α
′
la chaîne construite au lemme 7.1

avec q = 2. On choisit ` l'entier minimum ≥ 2 tel que

a` >
√
xP (a`) et P (a`/P (a`)) ≤

√
x/P (a`)/27.

On sait qu'il en existe car l'entier s−1 véri�e ces conditions d'après les deux
premières propriétés de (7.1). On choisit alors

C∗A,A′ : A = a1 − a2 − · · · − a` = A′.
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4ième cas P (A) >
√
x/2γ+13

On note C∗
A,2α

′ la chaîne construite au lemme 7.1 avec q = 2. On dé�nit
comme au 1er cas l'entier α par

x/25 < 2α ≤ x/24.

On choisit po ∈ {3, 5} tel que po 6= P (B). On choisit en�n la chaîne

C∗A,A′ : CA,2α′ − 2α − 2αpo := A′.

Construction de C∗B,B′
On construit la chaîne C∗B,B′ de manière analogue. Notons que comme

P (B) ≥ 3, on n'est jamais dans le 1er cas pour B. Dans les 2ième et 3ième cas
pour B, on procède comme dans les 2ième et 3ième cas pour A, avec l'utilisation
du lemme 7.1 avec q = 2 dans le 3ième cas.

Il y a une petite variante dans le 4ième cas car il faut s'assurer que la chaîne
C∗B,B′ est disjointe de C∗A,A′ ; voyons cela. On note C∗

B,2β′
la chaîne construite

au lemme 7.1 avec q = 2. On a alors 2β
′
> 2
√
x d'après la dernière propriété

de (7.1). On a alors 2β
′
qui divise l'avant dernier entier de C∗

B,2β′
, que l'on

note m. Avec (8.2) il en découle d'abord qu'il existe un entier 2β /∈ C∗A,A′
avec 2β >

√
x et β ≤ β′, et ensuite que 2β divise aussi m. On choisit en�n

p∞ ∈ {3, 5} tel que p∞ 6= p0. Tout cela permet de véri�er qu'en notant C∗B,m
la chaîne obtenue à partir de C∗

B,2β′
en supprimant le dernier entier 2β

′
, la

suite d'entiers
C∗B,B′ : C∗B,m − 2β − 2βp∞ := B′

constitue une chaîne d'entiers de A∗(x, y) qui a les propriétés requises.

8.3 Choix des pj pour 0 ≤ j ≤ k et j =∞
On choisit p0 = P (A′) et p∞ = P (B′) ce qui correspond aux notations du

paragraphe 8.2. On a p0 6= p∞ d'après (8.4).
On note pj, 1 ≤ j ≤ k, les autres p ∈ [3, y] avec 1 ≤ j < j′ ≤ k ⇒ pj < pj′ .

8.4 Choix des connecteurs qa de C∗A′,B′

Les propriétés (8.2) et (8.3) permettent de choisir q0a0 et qkak comme des
puissances de deux distinctes, appartenant à l'intervalle ]

√
x, 24
√
x, et qui

n'apparaissent pas dans C∗A,A′ et C∗B′,B.
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On va maintenant choisir k − 1 entiers deux à deux distincts qa = qjaj
associés aux p = pj (1 ≤ j ≤ k − 1) (voir (8.1)) de telle sorte que

(8.7)

[
q est premier, P (a) ≤ q, q /∈ {p0, p∞}, 3 ≤ q ≤ p√
x/q < a ≤

√
x/q, 8pq S(a) ≤ x ,

(8.8) 213pq2 ≤ x

et

(8.9) qj 6= qj+1 pour 1 ≤ j ≤ k − 2 .

Donnons dès à présent deux propriétés des entiers qa provenant des condi-
tions (8.7). On a d'une part

qa >
√
x, q ≤ p ≤ y ≤

√
x/2γ+13 ≤

√
x/27

et S(qa) = max(q2, qS(a)) ≤ max(p2, qS(a)) ≤ x. Donc qa ∈ A∗(x, y).
Et d'autre part en combinant (8.7) et (8.5), on observe que qa /∈ C∗A,A′ t

C∗B′,B.
Choisissons à présent les entiers qa en distinguant deux cas, qui corres-

pondent à la dichotomie connecteur intérieur/extérieur.
Quand 3 ≤ p ≤ min(y, (x/213)1/3), on choisit q = p. On choisit également

un entier a tel que

(8.10)

√
x

q
< a ≤

√
x

q

où a est une puissance de 2 quand q ≥ 5 et a est de la forme 2α3β quand
q = 3. On véri�e facilement que ce choix des qa satisfait aux conditions
demandées (8.7), (8.8) et (8.9). Notons

(8.11) aq l′entier a que l′on vient de choisir qui véri�e (8.10) .

On suppose à présent

(x/213)1/3 < p ≤ y ≤
√
x/2γ+13 .

On note R = R(x) l'entier maximum tel que

(x/213)1/3 <
√
x/2γ+13+R .
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Soit r ∈ [0, R]. Sans les choisir explicitement, on va montrer ici qu'il existe
su�samment d'entiers qa associés aux nombres premiers p de l'intervalle

Ir =
] √

x

2γ+13+r+1
,

√
x

2γ+13+r

]
,

de telle manière à véri�er les conditions (8.7), (8.8) et (8.9).
On note

hr(x) := x
1
4

(1− 1
9

r∑
j=1

1
j2

)

.

On désigne par q′ un nombre premier générique di�érent de p0 et p∞. En
utilisant une forme forte du théorème des nombres premiers, on a pour tout
r ∈ [0, R]

2
∑

hr+1<q′≤hr

1

q′
≥ log

( log hr
log hr+1

)
= log

(
1− 1

9

r∑
j=1

1

j2

)
− log

(
1− 1

9

r+1∑
j=1

1

j2

)
≥ 1

9(r + 1)2
.

On en déduit avec le lemme 4.3 qu'avec maintenant un entier γ positif ad hoc,
on a ∑

hr+1<q′≤hr

∣∣∣{√x
q′

< a ≤
√
x

q′
: P (a) ≤ q′, S(a) ≤ 2γ

√
x

q′
, a 6= aq′

}∣∣∣
=

∑
hr+1<q′≤hr

∣∣∣{a > √x
q′

: P (a) ≤ q′, S(a) ≤ 2γ
√
x

q′
, a 6= aq′

}∣∣∣
≥
√
x

2 log x

∑
hr+1<q′≤hr

1

q′
≥ 1

36(r + 1)2

√
x

log x

≥ 1

2γ+12+r

√
x

log x

≥ π
( √

x

2γ+13+r

)
− π

( √
x

2γ+13+r+1

)
par le théorème des nombres premiers.
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On a de plus 2r ≤ 2R ≤ x1/6 et hr+1 > x1/5. On en déduit que pour tout
q′ ∈]hr+1, hr], on a∣∣∣{√x

q′
< a ≤

√
x

q′
: P (a) ≤ q′, S(a) ≤ 2γ

√
x

q′
, a 6= aq′

}∣∣∣
≤ 2γ

√
x

q′

≤ 1

2

(
π
( √

x

2γ+13+r

)
− π

( √
x

2γ+13+r+1
+ 1
)

+ 1

de nouveau par le théorème des nombres premiers.
En utilisant le lemme 6.1, tout cela permet de choisir pour tout r ∈ [0, R]

une application injective

ϕr : P ∩ Ir −→ {n ≥ 1 : hr+1 < P (n) ≤ hr, n 6= q aq}
p 7−→ qa = q(p)a(p)

de telle manière que les conditions (8.7) et (8.9) sont véri�ées. La condition
n 6= qaq assure que les qa choisis ici sont di�érents de ceux choisis quand
p ≤ (x/213)1/3.

On a de plus p ≤
√
x/2γ+13 ≤

√
x/213 et q ≤ x1/4. Cela entraîne (8.8).

8.5 Choix des extrémités des chaînes C∗(x/p, p)
L'objet ici est de choisir pour tout p ∈ [3, y] deux entiers e−(p) et e+(p),

qui seront respectivement les extrémités gauche et droite de la chaîne
C∗(x/p, p) de (8.1).

Les extrémités de la chaîne C∗A′,B′ sont A′ et B′. D'après (8.1), on n'a donc
pas le choix pour l'extrémité gauche de C∗(x/po, po) et l'extrémité droite de
C∗(x/p∞, p∞) : on pose

e−(po) = A′/po et e+(p∞) = B′/p∞.

On choisit à présent e+(po) de la forme

e+(po) = do ao qo

avec do ∈ {1, 3} de telle sorte que

P (e+(po)) 6= P (e−(po)).
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On choisit de même e−(p∞) de la forme

e−(p∞) = d∞ ak qk

avec d∞ ∈ {1, 3} de telle sorte que

P (e−(p∞)) 6= P (e+(p∞)).

On choisit en�n pour les autres p

e−(p) = q(p−)a(p−) et e+(p) = q(p)a(p).

8.6 Choix des chaînes C∗(x/p, p)
Supposons que p = pj avec 1 ≤ j ≤ k − 1. Il y a au plus deux nombres

premiers (p0 et/ou p∞) entre p et p+, d'où avec le postulat de Bertrand
p+ < 8p. On en déduit que 272p+q2 < 36 · 23pq2 < 213pq2 ≤ x d'après (8.8).
En utilisant alors les propriétés (8.7), on en déduit que

(8.12) q ∈ A∗(x/p, p) ∩ A∗(x/p+, p+).

La propriété (8.9) entraîne elle que

(8.13) P (e−(p)) 6= P (e+(p)).

On véri�e facilement que les propriétés (8.12) et (8.13) sont également satis-
faites dans les cas particulier où p ∈ {p0, pk, p∞}.

En utilisant la dé�nition (7.5) de h∗a(x, y) les propriétés (8.12) et (8.13)
permettent de choisir pour tout p ∈ [3, y] une chaîne C∗(x

p
, p) d'entiers de

A∗(x/p, p), dont les extrémités sont e−(p) et e+(p), et qui véri�e

longueur (C∗(x/p, p)) ≥ h∗a(x/p, p).

On a donc

(8.14) longueur C∗A,B ≥ longueur C∗A′,B′ ≥ 1 +
∑

2<p≤y

h∗a(x/p, p)

car k ≥ 0.
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8.7 Conclusion de la preuve du lemme 8.1

La propriété a ≤
√
x/q de (8.7) entraîne l'inégalité

qa ≤
√
xP (qa).

Par ailleurs pour m ∈ C∗(x/p, p) ⊂ A∗(x/p, p), on a

pm >
√
xP (pm).

Cela montre que les connecteurs qa de l'étage du bas de (8.1) sont di�érents
des entiers de p C∗(x/p, p) de l'étage du haut.

Remarque. C'est pour établir la propriété ci�dessus que l'on a été amené à
imposer aux entiers n de la chaîne d'entiers de A(x) que l'on construit pour
établir la minoration du théorème 1.3, de véri�er également n >

√
x.

C'est par ailleurs la propriété (8.6) que assure que, à l'exception de A′ et
P ′, les entiers pm des sous�chaînes p C∗(x/p, p) de l'étage du haut de (8.1)
n'apparaissent pas dans les chaînes C∗A,A′ et C∗B′,B.

Cela achève la véri�cation que la suite �nie d'entiers C∗A,B que l'on a
construite forme une chaîne d'entiers de A∗(x, y) qui relie A et B. La mino-
ration (8.14) permet alors de conclure la preuve du lemme 8.1.

9 Etude de la fonction h∗a(x, y) ; �n de la preuve

du théorème 1.4

9a) La fonction h∗a(x, y)

Lemme 9.1. Pour tout x ≥ 310 �xé, l'application

[3,+∞[ −→ N∗
y 7−→ h∗a(x, y)

est croissante

Démonstration. Supposons 3 ≤ y < z.
Soit (A,B) ∈ A∗(x, z)2 avec P (A) < P (B). Si (A,B) ∈ A∗(x, y)2, alors

on a immédiatement
f ∗a,A,B(x, z) ≥ f ∗a,A,B(x, y)
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Si A /∈ A∗(x, y), alors y < P (A) < P (B) ≤ z. En appliquant le lemme 7.1
avec q = 2, on obtient une chaîne C∗A,2α d'entiers A = a1−a2−· · ·−aas = 2α

avec P (aj) = P (A) pour tout j véri�ant 1 ≤ j < s.
En appliquant le lemme 7.2 avec z à la place de y et B à la place de

A, on obtient une chaîne C3β ,B d'entiers 3β = b1 − b2 − · · · − bs′ = B avec
P (bj) = P (B) pour tout j véri�ant 2 ≤ j < s′. On choisit alors une chaîne
C∗

2α,3β
d'entiers de A∗(x, y) et de longueur f ∗

a,2α,3β
(x, y). Alors

C∗A,2α − C∗2α,3β − C
∗
3β ,B

forme une chaîne d'entiers de A∗(x, z) de longueur > fa,2α,3β(x, y). D'où

f ∗a,A,B(x, z) > f ∗a,2α,3β(x, y).

Si en�n P (A) ≤ y < P (B) ≤ z, c'est avec une chaîne C∗A,2α − C∗2α,B que
l'on montre que fa,A,B(x, z) > f ∗a,A,2α(x, y). Tout cela montre que h∗a(x, z) ≥
h∗a(x, y).

Lemme 9.2. Il existe un réel positif x2 et un entier positif γ tels que pour
tous réels x et y véri�ant

x ≥ x2 et y ≥ 3

on a
h∗a(x, y) ≥ 1 +

∑
2<p≤min(y,

√
x/2γ+13)

h∗a(x/p, p).

Démonstration. En combinant les lemmes 7.5 et 8.1, on sait qu'il existe
un entier positif γ et un réel positif x2 tels que pour 3 ≤ y ≤

√
x/2γ+13 et

x ≥ x2, on a
h∗a(x, y) ≥ 1 +

∑
2<p≤y

h∗a(x/p, p).

En utilisant le lemme 9.1, on en déduit que pour x ≥ x2 et y ≥ 3, on a

h∗a(x, y) ≥ h∗a(x,min(y,
√
x/2γ+13))

≥ 1 +
∑

2<p≤min(y,
√
x/2γ+13)

h∗a(x/p, p).

Cela achève la preuve du lemme 9.2.
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9b) Fin de la preuve du théorème 1.4
Soient x et y des réels véri�ant x > 0 et y ≥ 2. Posons

M = max(22(γ+13), x2/9)

où γ et x2 sont convenables pour le lemme 9.2. D'après le lemme 9.2, on a

(9.1) h∗a(x, y) ≥ 11[1,+∞[(x) +
∑

2<p≤min(y,
√
x/M)

h∗a(x/p, p)

sous les conditions
x ≥ x2 et y ≥ 3.

Si ces conditions ne sont pas véri�ées, alors la somme en p dans (9.1) est vide
et l'inégalité (9.1) est immédiate. Elle est donc satisfaite dès que x > 0 et
y ≥ 2. En appliquant le lemme 5.1, on a donc pour tous réels x et y véri�ant
x ≥ 8 et y ≥ 2,

fa(x, y) ≥ f ∗a (x, y) ≥ h∗a(x, y) ≥ A(x/M, y, 2).

Cela achève la preuve du théorème 1.4.
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ANNEXE 1

Notons A′(x) = A′(x, x).

Lemme A1. On a pour x ≥ 2

A′(x) ≥ 32

7
D′
(x

2
, 2
)
−O(1)

Démonstration. Soit x un réel su�samment grand. Notons D′ l'ensemble
des entiers n à diviseurs 2�denses, sans facteur carré et véri�ant 7 ≤ n ≤ x/2.

Notons 1 = d1 < d2 < . . . < dτ(n) = n la suite croissante de ses diviseurs.
Comme dτ(n)/d1 = n ≥ 7 > 2, il y a nécessairement des diviseurs intermé-
diaires, en particulier un diviseur d2. On a d2 = d2/d1 ≤ 2, donc d2 = 2 et n
est pair. Comme de nouveau dτ(n)/d2 = n/2 ≥ 7/2 > 2, il existe un diviseur
d3. On a d3/2 = d3/d2 ≤ 2, donc d3 ≤ 4. Comme n est sans facteur carré, on
a en fait d3 = 3 et n est un multiple de 6. Soit a ∈ {1, 2, 3, 6}. On a donc n/a
qui est entier et on véri�e facilement que S(n/a) ≤ x. De plus comme n est
sans facteur carré, les entiers n, n/2, n/3 et n/6 sont tous di�érents modulo
6. Les quatre ensembles {n/a : n ∈ D′} sont donc deux à deux disjoints et
on en déduit déjà que A′(x) ≥ 4|D′| = 4D′(x/2, 2)− 16.

Continuons dans la même veine en montrant que

(10.1) n ∈ D′ ⇒ n est divisible par 5 ou 7 ou 11.

Pour cela, supposons que n ∈ D′ et que n n'est pas divisible par 5. On a déjà
vu alors que n est divisible par 6. Comme n est lui�même un diviseur de n
et n > 6, on a τ(n) ≥ 5. Comme n n'est pas divisible par 5, on a d4 = 6.
Comme n est à diviseur 2�denses, il suit d5/6 = d5/d4 ≤ 2 d'où d5 ≤ 12.
Comme n est sans facteur carré, cela entraîne que n est divisible par 7 ou
11, ce qui conclut.

Soit a ∈ {1, 2, 3, 6} et ϕa l'application

ϕa : D′/a −→ N∗

n/a 7−→ n

a pgcd(n, 5 · 7 · 11)
.

Soit m ∈ imϕa. L'entier m est alors sans facteur carré et véri�e S(m) ≤ x ;
cet entier est donc compté dans A′(x). De plus m est premier à 5 ·7 ·11, d'où
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m /∈ D′ d'après (10.1). En�n l'entier m a au plus 7 préimages par ϕa ; cela
permet de conclure que

A′(x) ≥ 4
(

1 +
1

7

)
|D′|

=
32

7
D′
(x

2
, 2
)
− 32× 4

7
.

Avec (1.8) et (1.10), le résultat de Tenenbaum (1.6) fournit donc la mino-
ration

f(x) ≥ A′(x/2) ≥ (32/7)D′(x/4, 2)−O(1)
= (8c′2/7 + o(1))x/ log x
≥ (8/7) · 0, 068 · x/ log x pour x su�samment grand.

On a donc �nalement
α > 0, 07.

ANNEXE 2

Rappelons que l'on note A(x) = |{n : S(n) ≤ x}|. On note de plus

D12,6(x, 2) = |{n ≤ x : n ≡ 6(12) et n est à diviseurs 2�denses}|.

LEMME A2. On a pour tout x ≥ 12

A(x) ≥ D(x/2, 2) +D12,6(x/2, 2).

Démonstration. Soit n ≤ x/2 avec max
1≤i<τ(n)

di+1/di ≤ 2. Comme

max
1≤i<τ(n)

di+1(n)

di(n)
=
S(n)

n

n est compté dans A(x) et on a déjà A(x) ≥ D(x/2, 2). Si de plus n ≡ 6(12)
on a aussi S(n/2) ≤ x. Comme n/2 est impair, il n'est pas lui à diviseur
2�denses. Le lemme A2 en découle.

Dans le très récent travail [27], Weingartner étudie la répartion dans les
di�érentes classes de congruence de toute une famille d'ensembles d'entiers,
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dont les nombres pratiques et les entiers à diviseurs t�denses sont les deux
exemples emblématiques. Il étudie plus en profondeur la répartition des en-
tiers à diviseurs 2�denses modulo 12. Il montre en particulier qu'il existe un
réel γ ∈]0, 1[ tel que

D12,6(x, 2) = (γc2 + o(1))x/ log x, (x→ +∞).

En utilisant aussi successivement le Corollaire, le lemme A2 et (1.7), on
obtient

f(x) ≥ A(x/2) ≥ D(x/4, 2) +D12,6(x/4, 2)

= [(1/4)(1 + γ)c2 + o(1)]x/ log x quand x→ +∞.

Weingartner (�n du chapitre 1 de [27]) montre que

γ = 0, 214 · · ·

Avec (1.9), cela permet de conclure que

α > 0, 37.
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