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Résumé — Dans cet article, nous introduisons un modele de jeu qui permet d’évaluer la potentielle perte d’efficacité induite par un contrdle
décentralisé d’une épidémie. Chaque joueur représente une région ou un pays qui est supposé choisir son action de contrdle pour mettre en ceuvre
un compromis local entre les aspects socio-économiques et I’aspect sanitaire. Nous effectuons 1’analyse de I’équilibre de Nash de ce jeu. Nous
quantifions ensuite par des résultats numériques la perte induite par une prise de décision décentralisé en termes de prix de I’anarchie (PoA). Ces
résultats permettent d’identifier clairement les scénarios ou la décentralisation est acceptable ou non au regard des mesures d’efficacité globale
retenues.

Abstract — In this paper, we introduce a game that allows one to assess the potential loss of efficiency induced by a decentralized control or
local management of a global epidemic. Each player represents a region or a country which is assumed to choose its control action to implement
a tradeoff between socio-economic aspects and the health aspect. We conduct the Nash equilibrium analysis of this game. Then we quantify
through numerical results the loss induced by decentralization, measured in terms of price of anarchy (PoA). These results allow one to clearly

identify scenarios where decentralization is acceptable or not regarding to the retained global efficiency measures.

1 Introduction

En 2020, de nombreux gouvernements dans le monde ont
di prendre des mesures drastiques pour atténuer la propagation
du virus SRAS-Cov2. En particulier au cours du premier se-
mestre de 2020, des mesures sanitaires uniformes ont été prises
sur de vastes zones géographiques telles que des pays. Parmi
les conséquences de cette inadéquation, nous trouvons : des
pertes économiques locales évitables, des dommages psycho-
logiques, de la frustration et donc une dégradation en termes
d’efficacité des mesures. Motivés par cette observation, nous
proposons un modele mathématique pour analyser les effets
de la décentralisation sur la gestion des épidémies. Dans ce
contexte, chaque région ou pays est un décideur. Pour évaluer
la perte d’efficacité potentielle induite par une prise de décision
décentralisée de la gestion de 1’épidémie, nous considérons un
modele mathématique qui est relativement simple tout en cap-
turant les principaux effets d’intérét. Cet article considere un
jeu de forme stratégique qui est construit a partir d’un modele
compartimental Susceptible-Infecté-Récouvert (SIR) en réseau
[1]. Plus précisément, nous considérons un jeu ou chaque joueur
représente une région géographique qui décide des regles de
distanciation sociale visant a minimiser un cofit. Chaque cofit
individuel met en ceuvre un compromis donné entre les pertes
socio-économiques et les pertes de santé.

Les principales différences entre le présent travail et les résultats

existants sur les jeux épidémiques en réseau (par ex, [2, 3, 4,
5]) peuvent étre résumées comme suit : nous considérons un
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modele SIR alors que les modeles de jeu existants sont ap-
pliqués au modele SIS (Susceptible-Infected-Susceptible) en
réseau ; nous contrdlons les taux de transmission inter-régions
alors que les travaux existants considerent des réseaux décrits
par une matrice d’adjacence binaire ; nous proposons un jeu a
un coup sur un horizon temporel fini contrairement aux travaux
existants qui considerent des jeux en temps infini avec des ac-
tions constantes.

Nos principales contributions peuvent &étre résumées comme
suit :

e Nous formulons un jeu de forme stratégique appliqué a un
modele SIR en réseau, dans lequel : les interactions sont décrites
par une matrice d’adjacence pondérée ; un joueur est un nceud
du réseau qui essaie de minimiser son propre cofit en faisant un
compromis entre les pertes socio-économiques et sanitaires.

e Nous introduisons un régime de fonctionnement appelé Régime
d’Interconnexion Faible (RIF), qui nous permet d’assurer |’ exis-
tence d’un équilibre de Nash (NE) du jeu considéré. Cette ana-
lyse assure la bienposition de la mesure d’efficacité de 1’équilibre
considérées dans ce travail : le Prix de 1’ Anarchie (PoA).

2 Position du probléeme

Nous considérons un ensemble de X > 1 régions intercon-
nectées (par exemple, des provinces, des états ou des villes)
qui sont touchées par une épidémie; 1’indice de la région est
désigné par k € K := {1,..., K}.Lapropagation de I’épidémie
au sein d’une région est supposée suivre un modele SIR. Cette
section présente a la fois le modele que nous considérons pour
la dynamique épidémique en présence de régions interconnectées
(Sec. 2.1) et le jeu proposé pour modéliser le processus de prise



de decision (Sec. 2.2).

2.1 Modele mathématique de la propagation du
virus

Pour la région k € K, nous désignons respectivement par
Bk et v le taux de transmission (endogene) du virus et le
taux d’élimination/de récupération (=L est appelé la période de
récupération moyenne). Pour k # /¢, la quantité Si, désigne le
taux de transmission de la région ¢ vers la région k. L’action
de la région k sur I’épidémie est représentée par une action de

contrdle scalaire désignée par uy, € Uy ou Uy, := [U, ,gni“, Upax] c

[0,1) est compact. L’action de contrdle uy, est supposée étre
constante sur la période de temps d’intérét (phase de tra-
vail) qui est Pintervalle [0,7], T > 0; une phase peut ty-
piquement durer quelques semaines. Nous désignerons par u
le profil ou vecteur d’action : u := (uy,...,ux) € U on
U :=U; X ... X Uk et nous utiliserons également la notation
u_g pour désigner le profil d’action réduit de 1’action uy. Les
fractions de susceptibles, infectés et récupérés pour la région k
sont respectivement désignées par (s, iy, %) € [0, 1]3. Avec
cette notation, la dynamique en temps continu de I’épidémie
dans la région k en présence d’interconnexion est supposée étre
donnée par Vt € [0,T], u € U :

K
o0 = —sutt0 (1) 3 it )
O (1) = — 2 (1) — (6, m
S (b ) = et u)
Sk(t7u) + 7k(t7u) + rk‘(tvu’) =1,

ou les fractions initiales de susceptibles et d’infectés sont choi-
sies comme sg > 0et ig > 0.

2.2 Modele mathématique du jeu étudié

On suppose que chaque Région k vise a minimiser le cofit
composite suivant qui modélise le compromis entre les pertes
socio-économiques et I’impact sanitaire local de I’épidémie :

I (u) := +op|s) —sp(Tou)|, ()
—_——

pertes sanitaires

2

apu + brpu b

————
pertes socio-économiques

ou (ag, by, ck) € RS, sont constants. En particulier, nous sup-
posons que le cofit socio-économique est une somme de termes
linéaires et quadratiques par rapport aux regles de distancia-
tion sociale, comme cela est motivé dans la littérature connexe
du contrdle optimal appliqué aux épidémies (voir par exemple,
[6], [7, Section 2.4]) ou dans les études économiques, selon [8,
Eq. 8 dans la Section 2.2.2]. D’autre part, nous considérons que
les pertes sanitaires sont proportionnelles a la taille finale de
I’épidémie apres une phase de travail. On remarque alors, a tra-
vers de ce dernier terme, que la décision de chaque nceud a un
impact sur ses voisins. La forme stratégique (voir par exemple
[9]) du jeu statique considéré est donc donnée par :

g:= (Kv (uk)lgkgK’ (Jk)lgkgK)' 3)

Larégion k € K exprime ses intéréts en fixant le triple (ag, by, ¢ ),
tandis que I’ensemble d’actions U, est imposé par un planifi-
cateur social (par exemple, un pays ou une organisation inter-
nationale, selon la nature du joueur).

2.3 Mesure d’efficacité globale retenue

Dans le but d’évaluer les pertes induites par une prise de
décision décentralisée, nous introduisons la mesure du prix de
I’anarchie (PoA), bien connu dans le domaine de la théorie des
jeux [10]. Rappelons dans un premier temps, la définition d’un
équilibre de Nash (NE). Un profil d’action uN¥ est un NE si :
Yk, Vuj, Ji (uNE) < Ji(ul, uNF). Le PoA est défini par :

uEUNE

K K
PoA = max > Ji(u) / min Y~ Ji(u), 4)
k=1 k=1

ot UNE est I’ensemble des NE de G. Le PoA compare donc la
performance du pire NE a la performance de la solution centra-
lisée. En particulier, lorsque le PoA est trop élevé, la stratégie
de décentralisation ne sera pas efficace au risque d’observer un
comportement égoiste de la part des joueurs.

3 Analyse de ’existence d’un équilibre
de Nash

Dans cette section, nous énongns notre résultat principal concer-
nant I’existence d’un NE pur qui est fortement liée aux pro-
priétés géométriques des fonctions de colit Ji, k € K, telles
que les propriétés de quasi-convexité. L’analyse de la quasi-
convexité de J, semble étre un probleme non trivial, étant donné
I’expression de ce dernier. C’est la raison pour laquelle nous
définissons le régime de travail suivant.

Régime d’interconnexion faible (RIF) : Le jeu G est dit étre
dans le RIF, si V(k,£) € K? : £ # k il existe vz, > 0 tel que
Bre < va i, et Ji est quasi-convexe par rapport a uy, sur U,

La motivation derriere la définition du RIF est donnée par le
résultat suivant.

Proposition 1 Dans le RIF le jeu G a au moins un NE pur.

Preuve. Les conditions du Théorem de Debreu-Fan-Glicksberg
pour les jeux quasi-convex sont vérifiées [9, Theorem 50] donc
I’existence d’un pure NE est assuré.

Une question pratique importante serait : ’Quand le jeu est-il
dans le RIF ?”. Pour répondre a cette question technique, intro-
duisons I’hypothese de travail suivante.

Hypotese 1 Soir V(k,f) S /C2, Pkt 1= ﬁ}ge/’}/g.

Condition (i) : La matrice B dont les entrées sont données par:
By, ¢ = Bre, est non-singuliere.

Condition (ii) : Vk, Vu, VT dansT on a que si(t,u) > 0.
Condition (iii) :

1
TZ: {t S RZO IV]{;, Vu, (1 — Uk)Sk(t,u) S K} = R>0-
=1 Pke

-1
AvecVk € K, s < (Zﬁil pre(l — U,;‘”“)) .



La condition (i) est assurée lorsque B est strictement diago-
nalement dominant ; la condition (ii) est trivialement satisfaite
en pratique; la condition (iii) est nécessaire pour caractériser
une limite supérieur concernant les taux de transmission du
virus entre les régions, c’est-a-dire, pour que le jeu soit dans
le RIF nous avons besoin de vérifier que Yk # ¢, B <

min vy

vk = O*ZEU’;EW — ﬁkk> /4. Dans ce qui suit, nous pro-

posons d’exposer une condition suffisante pour que le jeu soit
dans le RIF. Pour établir le résultat correspondant, quelques
notations s’imposent. Soit T € T, u € U, s(T,u) = (s1(T, u),
sk (Tou)) T, i(Tyu) = (in(Tyu), . yig(Tou) T, r =

(ri(T,u),...,rx(T,u)) . Nous notons les deux matrices carrées

B := diag(1 — u)]§ et I' := diag(y), ot vy := (71,...,VK)-
En utilisant (1) et [1, Section 2], on peut écrire 1’identité sui-
vante : Fy(u, s(T,u),i(T,u)) = 0 avec Fy(u,s,i) = (1 —

K 0
. S N .
ug) E Pkt (sz + iy — x?) + In <5i> ou s® = 5(0,-), " =
=1

i(0,-) et 20 = 59 +4%. Nous définissons 1’ensemble des joueurs

non monotones comme Ky := {k € K : Ji n’est pas monotone

par rapport a uy, } Maintenant que nous avons introduit toutes

les notations nécessaires pour établir le résultat principal, nous
exposons le lemme clé suivant qui fournit, Vk € K, une borne
inférieure de la dérivée de sy, par rapport a uy.

Lemme 1 Sous I’hypothése 1, VT € T ,Vu € U et V(k, ) €
K2 ona %(T,u) > 0et

. sk (T, u)In (Sk(z(} U))
(T, u) > . :
duy, (1 —ug) [(1 = ug) prrse (T, u) — 1]

Preuve. Voir Annexe 5.1.

Le théoréme suivant établit le résultat principal de cet article,
en assurant que le jeu G est dans le RIF.

Théoreme 1 Soit T' € T. Supposons que I’hypothése 1 soit
vérifiée et que le profil d’action le moins restrictif Umin =
(Upin ., UBIn) € [0,1)X vérifie que, Vk € K,

(1- U}C“in)sk(T, Umin) > 1/(2pkk). Alors, le jeu
G est dans le RIF.

Preuve. Voir annexe 5.2.

La condition supplémentaire que nous introduisons signifie
que si les épidémies sont suffisamment contrdlées, alors le jeu
G est un jeu quasi-convexe, assurant ainsi I’existence d’un NE
pur, selon la Proposition 1.

4 Analyse numérique des performances
globales

L’ objectif de cette section est de quantifier numériquement le
PoA pour un scénario de type Covid-19. Inspiré par les données

épidémiologiques du Covid-19 sur le territoire frangais en 2020.

Nous considérons un graphe avec KX = 10 noeuds et nous pro-
posons d’observer I'influence de la structure du graphe sur le
PoA. Nous supposons que :Vk, v, = 0.14; Vk € K, ap =
b = 1; Les régions k € {6,...,10} = Kxm ont choisi
¢ = 1000, alors que Yk € K\ Knm, ¢x = 0. En se ba-
sant sur les observations dans [7, 11, 12], nous considérons :
I’horizon temporel de la phase épidémique considérée comme
étant fixé a 7' = 30 jours; la valeurs des poids Sy ¢, Vk #
¢ sont fixées de maniére aléatoire suivant une lois uniforme
d’espérance 5 - 1072 x B,k Au vu des poids ay, b, ci, on
définit ’action minimale U™™ de sorte 2 vérifier le Théoréme
1, (c’est-a-dire, en fixant U,z”m tel que Bx ¢ < vgk. Les pa-
rametres considéré dans ces simulations sont raisonnables au
vu de la situation en France fournie par I’Institut national de
la statistique et des études économiques (INSEE) dans le [13,
Tableau 6-8]. On propose de tirer de maniere aleatoire 5000
structures de graph suivant le modele de Watts-Strogatz (Small-
world graph) en faisant varier le nombre moyen de degrés par
agent Eeg dans

D., € {2,4,6,8,10} avec une probabilité de connexion fixée
a 0.5. Nous observons dans Fig. 1 I’interpolation du PoA par

rapport a la quantité Z Z O.c
k Yk
€KX LeEN),
voisins de la Région k.

Nous observons que le Prix de 1’Anarchie croit en fonc-
tion du nombre moyen de degrés par agents dans le graphe;
celui-ci peut étre aussi grand que 1.5 pour des graphes forte-
ment connectés. Par conséquent, le résultat dans ce cas est que
le planificateur social ne devrait pas décentraliser la prise de
décision.

, oi V}, est I’ensemble des

g
T 14
g
SRR
(U
°
1.2
o
~
11
. Prix de I’Anarchie Moyen
24 28 30 32 34 36
Y B
kek teN 7
FIGURE 1 — Prix de I’ Anarchie en fonction de Z Z M pour des

kek ten,, Tk
graphes aléatoires selon le modele Watts-Strogatz en faisant varier le nombre
moyen de degrés par agent D¢y dans Deg € {2,4,6,8,10}.

5 Conclusion

L’analyse menée de I’équilibre de Nash du jeu proposé re-
pose en grande partie sur la quasi-convexité individuelle de la
fonction de colit d’une région. Du fait de 1I’expression non tri-
viale des coiits, nous nous plagns dans le régime de fonction-
nement RIF; ce régime apparait comme non limitatif pour les



scénarios réels Covid-19 au vu des valeurs faibles des flux d’in-
terconnexion entre les régions. L’ analyse numérique permet de
quantifier clairement ce qui est perdu lorsque des régions ou
des pays geérent eux-mémes la gestion de I’épidémie de maniere
décentralisée et sans coordination. L’approche proposée pour-
rait étre améliorée, par exemple, en intégrant des contraintes
couplées pour tenir compte des capacités de réanimation des
régions et en effectuant une analyse numérique plus approfon-
die de I'impact du graphe sur le prix de I’anarchie.

Annexe
5.1 Preuve du Lemme 1

Soitke K,ueld, T eTet, X := (u,s(T7 u), i(T, u)) S
Ux(0,1]5x(0, 1] tel que F(X) := (F1(X), ..., Fx(X)) =
0. D’apres le théorememe des fonctions implicites on obtient :
9s oF 17" OF
Z(T,u) = — | —(X -
8u( w) {35 ( )} Ju
D := (diag(s(T,u))~* — diag(BT~1)) "', B := B—diag(B).
Compte tenu de I’expression de I, on a :
oF —

—(X) = —D7 ' (Ix — DBT™"). D’apreés la Condition
(iii) de I’'Hypothese 1 on montre que la série de Neumann

> iy (DBT ~1)* converge. On faisant I’approximation a I’ ordre
premier de cette série, on obtient une borne inférieure a % (T, u)

(X). Dans ce qui suit on note,

que I’on note g—z (T, u).

5.2 Preuve du Théoreme 1

Le but de cette preuve est de s’assurer que Vk € I, Ji
est quasi-convexe par rapport a ur € U. Nous savons que,
Vk € K\ Knu, la propriété de quasi-convexité de Jj, tient.
Dans ce qui suit, nous sommes intéréressés par la convexité
des cofits Ji, pour les joueurs k& € . Par conséquent, nous
proposons d’analyser dans un premier temps la convexité de i,
par rapport a ug, ce qui nous permet de discuter de la conca-
vité de sy par rapport a ug. Soit k € Kny, v € U, T € T.
En suivant le m&me raisonnement que dans le Lemma 1, on

applique le théoréeme de la fonction implicite et on en déduit
: sp(T,u
kb In (’“(O)>
S .
—(T,u) = k ot biY estle (k, k)™
auk( 9 ) (1 — uk)Q I kk ( ’ )
~—1
élémentde B . De la monotonicité de s par rapport a uy, on
déduit la quasi-convexité de 6% par rapport a uy. Ecrivons la

dérivée seconde de 7, par rapport a uy, :

inv [ Osg
Vibgk (Buk

Oiy,

que

0%y,

cette Preuve, Vk € I, Jj, est quasi-convexe alors par définition
le jeu G est dans le RIF.
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