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Comportement asymptotique d’un Modele
de propagation de front : Cas d’un probleme
a frontiere libre en une dimension

Mohamed KARIMOU GAZIBO

Résumé. Nous considérons un modele physique de propagation de front
de flamme droit dans un milieu solide et homogeéne en une dimension
gouverné par un probléme a frontiére libre :

ur —duze, =0 dansz <&(t),t>0
dug =r surz=¢&(~t)
& =r pour t>0.

La position du front de flamme & Dinstant t est £(¢) et u(t, x) est la
temperature & l'instant ¢ dans le domaine délimité par le front. On
s’interesse particulierement a 1’évolution dans le temps du couple (&, u).
Nous définissons une notion de solution onde ou solution a etat onde sta-
tionnaire, le couple (¢, u) avec ¢ > 0 une vitesse constante de propaga-
tion du front et u = u(z) une temperature stationnaire. Nous montrons
ensuite que la solution de notre probleme converge vers une solution
onde quand t — oco. Enfin, les résultats théoriques sont confirmés par
différents tests numériques.

Mathematics Subject Classification (2010). Primary 35R35; Secondary
35K05, 35C07 .

Keywords. Probleme & frontiere libre, Equation de la chaleur, Solution
onde, Transformée de Laplace, Comportement asymptotique.

1. Introduction

On se place en une dimension d’espace. On considére le systéme (P)-

(C) :
ft =T, t>0
{ £0) =0, (F)
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U — Az =0 dans z < £(t), t >0

du, =r sur z =£(t), t >0 ©)
u(t, x) -0 pour x — —oo, t >0

u(0, z) =up(z) dans z < £(0).

Ici, u(t,z) représente la température qui y régne dans une region et &(t)
la position du front a linstant ¢ donné. La vitesse de propagation du front
r (taux de combustion)est supposée constante tout comme le coefficient de
diffusivité thermique d. Plusieurs auteurs se sont intéressés au modele de
propagation de front de flamme dans un milieu donné (voir [8, 9, 10, 2, 1, 5]).
Le modele est souvent donnée par une équation d’Hamilton-Jacobi de type
(P3p) (voir appendice de ce papier). Ces auteurs décrivent une solution onde
comme étant un couple (¢, v) ol ¢ est une vitesse constante de propagation et
v un profil établit du front de sorte pour un temps long le front est donné par :
&(t,x) = —ct + v(y). Pour le cas du systeme (P)-(C), le probléme consiste
a trouver pour un temps suffisamment long une température stationnaire u
dans le domaine délimité par la frontiere libre (ici le front). Contrairement au
cas ou l'interface (la frontiére libre) n’est pas connu d’avance (par exemple
dans le cas des problémes avec changement de phases [11]), la connaissance a
priori du mouvement de I'interface peut nous permettre de nous placer dans
un repere fixe lié au front. Pour cela un changement de variable pour fixer le
front peut étre envisagé. Ainsi a l'aide du changement de variable suivant :
z =12 — &(t), on se rameéne au systeme (P)-(T) avec

uy +ru, —du,, =0 z2<0,t>0

du, =r z=0,t>0 (T)
u(t, 2) -0 z——00,t>0

u(0, 2) =ug(z). —o0<z<0.

Le reste de ce papier se présente comme suit : la section 2 est consacrée
au comportement asymptotique en temps de la solution du probléme (T) qui
converge vers la solution onde (voir Définition 2.1). Dans la section 3, on pro-
pose un schéma stable prenant en compte la condition limite au front. Dans
la section 4 nous présentons quelques simulations numériques pour vérifier la
convergence de la solution numérique vers 'unique solution onde. A la section
5, nous présentons brievement le probleme en deux dimensions qui sera 1’ob-
jet d’'une autre étude ultérieure. Enfin, en Appendice, nous présentons une
condition sur la propagation du front, permettant un changement de variable
en dimension 2.

2. Existence de solution onde du probléme

Dans cette section, on s’intéressera au comportement asymptotique en
temps de la solution de (T). Remarquons qu’ici nous sommes dans le cas
simple d’une équation parabolique linéaire avec des coefficients constants.
L’existence d’une solution unique est assurée par des résultats classiques (voir
par exemple [6, 7]). La régularité de laquelle dépendant uniquement de celle
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de la condition initiale. Nous supposons ’hypothese suivante sur la condition
initiale :

up(z) € L*(R™) avec ug(x) — 0 quand x — —oo )

En utilisant les transformées de Laplace, nous prouverons la convergence
vers une solution onde de la solution du probléme lorsque ¢ tend vers 'infini.
Définissons d’abord la notion de solution onde pour le systeme d’équations
couplées (P)-(T) :

2.1. Notion de solution onde

Definition 2.1. On appelle solution onde du systeme (P)-(T), le couple (¢, u)

avec ¢ € R représentant la vitesse de propagation du front (£(t) = —ct) et
u une température stationnaire dans le domaine.

Remarque 2.2. Etant donné que le front se propage avec une vitesse constante
7, et exp(5z) est solution du probleme stationnaire associé au probleme
d’évolution (T) alors le couple (r,u(z) = exp(5z)) est une solution onde
du systeme (P)-(T) (au sens de la Définition 2.1). D’ailleurs dans ce cas,
c’est 'unique solution onde.

2.2. Convergence asymptotique vers la solution onde

Soit u la solution du probleme (T). Définissons pour p > 0, u*(p, 2) la
transformée de Laplace en temps de la fonction u(t, z) donnée par :

+oo
u*(p,z) = /0 u(t, z) exp(—pt)dt.

Remarque 2.3. On sait qu’il existe une relation (théoreme de la valeur finale)
entre la limite a U'infini d’une fonction et la limite en zéro de sa transformée
de Laplace. Si les limites indiquées existent alors

lim w(t, z) = lin(l)pu*(p,z). (2.1)
p—

t——+oo

Démonstration. En effet, la transformée de Laplace de la dérivée de u par
rapport a ¢t donne :

+oo
(ug)*(p, 2) = /0 ut(t, z) exp(—pt)dt = pu* — u(0, 2).

D’apres le théoreme de Lebesgue, la limite du membre de gauche quand p
tend vers zéro est

400 o0 R
Zl)ii% ; ut(t, z) exp(—pt)dt :/0 u(t, z)dt = RETOO ; ut(t, z)dt
= Rgrfmu(R, z) —u(0,2)
= tllgloo u(t, z) —u(0, 2). (2.2)

La limite du membre de droite quand p — 0 est
lim pu* — u(0, 2). (2.3)
p—0
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L’égalité cherchée s’obtient en comparant (2.2) et (2.3). O

Théoréme 2.4. On suppose que la donnée initiale ug vérifie (I). Alors, la
solution de (T) converge vers la solution onde u(z) = exp(%z) lorsque t tend
vers linfini.

Démonstration. Considérons le probleme stationnaire

ru, —du,, =0 2z2<0,

du, =r z=0, (S)
u(z) -0 z— —o0.
La fonction u(z) = exp(}z) est solution du probleme (S), si bien que la
fonction v(t, z) = u(t, z) — @(z) est solution du probleme
v +rv, —dv,, =0 z2<0,t>0
vy =0 z=0,t>0 (T)
v(t, z) —0 z——00,t>0
v(0, 2) =vp(2). —o0<2z<0,

avec vg(z) = ugp(z) — 4(z). On est donc ramené & démontrer la convergence
de v(t, z) vers 0 quand ¢t — co. La transformée de Laplace de 1’équation de v
donne

pv* + rvl — dvl, = vg. (2.4)

Une solution de (2.4) est la somme d’une solution particuliere de (2.4) et
d’une solution de ’équation homogene associée & (2.4). Considérons alors
Péquation homogene associée a (2.4)

dv}, — rvl —pv* = 0. (2.5)
La solution de (2.5) est donnée par :
v*(p, z) = A(p) exp(c12) + B(p) exp(caz) (2.6)
avec
— 24+ 4d 2 4+ 4d
(=T VEIM o TRV

Il nous reste a trouver une solution particuliere de (2.4). Pour cela, cherchons
une solution particuliere de (2.4) sous la forme :

v*(p, z) = A(p, z) exp(c12) + B(p, 2) exp(caz). (2.8)
La dérivée premiere de v* par rapport a z est :
vy(p,z) = A, exp(c12) + B, exp(cez) + c1Aexp(ciz) + caBexp(caz).
Cherchons une solution qui vérifie en plus :
A (p, z) exp(c12) + B (p, z) exp(cez) = 0. (2.9)
Calculons ensuite la dérivée seconde de v* par rapport a z :

i (p,2) = a1 Az exp(c12) + 2B, exp(cea2) + T Aexp(ci2) + 3 Bexp(ca2).
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En écrivant que v* est solution de (2.4), il reste, compte-tenue du fait que ¢;
et ¢ annulent p +rZ — dZ?,

—dc1 A, exp(e1z) — dea B, exp(caz) = vg. (2.10)

On résout alors un systeme linéaire en A, et B, avec les équations (2.9) et
(2.10) pour trouver :
v

A, (p,z) = Wiq)exp(—clz)

Yo
B.(p, = —C22).
(p Z) d(Cl — C2) eXp( 622)
Une solution de (2.4) est alors :
v (p,2) = Alp) expler2) + B(p) exp(eaz) + Alp, 2) exp(er2) + B(p, ) exp(e22),
(2.11)
ol

A(p, 2) Zm/ vo(x) exp(—c1z)dx

B(p,z) = m[ vo(r) exp(—com)dz.

Reste & déterminer A et B via les conditions aux limites.
Commengons par remarquer que la condition de Dirichlet lim wv(¢,2) =0
Z—r—00
implique lim v*(p, z) = 0.
Z—r—00
En effet, soit p > 0, puisque v(t, z) tend vers 0 lorsque z — —oo alors d’apres
€

la définition de v*, il est facile de voir que Ve > 0, lim v*(p,z) < —.
Z—r—00

Faisons donc tendre z vers —oo dans (2.11) et regardons chacun des quatre

termes résultants : On voit que B(p)exp(cez) tend vers zéro & infini car

co > 0.
Regardons maintenant le terme en A(p, z). On a

1 z
A = — d
(p, z) exp(c12) Ao =) /_oo vo(x) expler(z — x)]dx,
avec ¢1(z — ) <0, alors
1 z
A < dx.
(p,Z) eXp<Clz) = d(62 — Cl) /_OO ‘U0($)| €z

En utilisant le fait que vy est dans L', il s’en suit que

1 z
d(cs —c1)  lim . [vo(z)|dr =0 = lim A(p,2)exp(c12) = 0.

Examinons le terme B(p, z) exp(cez) :

B(p, z) exp(caz) :m /_Z vo(x) explea(z — x)]dx.
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Dans un premier temps nous allons considérer une condition initiale vy a
décroissance rapide plus précisément, nous allons imposer :
z
lim vo(x) exp(—cz)dxz = 0 pour un ¢ > 0 donné. (2.12)

z——o0 | o
Par exemple, vg(x) de la forme exp(yx) avec v > ¢ convient.
Remarquons aussi, & ce stade, que co = co(p) via (2.7) et on s’intéresse ici
a des p ’petits’ c’est a dire a la limite quand p — 0. Donc en prenant par
exemple ¢ = 5 + 1, sous I’ hypothese (2.12), B tend vers zéro quand z tend
vers moins l'infini.
Ainsi lorsque 2z tend vers moins linfini, nécessairement le terme restant
A(p) exp(c12) est nul, c’est & dire A(p) = 0. L’équation (2.11) devient :

V(.2) = Bl exp(eas) + 5 [l ez - oo

1 / #
+ ——- vo(x) explea(z — x)|dx. 2.13
o ey | o) exples(z — o) (213)
Maintenant, nous allons utiliser la deuxiéme condition aux limites & savoir
v.(t,z =0) =0 c’est & dire v} (p,0) = 0.
En dérivant (2.13) par rapport a z, on a

vy (p,2z) = czﬁ(p) exp(cez) + ﬁ /_; vo(x) expler (z — z)]dx

702 ’ Vol ) expl|ca(z — X)|ax UO(Z) UO(Z)
* d(61 — 62) [w 0( ) p[ 2( )]d + d(Cl — CQ) * d(Cg — Cl).

Ainsi,en z=0on a :

V5 (p,0) = m {cl [ Ooovo(x) exp(—c1z)dz — s L Ooovo(x) exp(czm)dx}

+ C2§(p)-
Puisque v}(p,0) = 0, nous trouvons
B(p) = - {cl /0 vo(x)exp(—ciz)dx —/0 UO($)€Xp<_CQ$)d$:|.
d(CQ — Cl) C2 J_o —o00

Par conséquent, une expression de v* est donnée par :

* *ézvxexczfxx
005 = o [ () espler(z - o)

1 z
" d(ci — ¢2) /_Oo vo(x) explea(z — x)|dx

1 C1 /O
- - @ vo(x) exp(—cix) exp(coz)dx
d(CQ *cl) 2 J_~ O( ) p( ' ) p( ’ )

1 0
* d(cs —c1) /_OO vo() explea(z — z)]dx. (2.14)



Cas d’un probleme & frontiere libre en une dimension 7

Maintenant nous allons vérifier que v* est borné pour tout z lorsque p tend
vers zéro. Pour voir cela, étudions les quatre termes de (2.14) lorsque p tend
vers zéro. Pour p tendant vers zéro, on a c; tend vers zéro et ¢y tend vers 7,
d’ou

lim ———— /z vo(@) expler (z — a)]dw = 1/2« vo(z)dx < leollz:

p—0 d(ca — ¢1) T r

— 00 — 00
Ensuite, sous I'hypothese (2.12) le terme B(p,z)exp(caz) est borné pour

tout z. Il reste & examiner les deux derniers termes de (2.14). Tout d’abord,
0

intéressons nous a / vo(z) exp(—ciz) exp(cez)dz on a
—o0
0 0
/ vo(x) exp(—c1z) exp(caz)dx < / vo(z)dx < ||vg|pr < o0,
—c0 —o0
ce qui montre que
i 20 [ e eplenn) expless)ie =0
im ———— vo(x) exp(—c1z) exp(caz)dx = 0.
p—0 d(CQ — Cl) C2 J_so 0 P ! plez
1 O
Regardons maintenant —— / vo(z) explea(z — z)]dz. Ce terme est
dlea —c1) Jooo

borné d’apres ’hypothese (2.12) lorsque p tend vers zéro.
Finalement on déduit que v*(p, z) reste borné quand p tend vers zéro, d’out

lim po* =0.
Jim pv (p,2) =0

On conclut d’apres (2.1), que sous I’hypothese (2.12) de décroissance rapide
de la condition initiale, v tend vers 0 lorsque ¢ tend vers Iinfini.

Maintenant, considérons une condition initiale vy générale. On va approcher
vp par une suite de conditions initiales (vg i) telle que la suite (vo ) pour
tout k, soit & support compact. Comme les (vg )s vérifient (2.12), la suite
de solutions (vg )y converge vers 0 pour ¢ tendant vers +o00. On a

ot I = o) = vkt ) + vk, )] < ot ) — vkt I+ ok (I
En utilisant le principe de maximum, on a ||v — vg|| < ||[vo — vo k||, et donc
AP

En passant d’abord a la limite en k& puis en ¢, on obtient la convergence de v
vers 0. Finalement en revenant & u, on a bien la convergence de u(t, z) vers
a(z) quand t — +o0. O

o I < llvo = vor

3. Schéma numérique du probléeme

Cette partie est consacrée & la discrétisation du probléme (T) avec pour
objectif de vérifier a travers des simulations numériques que la solution ap-
prochée satisfait les résultats du théoreme 2.4. Nous utiliserons ici la méthode
des différences finies centrées pour discrétizer le terme de diffusion et un
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schéma upwind pour le terme de diffusion. Soit 7 = t le pas de temps. Pour
les raisons numériques, nous considérerons 2 =] — L,0[ avec un L > 0, suf-
fisamment grand et on prendra u(t,z = —L) — 0, V¢t > 0 grace & (I). On
construit un maillage uniforme constitué d’ une collection de point (2;)1,...F
avec pour pas d’espace uniforme h = §z = ﬁ Ainsi on localisera un point
z; par z; = —L+(i—1)h aveci € {1, ..., F'}. La valeur de la solution numérique

au point z = z; & t = n7 est donnée par ul* avecn >0et i€ J={1,..., F}.

Proposition 3.1. Supposons (1), une approximation numérique de la solution
du probléme (T) est donnée par :

9 = (0, 2) pouric J (3.1

U;

ul M =Coul 1+ (1 —Co —Crg)ul +Crul', pourn > 0,i€ J (3.2)
uttt = (1 - 2CE)up + 2Cpulp_y + Cy pourn > 0,i = F (3.3)

avec Cp = ﬁ(rh—i—d), Cg = d— et Cr= 77(2d+h)

h? hd
Démonstration. A l'intérieur du domaine, avec la méthode des différences
finies centrées pour discrétizer le terme de diffusion et un schéma upwind
pour le terme de diffusion on a :

n+1 n n__ .mn n _ n n
Ui T M T it 2ui +ug

T h h?
qui donne (3.2). Pour compléter le schéma, il reste a discrétiser la condition
de Neumann au front. L’évaluer la valeur de la solution numérique au front
(z = zr) qui est nécessaire dans approximation du terme de diffusion lorsque
1 = F — 1 est délicat car ’approximation du type :

=0. (3.4)

Up — Up

h (3.5)
n’approche pas la solution au front. En effet, la solution est connue et est
de la forme exp(5z) qui est égale a 1 au front. Il est évident que nous ne
sommes pas a mesure d’avoir cette valeur avec la méthode précédente car
la température au front aura tendance a croitre a chaque itération pour des

uy(nT, 2p) &

r
grandes valeurs de 7 En effet, 'approximation précédente induit une erreur

d’ordre 0(1) et ne permet pas une convergence. Ceci vient de 'approximation
de Taylor
r
u"(zp) = u"(zp_1) + Eh + 0(R?). (3.6)
Ainsi
u(zp_2) — 2u™(zp_1) + u"(zF) N

; 0(h?). (3.7)

U?Z(prl) =
C’est a dire
u(zp_2) — 2u™(zp_1) +u"(2p_1) + 5h
12

uz(zp-1) = +0(1).  (3.8)
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Pour éviter cela, on passe par Taylor d’ordre supérieure :
un+1(ZF) — un(ZF) n n
. +r(u?)(zr) — d(uZ,)(zr) = 0. (3.9)

Le deuxieéme terme de (3.9) est donné par la condition de Neumann, il reste
a évaluer le dernier terme

W (spr) = 0 (er) — () + T (o) £ O (3.10)

En remplacant u™(zp_1) par sa valeur dans (3.9) on

—2u™(zp) + 2u™ (2p_1) + 25h N

ul,(zr) = 2

zz

0(h) (3.11)
Finalement

W = (1 - 2CE)up + 2Cpul 4+ C; (3.12)
O

Remarque 3.2. Le schéma (3.1)-(3.2)-(3.3) est stable si la condition suivante
est vérifiée :

h2
7T —. 3.13
~“rh+2d ( )
4. Simulations numériques
Convergence vers e soon code Convergence versune soution onde Convergence vers e soition onde
= solution exacte M
10 12 =soltion exace 12 B
— = -t
i 100016 " 3
0N 2
a, 11
06i .
04 0 |
02 N
x‘!ﬂ 4 ,m k) k) 4 2 00 "W 3 4§ 4 2 nﬂ 203 4 10
FIGURE FIGURE FIGURE FIGURE
1 2 3 4

Dans cette partie, nous vérifierons a travers des tests numériques que la
solution numérique obtenue par le schéma (3.1)-(3.2)-(3.3) sous le condition
(3.13) converge vers une solution stationnaire (solution onde) quand ¢ devient
grand. Nous supposons r =d =1, h = %.

En démarrant avec une température initiale donnée par wug(z) = exp(5z2),
et en suivant I’évolution de la température numérique (voir Figure 2 pour
différent temps), on remarque qu’il y’a convergence vers la solution onde. Ce
constat est attendu car la donnée initiale considérée est égale a la solution
onde. En principe la solution devrait rester stationnaire, son évolution est
due aux erreurs d’approximations.

Pour mieux illustrer cette convergence, nous comparons dans la Figure 4,
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I’évolution dans le temps la valeur de la solution numérique au front par
rapport a la valeur de la solution exacte au front qui est 1. Considérons une
autre condition initiale moins réguliere donnée par :

Lz4+1 sizE<z<0
B
0 sinon.
Avec une telle donnée initiale, la Figure 1 nous indique aussi que la solution
numérique converge vers cette méme solution onde exp(5z) dans ¢ dévient

grand.
Enfin, on effectue un autre test numérique avec une condition initiale discon-

tinue donnée par :
L 6izgZ<2z<0
up(z) = { d , 2d =7

0 sinon.

L’évolution de la température a différent temps est illustrée par la Figure 3.
Ici, aussi ce test numérique confirme la convergence vers la solution onde.

Remarque 4.1. Notons que plus le maillage est fin, plus les solutions numériques
sont proches de la solution onde.

5. Perspective a venir : Probleme 2D

Apres I'étude du probleme simplifié 1D, il sera intéressant d’envisager
I’approximation numérique du probleme 2D c’est a dire la propagation d’un
front initial périodique quelconque en milieu hétérogene. L’objectif est de
vérifier la convergence (pour un temps long) de la solution numérique vers
une solution onde dont 'existence a été prouvée par Alibaud et Namah dans
[1]. Le probleme & frontiere libre 2D est le systeme (Pap)-(Cap) suivant :

§e +rK(up)yJ1+E2 =¢ €y§ y €J0,1[, t>0

f(t, 1) = f(t ) t> 07 (PQD)
&t 1) =&,(t,0 >0,
ima = S0(¥) y€[0,1].
div(dVu) =0 (x,y) €y t>0
d%(t, LYy) =068V, (r,y) €Ty, t>0
u(t,z,y) =0 T — —00 (Cap)
u(t,z,1) = u(t,z,0)
uy(t,z,1) = uy(t,z,0)
U|t=0 = UO(‘ray)'

Le domaine spatial repéré a chaque instant ¢ > 0 est donné par :

O = {(2,y) /y €]0, 1 avec z < {(t,y)},
Iy ={(z,y) /o =¢(ty)},
I‘O:(?Qtﬂ{y:()},
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En s’inspirant du probléeme 1D, I’idée est de faire un changement de variable
permettant de se ramener a un repéere fixe lié au front. Ce changement de
variable n’est possible que dans le cas d’une propagation monotone que nous
allons définir en Appendice de ce papier.

6. Appendice

Dans cette partie, nous n’allons considérer qu'un modele géométrique
de propagation de front (on néglige l'effet de la température), ce qui revient
a considérer K(u) = 1 dans I’équation principale (Pap). Dans ce cas, le
probléme (Pyp) se ramene & :

§e+r(y)y/1+E2 261%22 y €]0,1[, t >0
Yy

f(tv 1) = f(t,()) t>0, (P21D)
&(t1) =&,(t,0) >0,
£0,y) =¢&(y) y € [0,1].

Nous avons donc une équation de type Hamilton-Jacobi avec un terme de dif-
fusion. Suivant les caractéristiques du milieu, le front peut étre vu comme se
propageant dans un milieu hétérogene (Le taux de combustion r varie suivant
les différentes couches du matériau considéré). Le parametre € est le coefficient
du terme de diffusion appelé aussi terme de courbure (effet régularisant).
Nous analyserons ensuite le probleme (P,,) suivant certaines valeurs des
parametres r et €. Ces observations nous permettrons de trouver une rela-
tion liant les coefficients € et r pour avoir une propagation monotone (voir
Définition 6.2) qui sera utile dans 1’étude du probléeme couplé (Pyp)-(Cap).
On obtient alors le schéma numérique suivant :

. . gn_gn gn _gn
€j+1§jrﬂH@,OD<] h] L JHh J)

(ra-9) - (g-42)
)
% +0.25K o g;) + <5y - y_l)]

ot Hoop est le flux numérique de Godunov 1 défini comme suit :

+ €T

MinyefapH (V) = mingeanvV1+v? sia<b
Hgopla,b) =
maz e p,q) H(v) = maz, a1+ 0% sinon.

1. 1l existe plusieurs type de schémas monotones pour notre probleme (Lax-Frederick,
Rusanov, Godunov...). Nous avons choisi le schéma de Godunov pour son caractére upwind
et le fait qu’il ne soit pas 'trop’ diffusif.
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Remarque 6.1. Ce schéma est stable si la condition suivante est vérifiée

. h h?
7T<min| ——,— |.
2maxr 2e
Yy

On propose ici une définition qui jouera un role crucial dans la preuve de
la monotonie du schéma qu’on adoptera pour le systéeme couplé (Psp)-(Cop).

Definition 6.2. On appelle ”propagation monotone”, une propagation telle
que pour tout ¢ > 0, pour tout y € [0,1] :

o¢ gt —¢r
5 (1:9) S0 cest b dire ;Hi_tf <0 Vn>0,j€N. (6.1)

S’il existe au moins un temps ¢ > 0 tel que (6.1) ne soit pas vérifié, alors la
propagation sera dite non-monotone.

Pour un front initial donné par une droite, la propagation du front se
fait de la droite vers la gauche. On a bien une propagation monotone. C’est
n’est pas toujours le cas pour un front initial quelconque. Par exemple, en
partant d’un front initial sinusoidal, on peut avoir une propagation monotone
(voir Figure 5) et une propagation non monotone ( voir Figures 6). En faite,
cela est une consequence de la forte degenerescence de (P),) (rapport entre
le terme de convection et de diffusion). L’objectif de cette partie est d’établir

Propagétion non monatone

une condition sur €, r et £ pour que &; soit négative ou nulle, pour tout ¢ > 0.
Pour cela, on va faire appel & un résultat de principe de maximum pour des
problemes paraboliques.

Proposition 6.3. Pour tout r, & et & suffisamment réguliéres, on a & < 0

pour tout y € [0,1] si :

emax &y, (0,y) < rmin. (6.2)
Y

Remarque 6.4. Notons que dans le cas ot max &g, = 0 alors & est stricte-
Yy

ment négatif pour tout ¢ > 0.
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Démonstration. On sait d’apres [3, 4], pour tout & € W2°°(]0,1]) que le
probleéme (P,},) admet une unique solution telle que &, € W1°°(]0, +00[x]0, 1]).
Posons maintenant V (t,y) = &. En dérivant la premiere équation de (P;p)
par rapport a la variable ¢ on obtient

o D d( & \
8t+r(y)8t(,/1+§3) _68t<1-iyg§> _

On calcule ensuite les dérivées partielles suivantes
o oV
ot ot’

(6.3)

0

— 1+§2)
0 c'%( Y &y (&) S
= ,/1+§2>: = ==YV 6.4
‘%( ! 21+ f1+e Jire ' o4
1) (o) b (146)
8( Syy >( W) & yy b ‘
ot 1—|—§5 (1—’_52)2
Y

1 Ky, (6.5)

=7~V 2 W
(1 +§5) (1 +§§)

Ainsi, d’apres les relations (6.3), (6.4), (6.5), V vérifie ’équation parabolique
Vi +b(y)V, —a(y)Vyy, =0 dans U =]0,T7x]0,1] (6.6)

avec :

&y + 2e€yy &y

a(t’y):; = .
1+&5 V1+& (1+£5)2

Les fonctions a et b sont bornées vu que &, et &, sont bornées. Par le principe
de maximum, on déduit alors que

max V(t,y) <max V(0,y) c’est a dire max&:(t,y) < max&:(0,y).
ty Yy ty Yy
Or
2
— 01+ (0m)
1+ (80)

Dot &(0,y) < 0 si et seulement si :

gt(ov y) =€

wlw

Vy € [0,1] €€yy(0,y) < r(y) (1 + <5y(0’y)>2)
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Une condition suffisante pour que & (t,y) < 0 est alors donnée par :

Yy € [0,1], €,y(0,y) < r(y) c’est & dire emax&yy(0,y) < Tmin.
y
U

Remarque 6.5. Dans le cas out 7 = 0 il est claire que & < 0 dés que &y, < 0.
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