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Résumé :
Les forêts aléatoires sont une stratégie de classifica-

tion efficace qui estime les probabilités a posteriori des
classes en calculant la moyenne des probabilités four-
nies par les arbres. Lorsque les données d’entraı̂nement
sont peu nombreuses, cette estimation devient difficile.
Le modèle de Dirichlet imprécis peut être utilisé pour
rendre l’estimation robuste en fournissant des intervalles
de probabilités en sortie de chaque arbre. Se pose alors
la question de l’agrégation des ces intervalles. Nous
proposons ici une nouvelle stratégie d’agrégation basée
sur la théorie des fonctions de croyance. Nous propo-
sons également d’attribuer des poids aux arbres en fonc-
tion de leur degré d’incertitude lors de la classification
d’une nouvelle instance. Notre approche est comparée
expérimentalement à l’approche de base (moyenne des
intervalles) sur plusieurs jeux de données.

Mots-clés :
Classification prudente, forêts aléatoires, modèle de

Dirichlet imprécis, fonctions de croyance.

Abstract:
Random forests are an accurate classification strategy

which estimates the posterior probabilities of the classes
by averaging the outputs provided by the trees. When data
are scarce, this estimation becomes difficult. The Impre-
cise Dirichlet Model can be used to make the estimation
robust, providing intervals of probabilities as outputs.
Here, we propose a new aggregation strategy based on
the theory of belief functions. We also propose to assign
weights to the trees according to the amount of uncer-
tainty when classifying a new instance. Our approach is
compared experimentally to the baseline approach (ave-
rage of intervals) on several datasets.

Keywords:
Cautious classification, random forests, imprecise Di-

richlet model, belief functions.

1 Introduction

L’apprentissage d’ensemble peut améliorer
considérablement les performances des
modèles d’apprentissage automatique. Nous
pouvons citer trois approches principales : le

bagging [5], le stacking [21] et le boosting [13].
Dans une forêt aléatoire [6], une variante du
bagging, un grand nombre d’arbres de décision
non élagués sont entraı̂nés en introduisant
un caractère aléatoire dans l’échantillon ; les
sorties de l’arbre (décisions ou distributions
de probabilité de classe) sont ensuite agrégées
soit par vote, soit par moyennage. Différents
schémas d’agrégation ont été comparés dans
[16]. Les forêts aléatoires ont été appliquées
avec succès dans de nombreux contextes. Ce-
pendant, la réalisation de prédictions précises
est discutable lorsque l’information disponible
est pauvre (par exemple dans les zones de l’es-
pace où il y peu d’exemples d’apprentissage),
ou lorsqu’il existe un conflit important entre les
sorties des arbres de décision. Dans ce cas, une
alternative consiste à garder le modèle prudent
en produisant non pas une décision précise
mais possiblement un ensemble de décisions.
Cette stratégie prudente est liée à la notion de
décision avec rejet [7].

Dans cet article, nous traitons le cas où les
arbres dans la forêt aléatoire fournissent des
prédictions imprécises en utilisant le modèle
de Dirichlet imprécis (IDM) de Walley [20].
Alors que l’inférence classique est basée uni-
quement sur des estimations de probabilités a
posteriori obtenues en calculant les fréquences
de classe sur les instances rattachées à un
nœud feuille, l’IDM incorpore une information
imprécise sur ces fréquences de classe sous la
forme d’un ensemble de distributions de Diri-
chlet ; par conséquent, par conjugaison, l’infor-



mation a posteriori sur les classes est un en-
semble actualisé de distributions de Dirichlet
[4]. L’information inférée des données dans un
nœud feuille peut alors être décrite par des
bornes inférieures et supérieures sur les proba-
bilités a posteriori des classes. L’intérêt d’uti-
liser l’IDM dans les arbres de décision afin de
fournir des décisions prudentes a été démontré
dans plusieurs études [2, 15, 19].

Comme les prédictions générées par une forêt
aléatoire prudente sont un ensemble d’inter-
valles de probabilité, l’agrégation des sorties de
l’arbre est plus difficile qu’avec des prédictions
précises. Plusieurs stratégies peuvent être uti-
lisées. L’une consiste à obtenir d’abord la
décision de chaque arbre (en utilisant par
exemple la dominance d’intervalle [18]), puis
à obtenir une prédiction finale par vote majori-
taire ou vote majoritaire pondéré [1]. Une autre
consiste à fusionner directement tous les inter-
valles de probabilité de l’ensemble, soit en utili-
sant une disjonction ou une conjonction [8], soit
en calculant la moyenne [12], puis à prendre
une décision basée sur l’intervalle de probabi-
lité résultant.

Dans cet article, nous proposons une autre ap-
proche pour combiner les sorties des arbres,
basée sur la théorie des fonctions de croyance
[9, 17]. Nous considérons que les arbres four-
nissent des éléments de preuve sur la valeur
des probabilités sous la forme d’intervalles
aléatoires fermés définis sur [0;1]. Il est alors fa-
cile de calculer la croyance et la plausibilité de
tout événement défini sur [0;1], et de les utili-
ser dans un processus de décision prudent [11].
Nous étudions également l’intérêt de pondérer
les arbres de l’ensemble, via deux stratégies :
des poids basés sur le nombre d’échantillons
dans les feuilles, ou des poids égaux à la lon-
gueur des intervalles (incertitude épistémique
des intervalles). Cette approche peut être vue
comme une généralisation du vote pondéré.

2 Préliminaires

2.1 Modèle de Dirichlet imprécis (IDM)

Supposons un espace d’échantillonnage Ω =
{ω1, . . . ,ωK} avec K ≥ 2 éléments, et soit
π1, . . . ,πK un vecteur de probabilités (inconnu)
associé, avec π j = P(ω j) pour j = 1, . . . ,K. Soit
N instances échantillonnées indépendamment
de cette distribution : on obtient un vecteur n =
(n1, . . . ,nK) (avec ∑

K
j=1 n j = N) qui suit une loi

multinomiale M (n;π1, . . . ,πK). En combinant
l’a priori de Dirichlet imprécis et la vraisem-
blance des observations, on obtient les proba-
bilités a posteriori inférieure et supérieure sui-
vantes :

E(π j|n) =
n j

N + s
, E(π j|n) =

n j + s
N + s

. (1)

Le paramètre s peut être interprété comme un
nombre d’échantillons virtuels dont l’informa-
tion sur la classe est inconnue. Bien que plu-
sieurs études aient été menées concernant le
choix d’une valeur appropriée [3], ce problème
reste encore ouvert.

2.2 Fonctions de croyance induites par des
intervalles aléatoires

Soient U et V deux variables aléatoires telles
que U ≤ V et l’intervalle aléatoire [U ;V ] as-
socié ; on définit alors une fonction de croyance
et de plausibilité sur R de la manière suivante :

bel(A) = P([U,V ]⊆ A),
pl(A) = P([U,V ]∩A ̸= /0), (2)

pour tout élément A de la σ -algèbre de Bo-
rel B(R) de R [10]. Soit Ii = [ui,vi] avec
i = 1, . . . ,n, et soit m la fonction de masse de
l’ensemble I des intervalles réels fermés de
[0,1] tels que m(Ii) = mi avec i = 1, . . . ,n et
∑

n
m=1 mi = 1. Dans ce cadre, la croyance et la

plausibilité de A sont

bel(A) = ∑
Ii⊆A

mi,

pl(A) = ∑
Ii∩A̸= /0

mi, ∀i = 1, . . . ,n. (3)



Les intervalles Ii tels que mi > 0 sont appelés
éléments focaux de m [11]. Cette définition
fournit une base pour la mise en commun des
éléments d’information fournis par les arbres en
ce qui concerne les probabilités des classes.

3 Forêts aléatoires prudentes

Nous nous concentrons ici sur un problème
de classification binaire. En supposant un en-
semble de données d’apprentissage (xi,yi) avec
i = 1, . . . ,N, où yi ∈ {0,1}, la probabilité que
l’échantillon xi appartienne à la catégorie 0 (res-
pectivement, 1) s’écrit pi,0 (resp., pi,1).

Nous considérons une forêt aléatoire composée
de T arbres {C1, . . . ,Ct , . . . ,CT}. Dans l’es-
pace des caractéristiques, chaque instance xi
appartient à une certaine région de la forêt
aléatoire, définie par l’ensemble des régions
Ri = {R1

i , . . . ,R
t
i, . . . ,R

T
i }, avec Rt

i la région as-
sociée à la feuille dans laquelle l’instance tombe
pour l’arbre Ct . L’information sur la feuille
est résumée par (nt

i,N
t
i ), où nt

i est le nombre
d’échantillons de catégorie 1 et Nt

i est le nombre
total d’échantillons d’apprentissage (l’informa-
tion étant disponible pour toutes les régions Rt

i,
t = 1, . . . ,T ).

L’IDM donne une estimation sous la forme
d’intervalle It

i = [pt
i,1, pt

i,1] de pi,1 :

It
i =

[
nt

i
Nt

i + s
,

nt
i + s

Nt
i + s

]
t = 1, . . . ,T. (4)

Nous proposons d’agréger ces intervalles en
calculant la croyance et la plausibilité que pi,1 ∈
[0.5;1], c’est-à-dire que les éléments d’informa-
tion disponibles pointent vers la classe 1 pour
l’instance xi. Selon l’équation (2), nous avons

beli,1 = bel(pi,1 ∈ [0.5,1])

= ∑
It
i⊆[0.5,1]

mt
i

=
T

∑
t=1

mt
i1(pt

i,1 ≥ 0.5),

(5)

et

pli,1 = pl(pi,1 ∈]0.5,1])
= ∑

It
i∩]0.5,1]̸= /0

mt
i

=
T

∑
t=1

mt
i1(pt

i,1 > 0.5),

(6)

où mt
i (t = 1, . . . ,T ) est la masse de l’intervalle

It
i dans le processus d’agrégation et 1(·) est la

fonction indicatrice. Notons que, par dualité,
nous avons beli,0 = 1− pli,1 et pli,0 = 1−beli,1.

Pour la masse, un choix naturel consiste à
donner le même poids à chaque arbre, soit
mt

i = 1/T ; nous proposons ici deux alternatives,
qui dépendent du nombre d’instances dans les
feuilles. La première est

mt
i =

Nt
i

∑
T
j=1 N j

i

, ∀t = 1, . . . ,T. (7)

En utilisant l’équation (7), les feuilles avec
moins d’échantillons ont moins de poids dans
l’agrégation. La seconde définit, pour t =
1, . . . ,T ,

mt
i =

1−ut
i

∑
T
j=1(1−u j

i )
, avec ut

i =
s

Nt
i + s

, (8)

où ut
i est le niveau d’incertitude épistémique

pour l’instance xi et pour le t-ième arbre. In-
tuitivement, avec cette proposition, les feuilles
ayant une plus petite incertitude épistémique
obtiennent des poids plus importants.

Une décision peut alors être prise en appliquant
la dominance d’intervalle à beli,1 et pli,1 :

ŷ =


1 , si beli,1 ≥ 0.5,
0 , si pli,1 < 0.5;

{0,1}, sinon.
(9)

4 Expériences

4.1 Modèles de comparaison et critères
d’évaluation

Nous avons comparé les performances de notre
stratégie avec une approche de référence, qui



consiste à calculer la moyenne des bornes de
probabilité inférieure et supérieure sur tous les
arbres : pi,1 = ave(pt

i,1) et pi,1 = ave(pt
i,1).

Ce classifieur de base produit également des
prédictions indéterminées : la classe 0 est choi-
sie si pi,1 < 0,5 et la classe 1 si pi,1 ≥
0,5, la décision étant indéterminée sinon.
Cette approche peut être considérée comme
une généralisation de la moyenne des proba-
bilités précises et il a été démontré qu’elle
donne de bons résultats [12]. Appliquer un
opérateur de combinaison conjonctif ou dis-
jonctif semble peu approprié, les arbres n’étant
pas indépendants, et ces opérateurs ne se com-
portant pas de manière satisfaisante en présence
d’intervalles incohérents.

Dans nos expériences, nous avons comparé
les deux propositions sur huit ensembles de
données provenant du référentiel d’apprentis-
sage machine de l’UCI [14]. Différentes valeurs
ont été considérées pour le paramètre IDM :
s ∈ {1,3,5}, afin d’étudier le comportement des
différents schémas d’agrégation par rapport à
l’incertitude épistémique.

Nous avons comparé les modèles en utilisant
le critère u65 [22], qui est couramment utilisé
pour comparer des résultats de classification
prudente. Dans le cas de la classification bi-
naire, u65 récompense les décisions précises et
correctes par 1

N , et les décisions indéterminées
par 0.65

N , ce qui rend la prudence attrayante tout
en pénalisant les prédictions indéterminées. La
valeur moyenne de u65 a été calculée en utilisant
la validation croisée en 10 blocs, en raison de la
petite quantité de données. Nous avons évalué
statistiquement les différences dans les valeurs
de u65 en répétant cette procédure 50 fois. Tout
au long des expériences, la forêt aléatoire était
toujours composée de 100 arbres de décision
entraı̂nés à la profondeur maximale possible.

4.2 Résultats et discussions

Les tableaux 1, 2 et 3 montrent les valeurs
de u65 sous forme de pourcentage. Dans ces

tableaux, “masse1” correspond à mt
i = 1/T

(tous les arbres ont un poids égal), “masse2”
à l’équation (7) (les poids sont proportionnels
au nombre d’échantillons dans la feuille), et
“masse3” à l’équation (8) (les poids dépendent
de l’incertitude épistémique). Nous avons com-
paré le meilleur résultat obtenu avec l’une ou
l’autre des approches crédales à celui de la
méthode de base, le meilleur résultat étant in-
diqué en gras. Nous avons utilisé un test de
Student sur les 50 résultats obtenus dans chaque
cas, le niveau de signification étant indiqué par
des étoiles (1,2,3 étoiles correspondent à des p-
valeurs inférieures ou égales à 0,1, 0,05 et 0,01
respectivement).

La stratégie basée sur les fonctions de croyance
est légèrement moins performante que la
méthode de base pour les faibles valeurs de
s. Cependant, lorsque s augmente, ce constat
s’inverse. Bien que nous ne puissions pas
trouver une stratégie de pondération don-
nant systématiquement les meilleures perfor-
mances, les pondérations basées sur l’incerti-
tude épistémique semblent garantir de meilleurs
résultats pour les valeurs élevées de s. Rap-
pelons que dans l’IDM, le paramètre s est
interprété comme le nombre d’échantillons
virtuels avec une catégorie non observée.
Par conséquent, des valeurs plus élevées in-
duisent une plus grande incertitude. L’approche
fondée sur la théorie des fonctions de croyan-
cee combinée à une stratégie de pondération
semble résister à une plus grande incerti-
tude épistémique, en maintenant les perfor-
mances à un niveau satisfaisant tout en restant
déterminées.

Les trois différentes stratégies de pondération
peuvent être comparées sur la base de ces
résultats préliminaires. Donner des poids égaux
aux arbres (“masse1”) semble donner sensible-
ment les mêmes résultats que la méthode de
base — notamment en ce qui concerne la ro-
bustesse à l’incertitude épistémique. Pondérer
les arbres en fonction du nombre d’échantillons
dans les feuilles (“masse2”) ne semble pas ap-
porter systématiquement de meilleurs résultats



TABLEAU 1 – Comparaison en termes de u65 avec s=1

Dataset masse1 masse2 masse3 baseline
Pima 77.37 76.71 77.30 78.11**
Heart 82.98 83.17 83.13 83.56

Biodeg 87.26 85.49 87.11 87.67*
Breast-Cancer 96.19 95.15 96.07 96.14

Cardiac 77.96 77.98 77.96 78.12
Wine 82.42 79.46 82.34 82.74

Magic 94.52 93.53 94.41 94.68
Spam 95.36 94.33 95.22 95.50*

TABLEAU 2 – Comparaison en termes de u65 avec s=3

Dataset masse1 masse2 masse3 baseline
Pima 78.33 77.32 78.19 78.22
Heart 83.06 83.70 83.89*** 82.56

Biodeg 87.99 85.69 87.64 87.80
Breast-Cancer 96.15 95.10 96.03 95.96

Cardiac 78.59 78.80 78.90 78.75
Wine 81.86 79.06 82.07*** 81.45

Magic 94.32 93.57 94.28 94.23
Spam 95.27 94.32 95.14 95.26

TABLEAU 3 – Comparaison en termes de u65 avec s=5

Dataset masse1 masse2 masse3 baseline
Pima 77.82 77.62 78.59*** 76.86
Heart 81.17 83.82*** 83.57 80.47

Biodeg 87.58 85.83 87.73*** 86.91
Breast-Cancer 95.78 95.08 95.81 95.58

Cardiac 78.03 78.80 78.44 78.41
Wine 80.57 79.71 81.53*** 79.62

Magic 93.76 93.52 94.09*** 93.60
Spam 94.92 94.32 95.04*** 94.81

que la méthode de base en termes de u65, même
pour des valeurs élevées de s. La pondération
en fonction du niveau d’incertitude épistémique
(“masse3”) s’avère beaucoup plus fructueuse
dans ce cas, même si ces deux stratégies
(“masse2” et “masse3”) sont basées sur la

même information (nombre d’échantillons dans
les feuilles atteint dans chaque arbre par l’ins-
tance de test).



5 Conclusion

Dans cette courte contribution, nous avons
décrit une nouvelle approche pour agréger
les intervalles de probabilité a posteriori
des classes produites par une forêt aléatoire
imprécise. Nous nous sommes concentrés sur
les arbres de décision binaires avec des sor-
ties obtenues à l’aide du modèle de Dirichlet
imprécis. L’approche est formalisée dans le
cadre de la théorie des fonctions de croyance.
La croyance que l’instance appartient à la classe
positive est estimée comme la proportion d’in-
tervalles soutenant exclusivement l’hypothèse
p1 ≥ 0.5 (c’est-à-dire avec une borne inférieure
dont la valeur est supérieure à 0.5) ; la plausi-
bilité de la classe positive est calculée comme
la proportion d’intervalles qui ne contredisent
pas cette hypothèse (c’est-à-dire avec une borne
supérieure dont la valeur est plus élevée que
0.5). Une décision est ensuite prise en appli-
quant la dominance d’intervalle. Nous propo-
sons deux variantes en attribuant des poids
spécifiques aux arbres, en fonction de la quan-
tité d’information associée à la feuille atteinte
par l’échantillon testé. Les variantes de notre
stratégie sont comparées à l’approche de base
(qui fait la moyenne des intervalles de proba-
bilité) sur plusieurs ensembles de données. En
présence d’une faible incertitude, l’approche de
base semble être plus performante, tandis que
notre approche basée sur des poids dérivés de
la quantité d’incertitude semble être beaucoup
plus robuste lorsque l’incertitude augmente.

Les travaux futurs peuvent être menés dans
plusieurs directions. Premièrement, nous en-
visagerons d’apprendre automatiquement les
poids des arbres en utilisant les données d’en-
traı̂nement, de manière similaire à l’approche
proposée dans [19]. Ensuite, notre objectif est
de fournir un moyen d’interpréter les résultats
de la forêt aléatoire, et en particulier d’expliquer
pourquoi une décision est indéterminée. Enfin,
nous étudierons l’extension de notre approche
au cas multiclasse.

Déclaration

Cet article est une traduction française de [23].
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