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Applications de laLogique QuantiqueauxSciences CognitivesYannis Delmas-Rigoutsos �2 X 1993
R�esum�eCe texte pr�esente les r�esultats d'un travail e�ectu�e dans le cadre d'un stage de recherche pour le DEA de Sciences Cognitiveslors de l'ann�ee scolaire 1992{1993. Ce stage fut supervis�e par Daniel Andler du CREA, Ecole Polytechnique.Ce travail fait suite �a une conf�erence donn�ee le 17 V 1993 �a l'Ecole Normale Sup�erieure dans le cadre du s�eminaire Philosophie& Math�ematiques.On pourra se reporter au compte-rendu de cette conf�erence, [9] (1), pour une introduction g�en�erale de la LogiqueQuantique en rapport avec la M�ecanique Quantique. Elle permet de mieux comprendre cette derni�ere et justi�e l'essentiel de sonformalisme sur des bases simples. Nous ne nous int�eresserons ici ni aux application pratiques de la Logique Quantique ni �a laM�ecanique Quantique.Ce texte vise �a introduire l'usage de la Logique Quantique en Sciences Cognitives en insistant fortement sur l'int�erêt particulierde cette logique. Dans une premi�ere partie nous introduisons l'appareil technique de la Logique Quantique, sous les anglessyntaxiques, s�emantiques et alg�ebriques. Dans une seconde partie, au niveau le plus bas de mod�elisation, nous montrons que laLogique Quantique a un d�ebouch�e naturel dans l'expression du contenu d'un r�eseau de neurones formels, particuli�erement dans lecas d'une structure en couches. Dans une troisi�eme partie, montant d'un degr�e, nous nous appliquons �a �etendre l'id�ee de vecteurde population, actuellement l'objet d'un vif int�erêt en Neurophysiologie, �a des donn�ees plus abstraites. En�n, dans notre derni�erepartie, nous nous risquons �a �etudier ce qui est consid�er�e comme le niveau le plus haut d'organisation, celui des concepts et dulangage.Domaines abord�es :Sciences Cognitives, Logique, Neurophysiologie, Philosophie de l'esprit, Linguistique, Intelligence Arti�cielle,S�emantique.Mots clefs (primaires) :Logique Quantique, r�eseaux de neurones formels, vecteur de population, concepts, prototypes.Mots clefs (secondaires) :Espaces de Hilbert, vision des couleurs, apprentissage symbolique, Logique Floue, n�egation du substantif, dvand-vas.�: El�eve en quatri�eme ann�ee �a l'Ecole Normale Sup�erieure (45, rue d'Ulm ; 75230, Paris cedex 05 ; France). T�el�ephone�a l'Ecole : [33] (1) 44.32.20.65, adresse �electronique: delmas@ens.fr, Yannis.Delmas-Rigoutsos@ENS.fr (internet), oudelmas@FRULM63 (bitnet).(1): Les crochets droits renvoient �a la bibliographie situ�ee �a la �n du m�emoire.1
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(( [...] Une seule remarque, mon cher : en cemonde, il est tr�es rare que l'on arrive �a quelquechose avec un dilemme. Il y a autant de nuancesvari�ees entre les sentiments et les mani�eresd'agir que de degr�es entre un nez aquilin et unnez camus.)) Tu ne m'en voudra pas si, tout en admet-tant ton argumentation, j'essaie cependant deme fau�ler entre les deux (( ou bien )).)) Ou bien tu as l'espoir de conqu�erir Lotte,dis-tu, ou bien, tu ne l'as pas. Bon, dans lepremier cas, pousse �a la r�ealisation de ton d�e-sir, tâche de poss�eder l'objet de tes v�ux ; dansl'autre, montre-toi homme et e�orce-toi de te li-b�erer d'un sentiment malheureux, qui ne peutque consumer toutes tes forces. | Tr�es cherami, voil�a qui est bien dit, et bien vite dit. [...] ))Lettre de Werther �a Wilhelm (8 août 1771)Les sou�rances du jeune WertherG�the
: Ce texte est extrait de [13], p. 81. 3
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I. Prol�egom�enesx 1. PrologueAvant toute chose nous d�esirons remercier Messieurs P. Cartier et M. Loi pour la con�ance queceux-ci nous ont accord�e en nous proposant de donner une conf�erence sur la Logique Quantique auS�eminaire Philosophie & Math�ematiques. C'est, en e�et, �a M. Cartier que nous devons de nous êtreint�eress�e �a ce sujet, celui-ci nous ayant demand�e un \expos�e propre de la Logique Quantique". C'est enayant travaill�e une ann�ee sur ce domaine, en parall�ele avec notre DEA de Sciences Cognitives, quenous sont apparus, de mani�ere saillante, un certain nombre de points de rapprochement possibles entreles Sciences Cognitives et cette logique. Nous remercions M. D. Andler d'avoir bien voulu encadreret superviser cette �etude. Nous avons du d�evelopper, par ailleurs, l'aspect philosophique des chosesa�n d'atteindre une intuition intellectuellement d�ecente pour notre conf�erence. Au-del�a de celle-ci nousavons eu le temps d'approfondir cette r�eexion et de l'enrichir �a la source des cours suivis dans le cadredu DEA.Comme la base de nos r�eexions est form�ee d'abord de la substance de ces cours, qu'il nous soitpermis de rendre grâce �a mes professeurs et en tout premier lieu �a M. E. Br�ezin qui fut notre professeurde M�ecanique Quantique il y a quelques ann�ees. Dans les domaines abord�es ici nous nous appuierons,par ordre alphab�etique, sur Messieurs A. Berthoz, M. Imbert, P. Jacob, P. Rosenstiehl, J. S�egui etMadame S. Thiria.Dans le domaine de la Logique Quantique nous tenons �a remercier pour leurs encouragements etrenseignements R. Omn�es, J. Sallantin et J.-J. Szcz�eciniarz même s'il est �a souligner que nos directionsd'�etude ne sont pas n�ecessairement les mêmes ; ni nos buts, du reste.Mais il faut certainement saluer avant tout la clairvoyance de J. von Neumann, le tr�es glorieux p�erede la Logique Quantique sans qui nous serions certainement pass�e �a cot�e de cet int�eressant objet.x 2. IntroductionLa Logique Quantique fut introduite peu apr�es la premi�ere formalisation uni��ee de la M�ecaniqueQuantique. Cette derni�ere fut pr�esent�ee par John von Neumann en 1930, uni�ant la m�ecanique desmatrices propos�ee par Werner Heisenberg et la m�ecanique ondulatoire de Erwin Schr�odinger (laquelleprolongeait les id�ees de Louis de Broglie). Von Neumann �etant un logicien de tout premier plan, ilentrevit l'int�erêt g�en�eral que pouvait pr�esenter cette logique issue de la M�ecanique Quantique. Sonarticle, [25] (2), constitue l'acte de naissance de la Logique Quantique. Le passage �a l'�etat adulte est assur�epar le th�eor�eme de repr�esentation d�emontr�e par Piron, [17], que nous exposerons plus loin. A partir dece moment la Logique Quantique est une logique �a la fois axiomatis�ee et repr�esent�ee g�eom�etriquement :elle peut servir de base �a des raisonnements et �a des mod�elisations s�erieuses et intuitives.Ce th�eor�eme de repr�esentation justi�e qu'on con�coive la Logique Quantique comme la logique desespaces vectoriels, de même que la Logique Classique peut être con�cue comme la logique des ensembles.L'application aux r�eseaux de neurones formels semble donc aller de soi, comme nous le verrons, mêmesi aucune r�ef�erence �a ce sujet ne nous est parvenue. Nous �etudierons cette utilisation possible de laLogique Quantique en premier lieu. Nous verrons plus pr�ecis�ement que cette logique est adapt�ee pourformaliser toute situation dans laquelle les objets int�eressants sont les �el�ements d'une g�eom�etrie projec-tive. Le cas le plus banal de g�eom�etrie projective est constitu�e par la mod�elisation du rep�erage d'unedirection dans l'espace qui nous entoure, il est alors naturel de penser au vecteur de population utilis�een Neurophysiologie pour mod�eliser ce rep�erage indiquant un choix de direction dans le cortex moteur.Nous nous proposons, dans un second lieu, de g�en�eraliser la notion de vecteur de population �a la lumi�erede la Logique Quantique. En�n, la Logique Quantique s'inscrit naturellement dans le cadre g�en�eral dela logique, discipline donc un des buts principaux est de donner des outils de raisonnement et de mod�e-lisation de situations. Nous �etudierons ainsi, en dernier lieu, dans quelle mesure la Logique Quantiquepeut s'appliquer, �a haut niveau, �a la compr�ehension des concepts \naturels".(2): Les crochets droits renvoient �a la bibliographie situ�ee �a la �n du m�emoire.5
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II. Pr�esentation rapide de la Logique Quantiquex 1. Introduction : la logique des hilbertsPar d�e�nition, la Logique Quantique (concr�ete) est la logique sous-jacente aux faits d�ecrits parla M�ecanique Quantique consid�er�es comme propositions. Il s'agit d'une logique propositionnelle dontles formules sont construites �a l'aide de \et", \ou", \non" (par exemple) et de propositions de basecorrespondant �a une mesure �el�ementaire. Techniquement une proposition de base est la donn�ee d'uneobservable (grandeur physique \mesurable") et d'un ferm�e de son spectre (une zone de valeur de la\mesure"). Ainsi (( la particule s est dans tel domaine d'espace V �a tel instant t )) est une proposition debase. Un exemple de proposition plus complexe est donn�e par (( �a l'instant t, la particule s a une position~x �a �X pr�es et une vitesse ~v )) (c'est la conjonction de (( �a l'instant t, la particule s a une position ~x �a�X pr�es )) et de (( �a l'instant t, la particule s a une vitesse ~v )) qui sont toutes deux des propositions debase). Dans la formalisation habituelle de la M�ecanique Quantique les �etats possibles du syst�eme sontrepr�esent�es par des vecteurs normalis�es d'un espace de Hilbert (on parle, dans ce cas, de kets), ou, ce quinous int�eresse plus ici, par ses droites. Les observables sont repr�esent�ees par des op�erateurs hilbertienssur cet espace, les �etats correspondant �a une valeur � de l'observable �etant les vecteurs propres decet op�erateur de valeur propre �. Ainsi, dans ce mod�ele, les propositions de la (3) Logique Quantiqueconcr�ete correspondent aux sous-espaces de Hilbert de l'espace de Hilbert de r�ef�erence.Notre propos n'est pas ici de comprendre la structure physique de l'univers mais plutôt de d�egagerun outil logique de cet objet particulier : il faut faire un e�ort d'abstraction. D'une mani�ere g�en�erale leslogiques les plus int�eressantes admettent trois type d'approches :{ L'approche syntaxique, qui consiste �a �edicter des r�egles et des axiomes, qui, moyennant une notionstandard de d�emonstration, permettent de d�e�nir une classe de th�eor�emes et relations.{ L'approche alg�ebrique, qui consiste �a traiter les propositions comme des variables (proposition-nelles) valant sur un (type de) structure alg�ebrique dont les op�erateurs sont les connecteurs et lesrelations la cons�equence et l'�equivalence (4).{ En�n, l'approche s�emantique, qui consiste �a pr�esenter les mod�eles d'un type de logique auquel ons'int�eresse.Une logique est consid�er�ee comme r�eellement int�eressante quand elle dispose d'une pr�esentation alg�e-brique ou syntaxique mise en relation avec une repr�esentation s�emantique non-ad hoc. Nous parleronsde la Logique Untel, avec un article d�e�ni et des majuscules, quand nous d�esignerons un ensemble detechniques et d'objets correspondants les uns aux autres (et relevant �eventuellement de plusieurs ap-proches) ; nous utiliserons inversement (( une logique untel )), avec l'article ind�e�ni et sans majuscule,pour d�esigner des structures ou des syst�emes mettant en �uvre la Logique Untel.Nous nous proposons, dans cette partie, de d�e�nir la Logique Quantique selon chacune de ces troisapproches en nous basant plus particuli�erement sur l'approche alg�ebrique. Cette premi�ere approchenous permet de d�e�nir une logique quantique comme un treillis orthomodulaire, notion similaire auxalg�ebres de Boole de la Logique Classique (5). Pour ce qui est de l'approche syntaxique, la LogiqueClassique admet de nombreuses pr�esentations de syst�emes techniquement int�eressants ; aucun syst�emene semble pourtant satisfaisant dans le cas de la Logique Quantique. Nous nous contenterons de donner�a ce sujet deux syst�emes, dont un original, qui peuvent pr�esenter un int�erêt pour le maniement de laLogique Quantique. En�n, l'approche s�emantique s'appuiera sur une repr�esentation g�eom�etrique (voirepicturale) des propositions, comme dans le cas de la Logique Classique.(3): Le fait qu'a priori plusieurs espaces de r�ef�erence interviennent semble demander de consid�erer des logiques quantiquesconcr�etes.En fait tous les espaces de Hilbert se plongentdans un seul su�samment gros, qu'il su�t en g�en�eral de consid�erer.On dit ainsi l'espace de Hilbert et la Logique Quantique concr�ete.(4):Dans ce traitement, l'�equivalence logique correspond, dans la quasi-totalit�e des cas, �a la relation d'�egalit�e et lacons�equence �a une relation d'ordre, comme nous le verrons plus loin.(5):Quand nous parlons de Logique Classique nos propos s'entendent de la Logique Classique Propositionnelle, même sicertains se prolongent aux versions modales ou quanti��ees (logique des pr�edicats).7



x 2. Approche alg�ebrique : les treillis orthomodulairesCe paragraphe est tr�es technique, il vise �a pr�esenter de mani�ere pr�ecise les propri�et�es des LogiquesQuantiques. Il est possible de le survoler en premi�ere lecture mais reste pr�ef�erable de ne pas le passercompl�etement.a. D�e�nitionsa. Les ordres avec extr�emit�esDans ce m�emoire les propositions seront, en g�en�eral, d�esign�ees par des minuscules italiques du d�ebutde l'alphabet : a; b; c;... Ce sont des �el�ements d'un espace L. Comme dans les alg�ebres de Boole, nousnoterons 0 pour (( faux )) et 1 pour (( vrai )). Les autres notations seront introduite au fur et �a mesure.Les r�esultats pr�esent�es ici se trouvent essentiellement dans [25], le d�ebut reprenant la th�eorie classiquedes treillis (cf. [5]).Dans la formalisation alg�ebrique classique d'une logique la relation la plus int�eressante est certaine-ment la cons�equence, le fait d'entrâ�ner. Nous la noterons 6, ainsi a 6 b se lit (( a entrâ�ne b )) ou (( b estcons�equence de a )). Cette notation ce justi�e par le fait que l'on suppose toujours les relations suivantesqui d�e�nissent 6 comme un ordre |partiel| (sur L) :S1 a 6 a (r�eexivit�e),S2 a 6 b 6 c ) a 6 c (transitivit�e),S3 a 6 b 6 a ) a = b (antisym�etrie).La derni�ere relation a�rme le fait essentiel que nous travaillons �a �equivalence pr�es. Ainsi a = b veutdire que (( a �equivaut �a b )). C'est avec ce sens que nous entendrons l'�egalit�e dans toute la suite.Un fait fondamental doit être not�e sur la Logique Quantique : on d�esire qu'elle soit le plus pr�espossible de la Logique Classique. La raison physique de ceci est que dans les cas d'interactions impor-tantes la m�ecanique devient classique ainsi que sa logique. Pour notre propos nous nous contenterons desouligner que la Logique Quantique est obtenue par la plus petite modi�cation possible de la LogiqueClassique, dans un certain sens. On entend donc conserver les propri�et�es essentielles du (( vrai )) et du(( faux )) classique, par exemple :S4 0 6 a 6 1.Ce qui se traduit par (( le faux entrâ�ne tout )) et (( tout entrâ�ne le vrai )). En terme d'ordre, 0 est le pluspetit objet et 1 le plus grand.b. Les treillisPour enrichir notre ensemble de propositions, L, nous avons besoin d'une conjonction et d'unedisjonction. On va donc munir L d'une structure de treillis avec comme in�mum le (( et )), not�e ^, etcomme supremum le (( ou )), not�e _. Ceci correspond aux axiomes suivants :S5a a ^ b 6 a,S5b a ^ b 6 b,S5c c 6 a et c 6 b ) c 6 a ^ b ;S6a a _ b > a,S6b a _ b > b,S6c c > a et c > b ) c > a _ b. 8



En termes d'ordre, a ^ b est le plus grand �el�ement inf�erieur �a a et b �a la fois. En termes logiques (( a etb )) est la plus faible proposition qui entrâ�ne �a la fois a et b. De même a _ b est le plus petit �el�ementsup�erieur �a a et b �a la fois et (( a ou b )) est la plus forte proposition entrâ�n�ee par a et b.Proposition II.2.1 Dans un treillis L les relations suivantes sont toujours vraies :L1 a ^ a = a,L2 a ^ b = b ^ a, et a _ b = b _ a,L3 a ^ (b ^ c) = (a ^ b) ^ c, et a _ (b _ c) = (a _ b) _ cL4 a ^ (a _ b) = a _ (a ^ b) = a.On retrouve dans ce cadre les �equivalences classiques d�e�nissant la cons�equence par l'�egalit�e et le(( et )) (ou le (( ou ))) :Proposition II.2.2 Dans un treillis L on a �equivalence entre :{ a 6 b,{ a ^ b = a,{ et a _ b = b.Avec ces d�e�nitions les sous-espaces d'un espace vectoriel vont constituer un treillis. La relation 6correspondra �a l'inclusion not�ee � ou 6. Si l'on note par des h les sous-espaces d'un espace H,a 6 b correspond �a h 6 h0:De même la conjonction correspond �a l'intersection :a ^ b correspond �a h \ h0;et la disjonction �a la somme: a _ b correspond �a h+ h0:Remarquons en�n queProposition II.2.3 Les sous-ensembles [a; b] = fx : a 6 x 6 bg d'un treillis L sont des treillis pour larelation 6 induite avec a comme plus petit �el�ement (z�ero) et b comme plus grand (un) ; ce sont dessous-treillis de L.g. Les treillis compl�ement�esNous aurons �egalement besoin de d�e�nir une n�egation sur notre treillis qui corresponde �a la n�egationlogique. Nous la noterons ici �? pour une raison qui apparâ�tra plus clairement au moment de lag�eom�etrisation. Un treillis est dit compl�ement�e (ou orthocompl�ement�e) si on a :L7.1 a?? = a,L7.2 a ^ a? = 0, et a _ a? = 1,L7.3 a 6 b implique a? > b?,L7.4 (a ^ b)? = a? _ b?, et (a _ b)? = a? ^ b?.Notons que L7.4 et L7.2b se d�eduisent des autres relations. Ces lois disent respectivement que :L7.1 La n�egation de la n�egation de a est a. 9



L7.2 La conjonction de a et de sa n�egation est fausse. Dualement, la disjonction de a et de sa n�egationest toujours vraie. Ceci est essentiellement le tiers exclus.L7.3 La n�egation renverse la relation de cons�equence. Ceci est essentiellement la contraposition.L7.4 Le (( et )) et le (( ou )) sont duals vis �a vis de la n�egation.Pour les sous-espaces d'un espace vectoriel il n'y a pas de notion canonique de compl�ement, ilfaut pour cela faire intervenir un produit scalaire. On retrouve ici la notion d'espace de Hilbert qui estessentiellement un espace vectoriel muni d'une notion d'orthogonalit�e. Le compl�ement qui nous int�eressesera pr�ecis�ement l'orthogonal. Un sous-espace h d'un espace de Hilbert H est un sous-espace vectorielferm�e (c'est �a dire tel que h?? = h).On a alors la table de correspondance suivante :notation treillis sous-espaces logiquecompl�ement�e de Hilbert6 inf�erieur �a inclus dans cons�equence ((( entrâ�ne )))^ in�mum intersection conjonction ((( et )))_ supremum somme ferm�ee disjonction ((( ou )))�? (ortho)compl�ement orthogonal n�egation ((( non )))d. Les alg�ebres de BooleLe cas le plus courant de treillis compl�ement�e est celui des alg�ebres de Boole. Celles-ci correspondent�a la Logique Classique : des variables a, b, c,... forment un syst�eme de Logique Classique si l'alg�ebreB = ha; b; :::i qu'ils engendrent (avec ^, _ et �?) est une alg�ebre de Boole.Proposition II.2.4 Dans un treillis les axiomes suivants, L6a et L6b, sont �equivalents et d�e�nissentla relation de distributivit�e.L6a a _ (b ^ c) = (a _ b) ^ (a _ c),L6b a ^ (b _ c) = (a ^ b) _ (a ^ c).On peut voir assez facilement que :Proposition II.2.5 L6 et L7.2 impliquent L7, et d�e�nissent une alg�ebre de Boole.Nous voulons une logique moins contrainte que la Logique Classique, les diverses propositions neformeront donc pas en g�en�eral des alg�ebres de Boole. Cependant on veut pouvoir reconnâ�tre facilementce cas ; c'est pourquoi nous poserons la d�e�nition suivante : dans un treillis compl�ement�e un ensemble Xest dit compos�e d'�el�ements compatibles si le treillis compl�ement�e engendr�e par X, hXi, est une alg�ebrede Boole. On note a � b le fait que a et b sont compatibles.Nous aurons �egalement besoin d'introduire un autre op�erateur (qui prendra tout son sens avec larepr�esentation g�eom�etrique), la composition : (a � b se lit (( a rond b )))a � b = a ^ ( a? _ b ):Remarquons tout d'abord le petit lemme suivant :Lemme II.2.1 Dans tout treillis orthocompl�ement�e les relations suivantes sont �equivalentes :1. a � b = b � a, 10



2. a � b = a ^ b,3. a � b 6 b,D�emonstration: On a toujours a ^ b 6 a � b 6 a, donc 1) 3) 2 et, par sym�etrie de 1, 2) 1. c.q.f.d.Si nous notons (pour cette proposition uniquement) a+ = a et a� = a? et si " d�esigne une variablesur f+;�g, nous pouvons voir que :Proposition II.2.6 Dans un treillis orthocompl�ement�e a et b sont compatibles si et seulement sia"1 � b"2 = b"2 � a"1 (qui vaut alors a"1 ^ b"2), pour toutes valeurs de "1 et "2.D�emonstration: Supposons que a"1 � b"2 = b"2 � a"1 = a"1 ^ b"2 et engendrons B = ha; bi. B � B0 =f0; 1; a?; b?; a� ^ b�; a� _ b�g, le probl�eme est de savoir si B contient d'autres �el�ements. (a"1 ^ b"2) ^ a� vaut(a"1 ^ b"2) ou 0, de même (a�^ b�)^ b�. Les cas de (a� _ b�)_a� et (a� _ b�)_ b� sont similaires. Par ailleurs,(a" _ b�)^ a" = a", et, par hypoth�ese, (a�"1 _ b"2) ^ a"1 = a"1 � b"2 = a"1 ^ b"2 . En �etendant aux cas duals, ontrouve bien que B = B0. Notons qu'alors les autres cas de distributivit�e s'examinent un �a un et sont triviaux.c.q.f.d.e. La loi de modularit�eL'identit�e modulaire est la relation :L5 si a 6 b, alors a _ (c ^ b) = (a _ c) ^ b.Si un treillis la v�eri�e il est dit modulaire.Sachant que dans tout treillis on a la relation :L5a si a 6 b, alors a _ (c ^ b) 6 (a _ c) ^ b,le probl�eme est donc :L5b=M si a 6 b, alors a _ (c ^ b) > (a _ c) ^ b.Ceci revient �a a�rmer que l'on n'a pas, comme sous-treillis :cab = b ^ c= a _ (b ^ c)= (a _ b) ^ c= a _ b
Une alg�ebre de Boole, en tant que treillis est toujours modulaire.On peut voir (cf. [14]) que l'identit�e modulaire est cons�equence de l'existence d'une fonction num�e-rique \dimension", d, satisfaisant les axiomes suivants :D1 si a < b, alors d(a) < d(b),D2 d(a) + d(b) = d(a ^ b) + d(a _ b).Un espace de Hilbert de dimension �nie est essentiellement un espace vectoriel de dimension �niemuni d'une notion d'orthogonalit�e. Ceci ressemble beaucoup �a l'image intuitive d'un espace vectoriel.Dans ces espaces une telle fonction existe, il s'agit pr�ecis�ement de la dimension ; le treillis des sous-espaces de Hilbert, qui est �egalement le treillis des sous-espaces vectoriels sera donc modulaire. Cecidevient faux en dimension in�nie pour une raison que nous ne d�etaillerons pas. Dans le cas classique cettefonction de dimension correspond �a la taille des ensembles utilis�ees pour repr�esenter les propositions,qu'il s'agisse de mesure, de probabilit�e ou de cardinal.11



�. L'orthomodularit�eConform�ement �a ce que nous avons dit plus haut nous dirons que a et b sont compatibles, a � b, siha; bi est une alg�ebre de Boole (�a 2, 4, 8, ou 16 �el�ements). Si a et b, a 6 b, engendrent une alg�ebre deBoole, il s'agit de : (des �el�ements pouvant être �egaux)�0; a; a? ^ b; b; b?; a_ b?; a?; 1	 :Proposition II.2.7 Si a 6 b, pour que a � b, il faut et il su�t que b � a = a et a? � b? = b?. Uneseule de ces propositions n'est pas su�sante.D�emonstration:La n�ecessit�e est claire puisque dans une alg�ebre de Boolex � y = x ^ y. Pour la r�eciproque, on remarque que les formules �a plus d'unconnecteur se ram�enent �a des formules �a un connecteur au plus, par r�ecurrence.Ainsi les �el�ements ci-dessus forment-ils un sous-treillis. On peut alors v�eri�ercase par case la table de ce treillis et voir qu'il s'agit (d'un quotient) de l'alg�ebrede Boole �a huit �el�ements (facile mais fastidieux).Une seule des relations n'est pas su�sante, comme le montre l'exemple ci-contre (cf. [17]) o�u l'on a bien a? � b? = a? ^ c = b?, mais o�u b � a = b ^ c = x.c.q.f.d. c1b a?xa c?0 b?x?On introduit la loi suivante dite de modularit�e faible ou loi d'orthomodularit�e :P si a 6 b, alors a � b.Un treillis satisfaisant cette loi est dit treillis orthomodulaire. D'apr�es la proposition pr�ec�edente on peut�egalement exprimer (P ) sous la forme suivante, [11] :OM si a 6 b, alors b � a = a.Cette forme nous montre qu'un treillis modulaire est a fortiori orthomodulaire. En e�et si a 6 b et si letreillis est modulaire a _ (x ^ b) = (a _ x) ^ b, ce qui donne, en rempla�cant x par b?,a = a _ 0 = a _ (b? ^ b) = (a _ b?) ^ b = b � a.Ainsi on peut aussi appeler faiblement modulaires les treillis orthomodulaires, en suivant Piron, [17].Le nom (( orthomodulaire )) vient de ce que (OM ) est un a�aiblissement de la loi de modularit�e au caso�u le troisi�eme terme est l'orthocompl�ement de l'un des termes extrêmes.b. Les treillis orthomodulairesPour nous une logique quantique sera, par d�e�nition, un treillis orthomodulaire. Nous nous proposonsici d'�etudier plus pr�ecis�ement ces structures en mettant l'accent sur la relation de compatibilit�e, qui estcentrale, et sur le probl�eme de la distributivit�e.a. Les compl�ements relatifsLe grand int�erêt des treillis orthomodulaires est qu'ils admettent la notion de compl�ement relatif.D�emontrons d'abord le petit lemme suivant :Lemme II.2.2 Dans tout treillis orthomodulaire, on aa 6 x 6 b ) a _ (x? ^ b) = (a _ x?) ^ b:12



D�emonstration: On a, dans tout treillis (vu plus haut) : a _ (x? ^ b) 6 (a _ x?) ^ b. Ce qui nous donne :[(a_x?)^ b] � [a_ (x?^ b)] = a_ (x?^ b). Soit �a _ (x? ^ b) _ ((a _ x?) ^ b)?�^ (a_x?)^ b = a_ (x?^ b). Or[:::_ :::] vaut a_ (x? ^ b) _ b? _ (x^ a?), soit (a? � x?)? _ (b � x)? qui se r�eduit �a x?? _x? donc �a 1. c.q.f.d.Nous sommes donc en mesure d'a�rmer que :Proposition II.2.8 L'application x 7! (a_x?)^ b est une orthocompl�ementation sur tout sous-treillis[a; b] = fx : a 6 x 6 bg si et seulement si le treillis est orthomodulaire, soit a 6 b ) b�a = a; 8a; b 2 L.D�emonstration: Notons x0 = (a_x?)^ b pour a 6 x 6 b. La n�ecessit�e est triviale : si �0 est un orthocom-pl�ement sur [a; b], on a b0 = a, soit pr�ecis�ement b � a = a.Pour la r�eciproque, d'apr�es la proposition pr�ec�edente on a x00 = a _ (x0? ^ b) = a _ [[(a? ^ x] _ b?] ^ b,soit a _ (b � (a? ^ x)) or (a? ^ x) 6 b donc ceci donne a _ (a? ^ x) soit x. Ainsi x00 = x. De plus x0 ^ x =(a_x?)^ b^x = x �a = a. En�n, si x 6 y, on a a_ y? 6 a_x?, puis y0 6 x0 par croissance de ^ et _. c.q.f.d.Cette propri�et�es de ces logiques permet le minimum n�ecessaire pour pouvoir parler de contexteet n�egliger au besoin des ph�enom�enes inconnus, ce qui est crucial pour une logique digne de ce nom.Se placer sur le sous-treillis [a; b] revient �a se placer dans l'hypoth�ese o�u a est faux (resp. repr�esentetout ce qui est faux) et o�u b est vrai (resp. repr�esente tout ce qui est vrai) ; ce th�eor�eme dit queles propositions consid�er�ees forment bien un treillis orthocompl�ementaire pour le compl�ement le plusnaturel : le compl�ement relatif x0 = (a _ x?) ^ b = a _ (x? ^ b). Le fait le plus important est que cettenotion de compl�ement relatif est coh�erente :Proposition II.2.9 Dans un treillis orthomodulaire L, tout segment [a; b] est lui-même un treillis or-thomodulaire pour l'orthocompl�ement d�e�ni plus haut : x 7! x0 = (a_x?)^b. Si, de plus, [x; y] 6 [a; b] 6L, alors l'orthocompl�ement d�e�ni sur [x; y] �a partir de [a; b] est le même que celui d�e�ni �a partir de L.D�emonstration:Pour prouver la seconde assertion il faut v�eri�er que si z 2 [x;y], (x_z0)^y = (x_z?)_y.Pour prouver la premi�ere la pr�ec�edente su�t en prenant z = y.En d�eveloppant (x _ z0) ^ y, on trouve (x ^ (a _ z?) ^ b) _ y, soit, puisque x 6 b, (x ^ (a _ z?) _ y. Or, sia 6 x, on a a � x, et de même a � z, donc a � z?, ainsi a _ (x^ z?) = (a _ x)^ (a _ z?) = x^ (a _ z?). De l�a(x ^ z0) _ y = a _ (x ^ z?) _ y = (x ^ z?) _ y, puisque a 6 y. c.q.f.d.Les cons�equences de cette proposition sont consid�erables pour toute application �a une mod�elisationdes concepts ou des faits : cette propri�et�e nous permet de raisonner sous hypoth�eses. Si l'on admet quela r�ealit�e descriptible quantiquement forme un treillis L, on peut se restreindre �a une partie de la r�ealit�eL0 6 L sans même s'inqui�eter de ce que peut être L : les �el�ements de L hors de L0 n'interf�erent pas danssa structure. Dit autrement, et plus dans la ligne de notre proposition, une partie de la r�ealit�e possible,au sens d'un sous-syst�eme parmi les possibles obtenu en faisant des hypoth�eses, se comporte du pointde vue logique comme si elle �etait la r�ealit�e.b. Le probl�eme de la distributivit�ePour bien poser le probl�eme, il est n�ecessaire de voir le th�eor�eme g�en�eral suivant, qui d�ecrit lesrelations qui peuvent exister entre deux �el�ements :Proposition II.2.10 Dans tout treillis orthomodulaire les relations suivantes sont �equivalentes :1. a � b = b � a,2. a � b = a ^ b soit a ^ (a? _ b) = a ^ b,3. a � b 6 b,4. a � b? = b? � a,5. b? = (b? _ a) ^ (b? _ a?),6. b = (b ^ a) _ (b ^ a?),7. (a ^ b) _ (a ^ b?) _ (a? ^ b) _ (a? ^ b?) = 1.8. (a _ b) ^ (a _ b?) ^ (a? _ b) ^ (a? _ b?) = 0.13



9. une quelconque des 24 relations de distributivit�e non-triviales entre a, a?, b, et b?,10. ha; bi est une alg�ebre de Boole (soit a � b).D�emonstration: On a d�ej�a 1, 2, 3 par le lemme II.2.1. Si l'on a 1) 4, alors 4) 1, par sym�etrie. Onpeut tirer de 1, 4 le fait que 1, a? � b? = b? �a?, on peut alors consid�erer toute relation pour sa duale. Maisalors, parmi les 24 relations de distributivit�e, on peut se restreindre �a l'�etude de 2 et 5. Comme 10 �equivaut �ala conjonction de toutes les relations de distributivit�e, on aura alors 1 , 10. Il nous su�t donc de d�emontrer1) 5) 4 et 6, 7.Comme b? 6 a _ b?, on a (a _ b?) � b? = b?, soit (a _ b?) ^ ((a? ^ b) _ b?) = b?. Supposons 1, on ab � a = (a _ b?) ^ b = a ^ b, ainsi (a _ b?) ^ (a? _ b?) = b?. Donc 1) 5.Supposons 5, soit (a_ b?)^ (a? _ b?) = b?. On en d�eduit a^ (a? _ b?) 6 b?, soit a � b? 6 b?, qui �equivaut�a 4 par le lemme d�ej�a cit�e (II.2.1). Donc 5) 4.Supposons 6, (a ^ b) _ (a ^ b?) _ (a? ^ b) _ (a? ^ b?) vaut alors a _ a? = 1. Donc 6) 7.On sait que, dans tout treillis, (b ^ a) _ (b ^ a?) 6 b 6 (b _ a) ^ (b _ a?):Donc, �(b _ a) ^ (b _ a?)� � �(b ^ a) _ (b ^ a?)� = (b ^ a) _ (b ^ a?):En d�eveloppant le second terme du ^ le plus ext�erieur (obtenu par d�eveloppement du �) on trouve exactementl'expression qui, selon 7, vaut 1. Si l'on suppose 7 on a donc(b _ a) ^ (b _ a?) = (b ^ a) _ (b ^ a?)qui vaut donc b en comparant avec l'in�egalit�e ci-dessus. Ainsi 7) 6. c.q.f.d.Si nous avons vu plus haut que la relation de distributivit�e ne se caract�erisait pas en une formule dansle cas g�en�eral, cette proposition nous montre que dans le cas des treillis orthomodulaires la distributivit�eentre �el�ements issus de deux propositions a et b est ou bien triviale ou bien �equivalente �a une relationsimple comme a � b 6 b.Un autre enseignement de cette proposition est que, dans un treillis orthomodulaire, deux �el�ements oubien ne v�eri�ent que des propositions triviales, ou bien sont compatibles. Nous entendons par propositiontriviale celles obtenues en supprimant les termes identiques et les simpli�cations �el�ementaires entre leslitt�eraux (6) et leurs n�egations. Ce sont aussi celles qui correspondent aux r�eductions obtenues �a l'aidedes axiomes de treillis orthocompl�ement�e. Ceci justi�e donc la remarque faite plus haut selon laquelle laLogique Quantique est, dans un sens, la plus simple extension de la Logique Classique ; ceci peut aussise justi�er sur un plan plus complexe qui n�ecessite un appareil conceptuel bien plus important (pournotre part, nous passons par une \intuition physique").g. Le probl�eme de la compatibilit�eA�n de bien voir le lien avec la g�eom�etrie et de mieux visualiser la notion de compatibilit�e, intro-duisons les notations suivantes. a ? b d�esignera le fait que a 6 b?, qui correspond, en termes logiques,au fait que (( a entrâ�ne non-b )). Cette relation est sym�etrique et d�esigne le fait d'être contradictoireet correspondra �a l'orthogonalit�e. On notera �egalement a = b � c le fait que a = b _ c avec b ? c. Entermes logiques ceci correspond au fait que a se d�ecompose en b et c qui sont contradictoires. Ce nouvelop�erateur, �, correspondra �a une d�ecomposition orthogonale dans nos espaces de Hilbert.La relation de compatibilit�e s'exprime particuli�erement bien en termes de cette somme orthogonale :Proposition II.2.11 Dans un treillis orthomodulaire a � b �equivaut au fait qu'il existe a0, b0 et c telsque a = a0 � c, b = b0 � c, et a0 ? b0.D�emonstration: Supposons que a = a0 � c, b0 = b � c, et a0 ? b0, alors a � b = a ^ ((a0? ^ c?) _ c _ b0),soit a ^ ((c? � a0)? _ b0). Or a0 6 c?, donc c? � a0 = c? ^ a0 = a0, donc a � b = a ^ (a0? _ b0). De plus b0 6 a0?,donc a � b = a ^ a0? = a0? � c. En�n c 6 a0?, donc a � b = c 6 b.(6):Dans une formule construite sur a, b, c, etc. les litt�eraux sont les groupes a, a?, b, b?, etc.14



Pour la r�eciproque supposons que a � b. Soient a0 = a ^ b?, b0 = a? ^ b, et c = a ^ b. Par la propositionpr�ec�edente on a a = (a ^ b?) _ (a ^ b), soit a = a0 _ c, de même b = b0 _ c. On a a ^ b? 6 b?, donc a0 ? b. Enparticulier, a0 ? b0 et a0 ? c. De même b0 ? c. c.q.f.d.La somme orthogonale correspond au ou exclusif ou union disjointe du cas classique (not�e __ ou 4).Cette d�ecomposition correspond, dans le cas classique �aa _ b = az }| {(a ^ :b) __ (a ^ b) __ (:a ^ b)| {z }b :Même si cette tripartition ne s'�etend pas au cas quantique il est possible de r�ealiser canoniquementdes bipartitions :Proposition II.2.12 Si a 6 b, b se d�ecompose en deux �el�ements orthogonaux : b = a�a0 o�u a0 = b^a?.Ainsi, dans le cas de a et b quelconques, nous avons :b = b ^ a � b � a?:De même, on peut orthogonaliser une disjonction quelconque : si a et b sont donn�esa _ b = a � a? � b:D�emonstration: La premi�ere assertion est facile. La seconde s'obtient en rempla�cant a par b ^ a et latroisi�eme en rempla�cant b par a _ b. c.q.f.d.On peut d�eduire de cette d�ecomposition un fait qui donnera plus loin la lin�earit�e de la projection etqui compense, en quelque sorte, la non-distributivit�e de ^ par rapport �a _ :Th�eor�eme II.2.1 Dans les treillis orthomodulaires on a pour tous a, b et p la relationp � ( a _ b ) = p � a _ p � b :D�emonstration: D'apr�es la proposition pr�ec�edente nous savons que p? _ a vaut p? � p � a, de mêmep? _ b = p? � p � b, ainsi p? _ a _ b = p? _ p � a _ p � b. Donc p � (a _ b) = p ^ (p? _ (p � a _ p � b)). Or p � a etp � b sont inclus dans p, donc p � (a _ b) = p � a _ p � b. c.q.f.d.En�n, comme il est de tradition en Logique, on veut pouvoir traiter les relations entre �el�ementsde fa�con d�eductive plutôt qu'alg�ebrique. Connaissant certaines relations entre propositions, on veutdisposer d'un syst�eme permettant d'en inf�erer de nouvelles.Par d�e�nition, dans un treillis orthomodulaire nous avons la relationa 6 b ) a � b:Celle-ci peut alors se prolonger en calculs sur la compatibilit�e grâce �a laProposition II.2.13 Dans un treillis orthomodulaire, si a� � b pour tout � 2 I, alorsb � _�2I a� et b � �̂2I a�;b ^ (_�2I a�) = _�2I b ^ a� et b _ (�̂2I a�) = �̂2I b _ a�;b � a�?:pour peu que ces op�erations soient d�e�nies (ce qui est toujours le cas si le treillis est complet).D�emonstration: On a b 6 V�2I b _ a�, donc b _�b? ^ V�2I b _ a�� = V�2I b _ a�: Or b � a�, donc b? � a� 6 a�,ainsi V�2I b _ a� 6 b _ V�2I a�. De plus l'inverse est toujours vrai, d'o�u la premi�ere assertion. La seconde assertiond�ecoule de la premi�ere par dualit�e.Par ce qui pr�ec�ede on a b � V�2I a� = V�2I b � a�. Donc ceci est inf�erieur �a V�2I a�, d'o�u la compatibilit�e.La derni�ere relation d�ecoule de la proposition II.2.10. c.q.f.d.15



x 3. Approche syntaxique : la Logique QuantiqueNous donnons ici des r�egles v�eri��ees par la Logique Quantique. On peut non seulement d�emontrerque toutes ces r�egles sont bien valides mais �egalement voir que toute d�emonstration �a partir d'ellerevient �a utiliser la structure de treillis orthomodulaire des propositions quantiques.Nous donnerons d'abord un syst�eme \user friendly" pr�esent�e par P. Gibbins. Nous proposeronsensuite un syst�eme plus ax�e sur la notion de compatibilit�e.a. La Logique Quantique \user friendly" de P. GibbinsLes r�egles que nous donnons ci-dessous sont telles que pr�esent�ees dans [11] (faisant suite �a [15] et [8]).Les � repr�esentent des ensembles de propositions utilis�ees comme contextes (ou parties de contexte),les minuscules grecques repr�esentent des propositions. De plus l'implication, que nous n'avons pasintroduite, est ici not�ee !. En�n, �1; � � � ;�n ` � indique que �1^ � � �^�n entrâ�ne �.R�egle d'a�rmation (A)Inf�erer � ` �.Modus Ponens (MP ) Modus Tollens (MT )De � ` � et �0 ` �! � De � ` �! � et �0 ` :�inf�erer �;�0 ` �. inf�erer �;�0 ` :�.Double N�egation (DN) ouDe � ` � De � ` ::�inf�erer � ` ::�. inf�erer � ` �.Preuve Conditionnelle (CP ) D�e�nition de !De � ` � Par d�e�nition �! � = :� _ (� ^ �).inf�erer ` �! �.^-introduction (^I) ^-�elimination (^E)De � ` � et �0 ` � De � ` � ^ �inf�erer �;�0 ` � ^ �. inf�erer � ` � ou � ` �_-introduction (_I) _-�elimination (_E)De � ` � ou � ` � De � ` � _ �, � `  et � ` inf�erer � ` � _ �. inf�erer � ` .Reductio ad Absurdum (RAA)De � ` � ^ :�inf�erer ` :�.On se convainc assez facilement que ces r�egles sont valides et (en se fatiguant un peu plus) compl�etespar rapport �a la d�e�nition en termes de treillis orthomodulaires de la Logique Quantique (7) si l'on pose�1; :::; �n ` � () n̂i=1�i 6 �:Une critique importante doit cependant être faite au sujet de ce syst�eme : sa forme ressemblant �ala forme classique fait oublier l'extrême restriction port�ee �a l'emploi de la preuve conditionnelle : elledoit se faire hors de tout contexte. Ajout�e �a cela une d�e�nition de ! �a partir des autres connecteursest donn�ee qui fausse compl�etement le jeu du syst�eme d�eductif en int�egrant une part alg�ebrique ici(7):On peut se reporter pour le d�etail �a l'article [11], même si les th�eor�emes que nous avons donn�es plus haut permettentd'all�eger consid�erablement les d�emonstrations. 16



irr�eductible (8). Le même genre de probl�eme se retrouve au niveau de la r�eduction par l'absurde (c'esten fait le même probl�eme). En r�esum�e, ce syst�eme ne pr�esente pas de bonnes propri�et�es math�ematiques ;il n'est pas impossible, cependant, qu'il permette un jour d'�etablir quelque r�esultat.b. Une pr�esentation privil�egiant la compatibilit�eNous allons maintenant proposer un autre syst�eme d�eductif (9) �evitant quelques �ecueils du pr�ec�edent.Il ne lui sera cependant pas possible de contrecarrer les probl�emes inh�erents �a la Logique Quantique.a. Pr�esentation du syst�emeNous commencerons par la r�egle d'a�rmation et les r�egles associ�ees �a la relation de compatibilit�e ;les r�egles structurelles habituelles sont suppos�ees (a�aiblissement, contraction et permutation).R�egle d'a�rmation (A)Inf�erer a ` a.�-introduction : (�I) Sym�etrie de �De b ^ (:b _ a) ` a De a � binf�erer a � b inf�erer b � aCompatibilit�e de la conjonction : (�^) Compatibilit�e de la disjonction : (�_)De a � b et a � b0 De a � b et a � b0inf�erer a � b ^ b0 inf�erer a � b _ b0Compatibilit�e de la n�egation : (�:)De a � binf�erer a � :bNotons que les trois derni�eres r�egles peuvent se r�esumer en la r�egle suivante, o�u ' et  d�esignentdes formules construites sur les propositions entre crochets (on parle de combinaisons \bool�eennes") :a1; : : : ; am � b1; : : : ; bn �B'[a1; : : : ; am] �  [b1; : : : ; bn]La notation X RY se lit (( par la r�egle R inf�erer Y �a partir de X )).Pour le syst�eme complet nous utilisons encore les majuscules grecques pour d�esigner des groupes depropositions et nous ajoutons la notation � � � pour indiquer que 8g 2 �; 8d 2 �; g � d.Nous posons alors :coupure : � ` a;� �0; a ` �0 ^�0 �_� a �_� ou ^�0 cut�;�0 ` �;�0r�egles de la conjonction :�; a; b ` � ^g�; a^ b ` � � ` a;� �0 ` b;�0 a; b �_�__�0 ^d�;�0 ` a ^ b;�;�0(8): En Logique Classique il n'est pas rare de voir pos�ee par d�e�nition l'implication comme valant :�_� ; ceci n'a rien deprobl�ematique, une traduction �el�ementaire faisant tout rentrer dans l'ordre. Ici une telle traduction n'est pas possible.(9): Aucun syst�eme n'a �et�e rencontr�e dans la litt�erature consult�ee ni n'est mentionn�e par l'ouvrage r�ecent de P. Gibbins,[12], qui ressemble �a celui-ci. 17



r�egles de la disjonction :�; a ` � �0; b ` �0 a; b �^� ^^�0 _g�;�0; a_ b ` �;�0 � ` a; b;� _d� ` a _ b;�r�egles de la n�egation :� ` a;� a �_� :g�;:a ` � �; a ` � a �^� :d� ` :a;�b. Validit�e et compl�etudeObservons d'abord que ce syst�eme est valide :Th�eor�eme II.3.1 Le syst�eme pr�ec�edent est valide dans le cadre de la Logique Quantique. Autrementdit, toutes les r�egles de ce syst�eme sont correctes les variables �etant consid�er�ees comme des �el�ementsd'un treillis orthomodulaire donn�e, les s�equents � ` � �etant lu comme les relations V� 6 W� de cetreillis et les autres symboles �etant interpr�et�es de mani�ere naturelle.D�emonstration: La r�egle d'a�rmation correspond �a la r�eexivit�e de 6. Nous avons vu de plus, plus haut,que a � b est bien �equivalent �a b^ (:b_a) 6 a (soit b�a 6 a) ; d'o�u la validit�e de la �-introduction. La sym�etriede � d�ecoule de sa d�e�nition. Les r�egles de compatibilit�e des connecteurs logiques sont l'expression logique dela proposition II.2.13. Pour terminer avec les �evidences, notons que ^g et _d sont simplement cons�equences desnotations.Pour la coupure supposons que nous avons g 6 a_d et g0^a 6 d0. Ainsi g^g0 6 g0 �(a_d) = g0 �a_g0 �d.Comme g0 � d, on a g0 � d 6 d. Si l'on suppose, de plus, que a � g0, on a g0 � a = g0 ^ a 6 d0. L'hypoth�ese a � dest duale.Pour ce qui est de _g le proc�es est similaire : nous avons g ^ a 6 d et g0 ^ b 6 d0 doncg ^ g0 ^ (a _ b) 6 (g ^ g0) � (a _ b) = (g ^ g0) � a _ (g ^ g0) � b:Si a � g ^ g0, nous avons (g ^ g0) � a = (g ^ g0) ^ a 6 g ^ a 6 d, et de même pour b. Le cas de ^d est dual decelui-ci.Pour ce qui est de :d, nous avons g 6 a _ d ainsig ^ a? 6 (a _ d) ^ a? = a? � d;soit bien ::: 6 d puisque a � d (et donc a? � d). La r�egle :g est la duale de celle-ci. c.q.f.d.Remarquons ensuite, avant de d�emontrer la compl�etude, un fait tr�es important : si l'on supposetoutes les propositions compatibles deux �a deux, les r�egles que nous avons donn�ees deviennent tr�espr�ecis�ement les r�egles de la d�eduction naturelle (classique).Epurons maintenant les r�egles relatives aux connecteurs pour faire disparâ�tre toute r�ef�erence �a lacompatibilit�e; nous trouvons :coupure : � ` a a ` �0 cut0� ` �0r�egles de la conjonction : �; a; b ` � ^g�; a^ b ` � � ` a �0 ` b ^0d�;�0 ` a ^ br�egles de la disjonction :a ` � b ` �0 _0ga _ b ` �;�0 � ` a; b;� _d� ` a _ b;�r�egles de la n�egation : � ` a :0g�;:a ` a ` � :0d` :a;�18



On retrouve dans ce cas les axiomes de treillis orthocompl�ement�e. Notre remarque pr�ec�edente nousconduit au fait que si a � b, alors toute les formules construites sur a et b sont compatibles et doncb�a ` a est d�emontrable dans ce syst�eme puisque d�emontrable en d�eduction naturelle. Comme, de plus,b � a 6 a) a � b a �et�e pos�e comme une r�egle, nous avons d�emontr�e leTh�eor�eme II.3.2 Notre syst�eme d�eductif pour la Logique Quantique est valide et complet vis �a vis de(i.e. �equivalent �a) la pr�esentation axiomatique des treillis orthomodulaires.g. Cons�equence principaleL'int�erêt majeur de ce syst�eme est de d�emontrer un fait que nous n'avions pas �etabli dans le cadrealg�ebrique (cadre dans lequel il serait même un peu fastidieux �a �enoncer) :Th�eor�eme II.3.3 Si des propositions quantiques a; b; c::: sont compatibles alors les formules construites�a partir d'elles forment une alg�ebre de Boole.Ce th�eor�eme, qui n'avait �et�e vu que dans le cas de deux propositions, nous a�rme donc que touted�eduction classique est valide pour des formules construites �a partir de propositions compatibles. In-versement tout r�esultat atteint en Logique Quantique sur ces �el�ements restera vrai classiquement (10).d. Avantages et inconv�enientsComme nous l'avons d�ej�a indiqu�e, l'int�erêt op�eratoire de ce genre de syst�emes est tout �a fait al�eatoirecompte tenu de la gestion di�cile des contextes. Le syst�eme que nous venons de pr�esenter, bas�e sur lesyst�eme de d�eduction naturelle classique, introduit des conditions de compatibilit�e �a tous les endroitsprobl�ematiques. L'int�erêt de se baser sur la d�eduction naturelle plutôt que sur l'un des deux extrêmes,calcul des s�equents ou d�eduction libre (11), est que l'ajout de la coupure est relativement anodin. Cesdeux syst�emes auraient compl�etement exclu que le syst�eme soit e�ectivement utilisable. Dans la pratiquenous avons progress�e par rapport �a P. Gibbins, mais fort peu : ici tous les contextes sont pr�esents maisnombreux sont ceux qui d�ependent de contraintes de compatibilit�e. Ceci n'est dû qu'�a la LogiqueQuantique, peu appropri�ee �a ce genre d'exercices.Un int�erêt th�eorique peut exister cependant. En e�et, d'une part, ce syst�eme montre qu'une d�e-duction naturelle est possible en indiquant pr�ecis�ement quelles sont les r�egles possibles avec ou sans lacompatibilit�e. D'autre part, ce genre de raisonnement consistant �a faire travailler deux syst�emes (l'und�eductif travaillant au niveau de connecteurs logiques, l'autre g�erant une relation d'�equivalence ou decompatibilit�e entre formules) se rapproche de m�ethodes employ�ees en d�eduction naturelle arithm�etique,o�u l'on adjoint une th�eorie de l'�egalit�e entre nombres au syst�eme d�eductif proprement dit, proc�ed�e quia eu, dans ce cas, un certain bonheur.x 4. Approche s�emantique : une vision g�eom�etrique des Logiques Classiqueet QuantiqueNous nous proposons ici d'�etablir un parall�ele entre la pr�esentation de la Logique Classique commelogique des ensembles (repr�esent�es par des \patates") et une pr�esentation de la Logique Quantiquecomme logique des espaces de Hilbert (sch�ematis�es par des lignes, trap�ezes, etc. dans les cas de petitesdimensions). Pour ce faire nous allons, dans un premier paragraphe, pr�esenter tr�es rapidement la LogiqueClassique sous cet angle en insistant sur les points qui changeront avec le passage �a la Logique Quantique.Celle-ci sera pr�esent�ee sous une forme g�eom�etrique dans un second paragraphe. Nous n'aborderonscependant pas le probl�eme de probabilit�es qui malgr�e sont int�erêt d�epasse notre propos.a. La Logique Classique comme logique de l'ensemblisteCe paragraphe reprend essentiellement, en la pr�ecisant, la seconde partie de notre conf�erence, [9](�a la question pr�es des probabilit�es). Nous rappelons que nous entendons par ((Logique Classique )) laLogique Classique Propositionnelle (non-modale).(10):Ceci reste vrai dans le cas g�en�eral si l'on ne s'int�eresse qu'aux relations de type ' 6  .(11):Pour une mise en parall�ele des trois types de syst�emes d�eductifs, on peut se reporter �a [16].19



a. La version simple: les \patates"L'outil utilis�e habituellement pour repr�esenter des formules de la Logique Classique est le diagrammede Venn. Dans cette m�ethode, on repr�esente les formules par des dessins d'ensembles. Des r�egions d'unefeuille de papier font en g�en�eral tr�es bien l'a�aire. Dans la pratique ces dessins ont une forme ovale peur�eguli�ere ce qui leur vaut le surnom de (( patates )).Ainsi, si l'on veut repr�esenter la relation qui lie une formule a la plus g�en�erale avec sa n�egation (quenous noterons ici :a), on pourra tracer par exemple :a :aDans ce diagramme a est repr�esent�e par l'int�erieur de l'ellipse et :a par son ext�erieur.On peut �egalement repr�esenter des formules complexes en fonction de constituants plus simples parcette m�ethode. Dans la �gure suivante, par exemple,a b :(a _ b)a ^ bsi la formule a est repr�esent�ee par l'int�erieur de l'ellipse de gauche et la formule b par l'int�erieur de cellede droite, la conjonction (( a et b )), que nous notons a ^ b, sera repr�esent�ee par l'int�erieur de la lentilleintersection des deux zones pr�ec�edentes. De même leur disjonction (( a ou b )), que nous notons a_ b (12),le sera par l'union des deux zones elliptiques.Toutes les r�egions d�elimit�ees par les deux ellipses repr�esentent une formule et inversement touteformule construite �a partir de a et b comme propositions �el�ementaires trouve sa repr�esentation dansune zone de ce sch�ema. On a repr�esent�e dans la �gure ci-dessous les formules constructibles les plussimples (sauf (( vrai )) qui correspond �a tout le plan et (( faux )) qui correspond �a l'ensemble vide), soit lesn�egations :a et :b de a et b, leur conjonction a ^ b, leur disjonction a _ b, et l'implication a! b.a! ba b:b :a
a _ b a ^ bLa �gure suivante montre un exemple de calcul d'une repr�esentation de formule. La formule a^(:a_b)(lire (( a et (( b ou non a )) ))) est ainsi d�ecompos�ee : On indique d'abord les zones correspondant �a a et b(12):On emploie souvent en logique un _ pour repr�esenter le (( ou )), ceci nous vient du latin vel ((( ou )) inclusif paropposition �a aut qui est plus exclusif). 20



(ici les deux ellipses). De la repr�esentation de a on d�eduit la repr�esentation de :a. De celle de :a et bon d�eduit celle de :a_ b. De cette derni�ere et de celle de a on a en�n la repr�esentation de a^ (:a_ b).On voit d'ailleurs qu'il s'agit de la même repr�esentation que a ^ b ; ceci est normal.a b:a _ b
:aa ^ b = a ^ (:a _ b)

b. La version �evolu�ee : les alg�ebres de BooleSi l'on veut dire les choses plus math�ematiquement, les ensembles ne seront plus des zones du planmais des ensembles de points. En fait de mani�ere plus �ne qu'avec des ensembles math�ematiques, laLogique Classique peut se retrouver par l'interm�ediaire des alg�ebres de Boole.Ces alg�ebres sont l'abstraction alg�ebrique de la notion d'\anneau" des sous-ensembles d'un ensembleX donn�e sous le seul angle qui int�eresse la repr�esentation logique : la relation d'inclusion ainsi que lesop�erations et constantes associ�ees (la compl�ementation, l'intersection, la r�eunion, le sous-ensemble videet le sous-ensemble plein). Nous avons les correspondances suivantes :alg�ebres de Boole sous-ensemblesnotation sens sens notation0 �el�ement minimal (z�ero) partie vide ?1 �el�ement maximal (un) partie pleine Xa 6 b inf�erieur �a inclus dans A � B:a = 1� a n�egation de compl�ementaire de {A = X Aa ^ b = a � b conjonction intersection A \B(produit)a _ b disjonction (r�e)union A [Ba+ b (( ou )) exclusif union disjointe A4B(somme)Nous avons pr�esent�e une version axiomatique des alg�ebres de Boole comme treillis distributifs com-pl�ement�es, ce que sont e�ectivement les anneaux de parties d'un ensemble.On peut voir que toute d�emonstration de Logique Classique sur la base de certaines hypoth�esescorrespond �a des identit�es entre des �el�ements d'une alg�ebre de Boole d�etermin�es par les hypoth�eses. Par21



exemple, si on d�e�nit a! b par :a _ b, la r�egle de contraposition correspondra alors �a la relationa! b = :b! :a:Cette relation vient de ce que :b! :a vaut, par d�e�nition, ::b_ :a, donc b _ :a soit :a _ b, qui estbien a ! b, par d�e�nition. On parle parfois de calculs logiques pour ce genre de calculs e�ectu�es dansdes alg�ebres de Boole.g. Le th�eor�eme de repr�esentation de StoneEn quittant les dessins pour les ensembles abstraits nous nous sommes ouvert la possibilit�e deraisonner sur des exemples de taille in�nie et vari�es par la forme. En passant aux alg�ebres de Boolenous avons franchi une �etape en autorisant tous les outils habituels de l'alg�ebre mais nous avons a prioriperdu l'aspect intuitif que pouvait recouvrir la notion d'ensemble.En fait un th�eor�eme, maintenant classique, dû �a Stone, [22] (13), nous permet de r�etablir l'intuition :toute alg�ebre de Boole peut être repr�esent�ee comme anneau de parties d'un certain ensemble X (onpeut même être beaucoup plus pr�ecis que cela !). C'est ce th�eor�eme qui justi�e que l'on a�rme quela Logique Classique est la logique des ensembles : toute relation g�en�erale vraie pour des parties d'unensemble est vraie en Logique Classique apr�es traduction et, inversement, toute relation vraie en LogiqueClassique est vraie pour des parties d'un ensemble. De plus, quand un nombre �ni de propositionsinterviennent pour mod�eliser une situation, des dessins �a l'aide de \patates" peuvent être r�ealis�es etservir de preuve (14). Bien entendu, ces dessins ne sont ais�ement r�ealisables que pour un petit nombrede variables propositionnelles. La �gure ci-dessous pr�esente le cas de quatre variables, d�ej�a fort confus.
b. La Logique Quantique comme logique du lin�eaireNous nous proposons ici d'introduire la Logique Quantique comme logique du lin�eaire (15) en intro-duisant l'�equivalent appropri�e des diagrammes de Venn. Comme pour la Logique Classique la visiong�eom�etrique de cette logique est profonde : elle peut se baser sur le th�eor�eme de repr�esentation de Piron.a. La version simple: les espaces vectoriels de dimension �nieNous avons vu que les espaces vectoriels de dimension �nie (en fait les hilberts de dimension �nie,car il nous faut une notion d'orthogonalit�e) constituent des mod�eles de la Logique Quantique. Ceci nouspermet donc de repr�esenter des propositions quantiques par des espaces vectoriels. Un probl�eme se posealors imm�ediatement : de quelle dimension peuvent être et doivent être ces repr�esentations? Peut-on(13):Nous donnons ici une indication bibliographique inutile : ce sujet est trait�e dans tout les livres de LogiqueMath�ematique.(14):De plus, le th�eor�eme de compacit�e garantit qu'en Logique Classique, même si un nombre in�ni de propositions peutêtre n�ecessaire pour mod�eliser une situation, seul un nombre �ni est n�ecessaire pour prouver une relation donn�ee.(15):Nous disons (( logique du lin�eaire )) plutôt que (( logique lin�eaire )), qui serait plus adapt�e, pour �eviter toute confusionavec la Logique Lin�eaire. Si l'on voulait être rigoureux, le terme id�eal serait (( logique projective )) ; malheureusement, peude gens savent ce qu'est un espace projectif! 22



repr�esenter toutes les situations? Comme dans le cas classique on peut, pour r�epondre �a une questiondont la d�emonstration emploie les formules a1; :::; an, n'employer que les dessins qui ne r�eduisent pas cesformules. Le seul probl�eme est qu'ici il faut faire attention au probl�eme de l'orthogonalit�e. Pour en �niravec les probl�emes, nous noterons que pour passer de la repr�esentation au dessin concret sur une feuillede papier se pose le probl�eme des objets de dimension sup�erieure �a quatre (on a même besoin de ladimension in�nie pour certains probl�emes de M�ecanique Quantique). Pr�ecisons maintenant de mani�eresimple et concr�ete cette repr�esentation.Notons que comme nous parlons d'espaces vectoriels tous ces espaces contiennent 0, qui repr�esentele (( faux )). L'espace maximal de repr�esentation repr�esente, lui, le (( vrai )), 1. Si cet espace de Hilbert der�ef�erence est \notre" espace �a 3 dimensions, et si a est un plan, :a ((( non a ))) sera la droite orthogonale�a a (passant par 0) : 0a :a1Si a et b sont deux droites, leur disjonction, a _ b sera le plan qui les contient :0a ba _ bDans la �gure suivante nous avons c 6 a et d = a^b, par exemple. c 6 a, signi�e en termes d'espacesque c est inclus dans a, et en termes logiques que c implique a. De même, d = a ^ b, signi�e en termesd'espaces que d est l'intersection de a et b et en termes logiques que d est �equivalent �a (( a et b )).0adc b
Nous voyons �egalement que b ? c, soit b 6 :c ou c 6 :b (si l'espace de r�ef�erence est l'espace �a troisdimensions, on aura même c = :b). Ceci correspond au fait que b et c sont orthogonaux, ou, du pointde vue logique, qu'il correspondent �a des propositions contradictoires.Dans la pr�ec�edente �gure nous avons rep�er�e que8<: a = c _ d;b ^ a = d etc ? b:23



Nous pouvons d�eduire de cela, pour des propositions quantiques, que a � b (16). Plus pr�ecis�ement, sinous reprenons la caract�erisation que nous avons donn�ee de la compatibilit�e, on pourra dire que a et bsont compatibles si : 8<: a = a1 � c (soit a = a1 + c et a1 ? c),b = b1 � c (soit b = b1 + c et b1 ? c), eta1 ? b1.Ce qui se repr�esente sch�ematiquement par la �gure ci-dessous. ab c a10b1En termes simples a et b sont compatibles si ils peuvent s'exprimer comme combinaisons d'�el�ements deux�a deux orthogonaux. En fait, on se le rappelle, des �el�ements orthogonaux peuvent être vus comme despropositions classiques disjointes ; on retrouve ainsi le fait que des propositions quantiques se comportententre elles comme des propositions classiques (i.e. elles sont compatibles) si et seulement si elles sontdes disjonctions d'�el�ements d'une famille de propositions classiques �el�ementaires.Nous avons vu �egalement plus haut que l'on peut approcher les liens qui lient classique et quantiquepar le truchement de la relation de distributivit�e. Nous avons vu que la distributivit�e de ^ et _ pour a,b et leur d�eriv�es peut être caract�eris�ee par la relationa � b = a ^ b, soit a ^ (:a _ b) = a ^ b:Essayons donc d'interpr�eter g�eom�etriquement ce connecteur �.a b:aa ^ b a ^ (:a _ b):a _ b
Cette �gure (17) nous sugg�ere que cette op�eration � est l'op�erateur de projection orthogonale (ce quijusti�e sa notation). D�emontrons le :D�emonstration: Soit � un �el�ement de b. Comme H = a _ a?, � se d�ecompose de mani�ere unique en� = � + �0 o�u � 2 a et �0 2 a?. On a alors a \ (a? + x) = a \ (a? + �) = �. c.q.f.d.(16): Il est ici le lieu d'insister sur le fait que a et b ne sont pas orthogonaux (car cette relation implique que a^ b = 0),mais seulement perpendiculaires. Cette notion, qui correspond �a notre relation de compatibilit�e, doit être bien distingu�eede l'orthogonalit�e. C'est pour cette raison que nous �eviterons d'employer le terme de (( perpendiculaire )).(17): Il s'agit d'une �gure en dimension quatre que nous avons projet�ee le long de a ^ b (qui est donc repr�esent�e parl'origine sans pour autant être suppos�e nul). 24



On a donc la repr�esentation suivante b0 1 aa � bet on peut dire que a et b sont compatibles quand la projection orthogonale de l'un sur l'autre estleur intersection. L�a encore, nous retrouvons la condition de n'avoir que des angles droits entre nossous-espaces.Ayant reconnu dans � la projection orthogonale, nous pouvons tirer une expression explicite de lamise en contexte au sens quantique. En e�et, classiquement nous disons qu'il est le cas que a dans uncertain contexte  si la conjonction  ^ a est vraie ; ici le probl�eme sera plus compliqu�e, car nous avonsplusieurs possibilit�e pour prolonger le cas classique : nous pouvons aussi bien poser  ^ a que  � a.Notons tout d'abord que l'on retrouve dans les deux cas le probl�eme classique de la r�eduction aucontexte : il peut advenir que a ^ b = a ^ :b ou que a � b = a � :b. La solution est dans les deux casde ne s'int�eresser qu'au compl�ement relatif de b dans a. La di��erence avec le cas classique apparâ�tavec le principe de retour �a la r�ealit�e par disjonction de contextes contradictoires : ainsi nous avons enLogique Classique (a^ b)_ (:a^ b) = b ; en Logique Quantique, par contre, cette relation demande quele contexte a soit compatible avec la proposition b. Dans le cas g�en�eral nous avons seulement :� (a ^ b) _ (:a ^ b) 6 b;(a � b) _ (:a � b) > b:Par contre � pr�esente l'�enorme avantage que (attention ! l'op�erateur � n'est pas commutatif)b = b � (a _:a) = b � a _ b � :a:C'est �a dire que, modulo b, on a bien (( vrai )) pour a _ :a si l'on entend le contexte b comme la miseen facteur de b � �, ce qui est faux pour b ^ �. C'est pour cette raison que le contexte est, par d�efaut,compris comme construit �a l'aide de la projection.b. La version �evolu�ee : les espaces de HilbertNous ne nous �etendrons gu�ere sur la version �evolu�ee de ce que nous avons pr�esent�e. Nous nouscontenterons de dire que, au del�a des �gures, un espace de Hilbert est une g�en�eralisation de la notiond'espace vectoriel de dimension �nie ou in�nie et admettant une notion d'orthogonalit�e (d�e�nie par unproduit scalaire (18)). De plus un espace de Hilbert est, par d�e�nition, complet. Il en r�esulte que si hest un sous-espace de Hilbert (sous-espace vectoriel qui est un espace de Hilbert), il sera ferm�e, et donch?? = h. Cette propri�et�e est cruciale pour l'utilisation logique de ces objets.Il est assez facile de v�eri�er que les sous-espaces d'un espace de Hilbert H munis de l'op�erationd'orthogonalisation forment un treillis orthomodulaire. En fait, si l'on se restreint �a la dimension �nie,on peut même d�emontrer que ce treillis orthocompl�ement�e est modulaire. Par ailleurs les consid�erationsque nous avons eu au sujet de la compatibilit�e, de la distributivit�e et de la projection orthogonale aupoint � restent valides.(18):On parle plutôt de produit hilbertien, particuli�erement dans les cas o�u l'on travaille avec des nombres complexes.25



g. Le th�eor�eme de repr�esentation de PironLes espaces de Hilbert jouissent d'une propri�et�e qui les rend excessivement simples �a d�ecrire : lesseules dimensions (19) possibles de ceux-ci sont 0; 1; 2; :::; n; :::;@0 (20). et tous les espaces de Hilbertd'une dimension donn�ee sont isomorphes entre eux (on dit parfois l'espace de Hilbert pour l'espace deHilbert de dimension in�nie �a isomorphisme pr�es). Si l'on sait que de telles structures admettent souventune axiomatisation simple, il est tentant de se poser la question de savoir si la Logique Quantique nefournirait pas une description de ces mod�eles (21).La r�eponse (a�rmative) �a ce probl�eme est fournie par un th�eor�eme de repr�esentabilit�e dû �a Piron,[17] (22). Tr�es similaire au th�eor�eme de Stone de la Logique Classique, il a�rme que tout syst�eme depropositions quantiques (d�enombrable) peut être consid�er�e comme issu d'une g�eom�etrie projective.Ces g�eom�etries projectives sont essentiellement des alg�ebres de sous-espaces, et l'on sait qu'elles sontrepr�esentables comme des ensembles de sous-espaces d'un espace de Hilbert. En fait, tout syst�eme depropositions quantiques (d�enombrable) peut être consid�er�e comme un sous-treillis orthocompl�ement�ed'un seul et même espace de Hilbert.Ceci justi�e que nous consid�erions que la Logique Quantique est la logique de la lin�earit�e,pr�ecis�ement la logique des espaces de Hilbert, de même que la Logique Classique est la logiquedes ensembles, pr�ecis�ement la logique des alg�ebres de Boole.x 5. Conclusion : le sens des symbolesNous en arrivons �a ce qui est souvent consid�er�e comme la question essentielle qu'il faut poser �a unelogique : ((Mais que veut dire votre formalisme? )). Cette question est, en fait souvent comprise comme((Que veulent dire les connecteurs ? )). Nous doutons fort qu'une telle question admette une r�eponsesatisfaisante. Nous en voulons pour preuve les diverses options propos�ees pour rendre compte du \sens"des quanti�cateurs :{ Pour certains le sens des connecteurs est le même en Logique Quantique qu'en Logique Classique ;seules changent des relations plus complexes telles que la distributivit�e (qui est plac�ee �a un niveauplus �elev�e).Pour cela ils se basent sur le fait que, dans la d�e�nition axiomatique, les r�egles propos�ees pour ^,_, et : sont les mêmes qu'en Logique Classique et que seule la loi de distributivit�e est remplac�eepar l'orthomodularit�e.{ Pour d'autres, c'est, bien entendu, le sens de ^ et _ qui change, le sens de : restant identique.Pour se justi�er ils se basent sur une analyse de la distributivit�e (laquelle ne concerne pas : demani�ere visible).{ A l'oppos�e il y a ceux qui pensent que c'est celui de : mais pas celui de ^ et _.Ce point est tr�es int�eressant, il se base sur un ph�enom�ene que nous n'avons pas utilis�e et qui estqu'on ne dispose en g�en�eral que de la structure de treillis et que contrairement aux alg�ebres Booleles treillis orthomodulaire (non bool�eens) admettent plusieurs n�egations, chacune pouvant êtrepr�ef�er�ee pour telle ou telle situation (23).(19): La dimension d'un espace est le cardinal (unique) de ses bases. Quand nous parlerons de base pour un espace deHilbert il s'agira par d�efaut d'une base hilbertienne (dans la d�e�nition de laquelle les combinaisons peuvent être in�nies).(20): L'aleph z�ero, @0, d�esigne l'in�ni d�enombrable; il s'agit du cardinal de N, l'ensemble des entiers naturels.(21):Bien entendu, comme cette logique ne parle que de sous-espaces, il ne peut s'agir que de l'axiomatisation du treillisdes sous-espaces.(22):On se reportera avantageusement �a [24] �egalement.(23): Il y a en fait une autre justi�cation que celle que nous donnons ici propos�ee par Bell & Hallett, [1]. Pour ceux-ci ^et _ sont semblables car on a toujoursn a _ b = c () fx : c 6 xg = fx : a 6 xg [ fx : b 6 xga ^ b = c () fx : c 6 xg = fx : a 6 xg \ fx : b 6 xgalors que a = :b () fx : a 6 xg = fx : x ^ b = 0g26



{ On trouve �egalement ceux qui a�rment que c'est le sens de _ qui change, ceux de ^ et : restant�xes.La vision g�eom�etrique est le meilleur support de cette opinion : La n�egation peut être vue commeun compl�ement, g�en�eralisant le cas classique. Le ^ est l'intersection, exactement comme dans lecas classique. Reste donc le _ qui passe d'une simple union �a une notion plus g�en�erale englobantune id�ee d'interm�ediaire.{ Comme variation sur ce th�eme on peut penser que _ et : changent, le ^ restant �xe.Pour cela on joint l'argument pr�ec�edent avec le fait que la n�egation n'a pas de d�e�nition canonique(troisi�eme argument).{ En�n, pour faire bonne mesure, d'aucuns pensent que tout change en Logique Quantique, ou pluspr�ecis�ement que le sens de tous les connecteurs change, toute modi�cation de l'emploi de l'uninterf�erant sur le sens des autres.Si ces points de vue sont tous int�eressants, en tout cas pour tel ou tel probl�eme donn�e, il estdouteux qu'on parvienne �a extraire une \s�emantique" meilleure que les autres dans l'absolu. Bien plusint�eressante semble la voie qui vise �a acqu�erir une intuition du fonctionnement du syst�eme dans sonensemble, par exemple en se basant sur une vision g�eom�etrique.Li�ee �a cette option g�eom�etrique reste la possibilit�e de se concentrer sur la relation de compatibilit�e.En e�et, quand on peut voir que deux propositions sont compatibles, celles-ci se comportent, entre elles,de mani�ere classique ; inversement, quand on ne le peut pas, pratiquement aucune relation ne peut êtrev�eri��ee autre que triviale. Le syst�eme axiomatique que nous avons propos�e plus haut semble alors unebonne m�ethode pour aborder les raisonnements de ce type. Il est ainsi concevable de traiter un nombrede propositions qui aurait rendu un sch�ema illisible.

n'est vraie qu'en Logique Classique. Cette justi�cation n'est pas tr�es �el�egante: les deux premi�eres formules ne sont quedes tours p�edants d'a�rmer que ^ et _ sont des bornes sup�erieures et inf�erieures et la troisi�eme n'est a priori qu'unecaract�erisation de la n�egation. Il aurait �et�e plus judicieux de faire valoir l'incaract�erisabilit�e de la n�egation.27
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III. Les r�eseaux de neurones formelsLes r�eseaux de neurones formels, d'une mani�ere tr�es large, constituent une des solutions naturelles auprobl�eme de l'\intelligence arti�cielle" : ce sont des machines �a optimiser. Les neurones qui constituentles r�eseaux sont issus d'une sch�ematisation extrême des neurones r�eels les plus simples. Leur activit�e ser�esume essentiellement �a trois points :1. Somme des entr�ees (qui sont les sorties d'autres neurones),2. Ecoulement d'une unit�e de temps,3. Fonction de r�eaction : combinaison d'un seuillage et d'une saturation.Leur m�ethode de traitement des probl�emes classe les r�eseaux de neurones dans la rubrique des syst�emesapprenant sur des exemples. Même si des propositions existent qui permettent d'entrer de l'informationsymbolique, ceci ne se fait qu'au niveau des neurones en repr�esentant des propositions par ceux-ci, [23].Inversement, on est assez peu capable de comprendre l'information stock�ee dans un r�eseau particulier.Notre propos sera ici de pr�esenter une autre mani�ere de voir les r�eseaux de neurones s'appuyantsur la Logique Quantique. Cette m�ethode ne vise pas tant �a d�ecrire l'information pr�esente dans unr�eseau particulier, qu'�a pr�esenter les r�eseaux de neurones comme des syst�emes quantiques (au sens dela Logique Quantique). Nous pr�esentons rapidement, dans une premi�ere partie, les r�eseaux de neuronesformels en couches en insistant sur la lin�earit�e. Dans une seconde partie une interpr�etation quantiquedes op�erations e�ectu�ees par ces r�eseaux est explor�ee. En�n, en derni�ere partie nous donnons quelquespistes pour d'autres interpr�etations possibles utilisant la Logique Quantique.x 1. Les r�eseaux de neurones formels en couchesCe paragraphe constitue une pr�esentation rapide de ces r�eseaux abordant l'angle qui va nous int�e-resser par la suite.a. L'�el�ement de base : le neuroneUn neurone formel, dans sa formulation g�en�erale, est un �el�ement e�ectuant des calculs simples visant�a produire �a chaque unit�e de temps une sortie sur la donn�ee d'un certain nombre d'entr�ees. Bien entendu,cette d�e�nition ne r�epond pas �a l'emploi exact qui en est fait : la plupart des applications pratiques etdes r�esultats th�eoriques concernent un type bien particulier de neurones que nous nous proposons ded�ecrire ici. a1a2ajan neurone sortiei F...... sientr�eeTout d'abord un neurone, notons le i, dispose d'un certain nombre d'entr�ees, aj, et d'une sortie, si.Ces voies seront utilis�ees pour communiquer avec d'autres neurones au sein de r�eseaux.On d�e�nit en g�en�eral l'�etat d'un neurone, ei, comme �etant la somme pond�er�eeei = Xj wi;j:aj � #io�u wi;j est un poids donn�e attach�e �a l'entr�ee j du neurone i, appel�e poids synaptique, et o�u #i est unnombre appel�e seuil du neurone. 29



La sortie est calcul�ee comme fonction de l'�etat parsi = F(ei):o�u F est une fonction de saturation. En g�en�eral, on prend pour F une fonction sigmo��de (24)F�(t) = 1�e��:t1 +e��:t = 21 +e��:t � 1o�u � est appel�e la tension de la sigmo��de (1=� peut être vu comme une temp�erature). Ces fonctions ontl'allure suivante. y x�11 pente 2�Divers param�etres sont susceptibles d'�evoluer au cours de la p�eriode d'apprentissage : la tension �des saturations peut �evoluer au cours du temps (par exemple dans les cas de recuit simul�e) et les poidssynaptique �evoluer selon une fonction d'erreur (il s'agit de l'apprentissage proprement dit). Nous nenous int�eresserons pas ici �a ces param�etres : nous �etudierons les neurones et r�eseaux �g�es dans un �etatd'apprentissage donn�e.b. Description des r�eseaux en couchesLe r�eseaux le plus g�en�eral est la donn�ee d'une s�erie 1; 2; :::; n de neurones tous connect�es les unsaux autres la sortie si du neurone i constituant l'entr�ee ai de tous les neurones pour l'unit�e de tempssuivante. On parle pour ce r�eseau de r�eseau totalement connect�e. On peut le symboliser par la �guresuivante. 1 2nn� 1 ... ...j(24): Il arrive que l'on prenne l'identit�e plutôt que des fonctions de saturation; les neurones sont alors dits lin�eaires etleur �etude est compl�etement triviale puisque le r�eseau se r�eduit �a un simple op�erateur lin�eaire. Nous �ecartons ce cas.30



Dans la pratique il est souvent inutile d'avoir une connexion totale, on demande a priori seulementque certaines connexions soient �etablies, d'autres pouvant être inexistantes. Ce mod�ele rentre commecas particulier du cas pr�ec�edent en consid�erant qu'une connexion inexistante est une connexion de poidssynaptique nul sur le neurone d'arriv�ee. On peut symboliser ce type de r�eseaux par la �gure suivante.
Souvent, on demande que les connexions soient hi�erarchis�ees, c'est-�a-dire que le graphe orient�ecorrespondant aux connexions (non nulles) ne comporte pas de circuit (25). Dans la pratique, si l'onn'est pas int�eress�e par le nombre d'unit�es de temps qui existent entre tel et tel neurone et quitte �arajouter des neurones de relais, ce type de r�eseaux peut se mettre sous la forme de r�eseau en couches.Ceci peut être r�ealis�e en ajoutant deux sommets �ctifs au graphe du r�eseau l'un se mettant �a la sortiedes neurones n'ayant que des entr�ees (puits) et l'autre �a l'entr�ee des neurones n'ayant que des sorties(sources) ; le graphe r�esultant admet alors une orientation bipolaire qui d�etermine des couches (voir[20], par exemple). C'est ce type de r�eseaux qui nous int�eressera particuli�erement.Un r�eseau est dit en couches quand l'ensemble de ses neurones est partitionn�e en classes (appel�eescouches), ces couches �etant munies d'un certain ordre, lequel doit être pr�eserv�e par les connexions : unneurone j ne peut envoyer sa sortie comme entr�ee d'un neurone i que si le neurone j est dans une couchec et le neurone i dans la couche c+ 1. ............ couche c+ 1couche cF�F liaisons c! c+ 1ij�Les seules synapses existant au niveau de la couche c sont donc celles en direction de la couche c+ 1 etcelles en provenance de la couche c� 1. Par extension on consid�ere les points d'entr�ee du r�eseau commeune couche num�erot�ee 0.c. Lin�earisation du probl�emePour terminer avec la position du mod�ele de travail nous noterons qu'il est possible de supposerque nos neurones sont �a seuil nul (nous avions suppos�e dans notre d�e�nition des neurones l'existencede seuils #i). Pour ce faire il su�t d'ajouter une unit�e virtuelle au r�eseau qui fournisse, quelle que soitl'entr�ee par ailleurs, une valeur # �x�ee (non-nulle). On remplace alors le seuillage par une synapse depoids �#i=# avec cette unit�e. Pour respecter la structure en couches, il est possible d'ajouter un neuronede relais de cette valeur �a chaque couche :(25):Un circuit est un parcours non vide d'arêtes s'embô�tant les unes �a la suite des autres et menant d'un sommet �alui-même. 31



............##La �n de ce paragraphe bien que plus technique revêt une certaine importance et peut donner une bonneintuition de certains ph�enom�enes.Si du point de vue informatique ce changement est banal et tout �a fait anodin, il n'en va pas de mêmepour l'interpr�etation quantique. Ceci rel�eve d'un point que nous ne voulons pas trop d�evelopper, la transition del'a�ne au projectif ; nous nous contenterons de donner l'id�ee g�en�erale. Dans tout ce que nous avons fait jusqu'�apr�esent, nous avons trait�e d'espaces vectoriels, donc passant par 0, plus pr�ecis�ement nous avons utilis�e sans ledire des g�eom�etries projectives (g�eom�etries dont l'�el�ement de base, le \point", est la droite vectorielle) ; or lecas qui nous int�eresse rel�eve en premi�ere analyse plus de la g�eom�etrie a�ne, o�u les droites sont sans attacheparticuli�ere. En fait le changement de seuil assure le passage de la seconde �a la premi�ere. En e�et, en annulantles seuils, nous avons employ�e la m�ethode habituelle (26) de plongement de Rn, l'espace a�ne de dimension n,dans Pn = P �Rn+1�, l'espace projectif de dimension n (constitu�e des droites de Rn+1, l'espace vectoriel dedimension n + 1).Sch�ematisons cela sur une �gure de dimension n = 1 a�n de mieux voir ce qui se produit :nouvel espace dedonn�ees (R1+1)espace a�ne ded�epart (R1)point a�nede d�epart\seuill�e"0 �v V\seuil" 8>>><>>>: point projectifr�esultantpoint vectoriel �
Le premier point (�) est celui de l'espace de d�epart, c'est un point a�ne de Rn (R1 sur la �gure). En ajoutantune coordonn�ee constante on trouve un point v de Rn+1 (R1+1 sur la �gure). Comme tous ces points se situentsur l'hyperplan a�ne V de Rn+1, �a chaque droite � = (0v) correspond un seul point � et r�eciproquement.La transformation � 7! � que nous venons de d�etailler est pr�ecis�ement celle que nous utilisons pour �eliminerle seuil. Ainsi �eliminer un seuil est exactement plonger un espace a�ne A dans l'espace projectifcorrespondant P(R�A).L'hyperplan �a l'in�ni de cet espace projectif est constitu�e des �el�ements pour lesquels la coordonn�ee ajout�eevaudrait 0, donc ne contient l'image d'aucun des �el�ements de d�epart. Ainsi le passage dans un espace projectifest-il purement un changement de repr�esentation : de type \a�ne" les points deviennent de plein droit desdroites, soit les propositions quantiques que nous cherchons.(26):Voir au besoin Bourbaki, [6], Alg�ebre II, x9, nos 5,6 et 8 (pp. 132 sqq.) pour plus de d�etails.32



x 2. Les neurones et les propositions quantiquesa. Vue g�en�erale : les r�eseaux d�ecompos�es en op�erateursObservons globalement un r�eseau de neurones tel que nous l'avons r�eduit au paragraphe pr�ec�edent.Ce r�eseau peut être consid�er�e comme une succession altern�ee de deux types de transformations : desop�erations lin�eaires et des saturations. Les op�erations lin�eaires sont e�ectu�ees par les synapses, et lessaturations ont lieu au sein des neurones. F de c� de ccouche cAu niveau d'un neurone l'information pertinente est constitu�ee d'un scalaire ; ainsi une couche deneurones correspond �a un vecteur de Rnc (si on note nc le nombre de neurones de la couche c). Demême l'information pr�esente au niveau des synapses de sortie de cette couche (�a la sortie des fonctionsde saturation) constitue �egalement un vecteur de Rnc . Nous avons donc globalement pour le r�eseau lasuccession suivante (sch�ematiquement) :
entr�ee du r�eseau... neurones (Rn1)neurones (Rn2)neurones (RnC )synapses (Rn2)synapses (Rn1)
sortie du r�eseau

(Rn0)Si on note n0 le nombre d'entr�ees, C le nombre de couches, nC+1 le nombre de sorties du r�eseau,�c 2 �c = Rnc l'�etat au niveau des synapses et �c 2 Nc = Rnc l'�etat au niveau des neurones, nousavons : entr�ee couche 1 ::: couche C sortie�0 7! �1 7! �1 7! �2 7! ::: 7! �C 7! �C 7! �C+1Rn0 ! Rn1 ! Rn1 ! Rn2 ! ::: ! RnC ! RnC ! RnC+1Et si l'on regroupe par couche les entr�ees on obtient�c = Oc:�c�1o�u Oc 2 Mnc�nc�1 (R) est un op�erateur lin�eaire. De même �c s'obtient de �c par saturation seloncertaines directions. C'est sur cette r�eduction que nous allons maintenant porter plus particuli�erementnotre attention. 33



b. Vue rapproch�ee : les neurones comme propositions quantiquesa. Position des propositions quantiquesNous l'avons vu ces r�eseaux agissent essentiellement par couches successives et il serait illusoirede vouloir dire plus sans connâ�tre l'allure des fonctions de saturation. Ainsi, une direction peut êtrefortement exag�er�ee par un op�erateur et imm�ediatement apr�es r�eduite par une fonction de saturation.Nous nous restreindrons donc ici �a des fonctions de saturation sigmo��des (avec leur limite qu'est lafonction signe (27), que nous consid�ererons comme la sigmo��de de tension in�nie).Dans ce cas vont être mis en corr�elation les directions de saturation (qui correspondent �a la base ca-nonique de notre espace de repr�esentation) et les images des vecteurs pr�ec�edents par les transformationslin�eaires. Tel quel il est douteux d'y voir quoi que ce soit ; introduisons une terminologie quantique enappelant proposition quantique les droites correspondant �a la base canonique (28) des espaces Rnc quenous avons d�e�nis plus haut, (eci ) (nous verrons plus loin que cette base n'est pas la plus int�eressante).Un �etat d'une couche est un vecteur dans cet espace, et apr�es la transformation d�ecrite au point III.1.c,seule sa direction compte : nous nous retrouvons donc avec une droite que nous pouvons donc consid�erercomme une proposition quantique atomique pc, combinaison des pr�ec�edentes (29) .b. Les op�erateurs lin�eaires en termes quantiquesVoyons donc maintenant dans quels termes se pr�esente le r�eseau. Nous avons en entr�ee une pro-position quantique p0 (repr�esent�ee par le vecteur �0) dans un espace de r�ef�erence Rn0. La premi�eretransformation que rencontrera cette donn�ee sera la premi�ere couche de synapse.La transformation que subira p0 en ce point n'est pas essentiellement di��erente que celle que subiratout vecteur de Rn0, en particulier les vecteurs de base. Nous avons que�0 = n0Xi=1 xi:e0i ;ainsi son transform�e sera �1 = n0Xi=1 xi:O1 �e0i � :Les �el�ements importants sont les transform�es des vecteurs de base, O1 �e0i �. Ces vecteurs sont dans Rn1donc se d�ecomposent selon la base canonique de cet espace :O1 �e0i � = n1Xj=1w1i;j:e1j :Ainsi cette transformation lin�eaire apparâ�t comme une d�e�nition des propositions quantiques de lacouche c� 1 en terme de celles de la couche c.Cette op�eration s'e�ectuera ainsi au niveau de toutes les couches de synapses. Cependant, si elleo�re un int�erêt, celui-ci reste extrêmement r�eduit sans le secours des fonctions de saturation, commenous l'avons indiqu�e plus haut, qui vont, au niveau de chaque couche de neurones, transformer encorenotre proposition quantique-�etat du syst�eme.g. Les saturations en termes quantiquesC'est ainsi qu'apr�es la premi�ere transformation ce sont les termes dans lesquels est d�e�nie la donn�eequi auront chang�e : elle n'est plus exprim�ee en terme des (p0i ) mais des (p1i ). C'est alors au sein dumême espace Rn1 que va s'e�ectuer la seconde transformation : la saturation. Il est bien important deremarquer que cette transformation a lieu �a l'int�erieur d'un même espace de repr�esentation(27): La fonction signe vaut �1 sur les r�eels n�egatifs, +1 sur les positifs et 0 en 0.(28): La base canonique de Rnc est la suite ec1 = (1;0; :::; 0), ec2 = (0;1; 0; :::;0), ..., ecnc = (0; :::;0; 1).(29):Pour combiner des propositions quantiques il faut ou bien choisir des vecteurs sur chaque droite-proposition, ou bienrevenir dans l'espace a�ne de d�epart, ce qui revient �a prendre comme vecteur celui de coordonn�ee ajout�ee �egale au seuil.34



A�n de mieux faire comprendre le rôle des fonctions de saturation nous repr�esentons la sph�ere unit�etelle quelle, puis transform�ee par des fonctions de saturation de tension 2 plac�ees le long des troisdirections canoniques, puis en�n transform�ee par des fonctions de saturation de tension 6 de mêmeorientation :
x F2(x) F6(x)L'op�eration apparâ�t nettement : placer des saturations le long des axes a tendance �a transformer lessph�eres en cubes d'autant plus que leur rayon est plus important. Accessoirement ces fonctions intro-duisent de la non-lin�earit�e et bornent les valeurs des �el�ements ; nous n�egligerons ce fait �etant donn�e quenous avons lin�earis�e le probl�eme : au lieu de consid�erer que la donn�ee est plus ou moins grosse, nouspouvons consid�erer que la fonction de saturation est plus ou moins tendue (30).Observons encore notre �gure pour voir la d�eformation introduite par de telles saturations dans notreespace de repr�esentation consid�er�e comme une logique quantique sachant que la sph�ere modi��ee dansles seconde et troisi�eme �gures est param�etr�ee de la même mani�ere que dans la premi�ere : il apparâ�t queles lignes de notre repr�esentation ont tendance �a se rapprocher des coins du cube. L'action principalede la saturation est de faire tendre les directions vers les directions diagonales (nous appellerons ainsiles directions d�etermin�ees par les diagonales du cube unit�e). Les coordonn�ees des vecteurs tendent ene�et vers �1 ou 1.Ces directions diagonales ne sont en rien orthogonales quand la dimension est sup�erieure �a 2 ; cepen-dant, si on les consid�ere comme des propositions quantiques en e�ectuant une abstraction par rapport�a leur plongement r�eel dans Rnc , on voit que l'e�et de la saturation va être de rendre le syst�eme plusclassique en ce sens qu'il va �eliminer les interm�ediaires qui peuvent exister entre ces 2nc�1 directions.On peut donc consid�erer qu'il existe un espace abstrait de repr�esentation quantique (de dimension2nc�1) qui repr�esente ces espaces comme des droites deux �a deux orthogonales. La saturation est alorsune transformation de Rnc dans cet espace R2nc�1 . Il faut alors, pour interpr�eter l'op�eration lin�eairesuivante composer avec Oc+1 une transformation lin�eaire de R2nc�1 dans Rnc , l'interpr�etation de lacouche suivante se faisant en termes de cette transformation compos�ee.d. Conclusion : interpr�etation \quantique" d'une couche de r�eseauNous sommes maintenant en mesure de pr�esenter une interpr�etation compl�ete en termes de LogiqueQuantique de l'activit�e d'un r�eseau de neurones : une fois d�e�nie une structure en couches et s�epar�e leseuil de chaque neurone par couche, nous pouvons consid�erer les espaces de valeur de chaque couchecomme des espaces projectifs, chaque valeur de la couche �etant un �el�ement de cet espace, une droite entermes d'espaces vectoriels ou de Hilbert, ou encore une proposition en termes de Logique Quantique.On peut alors interpr�eter l'op�erateur lin�eaire constituant la \zone d'entr�ee" de chaque couche commeune d�e�nition des propositions d'une couche en termes de la suivante. En�n, la \zone de sortie", r�ea-lis�ee un peu au gr�e du programmeur, sans th�eorie propre, peut s'interpr�eter, mais de mani�ere moinsheureuse comme une tension vers des directions diagonales �x�ees. Quitte �a changer d'espace de repr�e-sentation cette derni�ere partie peut �egalement s'interpr�eter comme une \classicisation" dans l'espacedes propositions quantiques constitu�ees par les directions diagonales pr�ec�edentes.(30):En fait, ceci ne peut r�eellement être fait que si les donn�ees fournies au r�eseau sont calibr�ees. Si ce n'est pas le cas,notre analyse n'est valable qu'au del�a de la premi�ere couche de neurones, cette derni�ere devant être consid�er�ee commeune couche d'appropriation des entr�ees. 35



x 3. Conclusion : autres approches possiblesLe syst�eme d'interpr�etation que nous avons donn�e, même s'il est th�eoriquement recevable, pr�esente,il faut bien l'avouer, une certaine obscurit�e, et, en tout cas, manque d'aisance pour son emploi. Certesla logique classique n'arrive pas jusque l�a et a, dans cette voie, baiss�e les bras ; cependant, il est �a sedemander s'il ne serait pas plus pro�table de repenser ces syst�emes d'apprentissage et d'adaptation.Comme �a peu pr�es tout ce qui n'est pas restreint marche, ce domaine est, bien �evidemment des plusproli�ques ; nous nous contenterons donc de quelques remarques.Tout d'abord, l'adaptation la plus patente du syst�eme consisterait �a modi�er les fonctions de satu-ration. En e�et, nous avons vu que celles-ci transforment un espace qui s'interpr�ete bien en dimensionn en un espace de repr�esentation essentiellement de dimension 2n�1. Il est connu (31), de plus, que lacapacit�e de discrimination d'un r�eseau n'augmente pas en �(2n) mais reste de l'ordre de sa taille. Ilserait donc plus judicieux de rester en termes quantique et de poser comme fonction de saturationune fonction qui rende plus ou moins classique le syst�eme en faisant tendre les directions quelconquesvers des directions orthogonales (et non les directions diagonales). Un tel syst�eme pourrait encore êtreorganis�e en couches successives alternant une red�e�nition des termes du probl�emes (op�erateur lin�eaire)et une \classicisation".Dans une autre voie des syst�emes de repr�esentation de connaissance ont �et�e mis au point qui utilisentla Logique Quantique comme logique de traitement (32). Un des avantages de cette logique est de pouvoird�e�nir des combinaisons de propositions, ce qui peut s'av�erer int�eressant pour tel ou tel probl�eme (enpartie) th�eoris�e.En�n, mais cela n'est pas forc�ement tr�es simple, il doit être possible d'�etendre g�en�ereusement laconstruction de G. Towell, [23], dans un cadre quantique ; sachant que la partie classique actuelle peutêtre �etendue, simpli��ee et syst�ematis�ee (33).

(31):N'ayant pas de r�ef�erence pr�ecise, nous renvoyons au cours de Mme Thiria.(32): J. Sallantin travaille dans cette voie. On peut consulter notamment [21].(33):Nous avons e�ectu�e, dans le cadre du cours de Mme Thiria, un expos�e pr�esentant la th�ese de G. Towell, [23].36



IV. Les vecteurs de populationNous essayons ici de g�en�eraliser une notion qui jouit actuellement de la faveur des sp�ecialistes�etudiant les aires motrices du Primate : le vecteur de population. Nous pr�esenterons d'abord cettemod�elisation, en lui adjoignant un exemple de traitement proche : la perception des couleurs. Noustenterons pour chaque exemple une pr�esentation en termes quantiques. Ceci nous fournira les basesd'une g�en�eralisation.x 1. Introduction : la strat�egie des vert�ebr�esQuand on connâ�t encore imparfaitement un domaine d'objets que l'on côtoie fr�equemment il estdi�cile de se rendre bien compte de ce qui est important dans son fonctionnement et quel rôle pr�ecis aquel �el�ement. Il est donc souvent tr�es utile d'observer d'autres domaines d'objets a�n de voir surgir lesdi��erences : c'est ainsi que l'ethnologie a pu nourrir la sociologie. De même il est parfois enrichissant deregarder le câblage neurologique des invert�ebr�es pour saisir plus pr�ecis�ement certaines particularit�es decelui des vert�ebr�es.La premi�ere chose frappante dans l'organisation neurologique des invert�ebr�es est l'existence presquesyst�ematique de neurones g�eants et de gros neurones, en petit nombre, connect�es en un grand nombrede points et qui traitent presque seuls certaines fonctions clefs. En regard de cela, on peut noter queles groupes d'invert�ebr�es comptent fr�equemment un tr�es grand nombre d'individus. A l'oppos�e de cettestrat�egie invert�ebr�ee nous trouvons la strat�egie des vert�ebr�es o�u la moindre structure neurale comporteun grand nombre de petits neurones e�ectuant des tâches identiques. De mani�ere corr�el�ee, et si l'onexclut l'Homme moderne, les groupes d'individus sont d'une taille tr�es modeste.L'�etablissement des structures corticales de traitement de l'information chez les vert�ebr�es doit doncsuivre cette logique. Les traitements auront g�en�eralement �a leur disposition un grand nombre de neu-rones et devront optimiser leur tâche sur cette donn�ee. Les avantages les plus nets sont un gain consid�e-rable en pr�ecision (on peut segmenter l'espace de repr�esentation) et en robustesse (on peut confronterles r�esultats de structures e�ectuant des calculs proches ou identiques).x 2. Deux proc�es physiologiques sous l'angle \quantique"a. La direction dans une aire motriceLe vecteur de population apporte sa contribution pour ce qui est de savoir ce qu'est une directiond'action (de mouvement d'un bras par exemple) et permet de faire se rejoindre trois conceptions issuesde la psychologie na��ve, de la neurophysiologie et de la psychologie exp�erimentale.En premier lieu, la psychologie na��ve nous sugg�ere la pertinence d'une notion de direction d'action(direction dans laquelle le sujet lance sa main pour atteindre un objet, par exemple). Cette directionest vue comme une direction d'espace rep�er�ee dans le r�ef�erentiel du sujet. Sur un autre plan, la neuro-physiologie, travaillant au niveau du neurone a permis de localiser dans les aires motrices du Primatedes zones excit�ees s�electivement en fonction de la direction choisie. Mais le lien restait �a �etablir quipermettait de faire �emerger une direction de l'excitation de neurones s�electifs �a des directions pr�ecises.En�n la psychologie exp�erimentale avait �emis un mod�ele dit de rotation mentale expliquant les d�epla-cement angulaires de la direction cible : pour les psychologue, il existe une direction mentale qui tourne(grossi�erement �a vitesse constante) d'une direction donn�ee �a la direction cible. Ce mod�ele s'appuyaitsur une �etude de temps de latence.L'apport de la th�eorie du vecteur de population est de donner explicitement la direction choisiepar le sujet connaissant l'�etat d'excitation des neurones du cortex moteur localis�e pr�ec�edemment. Pourplus de d�etails nous renvoyons �a [10] ; cet article, introductif, pr�esente �egalement un certain nombre der�ef�erences bibliographiques. 37



z
Ox yDans cette formalisation on observe une s�erie de neurones, i 2 P , pr�esents dans une aire du cortexmoteur connue pour indiquer le choix de direction d'action du (bras du) sujet. Nous donc a�aire �a ungroupe ou population de neurones, P , dont les niveaux d'excitation, ou activations, ai, sont mesur�es.On observe pour chaque neurone i une direction de pr�edilection ~xi : le neurone est pr�ef�erentiellementexcit�e quand la direction r�eellement choisie, ~x, est proche de ~xi. Approximativement, son activit�e estdonn�ee par (34) : ai = ~x:~xi:Par d�e�nition le vecteur de population est d�e�ni par~xP = Xi2P ai: ~xi;et la th�eorie du même nom a�rme que ce vecteur ~xP approche de mani�ere tr�es satisfaisante la direction~x e�ectivement choisie par le sujet.Dans la pratique de nombreux neurones traitent ce type d'information, aussi leur r�epartition est uni-forme avec une assez bonne pr�ecision. Ainsi math�ematiquement le vecteur de population, ~xP , approche-t-il tr�es bien le vecteur e�ectif, ~x (�a la norme pr�es, s'entend) :~xP ' � : ~x:Pour être plus pr�ecis il faudrait ajouter pour chaque neurone un coe�cient correspondant, grossomodo, �a l'inverse de la densit�e relative d'�el�ements pr�ef�erant une direction proche, soit1Xj2P j~xi: ~xjj :Si l'on veut être math�ematiquement exact, il faudrait prendre~xP = Xi2P ai:~�io�u la matrice �~�i� est une inverse �a gauche de la matrice (~xi), la formule simple du vecteur de populationn'�etant correcte (�a la limite) que pour un grand nombre de neurones r�epartis de mani�ere homog�ene.Dans ce cas l'erreur que l'on fait ainsi est certainement inf�erieure �a l'approximation faite en supposantque ai = ~x:~xi:(34):Nous notons ~x:~y le produit scalaire des vecteurs ~x et ~y, soit la somme des produits de leurs coordonn�ees correspon-dantes : ~x:~y = x1:y1 + x2:y2 + x3 :y3 = j~xj : j~yj : cos d(~x; ~y). 38



Commenous l'avons d�ej�a pr�ecis�e, la \strat�egie" des vert�ebr�es veut qu'ils disposent d'un grand nombrede neurones pour chaque tâche, ce processus fonctionnera donc de fa�con d'autant plus exacte et simple.Le gain le plus �evident se fera au niveau de la robustesse puisque plus les neurones sont nombreux pluson peut se permettre d'erreurs au niveau de certains d'entre eux. Si l'on a un point de vue classique,ces neurones fonctionnent en \d�emocratie" : la direction globale est choisie par le plus grand nombre,les erreurs ponctuelles sont noy�ees dans la masse et les petites erreurs syst�ematiques corrig�ees pardes e�ets statistiques. Cependant on voit bien que ce syst�eme est encore plus \d�emocratique" que cequ'on a l'habitude d'entendre par ce mot : conform�ement �a la vision quantique des choses, la d�ecisioncollective n'est pas la plus repr�esent�ee des \opinions" mais une moyenne de ces \opinions". Le vecteurde population manie l'art du consensus.Pour en terminer avec cet exemple nous remarquerons que ce mod�ele �a �et�e extrêmement fructueuxdans des �etudes faites sur des petits singes (monkeys) sur lesquels il a permis de visualiser le ph�enom�enede rotation mentale. Le vecteur de population, calcul�e par un ordinateur sur la base des donn�ees fourniespar les �electrodes plac�ees sur des neurones du cortex �etudi�e, se d�epla�cait en e�et graduellement d'unedirection donn�ee �a la direction cible. Ceci con�rmait donc les exp�eriences pr�ec�edentes des psychologuesr�ealis�ees sans acc�es direct �a l'information.Malgr�e ce succ�es il faut rester conscient des limitations de ce mod�ele, principalement sa restriction�a la tâche consid�er�ee, restriction que nous allons nous attacher �a lever en partie.b. La distinction des couleursNous ne d�etaillerons pas tous les processus intervenant dans la vision des couleurs (35) et nouscontenterons de donner les grandes lignes. Au tout d�ebut de la châ�ne informative nous trouvons lesphotor�ecepteurs. Ceux qui nous int�eressent principalement sont les cônes, lesquels sont pourvus de troistypes de pigments photosensibles (grossi�erement avec pic de sensibilit�e respectivement dans le rouge,dans le vert et dans le bleu). Chaque type de pigment agit grossi�erement comme un �ltre passe-bande.Pr�ecis�ement il r�eagit d'autant plus qu'il re�coit plus d'�energie dans des fr�equences plus proche de sa zonede plus forte sensibilit�e. Ces photor�ecepteurs d�echargent d'autant moins que plus d'�energie est absorb�eepar le pigment. Ainsi l'information re�cue est cod�ee en �energie et non pas en couleur ou en fr�equence. Apartir des trois types de donn�ees il faut donc r�ecup�erer une information de couleur et une informationd'intensit�e. Grossi�erement la couleur est calcul�ee selon le principe suivant.rougevert rouge/vertbleu jaune/bleuL'opposition rouge/vert est calcul�ee par di��erence entre des cônes \rouges" et des cônes \verts", demême l'opposition jaune/bleu est obtenue par di��erence entre la somme rouge+vert et les cônes \bleus".Exprim�es en termes quantiques, ces deux param�etres permettent de se faire une id�ee de la raisonpour laquelle les couleurs ne sont pas psychologiquement situ�ees \en ligne" mais \en cercle". Sur la�gure suivante nous avons donc repr�esent�e les quatre param�etres principaux (le rouge et le vert, le(35): Il est important de distinguer dans ce qui suit la notion de (( couleur )) des physiciens et celle des psychologues. Nousemploierons syst�ematiquement le mot (( fr�equence )) pour le premier sens, le mot (( couleur )) �etant r�eserv�e �a la perceptionchromatique. 39



jaune et le bleu) en consid�erant que le jaune est le rouge plus le vert : vertjaunerougebleuNous avons deux plans non-orthogonaux qui correspondent �a deux oppositions fondamentales classantles couleurs (même si nous ne connaissons pas de mot pour les d�esigner). Nous avons ainsi une repr�esen-tation naturelle des couleurs comme triangle sph�erique (portion de calotte d�etermin�ee par trois grandscercles), d'o�u la repr�esentation habituelle en triangle des couleurs. On remarque que les quadrantscomprenant des coordonn�ees n�egatives ne recouvrent aucune r�ealit�e physique, on peut donc projeterune des trois couleurs sur un quadrant inutile de son orthogonal (en veillant �a ne pas introduire derecouvrement) : jaunerouge
bleuvertNous retrouvons ainsi le cercle des couleurs, bien connu des peintres (�a la di��erence pr�es que les couleursapparaissent deux fois ici en des positions oppos�ees).Le fait important, du point de vue logique, est que les mêmes propositions quantiques ont �et�econserv�ees ; seul l'espace servant de contexte a chang�e. Dans l'exemple ci-dessus on a ainsi d�ecid�e deposer que le bleu �etait du vert moins du rouge, ce qui changeait l'espace de repr�esentation de nospropositions, passant ainsi de 8<: hR; hV; hB; hJ 6H;hJ 6 hR _ hV;hB ? hR _ hV, donc hB ? hJ,�a 8<: hR; hV; hB; hJ 6H;hB; hJ 6 hR _ hV;hB ? hJ:Comme dans l'exemple de la direction choisie par une aire motrice, le principe de stabilisationpar moyennage de nombreux �el�ements reste valable : une couleur est d�etermin�ee par de l'informationprovenant de plusieurs photor�ecepteurs. Ceux-ci n'auront donc pas besoin d'être syntonis�es pr�ecis�ement :la coh�erence de l'information viendra de la robustesse de la m�ethode.40



x 3. Une nouvelle formulationDans les deux sections pr�ec�edentes nous avons observ�e un ph�enom�ene similaire que nous pouvonsainsi r�esumer : dans une modalit�e donn�ee, dont on a pu d�ecrire de mani�ere vectorielle l'espace de valeur,des �el�ements propres associ�es �a des neurones ou �a des groupes de neurones ont pu être d�ecrits comme despropositions quantiques, l'�el�ement pertinent pour le sujet �etant la proposition r�esultant de la moyennede celles-ci.De plus cette organisation apparâ�t, chez les vert�ebr�es, comme simple �a r�ealiser puisque s'appuyantsur un trait physiologique simple : l'abondance de mat�eriel neuronal. A ce niveau, une structure enpropositions quantiques se pr�esente comme plus naturelle que la repr�esentation classique. En�n, sil'on se laisse guider par l'interpr�etation du chapitre pr�ec�edent, avec toutes les pr�ecautions n�ecessairespuisque les neurones formels ne ressemblent que d'assez loin aux neurones r�eels, nous voyons qu'uneunique couche de neurones peut su�re �a entretenir ce type d'information, dont la \moyenne" peut êtree�ectu�ee en une seule couche ensuite.Il est donc �a supposer que ce type de mod�elisation de l'information cod�ee dans nos connexionsneurales sera amen�e �a se d�evelopper. A d�efaut d'être utilis�e par les neurophysiologistes eux-mêmes, ilsera certainement possible d'ajouter aux deux interpr�etations donn�ees ici celles de nouveaux mod�eles.D'autre part, �a rebours des neurophysiologues, les psychologues et les philosophes de l'esprit ontdans cette mod�elisation quantique un outil leur permettant de parler \d'en haut" des objets qui lesint�eressent particuli�erement, ind�ependamment de l'impl�ementation neurologique de ceux-ci, tout commeles psychologues avaient d�ecouvert le choix de direction et la repr�esentation des couleurs avant que celles-ci soient �elucid�es physiologiquement. C'est dans cette direction que nous nous proposons maintenant denous diriger.
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V. Les concepts naturelsx 1. Introduction : le \biotope" des conceptsNous ne nous proposons pas ici de d�e�nir �nement la notion de concept, comme on peut s'y attendrepour un m�emoire de DEA ; nous travaillerons, par contre, sur une notion que nous garderons volon-tairement impr�ecise, pour deux raisons essentielles. D'une part, nous n'aurons pas besoin de plus pourtraiter des points qui nous int�eresseront. D'autre part, il est vraisemblable que le genre de remarquesque nous ferons sont applicables �a des objets qui ne sont pas quali�ables du terme de (( concept )) (dumoins pas de mani�ere claire).Ce b�emol �etant port�e �a la clef, nous nous int�eresserons principalement �a �etudier quelques pointsqui peuvent justi�er de l'emploi de la Logique Quantique comme logique sous-jacente aux concepts.Nonobstant cette vis�ee, nous ne nous permettrons pas ici de pr�etendre que la Logique Quantique pr�esenteune certaine naturalit�e pour l'expression des concepts ; nous proposons uniquement un outil conceptuelqui vise �a mieux comprendre ceux-ci. Il est possible que la Logique Quantique b�en�e�cie e�ectivement decette naturalit�e, nous en sommes même persuad�e ; cependant, aucune preuve tangible ne va dans ce sens,aussi nous nous contenterons d'a�rmer que la Logique Quantique est plus naturelle pour l'�etudedes concepts que la Logique Classique, cette derni�ere gommant un certain nombre de ph�enom�enesimportants. Il faudra bien se garder de faire jouer �a la Logique Quantique le rôle que l'on a pu assigner�a la Logique Classique : de l'�enorme int�erêt normatif qu'elle peut pr�esenter on a voulu d�eduire que cettelogique s'applique universellement �a la r�ealit�e et �a tout raisonnement correct ; c'est oublier que la logiquen'est qu'un outil de mod�elisation et que un raisonnement fait dans son cadre n'est valide que s'il y aad�equation entre les objets r�eels (ici les faits) et les objets du mod�ele (ici les propositions). La physiquenous a appris que la Logique Classique ne pouvait plus être consid�er�ee comme la logique des faits r�eels ;elle perdait ainsi sa position �eminente au pro�t de la Logique Quantique, laquelle peut d'ailleurs perdrece titre �a tout instant.Nous nous proposons d'introduire la probl�ematique justi�ant le recours �a la Logique Quantiqueau fur et �a mesure de la pr�esentation d'exemples qui l'illustrent. La vision quantique des choses serapropos�ee au cours de cette pr�esentation pour être discut�ee en d�etail dans le paragraphe suivant.x 2. Exemples et probl�emesa. Les têtards, les crapauds et les paradoxes soritesLe terme de paradoxe sorite fut forg�e par Cargile sur la base du mot grec �rìs, tas, [7]. Ce typede paradoxe vise �a mettre en lumi�ere le probl�eme de la fronti�ere entre A et non-A ; l'exemple type enest le (( paradoxe du batracien )) :Soit un bocal rempli d'eau, contenant un têtard et �lm�e par une cam�era (�a 24 imagespar seconde). Au bout de trois semaines de tournage nous avons 43 545 600 images et unegrenouille [resp. un crapaud]. Ce nombre les rend certes di�ciles �a analyser mais on peutêtre certain que la premi�ere image repr�esente un têtard et la derni�ere une grenouille [resp.un crapaud].Donc, logiquement, dans la s�erie, on sait qu'il existe une image de têtard imm�ediatementsuivie par une image de grenouille [resp. de crapaud].Or vraiment ! Comment les distinguer?La r�eponse la plus naturelle est de postuler que l'on peut être \plus ou moins" crapaud. On retrouveici les requêtes de \la" logique oue. L'inconv�enient de celle-ci tient en ce qu'elle est plutôt un cadrequ'une r�ealit�e, plus un langage qu'une r�eelle logique (36). Dans la pratique la Logique Floue est l'espoirde pouvoir utiliser un (( plus ou moins )) sur des propositions. La Logique Quantique, elle, mod�elise un(36):En fait nos propos sont l�eg�erement partiaux. Il existe e�ectivement une Logique Floue, même si elle est quasimentd�enu�ee de toute propri�et�e math�ematique. Celle-ci se d�e�nit comme la logique sous-jacente aux relations entre ensemblesous, soit une d�e�nition s�emantique; c'est malheureusement la m�ethode de d�e�nition, ce qui explique le faible int�erêtth�eorique de la chose en propre. Pour obtenir des �el�ements utilisables d'un point de vue th�eorique, il faut replacer laLogique Floue dans un cadre plus g�en�eral d'autres logiques de même type. Le probl�eme essentiel de la Logique Flouen'est, cependant, pas th�eorique, il est pratique: les gens qui en parlent et/ou l'utilisent ne se r�ef�erent pas �a l'objet mais�a une certaine vision... \en ou", pr�ecis�ement. L'ensemble ressemble plus �a une r�eaction de rejet face au (( carcan )) de la43



(( plus ou moins )), même s'il n'est pas toujours facile de l'exprimer en chi�res. Nous nous proposons del'illustrer sur cet exemple.Le probl�eme de la fronti�ere est tr�es li�e au probl�eme de la n�egation. La solution de la Logique Floueest de dire que quand on est A �a n% on est (( non-A )) �a (100 � n)%, que le (( et )) est le minimumdes pourcentages et le (( ou )) le maximum (des fonctions plus complexes sont parfois envisag�ees qui nechangent rien au probl�eme). La Logique Quantique, elle, ne pose pas a priori de rapports quantitatifsmême si on peut en retrouver a posteriori dans les angles que fait la propositions consid�er�ee avec des�el�ements d�e�nis. têtard crapaud�etat r�eel
Dans cette optique on retrouve la vision des concepts comme prototypes : le (( crapaud )) comme le(( têtard )) sont deux absolus dont compte plus la proximit�e �a l'�etat r�eel que le fait de le contenir commesur-classe (relation de subsomption).Naturellement le concept de (( crapaud )) ne devra pas être repr�esent�e en g�en�eral par un espace dedimension 1 (une droite), de même que son \contraire" ; nous ne l'avons fait ici que pour le probl�emeparticulier qui nous a occup�e. Ceci peut être �egalement utile pour des besoins de sch�ematisation. Ilfaut g�en�eralement poser au moins autant de dimensions que l'on veut distinguer de param�etres plusou moins ind�ependants, comme la pr�esence d'une queue, la transparence du corps, etc... Chacun deces param�etres d�e�nit dans un rapport qui lui est propre la conformit�e au prototype. On le voit, noussommes loin de pouvoir d�e�nir simplement la conjonction de propri�et�es simplement �a partir de mesuresd'angles,...b. Le rouge, le vert et la n�egation des couleursLe cas des couleurs parâ�t plus facile �a traiter, �etant plus proche, peut être, de l'id�ee que l'on se faitdes prototypes. Nous mettrons plus ici l'accent sur le probl�eme de savoir ce qu'est la n�egation.Si nous disposons les couleurs selon le \cercle chromatique" (une sph�ere serait plus exacte, voir lapartie pr�ec�edente), on peut consid�erer que (( rouge )) correspond �a une certaine zone du disque. Imm�edia-tement resurgit le probl�eme de la fronti�ere : comment faire pour admettre que soit (( rouge )) une couleuret ne le soit pas une couleur imperceptiblement di��erente? L�a encore nous pouvons supposer que l'ondispose d'un prototype du (( rouge )) et d'un prototype du (( non-rouge )), l'�ecart de proximit�e entre lesdeux d�e�nissant de \combien" une certaine couleur est rouge. Le probl�eme revient encore �a savoir cequ'est le (( non-rouge )) ; il est incontournable.Conform�ement �a la Logique Classique, nous pourrions prendre pour (( non-rouge )) (( tout ce qui n'estpas rouge )) ; mais cela nous am�enera certainement �a prendre comme (( non-rouge )) des choses impercep-tiblement di��erentes du (( rouge )). Dans l'optique de la Logique Quantique, il peut être int�eressant deLogique Classique. Ind�ependamment de cela, cette logique peut pr�esenter de nombreux int�erêts pratiques, du pilotage demachine �a laver le linge �a la publicit�e pour appareils photographiques.44



prendre pour (( non-rouge )) la signi�cation (( vert )). rougejaunebleuviolet orang�evert
L'important est de noter que, dans cette optique, plusieurs possibilit�e s'o�rent �a nous qui sont per-mises par le fait que la n�egation n'est pas unique dans un treillis orthomodulaire (ou que les espacesvectoriels admettent plusieurs produits scalaires) : nous avons choisi (( vert )) qui correspond �a la d�ecom-position physiologique (rouge/vert, jaune/bleu) ou �a la d�ecomposition classique rouge/jaune/bleu (37) ;mais nous aurions pu choisir (( cyan )) qui correspond �a la d�ecomposition t�el�evisuelle rouge/vert/bleu,rougebleu vertjauneviolet cyan

ou encore (( bleu )) qui correspond �a une d�ecomposition chaud/froid... Une in�nit�e de possibilit�es sepr�esentent qui peuvent être plus ou moins adapt�ees �a tel ou tel probl�eme.Bien entendu, dans cette optique quantique, le _ ne correspond plus �a l'intuition classique : il s'agitmaintenant plutôt d'interpr�eter a _ b comme (( a, b, ou tout ce qu'on peut avoir comme concepts inter-m�ediaires )).c. L'irrationnel, le rationnel et la n�egation des substantifsNous venons de voir que dans certains cas il peut être int�eressant de faire varier la n�egation d'unconcept ; inversement, il peut être int�eressant de voir des cas o�u la n�egation habituelle d'un concept est\naturellement" plus proche d'une n�egation quantique : la n�egation des substantifs.La n�egation, en fran�cais comme dans d'autres langues, agit de mani�ere tr�es di��erente sur les sub-stantifs et sur les verbes. Si nous reprenons l'exemple de notre batracien (cf. V.2.a), la n�egation laplus int�eressante de (( être un crapaud )) n'est pas (( ne pas être un crapaud )), mais se rapproche plus(37):On peut se reporter �a la discussion de la partie IV sur ce th�eme.45



de (( être un non-(encore-)crapaud )). Cet exemple n'est pas le plus franc, mais il montre bien que lan�egation linguistique des substantifs a quelque chose de plus absolu que celle des verbes, cette derni�ere�etant ressentie comme plus proche de la n�egation classique. Bien sûr, l'�education et la culture ambianteluttent contre ce fait et peuvent le rendre assez peu visible, d'autant que d�ej�a, comme nous l'avons vu,tout un continuum peut exister, au sein de la Logique Quantique, entre une n�egation classique (quandles divers param�etres intervenant sont parfaitement compatibles) et une n�egation ressentie comme plusquantique (d�es que certains points saillants sont incompatibles, au sens de la Logique Quantique).Revenons dans le domaine de la linguistique. On sait qu'en indo-europ�een existe un pr�e�xe den�egation des substantifs dont l'id�ee va, semble-t-il, plus loin qu'une simple n�egation classique (38). Cepr�e�xe est an- en grec (et reste vivant en grec moderne), in- en latin (et reste vivant dans les languesromanes), an- en sanskrit, un- dans les langues germaniques (il reste vivant en anglais, allemand,n�eerlandais (au moins)). Les domaines indo-europ�eens o�u l'id�ee est la plus forte (�a notre connaissance)sont certainement le grec et le sanskrit : on pensera au mot anarchie, qui nous vient du Grec, et �a l'id�eede non-violence qui a eu un certain bonheur en Inde (le mot sanskrit est ahims�a). Ainsi l'an-arch-ien'est pas simplement le fait qu'il n'y ait pas de gouvernement mais va plus loin, se r�ef�ere �a une certainen�egation de la notion d'�etat (n�egation pr�ecis�ement, mais dans le sens habituel et non pas \logique").De même, être non-violent, n'est pas le simple fait de ne pas être violent, mais d'adh�erer �a une th�eoriequi rejette la violence, \sous toutes ses formes". Ainsi la n�egation du substantif, au moins dans ceslangues, et au moins pour un certain nombre de cas, ne doit pas être visualis�ee par la n�egation au sensclassique, mais par la negatio latine. Le rapport est plus celui qui peut relier les verbes aio et nego (39) :une opposition.Nous conclurons ce propos par le v�u pieux que si l'(( irrationnel )) ne peut être �elimin�e, il c�ede aumoins la place au (( non-rationnel )).d. Le bl�e, l'avoine et la croissance des conceptsUn bon mod�ele est, en Logique comme ailleurs, un mod�ele simple. Le probl�eme est toujours, bienentendu, de savoir ce que veut dire (( simple )). Un mod�ele d'une r�ealit�e physique n'est certainementpas simple quand il est simple �a d�ecrire mais bien plutôt quand il est simple �a r�ealiser, �a impl�ementerpour être plus pr�ecis, si l'on veut bien emprunter ce mot aux informaticiens. Ceci admet un pendantau niveau biologique : plus un syst�eme, pour une performance donn�ee, est simple, plus il aura tendance�a apparâ�tre tôt. Un bref calcul de probabilit�e montre d'ailleurs que cette relation n'est pas lin�eaire : sion est un peu plus simple, on a des chances d'apparâ�tre beaucoup plus tôt.Les faits de la nature �etant ce qu'ils sont, l'esp�ece humaine semble être la premi�ere a avoir atteintson niveau de ra�nement des concepts. Même si d'autres esp�eces ont un appareil intellectuel similaire(par ordre de plausibilit�e on peut citer : l'Homme de N�eanderthal, le Bonobo, le Chimpanz�e, le Dauphin,etc.) qu'ils n'ont peut être pas pu d�evelopper pour des raisons d'\outillage" (phonation, usage �evolu�edes mains, etc.) il n'en reste pas moins in�niment probable que cet appareil est impl�ement�e de mani�eresimilaire voire identique ; ainsi notre syst�eme de traitement des concepts doit il être, pour l'e�cacit�econstat�ee, le syst�eme qui peut s'impl�ementer le plus simplement.C'est en se basant sur la partie IV que l'on peut fonder la simplicit�e du syst�eme des propositionsquantique pour la d�e�nition des concepts. Ceci n'implique pas que le traitement des concepts soitproduit par des r�eseaux de petite profondeur tout comme le choix d'une direction d'action peut faireintervenir des �el�ements de d�ecision tr�es complexes ; par contre, ceci autorise �a penser comme vraisem-blable une d�e�nition corticale simple de ceux-ci. Il reste �a justi�er que ce mod�ele est utile et explicatifpuisqu'il est acquis qu'il englobe la Logique Classique. Nous nous proposons �a ce titre d'illustrer lem�ecanisme de s�eparation des concepts.Il est notable que, dans une certaine mesure, ce m�ecanisme peut se sch�ematiser dans tous les cas(38):Ce même ph�enom�ene existe certainement dans d'autres familles de langues dont nous ne parlerons pas ici du seulfait de notre ignorance.(39): cf. Benveniste, [3], livre 3, chapitre 6, Le vocabulaire latin des signes et pr�esages.46



par une repr�esentation classique :
Cependant on retrouve l�a un probl�eme que nous avons d�ej�a pu opposer �a la Logique Floue : ce sch�emaest construit �a partir de distances suppos�ees inscriptibles dans le plan ; or nous n'avons aucune id�ee dece que peut être la \forme" d'un concept. Il est plus simple de supposer un syst�eme purement quantiqueo�u chaque param�etre est plus ou moins pr�esent. Un concept devient alors un sous-espace vectoriel del'espace des param�etres.Prenons un exemple concret de di��erenciation de concepts : la distinction entre bl�e et avoine. Unrat des villes voyant un champ de c�er�eales d�ecr�etera certainement qu'il s'agit d'un champ de bl�e. Al'oppos�e, le rat des champs fait parfaitement, et d�es le premier coup d'�il, la di��erence entre un champde bl�e et un champ d'avoine, par exemple. Fr�equemment, entre l'un et l'autre, nous connaissons d'abordla cat�egorie g�en�erale de c�er�eale (( bl�e )) que nous a�nons en même temps que nous nommons d'anciennessous-classes. Par la suite, même si nous savons faire la di��erence entre un pied de bl�e et un pied d'avoine,nous pouvons toujours employer le terme bl�e pour d�esigner sa famille �a condition que le contexte s'yprête. C'est un peu la même id�ee qui pr�eside au fait que le terme corn d�esigne dans les pays anglo-saxons(le grain de) la c�er�eale commune (le bl�e en Grande Bretagne, l'avoine en Ecosse et en Irlande et le ma��sen Am�erique et en Australie). Le fameux d�eboire que connut l'Europe �a ce sujet apr�es guerre montrebien que des personnes connaissant la distinction entre les d�esign�es g�en�eral et restreint sont �a même deles confondre.Ce ph�enom�ene se comprend certainement mieux si l'on admet que sont �x�es un certain nombre deparam�etres, dont certains certainement tr�es complexes, qui �evoluent tr�es lentement. Ces param�etresd�eterminent, en tant que propositions quantiques, un espace de Hilbert H (40). On peut alors pr�esenternotre concept g�en�eral ((( c�er�eale herbac�ee )) p.e.) comme un sous-espace h de H, comprenant lui-mêmedes sous-espaces correspondant aux concepts particuliers h1 ((( bl�e ))) et h2 ((( avoine ))). Pla�cons nousmaintenant dans le cas d'une personne connaissant la di��erence entre bl�e et avoine, c'est-�a-dire telleque h1 _ h2 6 h 6 H et h1 6= h2;mais qui dans le contexte qui nous int�eresse n�eglige, pour une raison ou une autre, consciemment ounon, un certain nombre de param�etres. Les param�etres restants d�eterminent un autre espace de HilbertH0 < Hdans lequel les concepts qui nous int�eressent seront d�e�nis par(( c�er�eale herbac�ee )) : h0 =H0 � h,(( bl�e )) : h01 =H0 � h1 (qui reste inclus dans h0),et (( avoine )) : h02 =H0 � h2 (inclus �egalement dans h0).On voit qu'alors h01, h02 et h0 peuvent devenir tr�es proches voire confondus ; dans ce cas on dira plusfacilement l'un pour l'autre et le mot le plus courant sera vraisemblablement choisi.(40):Dans la pratique cet espace sera de dimension �nie. Il pourra cependant être int�eressant de consid�erer qu'il puisse,a priori, être in�ni ; ceci a�n de traiter plus exactement les cas pr�esentant un nombre important de dimensions.47



A la lumi�ere de ceci nous voyons que l'apprentissage de la di��erence entre bl�e et avoine provient duconcours de deux ph�enom�enes : d'une part, une �evolution des concepts et, d'autre part, un apprentissagede la pertinence de tel ou tel param�etre (comme par exemple (( avoir des barbes ))). L'apprentissage deparam�etres d�etermine l'espace des param�etres H et sert de contexte g�en�eral ; tandis que l'�evolution descontextes (particuliers) fait varier la d�e�nition des sous-espaces repr�esentant les concepts. Pour rendrecompte de la di��erenciation des noms des concepts qui survient au moment o�u deux concepts se s�eparentil n'est pas invraisemblable de supposer que les noms correspondent �a des sous-espaces de l'espace desconcepts (en termes classiques, un nom correspond �a une classe d'�el�ements conceptuels).e. Les fruits, les l�egumes et les dvandvasNous avons vu que plusieurs concepts pouvaient �emerger d'un concept qui les regroupaient, d'unecertaine mani�ere ; on peut se demander �egalement comment plusieurs concepts peuvent se r�eunir etessayer d'aborder l'�equivalent de l'union de deux concepts. La premi�ere mani�ere �a laquelle on pense deregrouper deux concepts passe par le truchement des �el�ements linguistiques (( ou )), pour les propri�et�es,et (( et )), pour les individus. Comme on peut s'y attendre, ce regroupement, s'il est le plus simple �autiliser, est certainement le plus di�cile �a analyser puisqu'il emploie toutes les ressources intellectuelleshumaines ; nous observerons donc de pr�ef�erence une construction linguistique aussi int�eressante que(relativement) rare : le dvandva (41).Benveniste d�e�nissait ainsi (42) le dvandva, (( paire )) en sanskrit :(( [...] Il s'agit de mots doubles dont les deux composants sont en asynd�ete, simplementjuxtapos�es, l'un et l'autre soit au pluriel, soit plus fr�equemment au duel. Les deux termes,�etroitement associ�es forment une unit�e conceptuelle. Ce type est illustr�e en v�edique parMitraVarun�a qui uni�e les deux dieux juxtapos�es ; dy�av�a prythiv�� (dyaus/prythiv��) (( ciel-terre )) ouencore m�at�a-pitar�a(u) (( les deux, p�ere et m�ere )). Le dvandva subsume l'unicit�e du concepten ses deux esp�eces distinctes. ))En plus des exemples classiques du v�edique mitr��av�arun.�a, pit�ar�am�at�ar�a (r�eversible en m�at�ar�apit�ar�a)et dy��av�aprythiv��� , nous retrouvons, plus proche de nous, le mot grec nuqj meron (( (dur�ee de) nuit +jour )) (encore en usage, �meronÔktion est aussi attest�e), ou le latin Patres conscripti qui d�esignait lesmembres du S�enat (nous pr�ef�erons �ecarter cet exemple du fait que, d'une part, sa nature de dvandvaest discut�ee, et d'autre part, notre analyse ne semble pas lui être applicable). En fran�cais moderne ilfaudrait certainement consid�erer comme dvandva la locution Messieurs Dames (43).Le premier trait frappant est que cette union n'est pas extensive, donc ne correspond pas �a un (( ou ))classique. Certes nuqj meron d�esigne bien la \r�eunion" de la nuit et du jour, mais non seulement celle-ci : il y a plus dans nuqj meron que dans nÔx (nuktìs) (( nuit )) et �mèra (( jour )). Nous avons l'id�ee dejour, de nuit, mais �egalement toutes ces p�eriodes ind�e�nissables qui sont entre les deux : le nuqj merond�esigne 24 heures. De même, quand nous saluons ces Messieursdames �a l'entr�ee de la boulangerie, nousne saluons pas d'une part les messieurs et d'autre part les dames, mais bien globalement toutes lespersonnes pr�esentes. Ici on pourrait objecter que la disjonction est extensionnelle puisqu'une personneest (( ou bien )) un homme (( ou bien )) une femme; ce serait une erreur : la locution Messieurs Damesfonctionne même si l'on ne sait pas le genre des personnes pr�esentes, ni même le nombre exact de cespersonnes dans les di��erents genres. Nous disons ainsi �egalement Messieurs Dames (les deux �el�ementsau pluriel) quand la population de la boulangerie est compos�ee d'un homme et de trois femmes, d'unhomme et d'une femme, ou de la boulang�ere et d'une personne de sexe ind�etermin�e.Tr�es proches des dvandvas nous trouvons quelques locutions compos�ees de deux mots reli�ees par lecopulatif et mais fonctionnant souvent comme un seul mot. L'exemple le plus courant en est certai-nement fruiz�el�egumes. L'id�ee de \fruiz�el�egumes" est, l�a encore, plus large que celles r�eunies de fruitset de l�egumes ; le même ph�enom�ene que pr�ec�edemment est �a l'�uvre : le sens de la \paire" est plus(41): cf. [4], p. 147(42): cf. [2], livre 3, chapitre 1, La tripartition des fonctions, p. 287 sq.(43):En fran�cais �ecrit il s'agit de deux mots, l'appellation de dvandva n'est donc pas absolument correcte.48



large que celui de ses composantes, et ceci dans le même sens, la compr�ehension de possibilit�es inter-m�ediaires, même si celle-ci sont extensivement nulles (n'ont pas d'individu repr�esentant). la situation,vue classiquement, parâ�t un peu confuse (cf. �gure)concept 1 concept 2\r�eunion"tandis qu'une pr�esentation quantique peut donner un support plus adapt�e :concept 1concept 2 r�eunionf. La soci�et�e, l'individu et l'extensionalit�e logiqueCe probl�eme nous m�ene directement au probl�eme plus g�en�eral de l'expression de l'extensionalit�elogique. L'extensionalit�e logique est le fait que si q = Wi pi et si les pi et r sont atomiques (44) alorsr 6 q implique que r = pi pour un certain i. La formalisation habituelle des objets extensionnel estla notion d'ensemble utilis�ee en Math�ematiques : un ensemble ne vaut que pour ses �el�ements (qui sontessentiellement les parties atomiques du syst�eme form�e par ses parties). Une proposition extensionnelleest et n'est que son extension d�e�nie comme ses occurrences de satisfaction.Dans tout ce qui touche �a la pens�ee humaine, on cherche en g�en�eral �a disposer de propositionsnon-extensionnelles, le \sens" de celles-ci �etant nomm�e leurs intensions. Evidemment, personne ne saitce que sont les intensions même si chacun dispose d'un certain nombre de requêtes �a formuler �a leur�egard. De même que la Logique Floue est surtout l'espoir de quanti�er la satisfaction d'une proposition,l'intension est surtout l'espoir de remplacer des occurrences par du sens ; il est fort douteux que cecipuisse se faire de mani�ere uniforme.La partie importante du sens r�eside plus fortement dans le choix du syst�eme formel mod�elisantun probl�eme que dans des propri�et�es formelles des propositions. Ces derni�eres ne sont que des outilspermettant de poss�eder et de transmettre un savoir ; c'est certainement cette raison qui les fait apparâ�trecommeplus tangibles. Il en va de même, par exemple, des principes relationnels qui r�egissent une soci�et�e :connus de tous, au sens de la mâ�trise, et quasiment jamais explicit�es il sont souvent inconnus, au sensde la connaissance verbalis�ee ou th�eorique. Les choses que l'on mentionne le plus souvent (�a l'exeptionpr�es des ouvrages de sociologie) sont pr�ecis�ement celles qui varient d'un individu �a l'autre : elle sontimportantes au niveau de l'individu, mais ne sont pas l'essence de la soci�et�e (même si celle-ci �emergedu comportement de celui-la). Nous retrouvons la remarque que nous avons faite plus haut au sujetdes vert�ebr�es : la connaissance visible et explicite est parfois tr�es di��erente de l'essence des choses. Lacritique est similaire �a celle qu'avait formul�e Chomsky opposant sa vision de la grammaire, connaissanced'un individu, �a la grammaire ant�erieure, mi-normative mi-descriptive. On peu citer encore le cas dela M�ecanique Classique : l'ellipticit�e des orbites plan�etaires est une cons�equence de cette th�eorie. Ellefait sens et �eclaire un aspect du mod�ele ; etant v�eri��e, ce fait rend plus plausibles les hypoth�eses de(44):Une proposition a est atomique si a 6= 0 et si b < a implique que b = 0. Les atomes d'un syst�eme logique sont ses�el�ements minimaux pour la relation de d�eduction. 49



mod�elisation comme la loi de la gravitation universelle. C'est cette loi qui est le choix, donc le sens, etses cons�equences sont ce qui permet de le saisir. En Logique, un syst�eme logique, par exemple donn�esous la forme de r�egles de d�eduction et d'hypoth�eses, constitue un choix, donc une prise de parti sur lar�ealit�e, et ses cons�equences, c'est-�a-dire les d�emonstrations (plutôt que les th�eor�emes), permettent demieux comprendre ce qu'on a r�eellement choisi.Pour la Logique Quantique comme pour les autres syst�emes, raisonner �a syst�eme �xe fait oublierque l'essentiel du sens est dans le choix du syst�eme. Ainsi si l'on battit un syst�eme classique autour dedeux faits A et B, en imaginant que la M�ecanique Quantique d�ecrive notre Univers, cela signi�e quel'on suppose A et B compatibles ; autrement dit, cela implique un choix, �eventuellement inconscient,extrêmement fort sur A et B. Ainsi le sens de ((A ou B )) ne doit pas tellement être cherch�e dans cetteproposition particuli�ere mais bien plutôt dans le sens de A, le sens de B et l'image qui gouverne le (( ou ))du syst�eme employ�e.Ici la disjonction est fortement non-extensionnelle, mais le dire intensionnel ne semble pas exactet, dans tous les cas, apporte moins d'information que la repr�esentation g�eom�etrique par la somme desous-espaces. De plus, cette image a l'avantage de pr�eciser de quelle mani�ere ce ((A ou B )) est non-extensionnel : comme les cas que nous avons observ�es l'indiquent on peut le consid�erer comme recouvrantl'id�ee intuitive de ((A, B, et tout une s�erie d'interm�ediaires )). Ainsi dans la repr�esentation en plan descouleurs nous avions la �gure : jaunerouge
bleuvertIl est e�ectivement possible, si l'on raisonne avec des �ltres, de consid�erer que le jaune est interm�ediareentre le rouge et le vert, et, si l'on raisonne avec des lumi�eres que le bleu est interm�ediaire entre le rougeet le vert. Malheureusement, il n'est pas clair que cela se fasse si simplement dans le cas g�en�eral. L�aencore, l'image du plan engendr�e par deux droites est plus parlante.x 3. ConclusionsNous avons vu, au �l des questions pos�ees par les points ci-dessus apparâ�tre plusieurs �el�ements dela Logique Quantique que nous nous proposons ici de rassembler.Nous avons pu voir plusieurs fois au cours de cette �etude que la disjonction pr�esente un fort aspectnon-extensionnel, que nous nous garderons bien de quali�er d'intensionnel. Nous avons discut�e ceci aupoint f. Cette propri�et�e nous est apparue comme pr�esentant un int�erêt pour aborder le probl�eme de lamod�elisation de la disjonction de concepts pour la relation de subsomption (point d). Prolongementsnaturels des concepts, les substantifs pr�esentent une forme de construction qui peut �egalement b�en�e�cierde cette approche : le dvandva (point e).Comme il se doit, cette conception de la disjonction n'est pas isol�ee ; elle implique une certaineconception des propositions elles-même.Celles-ci, en e�et, se visualisent mieux, non pas commed�ecrivantexactement une situation factuelle, mais plutôt comme repr�esentant des prototypes propositionnels dontles faits sont plus ou moins proche (point a). Ceci permet de se d�efaire de probl�emes de d�e�nitions defronti�eres et de n�egation, inessentiels �a certaines questions.Nous avons vu que le probl�eme de la fronti�ere et celui de la n�egation sont tr�es li�es. La fronti�ere�etant \oue", il peut être int�eressant de s'interroger sur l'unicit�e de la n�egation. De fait, nous avons vu50



en premi�ere partie que les logiques quantiques admettent plusieurs n�egations �a chaque fois qu'elles nese r�eduisent pas �a des logiques classiques. Il a �et�e not�e �a ce propos qu'il peut être tr�es enrichissant depouvoir jouer sur la variabilit�e de la n�egation (point b).Si ce jeux de d�e�nition de n�egation peut parrâ�tre arbitraire, nous avons �etudi�e (point c) que lesn�egations de substantifs, paticuli�erement dans des langues anciennes comme le grec ou le sanskrit,peuvent se rapprocher plus d'une n�egation en termes de prototypes. La n�egation apparait alors pluscomme une opposition que comme un compl�ementaire.Tous ces aspects, combin�es aux approches possibles alg�ebriques, s�emantiques et syntaxiques, mon-trent bien l'int�erêt de la Logique Quantique en tant qu'outil de mod�elisation.Comme les autres sciences, la Logique se doit d'explorer les mod�eles th�eoriques vraissemblablesd'explication de ses ph�enom�enes objectifs (45). C'est dans cette approche que nous avons essay�e d'agencerla Logique Quantique �a la conception habituelle des \concepts". Nous voulons croire que notre approchea �eclair�e les deux termes du d�ebat et, en tout cas, a contribu�e �a lever le voile d'etranget�e qui couvrait lesconcepts. Ceux-ci ne sont pas des objets si myst�erieux et risquent fort, malgr�e leur consid�erable richessed'emploi, de se r�ev�eler d'une grande simplicit�e (descriptive) de structure.

(45):Putnam d�efendit la th�ese que la Logique devait être consid�er�ee comme une science empirique en se fondant, notam-ment, sur la Logique Quantique. On peut voir �a ce sujet ses articles [18] et [19], ou le commentaire de Gibbins, dans [12](Gibbins mentionne, �a raison, quelques inexactitudes techniques pr�esentes chez Putnam).51
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VI. Conclusion g�en�eraleApr�es nous être int�eress�e �a la Logique Quantique en g�en�eral, nous avons essay�e, au cours de ceDEA d'appliquer ses notions aux domaines d'�etude de la cognition pr�esentant des points de rapproche-ment avec cette Logique. Ceci nous a amen�e �a a�ner et personnaliser la pr�esentation de cette logique,notamment en lui adjoignant un syst�eme d�eductif puissant et en pr�esentant sous une forme picturalesimple des propri�et�es math�ematiques plus profondes. Ceci nous a �egalement amen�e �a nous int�eresser �aune interpr�etation quantique de certaines op�erations des r�eseaux de neurones formels, et, avec moins desatisfaction, au fonctionnement global d'un tel r�eseau. Ceci nous a conduit �a proposer une formulationunique et extensible de deux mod�eles neurophysiologiques, le vecteur de population et la repr�esentationdes couleurs. Au plus haut degr�e ceci nous a �egalement port�e �a �etudier en quelle mani�ere la LogiqueQuantique, toujours comme cadre de mod�elisation, pouvait aider �a comprendre les concepts et certainesrelations les reliant.Même si ces travaux sont rest�es �a l'�etat d'�ebauche, que ce soit le fait de limitations de temps, deconnaissances, de capacit�es ou simplement le fait que la Logique Quantique elle-même ne se prête �al'exercice que dans une certaine mesure, il apparâ�t que celle-ci permet de mieux exprimer certainesnotions que ne le permettraient d'autres logiques dont la Logique Classique (dans l'�etat actuel denos connaissances). Nous esp�erons donc que ce fait, particuli�erement saillant dans nos deux dernierschapitres, convaincra que même si elle peut être trop complexe pour être utilis�ee comme outil th�eoriquepar le novice la Logique Quantique peut être de bon secours comme outil conceptuel. Les SciencesCognitives n'ont, en e�et aucun int�erêt ni �a la supr�ematie, parfois born�ee, de la Logique Classique(partant certainement du principe qu'il est plus simple d'�etudier une situation exprim�ee en termesimples que la situation r�eelle) ni au contrecoup qui veut que l'on soit submerg�e par une foule delogiques toutes plus exotique les unes que les autres. Le second est naturel pour les chercheur visant �a�elucider ces logiques mais se conjugue di�cilement aux e�orts parall�eles. Le premier part certes du bonsentiment qu'il faut raisonner juste et de l'�equation(( raisonnement juste )) = (( logique ))o�u la \logique" est, bien �evidemment, celle appris �a l'�ecole : la Logique Classique (dans les bons cas) ;cependant, le mauvais clou est bien enfonc�e dans la culture scienti�que et philosophique ambiante que lalogique de raisonnement est n�ecessairement la logique de mod�elisation. La logique classique est souventvue comme la \logique du r�eel", expression qui, si on lui donne le sens na��f, est fausse et qui, si l'onfouille un peu n'a aucun sens absolu.Admettant plusieurs syst�emes th�eoriques (pr�esent�es au premier chapitre) et fond�ee en importancecomme logique des faits r�eels selon la M�ecanique Quantique, la Logique Quantique dispose de lettresde noblesses su�santes pour m�eriter l'int�erêt des chercheurs en Sciences de la Cognition.
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