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Résumé

Cet article étudie les interactions entre progres technique et limites bio-physiques a la croissance
dans le cadre d’une économie pourvue de ressources en matiere et en énergie, dont les productivités
sont bornées supérieurement. L’économie est circulaire au sens ou les déchets dus a 'activité sont
recyclés comme matiere exploitable. La ressource énergétique est renouvelée par un flux d’énergie
extérieur. Le progres technique est borné et peut étre de quatre types, selon qu’il affecte 1'usage
ou l'extraction de chacune des deux ressources.

Une économie en développement commence par croitre avant de nécessairement décroitre vers
un état stationnaire déterminé par l'apport extérieur d’énergie. Autrement dit, une croissance
monotone vers 1’état stationnaire est exclue. Cet équilibre existe a condition que le rapport entre
quantité totale de matiere et flux d’énergie externe soit suffisamment élevé.

L’économie subit un profond changement structurel pendant son développement, au sens ou
une part sensiblement plus importante du capital doit étre consacrée a I'extraction d’énergie au
détriment de l'extraction/transformation de la matiere. A long terme, seul le progres technique
améliorant 'efficacité dans 'usage de ’énergie a un impact positif sur l'activité, les autres formes
de progres n’ayant qu’un effet transitoire. Le progres technique se révele surtout favorable s’il
améliore simultanément 1'usage et I’extraction des deux ressources.

Abstract

This article studies the interactions between technical progress and bio-physical limits to growth
in the context of an economy with material and energy resources, whose productivities are limited
above. The economy is circular in the sense that the waste from activity is recycled as usable
material. The energy resource is renewed by an external energy flow. Technical progress is bounded
and can be of four types, depending on whether it affects the use or extraction of each of the two
resources.

A developing economy begins by growing before necessarily decreasing towards a stationary
state determined by the external energy flow. In other words, monotonous growth towards the
stationary state is excluded. This equilibrium exists provided that the ratio between the total
amount of matter and the external energy flow is sufficiently high.

The economy undergoes a profound structural change during its development, in the sense that
a significantly larger share of capital must be devoted to the extraction of energy at the expense
of the extraction/processing of matter. In the long run, only technical progress that improves
efficiency in energy use has a positive impact on activity, with other forms of progress having only
a transitory effect. Technical progress is especially favourable if it simultaneously improves the use
and extraction of both resources.
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1 Introduction

Le but de cet article est d’étudier les interactions entre progres technique et limites bio-physiques
a la croissance dans le cadre d’une économie pourvue de ressources en matiere et énergie. Elles
sont toutes deux renouvelables mais dans des sens différents : la premiere est renouvelée par un
flux naturel externe (le flux solaire), tandis que la deuxiéme est renouvelée par le recyclage des
déchets produits par ’économie.

La littérature qui integre le recyclage des déchets dans le cadre de modeles de croissance n’est
pas neuve. Les contributions peuvent étre distinguées en deux catégories selon que le recyclage est
ou n’est pas explicitement modélisé comme une activité économique. Dans la premiere catégorie,
le recyclage est considéré comme un moyen de lutter contre (i) les pollutions qui accompagnent
les déchets (& I'exemple de George et al. (2015) et Boucekkine et El Ouardighi (2016)) ou (ii) la
raréfaction de la ressource suite & son exploitation (a 'exemple de Lafforgue-Rougé (2018)!). Dans
la deuxieme catégorie, le recyclage est naturel et le colt de la ressource se limite & son extraction
(& 'exemple de Fagnart et Germain (2011) et Germain (1991)).

Les contributions peuvent également étre distinguées selon qu’elles prennent en compte ou
ignorent la loi de la conservation de la matiere. Sauf exception, celles qui appartiennent a la
premiere catégorie 'ignorent, alors que celles qui appartiennent a la deuxieme en tiennent compte.

Dans le contexte d’une économie pourvue de ressources naturelles limitées, une croissance
indéfinie de la production est théoriquement possible a condition que les productivités de ces
ressources puissent croitre elles aussi indéfiniment. Au niveau particulier de la matiére, cela suppose
asymptotiquement une dématérialisation totale des biens produits.

En revanche, si 'on tient compte des lois de la physique, il est exclu que les contenus (direct
et indirect) en énergie et en matiere d’un bien produit soient nuls (méme asymptotiquement),
impliquant que les productivités des ressources sont bornées supérieurement. Il est alors établi que
la croissance indéfinie de I’économie est impossible (Anderson (1987), Germain (1991), Kryziak
(2006), Fagnart et Germain (2011)). Celle-ci ne peut tendre au mieuz que vers un état stationnaire.
En vertu de la loi de conservation de la matiére, cet état est idéal (et donc en pratique inatteignable)
au sens ou il caractérise une économie parfaitement circulaire : les déchets produits par I'activité
sont entierement recyclés, sans perte de matiere (Cullen, 2017).

Le présent article ne modélise pas explicitement le recyclage, mais tient compte de la loi de
la conservation de la matiere. Par rapport a la littérature susmentionnée, il présente 1’originalité
de distinguer deux ressources naturelles, I'une fournissant I’énergie et 'autre la matiere. Ces
ressources ont des usages complémentaires : I'énergie sert a faire fonctionner le capital productif
de ’économie, qui sert lui-méme a extraire les ressources et a transformer la matiére en produits
finis.

Etant donné que les facteurs de production ont des usages fondamentalement différents, ils sont
supposés complémentaires. Toutefois, leur productivité est susceptible d’évoluer avec le progres
technique. Le fait qu’il y a deux ressources qui nécessitent chacune du capital pour étre ex-
traites et transformées permet de distinguer quatre types de progres technique : (i) en terme
de dématérialisation de la production, (ii) au niveau de l'usage de énergie, (iii) au niveau de
Pextraction de matiere et (iv) au niveau de l'extraction d’énergie. Le but principal de cet article
est d’étudier I'impact de ces différentes formes de progres technique, ainsi que de leur combinaison,
sur la trajectoire de I’économie, tant au niveau de la phase transitoire que de 1’état stationnaire de
long terme.

La structure de cet article est la suivante. La section 2 présente les équations du modele. La
section 3 étudie I’état stationnaire et détermine les conditions de son existence. L’analyse théorique
de la dynamique du modele en ’absence de progres technique est présentée a la section 4, avec
un résultat de convergence locale. La section 5 présente les simulations numériques : d’abord la
simulation de référence, puis les variantes avec les différentes formes de progres technique. La
section 6 résume les principaux résultats.

LCes auteurs fournissent une revue récente de la littérature relative au premier cas.



2 Le modeéle

Le modele est celui d'une économie décentralisée et fermée, avec deux ressources naturelles en
énergie et en matiere. Elles sont toutes deux renouvelables mais dans des sens différents : la
premiere est renouvelée par un flux naturel externe tandis que la deuxieme est renouvelée par le
recyclage des déchets produits par I’économie.

La production d’un bien a tout faire résulte de la transformation de la matiére extraite, au
moyen de capital alimenté par de I’énergie. Une partie de la production est consommée, le reste
étant investi dans la reproduction et 'accumulation du capital. Le modele est dynamique, mais la
dépendance par rapport au temps est omise afin d’alléger les équations.

La production de biens y (le PIB) a un contenu en matiere m, selon 1’équation :

y=— (1)
o
ol i > 0 mesure le contenu matiere d’une unité de bien.
L’évolution du stock de capital est déterminée par I’équation :

K = sy — dk (2)

ou s est le taux d’épargne (la fraction de la production de biens investie dans du nouveau capital)
et d désigne le taux de dépréciation du capital. s et d sont compris entre 0 et 1. Par souci
de simplicité, ces parametres sont supposés exogenes et constants. Le capital se répartit entre
extraction/transformation de matiere et extraction d’énergie :

k=kn+ ke (3)
Le capital k et la consommation d’énergie = sont complémentaires :

x = ok 4)

ol ¢ est U'intensité énergétique du capital (autrement dit, la quantité d’énergie pour faire fonction-
ner une unité de capital).
L’extraction d’une quantité = d’énergie obéit a la fonction de production suivante :

z=/ak, R (5)

ou k, et R désignent respectivement le capital dévolu a l'extraction d’énergie et le stock d’énergie
et a, est un parametre de productivité.
L’évolution du stock d’énergie est déterminée par 1’équation :

R =F—x (6)

avec la condition initiale R(0) = Ry. F est le flux naturel qui reproduit la ressource (par exemple
le flux solaire).

La ressource de matiere M est constituée d’un stock fourni par la nature (par exemple des
minerais), non renouvelé naturellement mais alimenté par les déchets issus du contenu en matiere
de la consommation ¢ = [1 — s]y et de la dépréciation du capital. Ce stock de matiere est exploité
et alimente I’économie. Son évolution est déterminée par 1’équation :

M'=plll — sy + dK —m (7)

avec la condition initiale M (0) = M. On observe qu’en 'absence de recyclage des déchets, M se
comporte comme une ressource non renouvelable. K est la quantité de matiére contenue dans le
stock de capital k et m est la quantité extraite de matiere. K évolue selon 1’équation :

K' = pusy — dK (8)



Comme tous les investissements successifs se déprécient exponentiellement au taux constant d, il en
va de méme du stock de capital k, ainsi que de son contenu en matiere K. Il importe de remarquer
que K # pk, sauf dans le cas particulier ou p est constant.

L’extraction d’une quantité de matiere m obéit a la fonction de production suivante :

m = \/ankm M 9)

ou k,, désigne le capital dévolu a 'extraction de matiere et a,, est un parametre de productivité.
Les fonctions (5) et (9) sont des fonction de production Cobb-Douglas & rendements d’échelle
constants.

Les équations (7) et (8) impliquent que

M+K =puy—-m=0

en vertu de (1). Il en découle que :

M+ K=Q (10)
ou () est une constante qui désigne la quantité totale de matiere dans le systéme formé par
I’économie et son environnement. Elle se répartit entre celle qui est dans la nature (M) et celle
qui est dans le stock de capital (K). L’équation précédente traduit le principe de conservation de
la matiere au sein du systeme économie-environnement.

Les équations précédentes forment un systéme de 9 équations (1), (2), (3), (4), (5), (6), (8), (9)
et (10) & 9 inconnues, y, k, x, m, ky,, k., R, M, K, avec les conditions initiales kg, Ry, K. Toutes les
variables sont & valeurs positives. De méme, les parametres exogenes s, i, d, @, Gy, @z, 2, F sont
tous strictement positifs. Alors que s, d, 2, F' sont constants, u, @, a,, a, sont susceptibles de varier
au cours du temps en fonction du progres technique (PT) supposé exogene.

Le systéme peut étre réduit aux seules variables de stock. Les relations (1), (2), (8) impliquent
en effet que

S

K= —m—dk 11
p (11)
K' = sm—dK, (12)
tandis que, au vu de (4) et (6),
R =F — ¢k, (13)

Notons que si k est solution de (11), K(0) = pk(0) et p constant, alors K = pk est solution de
(12), une propriété que nous utiliserons plus loin. Au vu de (3), (5) et (9),

k =

ce qui donne

k)?
2=a,[Q0-K]|k— [
m A, [ ] [ o R
Au final, on obtient le systéme différentiel suivant :
,_ 8 [9k]”
2
K = s am[QK]lk[jk]]% —dK (15)
R = F— ¢k (16)

Quatre variables relatives (au sens ou il s’agit de rapports de variables en niveau) sont les
suivantes :



- taux d’extraction énergétique :

x
E,=— 17
=2 (17)
- taux d’extraction de la matiere : m
E,=— 18
- part du capital énergétique :
K
= — 19
p= (19)
- part du capital dans la matiere totale :
= (20)
S Q

Ces quatre variables sont comprises entre 0 et 1.

3 L’état stationnaire

3.1 Détermination

Dans cette section, les parametres technologiques p, @, ay,, a, sont égaux a leurs valeurs asymp-
totiques. Celles-ci sont strictement positives et finies car quel que soit le parametre considéré, le
progres technique est supposé borné. En particulier, il faut (i) une quantité finie de matiere pour
fabriquer un bien et (ii) une quantité finie d’énergie pour faire fonctionner une unité de capital.
En conséquence, comme ¢ > 0 et que le stock d’énergie est fini, il ne peut y avoir de croissance
indéfinie de y et de k. Un raisonnement similaire s’applique pour la matiere.

Soit w = % le rapport entre les dotations en matiére et en énergie de ’économie. L’état
stationnaire (ES) du systéme est caractérisé par les équations suivantes :
- La relation (6) donne que

T, =F (21)

L’énergie consommeée par ’économie s’ajuste a 'apport d’énergie extérieur.

- La relation (13) donne que

Le capital augmente si ¢ |, autrement dit si I'efficacité de I'usage de ’énergie augmente.
- Les relations (2) et (22) donnent que sy, = dk, et donc que

d

La production augmente comme le capital si ¢ | . Si k. ne dépend pas du taux d’épargne, la
production diminue si s 1 (atteindre un niveau de capital donné avec un taux d’épargne plus élevé
suppose une production moindre). Un fait remarquable est que le capital et la production ne
dépendent pas des autres parametres technologiques u, @y, , az-

- Les relations (11) et (22) donnent que

dp
*:7F
m por

L’extraction de matiere se comporte comme la production, tout en dépendant aussi du contenu de
matiéere par unité de bien y. On remarque que m, ne dépend pas du parametre d’efficacité a.,.

SMiy

- La relation (12) implique que K, = *7= et donc que

(24)

lat
¢

Comme p tend vers une constante, le contenu en matiere du capital est homogene a I’ES.

K,=LF=uk, (25)



- La relation (10) implique que M, = Q — K, et donc que

—q_FPp_ |, _*
M.=Q-CF [W ¢}F (26)

La ressource de matiere est une fonction décroissante du contenu matériel du capital (lui-méme
déterminé par p et ¢) et une fonction croissante du rapport des dotations w.

2
- La relation (9) implique que k. = @TW et, en conséquence, en utilisant (24) et (26),

N2 I o

Tl w

Le capital dévolu a 'extraction/transformation de la matiere dépend des parameétres comme m,.
11 est en outre une fonction inverse du parametre d’efficacité a,, (une plus grande efficacité permet
de mobiliser moins de capital pour extraire une quantité de matiere donnée) et du rapport des
dotations w (& apport d’énergie donné, disposer de plus de matiere facilite son exploitation).

- L’équation (3) donne que k,, = k. — k,,,, et donc, par (22), que

o [mr [0 (&)
km_¢—%42_ﬂ__¢—%4¥_ﬂﬂ (28)

Comme kg = ki — ks, la dépendance aux parametres du capital dévolu a 1’énergie est a 'opposé
de celle du capital dévolu a la matiere. La seule exception concerne ¢ : si l'intensité du capital
augmente, les trois stocks ki, Ky« , bz diminuent.

.2
- I’équation (5) donne que R, = 1,*% = F/jz et done, par (21) et (28),

Qg Qg

(29)

La dépendance du stock d’énergie aux parametres est a ’opposé de celle de k... En outre, ce stock
est une fonction inverse de 'efficacité dans I'extraction d’énergie a,.
- Les relations (17), (29) et (21) impliquent que

(30)

2
dp
L [%]
Ez* =Qaz | 7 — L
Q
F

Le taux d’extraction d’énergie se comporte comme k,,. Il est en plus une fonction croissante du
parametre d’efficacité a, (I'énergie est d’autant plus facile a exploiter que a, est grand). Il est
aussi une fonction croissante de w (a apport d’énergie donné, disposer de plus de matiere facilite
son exploitation, ce qui permet d’affecter plus de capital & I’énergie).

du
- On déduit de (18), (24) et (26) que Epy = 2 , ce qui donne

Q
F

o=

(31)

Le taux d’extration de matiere dépend de s, ¢, p comme la consommation de matiere m,. Ce taux
est aussi une fonction décroissante de w : & apport d’énergie donné, disposer de plus de matiére
n’affecte pas l'activité mais permet d’alléger la pression sur la ressource.



&
=

[]°

- les équations (19) et (22) impliquent que k. = %

du

s
ot |2~
La part du capital affectée a I’énergie dépend des parametres comme le taux d’extraction d’énergie
E.., sauf au niveau de a, dont il ne dépend pas (car il s’agit d’un rapport de deux variables qui

n’en dépendent pas).
- Les équations (20) et (25) donnent que

=

, et donc que

SRR T

Ko = 1 (32)

_ME
=5
La part de la matiere incorporée dans le capital est proportionnelle & celui-ci et au contenu en
matiere d’une unité de bien. Elle est en revanche une fonction décroissante de la matiere disponible
(car Pactivité est déterminée par 'apport extérieur d’énergie).

B (33)

3.2 Analyse

A TES, on constate que :

- toutes les variables en niveau z, k,y, m, ky, kn,, M, R, K sont proportionnelles & F. En revanche,

elle ne dépendent pas de Q.

- les variables relatives E,, F,,, k, 8 sont fonctions du rapport w =
Ce qui précede conduit aux conclusions suivantes :

- la détermination du systeme a I’ES obéit a la séquence suivante :

ik

apport externe d’énergie — activité économique — consommation de matiere

En d’autres termes, si la quantité de matiere est suffisante pour atteindre I'ES, le facteur décisif
dans la détermination de 'activité est 'apport extérieur en énergie.

- un progres technique permettant une plus grande efficacité dans l'extraction d’une ressource
est neutralisé par la baisse du stock de cette ressource et demeure sans effet sur les variables
économiques.

- les effets du PT sont asymétriques, selon qu’il affecte (i) Defficacité de I'extraction (a,, ou a),
(ii) le contenu en matiere de la production p ou (iii) I'intensité énergétique de 1'usage du capital
¢. Le cas (i) n’a pas d’effet sur l'activité et se traduit par une plus grande exploitation du stock
d’énergie. Le cas (ii) n’a pas d’impact sur lactivité mais allege la pression de ’économie sur la
ressource de matiere. Le cas (iii) est le seul qui favorise lactivité, mais il affecte négativement la
ressource d’énergie.

3.3 Contraintes sur les parametres

Pour qu'un ES soit admissible, il faut (i) que toutes les variables soient positives et (ii) que les
variables relatives F,, Fp,, k, 8 soient comprises entre 0 et 1. A partir de ces contraintes, on peut
montrer que le rapport des dotations w = % doit obéir aux inégalités suivantes (cfr. Annexe 7.1) :

max{gla“m[frﬂ ,g[j+l]}§w (34)

Cette inégalité découle de (28) avec ky > 0 et (31) avec Ep,. < 1.
Si ¢ < ay, il faut en outre que :

inégalité qui découle de (30) avec E,. < 1.



4 Dynamique avec parametres constants

4.1 Le diagramme de phase

Dans le cas particulier ol les parametres technologiques u, ¢, an,, a, sont constants (pas de PT),
le systeme dynamique (14),(15),(16) se réduit aux deux équations (14) et (16) avec K = pk.
Dans lorthant positif (R, k) = {(k,R) € R?|k > 0 et R > 0}, les isoclines nulles k¥’ = 0 et
R’ = 0 conduisent aux équations suivantes (cfr. Annexe 7.2) :
_ ok
2
A {1 ~ {d?u] Q—kuk}

Lp = k=-— (37)

Ly,

1l
oy
—~
=y
~
|

(36)

Lp est une verticale tandis que Ly est une fonction continue définie sur l'intervalle [0, k;] , nulle &

I’origine, continue, monotone croissante, avec une asymptote verticale en k = k; = W
AEDES

am Ls

Ces isoclines découpent l'orthant (R, k) en quatre régimes notés I & IV (cfr. Figure 1) et leur
intersection détermine I’ES. L’allure des isoclines Ly et L implique que s’il existe, I’'ES est unique.

Figure 1: Diagramme de phase

[

e
v
w‘

Le diagramme de phase montre que la convergence peut étre monotone ou cyclique. Si elle est
monotone, I'ES ne peut étre atteint que via les régimes I et III.

4.2 Trajectoire d’une économie en développement

On est intéressé par une économie en développement qui augmente son capital et sa production en
exploitant ses ressources. Elle est initialement caractérisée par un stock de ressource énergétique
Ry élevé et un stock de capital faible kg, tels que

Ro > R, et ko < k, (38)



Dans le diagramme de phase (cfr. Figure 1), 'économie est donc située en ¢ = 0 dans le régime
I, en haut a gauche de 'ES. L’économie étant peu développée, I'essentiel de la matiére est dans le
stock My (autrement dit My > ukg), sous la forme de matiére vierge.

Le diagramme montre alors que la trajectoire commence par une augmentation simultanée de
k et R. Apres un temps tg ou k = k., et R’ = 0, le systéme passe dans le régime II. Le capital
continue de croitre mais la ressource énergétique commence a décliner. L’extraction d’énergie x
subit donc deux forces contradictoires (cfr. (5)). Au temps tg, la deuxieme force (la baisse de R)
finit par 'emporter sur la premiere (la hausse de k). L’extraction d’énergie ne suit plus et force le
déclin du capital. Le systeme passe dans le régime III.

Deux types de trajectoire sont alors possibles (cfr. Figure 1) :

(A) la trajectoire converge asymptotiquement vers 1’état stationnaire sans quitter le régime II1,
auquel cas la convergence est monotone au sens ou k' et R’ < 0, Vt.

(B) R’ devient nul en un temps fini tg, auquel cas R passe par un minimum. Le diagramme de
phase indique alors que le systéme rentre dans le régime IV ou &' < 0 et R’ > 0. La poursuite de
la décroissance de I’économie permet a la ressource énergétique de se reconstituer.

Dans le cadre d’une trajectoire B, il arrive un moment ou la reconstitution de R est suffisante
pour permettre au capital de croitre a nouveau. Le systeme quitte le régime IV et se retrouve a
nouveau dans le régime I. Une fois dans ce régime, la trajectoire se poursuit par un nouveau cycle.

D’on les conclusions suivantes :

- partant des conditions initiales décrites par (38), une économie en développement commence par
croitre avant de nécessairement décroitre et de tendre vers 'ES (de fagon monotone ou cyclique).
Une trajectoire caractérisée par une croissance monotone du capital vers son niveau stationnaire
est exclue.

- Lors de cette phase transitoire, le retournement de R précede nécessairement celui de k.

- Etant donné (10) avec K = pk, I’évolution du stock de matiere est symétrique a celle de k.

4.3 Analyse locale

L’analyse de la dynamique autour de I’'ES permet d’établir que le systéeme converge vers ’ES une
fois qu’il en est proche (cfr. Annexe 7.3 pour les détails mathématiques). L’équation caractéristique
associée a la lindarisation des équations (14) et (16) avec K = pk s’écrit :

o [s0m _ s0m _
6 Lak d}ﬁqﬁﬂaR_o

dont le discriminant vaut :

om 2 4o Om
- AL | e antutii g2 39
P HO‘ ok ] d OR (39)
ou on a posé o = ﬁ. Les racines de I’équation s’écrivent :

Elles sont réelles si p > 0 et complexes sinon?.

Sip <0, il ya convergence (cyclique) si %—? < é,

I’ES. En effet, on vérifie a 'ES que :

ce qui est bien le cas suffisamment pres de

om

S| m - A (40)

. a 29 2f

ol f = - = 5w > 0.

Sip >0, (40) et le fait que g—’g > (0 garantissent que les deux racines sont négatives. Des lors,
la convergence vers 'ES est monotone.

2A P’Annexe 7.3, une condition sur les parametres est établie qui garantit que les racines sont réelles & I'ES.



5 Simulations

5.1 Calibration

Les simulations suivantes visent a éclairer les interactions entre les différentes formes de PT et les
limites en terme de ressources naturelles auxquelles I’économie est confrontée. Sauf exception, les
parametres du modele ne sont pas ”observés” mais calibrés de facon a respecter les contraintes
(34) et (35) et & obtenir des valeurs des variables relatives raisonnables. Comme les valeurs a
I’ES des variables en niveau k., Ts, Ys, My, Ry, My, Ky, ks, kzs sont linéairement proportionnelles
a apport extérieur d’énergie F| le systeme peut étre caractérisé a un facteur d’échelle pres. On
normalise donc F' a 1, ce qui implique que toutes les variables en niveau sont exprimées par unité
du flux F.

A la maniere de Meadows et al. (2012), les valeurs numériques n’ont pas beaucoup d’intérét
en elles-méme et c’est surtout ’allure des trajectoires qui compte. La procédure de calibration est
décrite a I’Annexe 7.4.

5.2 Simulation de référence (SR)

Pour mémoire, on est intéressé par une économie en développement, initialement caractérisée par
un stock de ressource Ry élevé et un stock de capital faible kg (par rapport & leurs niveaux de long
terme). Les valeurs des parameres et conditions initiales sont les suivantes : d = 0.05,s = 0.25, 4 =
¢=1,a, =0.0444,a, = 0.319,w = 2.5, kg = Ky = 0.522, Ry = 32.725. La SR est caractérisée par
la constance des parametres technologiques (pas de PT) et illustrée par les Figures 2.a-h.

Ces figures montrent que les variables ont des trajectoires non monotones. Elles montrent
également que les variables se retournent a des moments différents.

Au début de la simulation, méme si I’économie est en croissance, son empreinte énergétique
est encore suffisamment faible pour que R croisse (Fig. 2.b). Mais cela ne dure pas, et assez
rapidement, R atteint un maximum en ¢t = tg, avant d’amorcer un longue décroissance parce que
la demande d’énergie de ’économie dépasse ’apport extérieur d’énergie.

Vu (4), la croissance du capital exige toujours plus d’énergie. Malgré la baisse de R et vu (5)
et (19), cette exigence peut étre satisfaite pendant un temps grace a la double croissance de k et
k (Fig. 2.a et e).

Vu (10), la croissance du capital se traduit par une baisse du stock de matiere M. Vu (9) et
(19), la baisse de M, couplée avec la hausse de &, finit par peser sur la croissance de m et y qui se
retournent & leur tour en t = t,,.

Les équations (1), (2), (3), (9) et (19) impliquent que k' = =V am [1 — k] kM — 6k et, par
conséquent, que

K s |lan[l—rM
gp= =\ T
ko u k
Depuis le début de la simulation, le taux de croissance du capital g est affecté négativement par
la hausse de k et de k et par la baisse de M. Il finit par s’annuler en ¢ = ¢; et devient négatif
ensuite.

Les deux allocations du capital k,, et k; ne se retournent cependant pas en méme temps que k.
La Figure 2.e montre que k est croissant au moment ot k¥’ = 0. Comme k,,, = [1 — k| k et k, = sk,
il en découle que k), (tx) = —k(tx) k(ty) < 0 et k' (tx) = K'(tg)k(tx). En conséquence, k,, et k, se
retournent respectivement en t, et ti , avec t, <t < t,, autrement dit avant et apres k, ce
que confirme la Figure 2.a.

La relation (9) donne que m ~ k,, M. Or (10) implique que M ~ —k. Donc M est décroissant
depuis le début et atteint son minimum en t;. Comme ¢, < ti, on a M’(t, ) < 0. En conséquence,
m'(tr,,) = km(tr,, )M’ (tg,,) < 0. Il en découle que m se retourne avant k,,, ce que confirment les
Figures 2.a et c. En résumé, on a la séquence de retournements suivante :

—5 (41)

tR <tm <tr, <tp<tp (42)

Quand k atteint son maximum, la consommation énergétique x est supérieure au flux énergétique
naturel (normalisé & 1). Vu (4), la décroissance de k entraine celle de z, mais tant que > 1, R
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Figure 2: Simulation de référence — absence de progres technique (b : bleu ; v : vert ; r : rouge)
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continue de décroitre. Pour contrebalancer cette baisse, I’économie doit continuer d’augmenter la
part du capital dévolu a I'extraction énergétique. Au niveau de la détermination de g, I'influence
(négative) de cette hausse de x ’emporte sur celles (positives) de la baisse de k et de la hausse
de M, ce qui fait que g demeure négatif. Cette décroissance de R et de k ne s’arréte que quand
la consommation énergétique a retrouvé un niveau soutenable correspondant a l’apport externe
d’énergie.

Les Figures 2.a-g montrent que toutes les variables sont plus ou moins stabilisées en t ~ 250.
Par rapport a ’état initial, le stock de capital a augmenté et les stocks de ressources ont diminué.
La production baisse malgré la hausse du capital car celle-ci est plus que neutralisée par la baisse
des stocks de ressource. La Figure 2.e montre qu’un profond changement structurel a eu lieu,
puisque I’économie consacre une part beaucoup plus importante de son capital a I’exploitation de
I’énergie. La Figure 2.f montre que les taux d’extraction restent toujours inférieurs & 20% durant
la trajectoire. La décroissance de I’économie survient alors méme que ces taux sont tres loin de 1.
Ce résultat suggere que les limites & la croissance proviennent bien plus du changement structurel
que de I'épuisement des ressources.
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Figure 2: Simulation de référence (suite)
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5.3 Progres technique

Dans ce modele, le PT peut intervenir au niveau de l'extraction et de l'utilisation des deux
ressources, en modifiant les parametres p, ¢ (& la baisse) ou am,a, (& la hausse) au cours du
temps. Formellement, ceux-ci évoluent selon ’équation logistique suivante :

V=a|i- L] (43)
Px
oup € {u,@,am,az},p(0) est donné, p, désigne la valeur asymptotique de p et g, détermine la
vitesse avec laquelle p tend vers p,. Toutes les valeurs sont positives. Le rapport % mesure
le potentiel de PT en début de simulation.

On commence par étudier succesivement les quatre formes de PT unidimentionnel (au sens ol
un seul parametre varie, les autres restant constants). Dans toutes les simulations ci-dessous, g,
prend les trois valeurs suivantes : 0 qui correspond & la SR (absence de PT), 0.015 et 0.03 qui
correspondent respectivement & un potentiel de PT (& peu pres) réalisé en 300 et 150 ans. On
étudie ensuite 'impact d’un PT multidimentionnel qui affecte ’ensemble des parametres.
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5.3.1 Baisse de p (V1)

La premiere forme de PT se traduit par la dématérialisation de la production, autrement dit par
la baisse du contenu en matiere d’une unité de bien. Un exemple de dématérialisation est le rem-
placement de certains matériaux par d’autres plus légers, par exemple dans I'industrie automobile.
La variante V1 suppose que p obéit & I'équation (43) avec p = p, ux = 0.75, u(0) = 1. Le fait
que 0 < p, exclut une dématérialisation totale. Notons que p, = 0.75 est quasi a la limite de ce
qui est possible en matiere de dématérialisation®. V1 est illustrée par les Figures 3.a-f. Dans ces
figures comme dans les suivantes, les courbes bleue, verte et rouge correspondent respectivement
a gp = 0,0.015,0.03.

Par rapport a la SR, le PT permet en début de simulation une croissance beaucoup plus
forte de la production y (qui ne se confond plus avec m) et du capital k (Fig. 3.a-b). La demande
énergétique étant en conséquence plus forte, R atteint son maximum plus tot et décline sensiblement
plus vite (Fig. 3.c). Il en résulte un déplacement du capital entre secteurs beaucoup plus brutal,
comme en témoigne I’évolution de k (Fig. 3.e). Le déplacement est d’autant plus brutal que g,
est élevé.

Cette évolution est encore moins durable que dans le cadre de la SR. Et on assiste a la méme
séquence de retournements que celle décrite par (42). Cette séquence est nettement plus con-
tractée dans le temps (I’écart i, — ¢t est sensiblement plus faible) et sauf exception, les variables
passent par leur maximum respectif plus tot. Leur décroissance est également plus prononcée. Le
déplacement du capital au détriment du secteur manufacturier se traduit par un effondrement de
km (Fig. 3.d) et partant de m, mais aussi de y malgré la baisse continue de p. Dans le cadre
de cette simulation, les effets (négatifs) sur la production du changement structurel 'emportent
largement sur ceux (positifs) du PT.

A long terme, les figures confirment ’analyse de 'ES (cfr. section 3). Par rapport a la SR,
I'ES se déplace vers le bas dans l'orthant (k, R) (Fig. 3.f). Le PT n’a aucun effet sur y. et k..
Cela s’explique par le fait que ces valeurs ne sont pas influencées par le contenu en matiere u,. En
revanche, il réduit I'extraction de matiére m, et a des effets contrastés sur les ressources, dans la
mesure ol il conduit a une hausse de M, et a un baisse de R,.

5.3.2 Gains d’efficacité énergétique (V2)

La deuxieme forme de PT se traduit par une augmentation de 'efficacité énergétique dans 1'utilisa-
tion du capital. Un exemple de ce progres est 'augmentation du rendement des moteurs. La
variante V2 suppose que ¢ obéit & I'équation (43) avec p = ¢, . = 0.9,4(0) = 1. Le fait que
0 < ¢4 exclut une productivité infinie de ’énergie. Notons que ¢, ne peut pas étre choisi trop bas,
car alors un ES admissible n’existe plus?. V2 est illustrée par les Figures 4.a-f.

Le début des trajectoires de la production y (qui se confond avec m) et du capital k est tres
similaire en présence ou en labsence de PT (Fig. 4.a-b). Comme le montre la Figure 4.d, les
gains d’efficacité énergétique dans 'utilisation du capital permettent de réduire la consommation
énergétique x (qui ne se confond plus avec k). En conséquence, R atteint son maximum plus tard
et décline plus lentement (Fig. 4.c). Il en résulte un déplacement du capital entre secteurs plus
lent, comme en témoigne I’évolution de x (Fig. 4.e).

La baisse des stocks de ressource finit par peser sur la croissance. Comme dans le cadre de la
SR, on assiste & la méme séquence de retournements que celle décrite par (42). Cette séquence est
nettement plus étendue dans le temps (I’écart ti, — tr est sensiblement plus élevé) et les variables
passent par leur maximum respectif plus tard. Leur décroissance est également plus lente et moins
prononcée. Contrairement a V1, il n’est plus question d’effondrement et V2 ressemble plus & SR
qu’a V1.

311 existe pour j« un seuil d’admissibilité, M, en dessous duquel les trajectoires observées ne sont pas admissibles,
car il arrive un moment ol certaines contraintes (par exemple xk < 1) sont violées. Le fait que ’ES existe ne garantit
donc pas que toutes les trajectoires qui y convergent soient admissibles.

2
4(34) est violée si ¢ est trop faible. La valeur minimale de ¢« est déterminée par Gs = 5 |: £ [g] + 1:| . Avec

la paramétrisation de référence, ¢, = 0.76.
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Figure 3: Variante 1 - dématérialisation de la production
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La convergence vers I'ES est plus lente que pour la SR, et elle est d’autant plus lente que ¢
est faible (autrement dit que le potentiel de PT est élevé). A long terme, les figures confirment
lanalyse de ’ES (cfr. section 3). Par rapport a la SR, I'ES se déplace vers le haut et vers la droite
dans Vorthant (k, R) (Fig. 4.f). Le PT a un effet positif sur y,. et k.. Ces valeurs sont en effet
influencées par l'intensité énergétique du capital ¢, que le PT affecte directement. Celui-ci a des
effets contrastés sur les ressources, dans la mesure ou il conduit & une baisse de M, et a une hausse
de R,.
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Figure 4: Variante 2 - augmentation de lefficacité énergétique dans 'usage du capital
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5.3.3 Augmentation de a,, (V3)

La troisieme forme de PT se traduit par une hausse continue de 'efficacité avec laquelle on extrait
la matiere. Un exemple de ce progres est le perfectionnment des techniques permettant d’exploiter
des minerais toujours moins concentrés ou plus inaccessibles. La variante V3 suppose que a,, obéit
a I'équation (43) avec p = am, a, (0) = 0.0444, ap,s = 2a,,(0). Notons que a,,« ne peut pas étre
choisi trop élevé (pour la méme raison qu’expliqué a la note 3). V3 est illustrée par les Figures
5.a-d.
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Figure 5: Variante 3 - progres technique au niveau extraction de matiere
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Dans ’ensemble, V3 conduit a des trajectoires et des conclusions similaires a celles de V1, ou
le PT se traduisait par une dématérialisation de la production. En particulier, aprés une phase
de croissance, on observe (pour les mémes raisons que dans le cadre de V1) un effondrement de
la production de matiere m (qui se confond avec ) et de k,, (cfr. Fig. 5.a-b)>. Une exception
concerne le stock de matiere M (cfr. Fig. 5.c). Comparé & SR, une plus grande efficacité dans
I'extraction de matiere conduit & une baisse plus rapide de M pendant la premiere partie de la
simulation et au méme stock & long terme (comparée & SR, V1 n’impliquait en revanche pas de
baisse plus rapide de M et conduisait & un niveau stationnaire plus élevé). L’augmentation de
ap, se traduit par une autre différence : la séquence (42) est légerement modifiée au sens ou le
retournement de m suit ou coincide avec celui de k,, (alors que dans le cas de SR, il le précede).

A long terme, les résultats sont similaires & ceux observés pour V1 (cfr. Fig. 5.d).

5.3.4 Augmentation de a, (V4)

La quatrieme forme de PT se traduit par une hausse continue de ’efficacité avec laquelle on extrait
I’énergie. L’évolution des techniques permettant d’exploiter des gisements d’énergie fossile autrefois
inexploitables et la hausse des rendements des énergies renouvelables en constituent des exemples.
La variante V4 suppose que a, obéit & 'équation (43) avec p = a,, a,(0) = 0.319, az. = 4a,(0).
Notons que a.. ne peut pas étre choisi trop élevé (pour la méme raison qu’expliqué a la note 3).
V4 est illustrée par les Figures 6.a-d.

5En comparaison avec les Figures 3.b,d, Peffondrement a I’air moins prononcé, mais c’est parce que . est plus
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Figure 6: Variante 4 - progrés technique au niveau extraction d’énergie
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Dans I'ensemble, V4 conduit a des trajectoires et des conclusions similaires a celles de V1 et
V3. En particulier, aprés une phase de croissance, on observe (toujours pour les mémes raisons)
un effondrement de la production de matieére m (qui se confond avec y) et de k,, (cfr. Fig. 6.a-b)°.
Cet effondrement survient plus tard, aprés une sorte de plateau qui suit lui-méme la phase de
croissance initiale. Le changement structurel mesuré par s survient plus tard et de fagon plus
brutale comparé a SR (cfr. Fig. 6.c). On assiste a la méme séquence de retournements (42) que
celle observée dans le cadre de la SR. Cette séquence est cependant plus contractée dans le temps
(Pécart ty, —tr est sensiblement plus faible). Sauf k, et R, les variables passent par leur maximum
respectif plus tard. A long terme et comme dans le cadre de V3, le PT affecte négativement le
stock d’énergie et laisse le stock de matiere inchangé.

5.3.5 Progrés technique multiforme (V5)

La derniere simulation combine les quatre formes de PT étudiés ci-dessus. Autrement dit, les
quatres parametres p, @, a,, a, évoluent tous selon l’équation (43). Les valeurs initiales de ces
parametres se confondent avec leurs valeurs de la SR, tandis que leurs valeurs limites sont respec-
tivement : g, = .8,¢x = 0.5, ams = 2.50:,(0), @z = 2.5a,(0). A nouveau, celles-ci ne peuvent

proche de px que ne l'est amx de Gmx.

SEn comparaison avec les Figures 3.b,d, Peffondrement a I’air moins prononcé, mais c’est parce que s« est plus
proche de ux que ne lest ag« de azx.
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étre choisies n’importe comment car des potentiels de PT trop élevés conduisent & des trajectoires
inadmissibles. On constate cependant qu'un PT multiforme permet a l'intensité énergétique de
l'usage du capital ¢ de baisser sensiblement plus que dans le cadre de V2 (ou les autres parametres
restaient constants). Cette propriété est intéressante du point de vue de lactivité économique
puisqu’on a vu que seul le PT modifiant ¢ affecte positivement la production y et le capital k a
I'ES. V5 est illustrée par les Figures 7.a-f.

Figure 7: Variante 5 - progres technique multiforme
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Pendant la premieére partie de la simulation, le PT permet par rapport a SR une croissance plus
rapide et plus prolongée de la production y et du capital k (Fig. 7.a-b). L’extraction de matiere
a le méme profil, au contraire de l'extraction d’énergie qui croit moins vite grace au fort potentiel
de PT au niveau de ¢ (Fig. 7.c). Il en résulte des évolutions contrastées des stocks de ressources :
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M et R sont respectivement plus et moins exploitées par rapport & SR (Fig. 7.d). Au niveau de
Paffectation du capital, on observe que x évolue tres peu (Fig. 7.e). Cependant, le PT finissant par
s’épuiser, il permet de moins en moins de contrecarrer la raréfaction des ressources. Il en découle
en deuxieme partie de simulation une stagnation suivie d’une décroissance de la production et
du capital. Celle-ci est cependant de faible ampleur par rapport a 'ampleur de la croissance
enregistrée en début de simulation, permettant ainsi a ces variables de converger vers des valeurs
stationnaires sensiblement supérieures a leurs valeurs initiales. L’épuisement du PT au niveau de
¢ implique une consommation d’énergie qui finit par étre supérieure a celle de SR. Il arrive alors un
moment ol, comparé & SR, les deuz ressources sont plus exploitées (un fait nouveau par rapport
aux simulations précédentes). Pour soutenir la consommation d’énergie malgré la baisse continue
de R, ’économie se doit en conséquence de consacrer une part toujours plus élevée du capital a
lextraction d’énergie (comme dans les simulations précédentes). Comme le montre la Fig. 7.e, le
changement structurel ne s’amorce vraiment qu’en deuxieéme partie de simulation.

A long terme et par rapport a la SR, le PT permet a I’économie de tendre vers un état station-
naire caractérisé par une production, un stock de capital et une extraction de matiere plus élevés,
et par des stocks de ressource plus bas (Fig. 7.f). Il en découle des taux d’extraction sensiblement
plus élevés. Comme dans le cadre des simulations précédentes, le changement structurel conduit a
une affectation du capital nettement a l'avantage du secteur énergétique.

6 Conclusion

Les principaux résultats de cet article sont les suivants. L’état stationnaire existe a condition que
le rapport entre quantité totale de matiere et flux d’énergie externe soit suffisamment élevé. Des
lors que c’est le cas, I’état stationnaire est unique et c’est le flux d’énergie externe qui détermine le
niveau d’activité économique (en particulier la production de biens et le stock de capital), niveau
qui détermine a son tour la consommation de matiere.

A D’état stationnaire, on observe que :

- La production de biens et le stock de capital sont des fonctions croissantes du flux d’énergie
externe et de lefficacité énergétique du capital, mais sont indépendants des autres parametres
technologiques.

- Une plus grande dématérialisation des biens produits ou une plus grande efficacité dans 'extraction
d’une ressource n’a pas d’influence sur l'activité économique. Seule une plus grande efficacité dans
I'usage de 1’énergie a un effet favorable sur la production et le capital.

- Les effets du progres technique sur les stocks de ressource sont contrastés selon le parametre
qu’il modifie. Une plus grande dématérialisation épargne la ressource de matiere, mais implique
une plus grande exploitation du stock d’énergie. Le contraire se produit suite a une plus grande
efficacité dans I'usage de I’énergie. Une plus grande efficacité dans l'extraction d’une ressource
laisse la ressource de matiere inchangée et diminue celle d’énergie.

L’analyse dynamique montre qu’une économie en développement (c-a-d initialement caractérisée
par un stock de capital faible et par des ressources abondantes) commence par croitre avant de
nécessairement décroitre vers 1’état stationnaire de facon monotone ou cyclique. Autrement dit,
une croissance monotone de ’économie vers ’état stationnaire est exclue.

Quelque soit la simulation considérée, la comparaison de ’état stationnaire avec 1’état initial
montre aussi que ’économie subit un profond changement structurel pendant son développement,
au sens ou une part sensiblement plus importante du capital doit étre consacrée a l’extraction
d’énergie au détriment de l'extraction/transformation de la matiere.

Les simulations confirment que les trajectoires des variables en niveau (production, capital,
consommation de matiére, stocks de ressource) sont non monotones. Elles montrent également que
ces variables ne se retournent pas en méme temps. L’amorce de la décroissance de 1’économie est
progressif : alors que certaines variables se sont retournées (par exemple la production), d’autres
continuent & croitre pendant un certain temps avant de se retourner a leur tour (par exemple le
capital). Les résultats de ce paragraphe ne sont pas sans rappeler ceux de 'ouvrage bien connu de
Meadows et al. (2012).
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Si certaines formes de progres technique n’ont pas d’effet sur la production et le capital a long
terme (c-a-d & I’état stationnaire), les simulations montrent qu’elles ont un impact pendant la phase
transitoire. Sile progres technique est unidimensionnel (c-a-d qu’il ne modifie qu’un seul parametre
technologique), il n’augmente la production et le capital que s’il améliore Uefficacité de I'usage de
I’énergie. Son potentiel est cependant borné supérieurement. Dans les autres cas, l'effet positif
sur ces grandeurs est transitoire et est suivi t6t ou tard d’une correction dans ’autre sens. Si le
potentiel de progres technique est proche de sa limite (au dela de laquelle les trajectoires deviennent
inadmissibles), cette correction peut se traduire par un véritable effondrement de 1'activité.

Le progres technique se révele surtout favorable s’il est multidimentionnel, c-a-d s’il modifie
simultanément plusieurs parametres technologiques. Dans ce cas en effet, les progres en terme de
dématérialisation ou d’extraction de ressources permettent un potentiel de progres technique plus
élevé en terme d’efficacité dans 'usage de 1’énergie. Or c’est ce dernier qui permet d’accroitre
durablement ’activité économique.

Le modele élaboré dans cet article est susceptible de nombreux développements. Deux déve-
loppements possibles qui en amélioreraient la pertinence en terme d’économie circulaire sont les
suivants. Le premier viserait a augmenter le réalisme du recyclage de matiere en le considérant
comme une activité économique distincte de I'extraction et nécessitant également du capital. Le
second serait de prendre en compte les effets de la pollution liée a I’accumulation de déchets, ce
qui permettrait de faire du recyclage un outil de politique environnementale.

7 Annexes

7.1 Contraintes sur w

Toutes les variables doivent étre positives. Si w = $, alors (26) donne que
w>H
¢
. . o 1 [du]?
Cette inégalité et (31) impliquent alors que E,,. > 0. En outre, (28) donne que 527 [“g i ce
m f_a
2
qui implique que a,, [w - f} >0 [ ] et donc que w > ai [%} + &, et finalement que
2
popo|d
L I [l I | 44
" [am H ()

Il faut que les taux d extraction solent inférieurs ou égaux a 1. L’équation (31) donne que

glg — . On obtient donc que

wld

21241 < w. 45

5] < ()
Les relations (44) et (45) conduisent bien & (34). (30) et E,. < 1 impliquent a, [; - [W] “}] <1,

W%
du
ce qui implique que % — ai < [f"’] g Si % < ai, c’est-a-dire a, < ¢, I'inégalité précédente est
xT Qo |W g xT

dp 2
toujours satisfaite. Sinon, elle implique que w — % < " [[‘*14’ mp et donc que
m g_Tz
w| 4147
¢ |q {; _ L}
mlé  ax

qui correspond a (35).

20



2
Il faut que 0 < Ky < 1. Au vu de (32), k. < 1. Par ailleurs, 0 < k, implique {d?”} <

a"2¢[4]2+% < w et on

> 0, ce qui implique finalement

2
Ay @ {w - %} et, par conséquent, aiqﬁ {d?“} + % < w, ce qui donne

retrouve (44). Ce résultat assure alors que kg, > 0 et Ry, =
que E,, > 0.

7.2 Dérivation de (36) et (37)

11 découle de (14) et (16) avec K = pk que :
-R =0,et donc F =¢ et k=F/¢.

- k' = 0 donne que Z\/am [ — uk] [k - [ffl]:] = dk, ce qui donne que a, [ — pk] [/ﬂ - [“fﬂ;} =

2 2 2

{d‘s‘k} , et donc que [Q — pk] { - Zi%} = ﬁ [%‘} , ce qui implique que 1 — i% = i [d?“} nyk

et par conséquent que ¢* Ik% =1- ﬁ {%} /Lk Donc R = {1_ - T{ir - ] . Le dénominateur
. am Q—uk

2
de cette derniére fraction doit étre positif, ce qui suppose que - [d—”}

< 1, et donc que

a s Q— ,uk

2
i {di} k < — pk, ou encore que [L [%]2 + 1] puk < Q, c’est-a-dire que

s am

Q
w47 1]
L’intervalle de variation de k admissible dans 'orthant (k, R) est donc [0, k;] .
7.3 Analyse dynamique locale
11 découle de (14) et (16) avec K = pk que :
¥ = Zm(k R)—dk
i
R = F—¢k
[¢k]”
ot m(k, R) = \/a, M k,R) = \/am[Q—,uk] [k—amR}.
Le jacobien s’écrit :
s9m _ g s9m
J=| nrok w0
Ha
D’ou I’équation caractéristique associée :
g— |s9m _g] _s0m s Om s Om
n Ok ©w OR = 6|0 - —— d -
[qb } ) ‘ [ u3k+]+¢3R
9 s 0m s 0m
= —|—=-—-d|0 — =0
Lu ok ] ¢ OR
Le discriminant vaut :
5 0m 2 5 0m
= |22 gl —4922Z
P 1 Ok } O OR
2
= iaﬂ 1| d2 -4 @aim
| dy Ok dj OR
[T om > dpa Om o
[0‘ ok } 4 or|? (48)




oll on a posé a = ﬁ. Or

om  an, [OM Ok,
8k_%J6km+M8k] (49)
Mais, par (10),
oM _ 0K _
ok~ ok "
parce que K = pk. Substituant dans (49), on obtient que
oM am | 2 (k)] |
= = Ik, M1 —
ok om | a, Rk
am | I 2k,
= 5 _—/ka +M _1 - } (par (5) et (4))
am | [ k— k]
= 5m _7,LLkm+M _1—2 ] (par (3))
QAm [ _2km
= dm M|y
2m | b |k ”
am [[2M
= 25— M
o [ ] ]
am | | 2M m M
o e P I 2 (50)
De plus, par (10),
oM 0K 0
orR ~ or ~ or"M
et donc
om A - Ok,
ok = wmor PO
_ am [Qﬁkf
o T OrG)
Qm kx
= Impfe o (5) et )
qui est positif. Or (5) donne que R = ﬁ et donc que £ =t =g, [%}2 Par conséquent,

gm
OR

2
e [
2m T

Posons f = ML* Alors, 4 'ES, on obtient a partir de (21), (22) et (24) que
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ok

*

_ am [[20M as
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En utilisant (21), (22), (9) et (24), on a aussi que

r_ &
aﬂ o amaxM ) A M
R |, 2L F
ad
L ; ,
e
[ 1 {O@}
= M _——
20% 1) am M

La définition (48) implique alors que p > 0 si

Bﬂ _12 4pa Om
“ ok |,

c’est a dire si

a  2a¢ 2f

d 2f

¢ am|a

{a {1 wf amozsb] 3 1}2 J dda A Az 0P [1 f¢]2r

ou encore si

[uf amoﬂ(b} ? N Dttty [a]? 1 f ’
2¢ 2f df ¢ am g’ |

Le terme entre crochets a droite étant positif car proportionnel a %, il en découle que

wf  amole 20, f
2 T TN T {O‘amaqj

et a = i. Le parametre le plus facile a isoler est a;. On déduit de (52)

(52)

F

oll pour mémoire f = 7

que

/’LfQ + (lmOt2¢2 >2¢f

20,0 f 8amaz f f
df [O‘ - amagb] "V [a(/)_ ama] :

c’est-a-dire

8amasf  puf*+ama?e?
< )
d ap — L

A O

ce qui donne

2
< d N’fz + ama2¢2
a
’ 8amf oqu — a::,a

Si cette inégalité est satisfaite, les racines sont réelles.

7.4 Calibration

La procédure de calibration expliquée ci-dessous concerne la SR, pour laquelle les parametres
technologiques u, @, an,, a, sont constants. Elle se résume comme suit :

- s est "observé” et d est estimé a partir de la littérature;

- les valeurs u, ¢, F' sont normalisées a 1;

- on choisit des valeurs plausibles a I'ES pour B, K+, Fpx;

- connaissant d, s, i, ¢, F, B, Kx, Er«, on calibre les parametres w, ay, am,;

- les conditions initiales kg, Ry, K sont calibrées sur base de valeurs raisonnables pour le taux de

. K} . .
croissance go = > et le partage du capital k¢ initiaux.
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7.4.1 Parameétres

- La Banque Mondiale renseigne pour ces derniéres années un taux d’épargne au niveau mondial
autour de 25%, qui sera la valeur retenue ici. Donc s = 0.25.
- Pour la Zone Euro, la BCE estime la durée de vie moyenne du capital autour de 20 ans (BCE,
2006). Pour le Canada, Baldwin et al. (2005) estiment cette durée de vie entre 25 ans pour les
batiments et 11 & 15 ans pour les machines et équipements. La valeur retenue ici est de 20 ans. Si
la dépréciation est exponentielle, le taux de dépréciation est I'inverse de la durée de vie moyenne.
En conséquence, d = 0.05.
- Les valeurs & I'ES des valeurs en niveau ki, Ty, Ys, My, Ry, My, Ky, ks, key sont linéairement
proportionnelles & F. Le systéme peut étre caractérisé a un facteur d’échelle pres et on ne perd
donc pas en généralité a supposer que

F=1

autrement dit, que toutes ces variables sont exprimées par unité du flux F. Il en découle que le
rapport de dotations w = €.

- i et ¢ sont des indices d’intensité en matiere et en énergie. On normalise leurs valeurs dans le
cadre de la SR en les fixant a I'unité. Donc p = ¢ = 1.

- Vu ce qui précede et grace a (21), (22), (23), (24), on obtient pour la SR :

Ty = ke =1y, = my = 0.2

- La matiere du systéme se répartit entre la ressource et le capital. On choisit 5, = % = ﬂ =04

(la part du capital dans la masse totale). Comme w = M + pk = M + 1/, il en découle que

M, = TB% 1.5 (53)
“ w=-1 =25 (54)
Bo
En conséquence : m.
Epv = V= 0.1333 (55)

- On choisit k. = 0.4. Cette valeur est similaire & celle obtenue par Dale et al. (2012, p.164) et
légerement inférieure & celle de Germain (2020, p.211), qui tourne autour de 0.5.

[2]°
= ]zl—ﬁ*etdonc

- On peut calibrer a,, via (32), qui implique que P
m _a

{dﬂ = 0.0444 (56)
- ko [w— 4]

Ay =

- La valeur de E,, qui sépare les racines réelles et complexes vaut :

2
5o d[1+ 2B, [1— k]

v 8k [1 — Kl

= 0.0510 (57)

Cette formule est obtenue a ’annexe suivante. On choisit F,, = 2.5Ea: = 0.1276, de fagon a obtenir
des taux d’extraction asymptotiques similaires pour les deux ressources dans le cadre de la SR.

- On peut alors calibrer a, : en effet, (5) a 'ES implique que 1 = v/a k.. R« et donc a, = ¢ lR =

W, ce qui donne

¢EZIJ*

Rox

=0.319 (58)

Ay =
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7.4.2 Conditions initiales

On calibre les conditions initiales en se donnant un taux de croissance gy = ]Z—g et un partage du
capital kg initiaux :
- go = 0.05; kg = 0.03

- Les relations (1), (2), (9) donnent que g = % = e TRV o ’”OM“ —d= 7\ /am [1 — Ko Il\f—;’f

d et donc que y/am, [1 — ko) ]I\f— [90 + d] &. On déduit alors que (%3) % Or (10) avec

Q = w implique que (%?) = ,:’—0 — p et donc ,:’—0 = (J,\C/I—:) + u, ce qui donne ky = (%;")Jm =
0

W - 0522

SamTiwor T4

- En conséquence, Ky = pky = 0.522.
- Les équations (5) et (4) impliquent que ¢ = \/“T s0f0 — \/% et donc ¢ = % ce qui

donne Ry = £k — 39795

Ax Ko

7.5 Dérivation de (57)

On omet I'indice * pour alléger les écritures. L’équation (50) donne que %—ZL =fn [[% - u] f’: o
Alors a I'ES,
om o [[2%6; 1 Ea 1
ok 2 1/§Z5 am En
Am, d wEn, 1
= dmllp f N
2 H sE, } A, Em]

d 1l Am
- 222 -
sk, ] 2 2F,,
1 pE, Am, R
= o2 . (car a = @)
Mais on déduit de (55) et (26) que
. dp p
s¢ s¢
E, =3 _ - _By
7y i (+-5) o

et donc, au vu de (56),

om 1 pE, 1 1 1 1 1 pEy — 1-2k  pEn, 1
ok a 2 2« 2 2a[l-k] 2 2 [afl — k]

D’autre part, & 'ES, (51) implique

g% = ["”fr (par (51), (55) et (19))
_ Qémﬁ‘(lE_mJ ¢f$ [*;’“r (par (59) et (58))

1 1 oF, k]2 s
= 204(1—/@) - [(A (cara—@)

_ E; K
 2a¢ (1—/@)'

Alors la définition (48) implique que p > 0 si

al|l 1-2k 2 doa E, kK
[Q{a[l—ﬁ]_MEm]_l} d 2ap1—k
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c’est a dire si

126 opBn 2>2Ex n)
2[1 — K] 2 d \1-k

ou encore si

et 2 (),

ce qui revient a demander que

1+ apBy, 1 —&]]* > ng k[l — K]

c’est-a-dire que
d[1+ 5B [1-x])°
8k [1 — K]

Cette derniere inégalité détermine donc un plafond pour E, afin que les racines soient réelles.

EI<ET:
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