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Résumé — Les filtres particulaires sont une famille de méthodes numériques permettant de traiter des problémes d’estimation non-linéaires et
non-Gaussiens. Ils constituent un domaine de recherche actif. En particulier, les nouveaux travaux sur le filtre particulaire dans les groupes de Lie
présentés dans cet article démontrent des résultats numériques prometteurs. Les algorithmes proposés sont testés sur un scénario de navigation

longue portée.

Abstract — Particle filters represent a class of methods which address nonlinear and non-Gaussian estimation problems. They are also an active
field of research. Recent works on particle filters on Lie groups demonstrated promising results in nonlinear filtering. Thus, the works presented
in this paper tackle particle filtering methods on Lie groups. The proposed algorithms are tested on long-range navigation scenarios.

1 Introduction

L’estimation non-linéaire est un probleme récurrent dans de
nombreuses applications industrielles et scientifiques. Le but
de cette discipline est de décrire I’évolution d’un systéme sto-
chastique en se basant sur un modele prédictif et une séquence
de mesures bruitées.

Les filtres particulaires permettent de résoudre ces problemes
dans des cas non-linéaires et non-Gaussiens. Pour cela, ils ré-
solvent 1’équation de Chapman-Kolmogorov et la formule de
Bayes en approchant la densité de probabilité de 1’état a esti-
mer par une somme de distributions de Dirac pondérées, appe-
1ées communément particules.

Le ré-échantillonnage est une étape cruciale dans les filtres
particulaire. Elle consiste a garantir une bonne répartition des
poids affectés aux particules afin d’éviter la divergence du filtre.
Des travaux de recherche ont mené au filtre Laplacien qui per-
met de robustifier cette étape en plagant les particules dans les
zones les plus probables.

En outre, les avancées récentes sur les filtres non-linéaires dans
les groupes de Lie ont démontré la supériorité de ce type de
géométrie en établissant des résultats théoriques et expérimen-
taux hors de portée des méthodes jusqu’alors utilisées. Leur
intérét principal est de permettre une meilleure représentation
des variables non-linéaires.

Le travail présenté dans cet article aborde le probleme du fil-
trage particulaire dans les groupes de Lie avec un ré-échantill-
onnage Laplacien dans la lignée de travaux précédents sur le
sujet [1] [2]. Cette méthode est comparée a un filtre particulaire

de la littérature sur un scénario de navigation optimale avec des
recalages Doppler. Dans tous les cas étudiés, le filtre proposé
présente une nette amélioration en précision et en robustesse
méme pour un nombre réduit de particules.

2 Introduction aux groupes de Lie

Un groupe de Lie (G,-) est une variété différentielle mu-
nie d’une structure de groupe [3]. L’espace tangent a 1’élément
identité du groupe est 1’algebre de Lie g. Il est possible de dé-
finir I’ exponentielle de groupe expq : g — G et le logarithme
de groupe log : G — g, qui dans le cas des groupes de Lie
matriciels, forment un difféomorphisme au voisinage de 1’iden-
tité€. De plus, I’algebre de Lie étant un espace vectoriel, il existe
deux applications linéaires définies telles que :

[]":R?— g,and []" : g — RY, (D)
et leur composition avec exp,; et log, sont notées :
expg([1") = expg()s logg ([1Y) =logg (). (@)

Soit (X, X) € (G,-) deux matrices. La loi de composition
interne n’étant généralement pas commutative, I’erreur matri-
cielle entre X et X peut se définir de deux fagns : a droite
nft =X .X"letagauchen® = X~ 1. X.

Soit u € G, € ~ N(0, P) un vecteur Gaussien centré et P
une matrice de covariance. Une variable aléatoire X € G suit



une loi normale concentrée dans G a gauche (resp. a droite) si :

Gauche : X ~ NE(X;pu, P); X = p-expf(e). 3)
Droite: X ~ NE(X;u, P); X = expl(e) - p.

Cette définition n’est valable que lorsque la densité est concen-
trée autour de sa moyenne, plus formellement si les valeurs
propres de la covariance P sont suffisament petites [4]. Par
souci de concision, cet article ne traite que le cas de densités
et d’erreurs définies a gauche. L’ adaptation aux cas a droite
peut étre réalisée avec des ajustements mineurs.

Soit X ~ N& (1, P) une variable aléatoire dans G. La den-
sité de probabilités d’une loi Gaussienne concentrée dans G
s’écrit [5] :

1

sl 4
@m)det [P ’ «@

p(X) ~
oll € = logls (171 X) et ||-|| » est la norme de Mahalanobis cal-
culée par rapport a P.

3 Filtre particulaire sur groupes de Lie

3.1 Description du filtre

Cette section décrit le filtre particulaire Laplacien sur groupes
de Lie. L’ objectif est de déterminer I’évolution de { Xy }ren €
G étant donnée une séquence de mesures appartenant a un autre
groupe de Lie {yy tren € G', et selon le modele d’états :

Xit1 = (X, upg1,nq,1), %)
Y1 = h(Xpt1, Mkt 1), (6)

oll ug4+1 est un vecteur de commandes, (ng k, 7 ) sont des
bruits centrés et (f, h) deux fonctions non-linéaires. Le filtre
particulaire estime la densité de probabilité a posteriori p(X}) =
p(Xk|y1:x) en I"approchant par un échantillon de N, particules
pondérées { X, wj }i—1.n, € G X R:

P(Xk) = Y widx (Xe). )

Lorsqu’une entrée u est disponible, les particules sont propa-
gées selon (5) :

Xig1 = F(X upgr,nd Vi € [1,N,], (8)

estimant la densité prédite : ¢(Xy11) = p(Xpa1|y1:%)-

Quand une mesure est disponible, les poids sont mis a jour en
utilisant la vraisemblance ¢(Xg11) 2 p(yrs1|Xr41) du mo-
dele de mesure :

Wiy o wig(Xi o )Vi € [1,Np], )

Apres quelques étapes de mise a jour, la majorité des poids
des particules tends vers zéro alors que le poids des plus pro-
bables tends vers un. Ce phénomene, appelé dégénérescence
des poids, est contr6lé par le critere [6] :

1
Ny =

—_—~ - (10)
T (wi)?

Lorsque N4 passe sous un seuil IV, déterminé par I’ utilisateur,
une étape de ré-échantillonnage est initiée afin de redistribuer
les particules dans les zones les plus probables. Apres ce pro-
cédé les poids sont ré-initialisés a N%,

3.2 Filtre particulaire Laplacien

Les méthodes de ré-échantillonnage classiques se basent prin-
cipalement sur les poids de la densité a priori pour générer les
nouvelles particules. Cette approche a pour défaut de ne pas
prendre en compte les informations données par la derniere
mesure, et peut mener a la divergence du filtre dans des cas
d’estimation difficile. Ainsi, le principe du filtre particualire
Laplacien (LPF) est de ré-échantillonner les particules selon
une densité d’importance notée G(X; X, PL), et dont les mo-
ments X~ et PZ sont proches de la densité a posteriori [7].
Cette approche permet un gain notable en précision et en robus-
tesse. Dans la pratique, ¢ est une Gaussienne dont la moyenne
est le Maximum a Posteriori (MAP) noté X ™ et la covariance
I’inverse de la matrice d’information de Fisher, notée J*.

En supposant que la densité a priori g et la vraisemblance g ont

Algorithm 1: Filtre de Kalman itéré sur groupes de Lie (iLG-
EKF).

Inputs : p, X°,6°, 7, P;
while ||6! — §'Y|| > 7 do
_log (OM(X" exp (€)' yn+1)
Oe o
Ki = PoL(")HT [Hipa(6) Pe% (o) HY + R] ™
S = K (logh (vt (X)) + Hid')
XM= pexpg (671

H =

end
Aprés convergence :
X* = Xl

T = [pa(6)(Id — K Hipa(6) Poa(6)] ™

un mode prédominant, une bonne approximation de X* et de
J* est obtenue grace a un filtre de Kalman itéré (iLG-EKF) [1]
détaillé dans 1’ Algorithme 1 [8] [5]. Cette approche pose un
cadre de travail simplifié pour le filtre Laplacien car sa mise
en ceuvre nécessite seulement le calcul de H, la Jacobienne du
modele de mesure dans le groupe.

Une fois la densité d’importance ¢ obtenue, un nouvel échan-
tillon de particules est généré :

Xli+1 N@(Xk+1§XI:+17(JZ+1)_1):Vi € [LNp]a (11)
et les poids sont mis a jour :
; 9(X12+1)Q(X1i+1) .
Wi q X T , Vi € [1, N,]. (12)
ta ‘J(X/lg-s-l) b

Le filtre Laplacien sur groupes de Lie (LG-LPF) est résumé
dans I’ Algorithme 2. 11 s’inscrit donc dans la continuité de [9]
en proposant une formulation sur groupes de Lie avec un calcul
simplifié de la fonction d’importance.



Algorithm 2: Filtre particulaire Laplacien sur groupes de
Lie (LG-LPF)
Result: )/(:():T and }30:T R
Initialization : sample X} ~ N'(X; X0, Po) (3);
Prediction : XkJrll,c F(XE, uk+1,nf17k) 1€ [1, N,
Update : w},, x wkg(X,iHIk)

Compute : XO:T and }30;T [1]
if Neff < Ny, then
Compute : X, |, J;, | from Algorithm 1
Drawn :
X1 ~ (X Xy, (Ji4a) ™
Weight update : (12).
end

b.i € [1,N,]

4 Application au recalage de navigation
inertielle

4.1 Modélisation

Un systeme de navigation estime la position, la vitesse et
I’orientation d’un mobile au cours du temps. Il se base sur une
centrale inertielle qui mesure a haute fréquence la vitesse de ro-
tation we , et ’accélération du référentiel du véhicule [b] par
rapport au référentiel terrestre [e] supposé inertiel. Ces gran-
deurs sont intégrées au cours du temps selon I’équation ciné-
matique :

s =Cp [ng} X5
ogy = Ci oy + 9% (13)
Loy = Vepy

ot Cf représente la matrice de rotation du référentiel [b] vers
[e], [u]x la matrice produit vectoriel de u, et v5,, &, sont res-
pectivement la vitesse et la position de [b] par rapport a [e]
exprimées dans [e]. Enfin, g est le vecteur de gravité supposé
constant. Un drone effectue une trajectoire manceuvrante et ob-
serve les signaux provenant de N, émetteurs fixes situés au sol.
En supposant que la fréquence f§ et la position p™ de chaque
émetteur sont connues, le capteur mesure le décalage Doppler
Af™ tel que :

ap =2 ag o, (14)

c

ol ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide et € représente le
vecteur unitaire de la ligne de visée du véhicule vers I’émetteur

n:
& = ﬁ?” -, : (15)
17 — 25|

4.2 Implémentation pratique

Les variables d’état estimées sont la matrice de rotation re-
présentant ’attitude du drone, le vecteur vitesse, et le vecteur
position. Un groupe de Lie matriciel se prétant bien a cette re-

présentation est SE5(3) :

C Uy u
M= |05 1 0
013 O 1

SE>(3) = C € SO(3),u1,us € R® 3,

(16)
et SO(3) est tel que :

S0(3) = {c e R¥3|CCT = Ids, det[C] = 1} . an

En notant I’indice temporel & a la matrice d’états :

sz,k sze,k xie,k
Xe=1013 1 0 . (18)
01,3 0 1

La propagation des particules se base sur la discrétisation de (8) et
le modele de mesure pour le n°™° émetteur se base sur (15) :

0 e e
f Peb — Tep
c Veb ﬁ . (19)
prb ebH

La Jacobienne a gauche pour le n°"*¢

anT
H" 013,
{ B AR

h*(X) =
émetteur s’ écrit :
Cy, JAan} , (20)

avec A™ £ pS" —z&, = [AL, A7, AZ]" le vecteur orienté du mobile
vers le point fixe, et Jar tel que :
A7 (Ag)?
flarl - fan?
ALAT Ar
A
ATAY
RIIE

_Anap
llan®
(ap)?
llAn]| HA"H3
ATL

Az AT
|an]?
ATLAW
RPN
AL (AD)?
lan]]— Jlan]?
@2n

lan I"
Finalement, la fonction du modéle de mesure et sa Jacobienne s’écrivent :

R (X) H'
h(X) = H=| .. (22)
hNe(X) HNe

4.3 Résultats numériques

Les parametres de la simulation sont présentés dans la Table 1. On
compare 1’approche proposée dans cet article avec un filtre particu-
laire Laplacien (LPF) dont la seule différence est de représenter les
variables estimées dans 1’espace Euclidien.

La Table 2 présente les RMSE moyens calculés sur les dix derniéres
secondes de simulation pour les simulations Monte-Carlo convergentes.
Les définitions de ces grandeurs sont données dans [1] et la trajec-
toire suivie est analogue a [2]. Ces résultats montrent une supériorité
nette du LG-LPF par rapport au LPF, notamment avec un nombre de
particules significativement plus faible. Ce résultat présente un intérét
particulier dans les cas ol les ressources de calculs sont limitées (e.g.
systeémes embarqués).

Le RMSE du LG-LPF est tracé et comparé a la borne de Cramer-
Rao (CRLB) pour différents nombres de particules dans la Figure 1 et
pour les simulations convergentes. Celui-ci montre que le LG-LPF est
quasiment optimal en vitesse, tangage et cap des 500 particules. En-
fin, les pics sur la vitesse sont diis a une fréquence d’intégration trop
faible lors des phases de dynamique rapide. Le LG-LPF démontre une
bonne robustesse par rapport a ces erreurs.



5 Conclusion

Le filtre particulaire Laplacien sur groupe de Lie (LG-LPF) proposé
dans cet article, a été testé sur un scénario de navigation par mesures
Doppler en présence de grandes incertitudes initiales et de fortes non-
linéarités. Celui-ci présente des performances supérieures en précision
et en robustesse par rapport a son équivalent Euclidien (LPF), méme
pour un nombre de particules nettement plus faible. Les travaux futurs
porteront sur le calcul précis de la matrice de Fisher dans les groupes
de Lie et sur des cas d’application plus complexes.

TABLE 1 — Parametres de la simulation

Capteurs

Bruit (10) Fréquence
Accélérometre 1073 m/s 100Hz
Gyrométre 2°/h 100Hz
Doppler 5m/s 1Hz
Filtre
(1o) Attitude Position Vitesse
Incertitude initiale  0.6° 500 m 10m/s
Bruit modele 2°/h 0m 1072 m/s
Bruit mesure Doppler 10m/s
Seuil Ny, 0.1N,

TABLE 2 — Résultats de la simulation : taux de convergence et
RMSE moyen sur les 10 dernieres secondes de vol.

Filtres | LG-LPF LPF

N, | 500 1000 5000 | 1000 5000
Position (m) 336 301 23.6 | 2485 2483
Vitesse (m/s) 0.81 0.66 048 | 626 6.560
Roulis (°) 0.612 0.459 0.313| 0.655 0.676
Tangage (°) 0.118 0.087 0.072| 0.562 0.580
Cap (°) 0.123 0.114 0.077| 0.587 0.653

Taux convergence ‘ 8% 89% 97% | 57% 69%
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