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Prefacio

«Depois de terem em tempos desprezado a lingua
de Roma, ficaram fascinados pela sua eloquéncia.
[...] Na sua inexperiéncia, chamaram civilizagdo
aquilo que contribuiu para a sua subjugagdo.»
Tacito, Agricola

A modelizacdo de epidemias tornou-se uma questao atual com a pandemia
de 2020 causada por um coronavirus. No¢des técnicas tais como o parametro
Hy apareceram no discurso dos decisores politicos. A questdo da sazonali-
dade também surgiu com a segunda vaga epidémica. A dificuldade de obter
previsdes fidveis € clara para toda a sociedade.

Existem essencialmente duas abordagens a modelizac¢do de epidemias. A
primeira € baseada em modelos matematicos relativamente simples. Estes
modelos t&ém duas vantagens. A primeira é que podem ser analisados mate-
maticamente para que se compreenda o que estd a acontecer, independente-
mente dos valores dos pardmetros. A segunda vantagem € que os parametros,
que sdo em um pequeno nimero, podem ser razoavelmente estimados a par-
tir dos dados reais da epidemia. Esta forma de modelizar pode ser utilizada
para fazer previsdes ou para antecipar quais seriam as consequéncias de va-
rias intervencdes de saide publica, entre as quais se hesita em escolher. Esta
abordagem € a mais antiga: ver por exemplo os capitulos 5, 14 e 18 de [10],
que apresentam respetivamente o modelo de Daniel Bernoulli para a variola,
o modelo de Ross para a maldria e o modelo geral de Kermack e McKen-
drick. Pode ser acompanhada por simula¢des de computador, o que néo foi
obviamente o caso para estes exemplos histéricos.

A segunda abordagem baseia-se em modelos «complexos» que podem
ser simulados, mas dos quais nada pode ser dito com certeza. S6 o advento
dos computadores rdpidos tornou possivel esta abordagem. Alguns destes
modelos t€ém um grande nimero de equagdes e pardmetros que os tornam cada
vez mais realistas. No entanto, obrigam a fixar a priori muitos parametros,
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os quais frequentemente sdo conhecidos de forma muito aproximada, antes
de tentar estimar alguns outros parametros a partir dos dados. As préprias
equagdes tém por vezes uma forma «matematica» como, por exemplo, as
equagdes diferenciais, por vezes uma forma «informatica» tal como as regras
seguidas por «agentes». Contudo, esta distin¢do ndo € essencial uma vez que
as equagdes matematicas sdo também codificadas num programa informatico.
Note-se que os resultados do modelo ndo sdo geralmente reproduziveis se o
programa de computador nfo estiver livremente disponivel. Alguns destes
modelos t€ém apenas um pequeno nimero de pardmetros, mas o seu caracter
estocdstico e espacializado torna-os muito dificeis de analisar: temos de ficar
satisfeitos com as simulagdes.

Este livro € uma introdu¢do a modelizacdo matematica de epidemias
seguindo a primeira abordagem. A énfase estd principalmente na and-
lise matematica mas existem também algumas estimativas de pardmetros
para epidemias reais com transmissdo direta (coronavirus, sarampo...) ou
com transmissdo por um vetor de insetos (peste, leishmaniose, chikun-
gunya...). Poucos livros em francés t€m sido dedicados a modelizagcdo de
epidemias. Existem apenas alguns capitulos isolados!, por exemplo em
[1, 2, 10, 16, 23, 32, 34, 37, 46, 67, 79]. No entanto, a primeira modeli-
zacdo matematica de uma epidemia, a de Daniel Bernoulli, foi publicada em
francé€s. Para a abordagem com modelos «complexos», pode consultar-se,
por exemplo, [69].

Uma nocao bastante central é a de «reprodutividade», representada por
Zy. Em termos simples, digamos que é o nimero médio de casos secundérios
infetados por cada um dos primeiros casos no inicio de uma epidemia. Por
exemplo, com %y = 2, uma pessoa infeta duas outras pessoas, que depois
infetam duas outras cada uma, etc., o que leva a uma progressdo geométrica,
isto €, exponencial, no nimero de casos. Sendo uma média, o ndmero %
ndo é geralmente um nuimero inteiro. A epidemia sé pode desenvolver-se se
o > 1.

Existe uma nog@o semelhante na demografia: os nascimentos sdo os and-
logos das infe¢des, as mortes os andlogos das curas. Neste caso, o nimero %y
¢ arazdo entre nascimentos de duas geragdes sucessivas. A comparagdo entre
este %y demografico, que surgiu previamente (trabalho de Bockh na década
de 1880 [15]), e o seu andlogo epidemioldgico s6 serd feita mais tarde. De
um ponto de vista matemadtico, também podem ser comparados ao parametro
critico dos processos de ramificacdo ou processo Bienaymé-Galton-Watson,
com a sua histdria tortuosa [10].

A notagdo agora cldssica %, deve-se a Lotka (1880-1949), que a chama

'Em portugués, ver por exemplo [19, 21, 33, 57, 70, 83].
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«reprodutividade» (mais exatamente «reprodutividade liquida», em francés
reproductivité nette) no seu livro dedicado a demografia matematica publi-
cado em francés em 1939 [48]. Este termo raro, derivado da reproducao,
surgiu por volta de 1832 e depois designou a «propriedade de produzir outros
corpos semelhantes a si proprio, inerente aos corpos vivos» [65]. Lotka mo-
difica assim um pouco o significado, tomando como definicdo o nimero que
mede quantitativamente esta propriedade. Note-se que durante o Congresso
Internacional da Populagdo realizado em Paris em 1937, Lotka ainda falava
do «indice de Bockh Zy» [47]. O termo «reprodutividade» aparece no dici-
ondrio de Littré e no Trésor de la langue francaise, mas ndo na maioria dos
diciondrios atuais. Considerdmos apropriado utilizd-lo em vez da designa-
¢do «nimero basico de reproducdo» utilizada na epidemiologia ou da «taxa
liquida de reproduc@o» utilizada na demografia.

Para que conste, Lotka era um cidaddo americano mas cresceu em Franga.
O francés era a sua lingua materna, sendo a sua mde de origem alsaciana.
Sobre a vida de Lotka, € possivel consultar [77, 81, 82] ou [10, capitulos 17
e 24].

O interesse desta no¢do de reprodutividade é duplo. Por um lado, sera
demonstrado que para varios modelos relativamente simples com coeficientes
constantes, a dimensao final de uma epidemia, ou seja, o nimero final de
pessoas afetadas pela doenca apds a epidemia, depende essencialmente de
apenas dois parametros: a dimensdo da populagdo e esta reprodutividade.
Como a reprodutividade pode ser estimada desde o inicio de uma epidemia,
existe a impressao tedrica de ser possivel prever a dimensdo de uma epidemia,
pelo menos no pior dos casos em que nada seria feito para a deter. Na prética é
obviamente muito mais complicado [40], sendo a principal falha, sem divida,
o pressuposto de uma mistura homogénea da populacio.

A reprodutividade estd também relacionada com o esfor¢o necessario para
prevenir uma epidemia ou para erradicar uma endemia, ou seja, uma doenga
que estd permanentemente presente. Em muitos modelos, isto requer a redu-
¢do dos contactos numa razao de, pelo menos, % ou a reducio da populagio
suscetivel de apanhar a doenga em %, o que pode ser feito através da vaci-
nagdo de uma fragdo 1 — 1/%, da populagdo. Por exemplo, com %, = 2,5,
encontramos 1 — 1/%y = 60%. O conhecimento de %, permite-nos assim
estimar o nimero minimo de doses de vacina necessdrias para alcangar a
imunidade coletiva. A reprodutividade ajuda a explicar qualitativamente por-
que algumas doencas sdo mais dificeis de erradicar do que outras, mesmo
com uma vacina: a sua reprodutividade é particularmente elevada. E o caso
do sarampo, para o qual as estimativas colocam % entre 15 e 20, dai uma
cobertura minima de vacinas da ordem dos 95%, um valor que € dificil de
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atingir.

De um ponto de vista matemadtico, rapidamente se percebe que a reprodu-
tividade %y, por trds da aparente simplicidade da sua defini¢do nos modelos
mais triviais, deve ser definida como o valor préprio de uma matriz ou de um
operador em modelos com uma estrutura mais realista. A instabilidade da po-
pulacdo no que diz respeito a introducdo de alguns casos infetados &, de facto,
um problema tipicamente de valor préprio. O ponto de partida do nosso tra-
balho em epidemiologia matemadtica foi perceber a confusdo que reinava na
definicdo de reprodutividade no caso muito frequente em que a sazonalidade
desempenha um papel na transmissio, especialmente para as doengas de in-
verno na Europa e para as doencas transmitidas por insetos em Africa. Os
especialistas estavam divididos, nessa altura, em dois grupos.

Por um lado havia aqueles que tinham uma inclina¢do mais matematica
e que sabiam que num modelo com coeficientes periddicos, a estabilidade
depende apenas de um ntimero, por exemplo o multiplicador Floquet domi-
nante [14, capitulo 9] no caso de sistemas de equagdes diferenciais. Contudo,
o «nimero médio de casos secunddrios» depende obviamente da estacdo do
ano. A opinido maioritdria era, portanto, abandonar a nogdo de %, no quadro
periddico.

Por outro lado, havia aqueles que estavam mais inclinados para as estatis-
ticas e aplicagdes na epidemiologia. Nao hesitaram em falar de um «%y» ou
«%» que varia diariamente, semanalmente ou mensalmente e em calculd-lo
congelando os valores dos parametros (para que a técnica também se aplique a
sistemas cujos coeficientes variam ao longo do tempo sem serem periddicos),
para o estimar em funcdo do tempo (por exemplo, para a epidemia de coro-
navirus de 2020) ou para representar mapas mensais de risco, especialmente
para doencas transmitidas por vetores relacionadas com as alteracdes clima-
ticas. Contudo, um exemplo serd mostrado na seccdo 18.2.4 onde o sistema
parece estar a caminhar para a extingdo da epidemia em cada momento se 0s
seus coeficientes fossem congelados, mas onde ainda ocorre uma epidemia.

Por conseguinte, tentdmos convencer estes colegas de que a reprodutivi-
dade poderia ser definida para modelos periddicos sem falta de rigor matema-
tico:

* % € o valor proprio de um operador num espago de fungdes periddicas;
e ¢ um nimero que ndo depende do tempo;

* se se quiser um indice de risco de epidemia que varie com as estacdes
do ano, ent@o a probabilidade de extin¢ao é mais apropriada do que o
que foi proposto até agora.
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Se o primeiro grupo mencionado agora parece estar mais convencido, a mai-
oria dos especialistas do segundo grupo continua a utilizar os seus «%y», 0
que poderia ser descrito como matematicamente incorreto. Esta utilizagdo
também parece ter um cardcter algo tautoldgico: nao serd melhor dizer que
o nimero semanal de casos aumentou uma certa quantidade percentual em
relacdo a semana anterior, o que € indubitavel e que todos podem compre-
ender, em vez de dizer que «Zp» ou «%» vale tanto mais do que 1, tal e
tal dia? Esta segunda afirmacdo ndo s6 tem uma base matemadtica duvidosa
como ¢ frequentemente acompanhada por uma precisdo exagerada de dois di-
gitos apds o ponto decimal, uma falha que em [44, p. 234] € descrita como
«pseudo-cientifica».

Os vdrios capitulos deste livro correspondem a artigos publicados nos ulti-
mos quinze anos, cujas referéncias precisas podem ser encontradas no website
www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer. Foram também incluidos alguns recorda-
térios, particularmente nos primeiros capitulos. Um sumdrio no inicio de
cada capitulo d4 uma ideia do ponto principal. Exceto na primeira parte, foi
sobretudo uma oportunidade de revisitar algumas questdes cldssicas da epi-
demiologia mateméatica mas num quadro periédico e a luz da nova defini¢ao
proposta para a reprodutividade %. Nao é, portanto, um curso no sentido tra-
dicional. H4 alguma repeticdo entre os capitulos. A vantagem, no entanto, é
que cada capitulo pode ser lido de forma relativamente independente dos ou-
tros. O material é também bastante novo e nao serd encontrado em nenhum
outro livro. A bibliografia foi reduzida para manter apenas o que era real-
mente Util para a compreensao do texto. Foi feito um esfor¢o especial para
indicar fontes em francés. Os progressos na tradugdo automadtica ja tornaram
possivel o afastamento da atual uniformidade linguistica. Os capitulos foram
agrupados por tema em vez de cronologicamente. Alguns capitulos sdo es-
critos num estilo matematico com propostas e demonstragdes bem definidas;
outros s30 menos rigorosos.

A primeira parte diz respeito aos modelos de coeficientes constantes ou
de coeficientes constantes por trogos. Esta parte pode ser utilizada como uma
introdugdo a modelizagdo de epidemias porque inclui, por exemplo, o modelo
S-I-R de Kermack e McKendrick, o estudo da dimensao final da epidemia
e o modelo S-E-I-R. Os dois primeiros capitulos centram-se no problema
negligenciado de estimar a data do pico da epidemia. O capitulo 3 propde uma
defini¢do da reprodutividade %, como uma taxa de crescimento assimptética
por geragdo. O capitulo 4 centra-se no inicio da epidemia do coronavirus
em Franca, enquanto procura obter férmulas gerais quando a taxa de contacto
sofre um salto sibito apds um confinamento. O capitulo 5 serve de introducao
a modelos epidémicos estocdsticos.


http://www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer
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A partir destes elementos basicos, € possivel imaginar um grande nimero
de modelos, cujo grau de refinamento dependera da questdo pratica a ser co-
locada, da disponibilidade de dados e das caracteristicas bioldgicas e sociais
da doenca infeciosa. Pode pensar-se, por exemplo, numa estratificacao da po-
pulagdo por idade, por sexo (para doengas sexualmente transmissiveis), por
grupos de risco ou por regido. No que se segue, centrar-nos-emos no papel da
sazonalidade.

A segunda parte trata de modelos deterministicos com coeficientes peri6-
dicos. A sazonalidade €, de facto, 6ébvia para muitas epidemias. Em parti-
cular, é feito um estudo detalhado do parimetro % no caso periédico. Ha
também estudos sobre chikungunya na Ilha da Reunido, sobre leishmaniose
em Marrocos e sobre uma epidemia histérica de peste na India. Os tltimos
trés capitulos desta parte tratam da dimensao final de uma epidemia, mais
uma vez no caso periddico.

A terceira e ultima parte trata de modelos estocdsticos com coeficientes
periddicos. A discussdo gira essencialmente em torno do célculo da probabi-
lidade de extingdo de uma epidemia. E apresentada uma aplicagio para o caso
do sarampo em Franga. O tltimo capitulo trata do tempo necessdrio para que
uma epidemia se extinga. E de notar que estes dois tépicos também foram
estudados nos casos em que o ambiente ndo € periddico mas sim aleatério
[4,5,6,7, 8].

Estou grato aos colegas sem os quais muitos destes capitulos nio teriam
sido possiveis: Souad Guernaoui e El Hadi Ait Dads em Marraquexe, Rachid
Ouifki em Stellenbosch (Africa do Sul), Xamxinur Abdurahman na China,
Gabriela Gomes, Carlota Rebelo e Alessandro Margheri em Lisboa, Hisashi
Inaba em Téquio, Claude Lobry em Nice, Tewfik Sari em Montpellier e Fré-
déric Hamelin em Rennes. O financiamento do Institut de recherche pour le
développement tornou possivel algumas destas colaboracdes. Algumas par-
tes do livro foram ensinadas em Marraquexe, Tlemcen na Argélia e Téquio,
pelo que agradeco também a Ali Moussaoui, Hiroshi Nishiura e novamente
Hisashi Inaba. Estou muito grato a Charles Roberto Telles (12 capitulos),
Paulo Doutor (prefacio e 3 capitulos), Daniel Villela (2 capitulos), Gabriela
Gomes (1 capitulo) e Helder Vilarinho (1 capitulo) pela revisdo e correcio
da traducdo automadtica produzida por DeepL. O software «gtexfix», escrito
pelo fisico Dmitri R. Gulevitch em Sao Petersburgo, facilitou a tradugdo deste
livro.
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Parte I

Modelos epidemiologicos
com coeficientes constantes



Capitulo 1
Modelo S-I-R

Estudamos o comportamento assimptotico, quando o tamanho
da populagdo é grande, do tempo que leva para que uma epide-
mia modelada por um sistema diferencial de tipo S-I-R atinja o
seu pico.

1.1 Equacoes
Consideremos uma populacio de tamanho N sujeita a uma doenca contagiosa:

* O numero de pessoas suscetiveis de serem infetadas no momento ¢ €
denotado por S(¢); o termo «pessoas suscetiveis» é geralmente utili-
zado neste contexto, embora o adjetivo possa ser confundido com o
outro significado, «facilmente ofendido»;

* o nuimero de pessoas infetadas é indicado por 1(¢);

* o nimero de pessoas retiradas da transmissdo por contencio, recupera-
¢do ou morte ¢ indicado como R(¢); as pessoas recuperadas sdo consi-
deradas imunes e retém imunidade sem limite de tempo.

Assim
N=S(t)+1(r) +R(r)

é a populacdo total. As diferentes classes de individuos sdo também chama-
das compartimentos (fig. 1.1), mas isto ndo significa que estejam fisicamente
separados: permanecem em contacto dentro da mesma populagao.
Assume-se que a populacdo total é constante e suficientemente grande
para que seja razodvel modelar a epidemia por um sistema diferencial e ndo
por um processo estocdstico. De facto, quando o nimero de individuos é
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suficientemente grande, pode de alguma forma esquecer-se que este nimero
deve ser um numero inteiro e considerar que varia continuamente. Também
se esquece por agora os efeitos do acaso no inicio da epidemia, quando o
nimero de pessoas infetadas ainda € pequeno. Voltaremos a estes pontos no
capitulo 5 e na terceira parte do livro.

Figura 1.1: Os compartimentos do modelo S-I-R.

A taxa de contacto efetiva é denotada por a (a > 0). E o produto de dois
nimeros: o nimero de contactos por unidade de tempo e a probabilidade de
transmiss@o durante um contacto entre uma pessoa nao infetada e uma pessoa
infetada. A unidade da taxa a é, portanto, o inverso de um tempo.

Denotamos por b a taxa a que os individuos deixam o compartimento [
e entram no compartimento R (b > 0). Por outras palavras, cada individuo
no compartimento I tem uma probabilidade de bdr de passar para o com-
partimento R durante cada pequeno intervalo de tempo dt. Isto implica que
o tempo gasto no compartimento I é uma varidvel aleatdria distribuida de
acordo com uma lei exponencial com o parametro b e média

+oo 1
—bx

dx=—.

/0 M=

Isto pode parecer irrealista mas simplifica a abordagem. O caso das distribui-
¢oes gerais serd discutido em varias ocasides, comegando com a secgdo 3.2.

Assume-se que os contactos s@o aleatérios, de modo que quando uma
pessoa ndo infetada encontra outra pessoa, a probabilidade de essa pessoa ser
infetada é igual a I/N, a proporgdo de pessoas infetadas na populac¢do. Cada
pessoa no compartimento S tem, portanto, uma probabilidade de a x (I/N) x
dt de ser infetada durante um pequeno intervalo de tempo dr.

Todos estes pressupostos levam ao famoso modelo S-I-R de Kermack e
McKendrick (1927) [10, capitulo 18] para uma epidemia:

ds I

2 _4S— 1.1
7 aS (1.1)
dl I

— =aS——bl 1.2
dt aSN ’ (1.2
R

d =bl. 1.3)

o=



Esta € na realidade uma versdo simplificada do modelo original. Esta dltima
permitia uma qualquer distribui¢@o para o tempo de permanéncia no compar-
timento L.

Considerem-se as condigdes iniciais

S(0)=N-1Ip, I(0)=1Ip, R(0)=0, (1.4)

com 0 < Iy < N. O nimero Iy é em geral muito pequeno relativamente a N, o
que é denotado por Iy < N.

Um exemplo é detalhado na figura 1.2. Utilizdmos o software Scilab e a
sua fungdo de resolucdo numérica de sistemas diferenciais com N = 65 x 10°
(a populagdo da Franga), Iy = 1, a = 1/2 por dia e b = 1/4 por dia. Assim,
no inicio da epidemia, uma pessoa infetada infeta em média uma pessoa a
cada dois dias (1/a). Quanto a duracdo média da infecdo, é de 4 dias. A
reprodutividade €, neste caso muito simples, o nimero médio de casos se-
cunddrios que uma pessoa infetada infeta no inicio da epidemia, ou seja, o
produto a x (1/b). Assim

Ho =

4
b i

que resulta em Zy = 2.

7 x 107
6x 107 1
5x 107 1
4% 1071
3% 107 1
2% 107 1

107 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Figura 1.2: Uma simulagdo do modelo S-I-R com tempo ¢ (em dias) sobre a abcissa.

Note-se que A = a — b é a taxa de crescimento da epidemia no seu inicio,
uma vez que se tem entdo S(r) ~ N e
dl

—x(a—b)L
5~ a—b)
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Os nimeros I(¢) e R() crescem portanto inicialmente como e*’. A taxa A
pode ser estimada a partir de dados epidemiolégicos, por exemplo, tracando
estes dados em escala logaritmica e medindo a inclinag@o. Se a dura¢do média
dainfe¢do 1/b for conhecida, quer porque se trata de uma doenca jd registada,
quer no caso de uma nova doenga pela observacdo cuidadosa de um nimero
de casos para os quais foi possivel identificar a data da infecdo, entdo a taxa
de contacto efetiva a = A + b e a reprodutividade Zp = a/b =1+ A /b pode
ser deduzida.

Observagdo 1.1. As propor¢des

x(r) =S()/N, y(t) =1(t)/N, z(t) =R(1)/N
sdo solucdes do sistema

dx d dz

y
_— = — —_— = —b *Zb
dr axy, dr axy—>oy, dr Y

com x(0) = S(0)/N =1-1Iy/N, y(0) =Ip/N e z(0) = 0. Isto mostra, por
exemplo, que algumas propriedades do modelo como a data do pico da epi-
demia dependem apenas dos pardmetros Iy e N através da razdo Iy/N.

1.2 Dimensao final da epidemia

Proposicao 1.2. O sistema (1.1)-(1.4) tem uma solucdo iinica definida para
t > 0. Além disso, S(t) > 0, I(t) > 0 e R(¢) > 0 para t > 0.

Demonstragdo. O teorema de Cauchy-Lipschitz [54, teorema 16.5.5] asse-
gura a existéncia e a unicidade de solu¢do do sistema (1.1)-(1.4) num inter-
valo maximo [0; T[. De acordo com a equag@o (1.1), temos para 0 < ¢ < T,

S(1) = S(0) exp (-ﬁ /Oll(u)du> >0,

porque S(0) > 0. Da equagdo (1.2) obtemos

dl
— = (aS/N—->)I
dt (a / )?

também temos



porque I(0) > 0. Finalmente

t
R(1) = b/ T(u)du > 0
0
para 0 <t < T. Além disso,

4

S+I+R)=0
i (SHIHR) =0,

portanto S(r) +1I(¢) + R(¢) = S(0) +1(0) +R(0) = N. Assim, temos 0 <
S(r) <N, 0<I(rf) <NeO<R(r) <Npara 0 <r<T. Uma vez que as
solugdes permanecem limitadas no intervalo méximo [0; T[, conclui-se que
T = +oo [14, coroldrio 3.34]. O sistema (1.1)-(1.4) tem assim uma solug@o
Unica definida para ¢t > 0. 0

Consideremos a notagdo log(-) para representar o logaritmo neperiano.

Proposicio 1.3. A fungdo S(t) é estritamente decrescente e converge para um
limite Seo. A funcdo R(t) € estritamente crescente e converge para um limite
Re. A fungdo I(t) tende para 0 quando t — ~+eo. Temos Se + R = N. Seja
x0 = S(0)/N. A dimensdo final da epidemia x-. = S« /N € a tinica solug¢do no
intervalo |0; 1| da equagdo

b
0(0) %1 —x 1 Zl0g X =0. (1.5)
a X0

Se a > b, entdo esta solugdo estd no sub-intervalo 10; b/al.

Demonstragdo. De acordo com a proposi¢do 1.2, temos S(z) > 0 e I(¢) > 0.

Portanto S |
— =—-aS <= <0.
dt N
A fungdo S(¢) é assim estritamente decrescente e positiva. Converge para um

limite S. quando t — +oc0. Da mesma forma,

dR
— =bI>0.
dt

A fungdo R(r) € assim estritamente crescente e inferior a N. Converge para
um limite R., quando t — 4. Com as equacdes (1.1) e (1.3), notamos que

dR bN dS
— =bl= .
dt aS dt
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Por isso HN s()
1t
R(t) = ——1log —=. 1.6
(1) < °25(0) (1.6)
No limite, deduzimos S.. > 0 e
bN Seo
Re = ——1log ——
a %5(0)

Como I(#) = N — S(r) — R(t), a fungdo I(r) também converge para um li-
mite I, quando ¢t — +oo. Mas se tivéssemos L., > 0, deduzirfamos

R(1) = b /0 "Hu)du —> oo,

t—>o0
o que é impossivel porque R(7) < N. Portanto Io = 0 e Seo + Reo = N. Assim

bN Se
See =N—Ro =N+ —log —.
%500
Esta equagdo determina S.. e, consequentemente, a dimensdo final da epide-
mia Re.. Dividindo por N, obtemos com a defini¢do (1.5) da fungdo ¢ (x):
#(xe) =0e 0 < xeo < 1. Consideremos agora

)= 142
¢'(x) = 1+ax.

Distingamos dois casos. Vamos primeiro assumir a < b. Neste caso, ¢'(x) >0
no intervalo ]0; 1] e a fungdo ¢(x) é estritamente crescente neste intervalo.
Além disso, ¢(x) — —osex — 0" e

b 1
¢(1)=—-log— >0
a X0

uma vez que 0 < xo < 1. Portanto, existe um tnico x* € ]0; 1] tal que ¢ (x*) =
0. Assim Xo = x*.

Agora assumimos a > b. Entdo ¢'(x) >0se 0 <x <b/ae ¢'(x) <0
se b/a < x < 1. A fungdo ¢ € estritamente crescente no intervalo |0; b/af e
estritamente decrescente no intervalo |b/a; 1]. Temos

¢(b/a) = 1—é+élog@ > 1—é+élogé.
a a X0 a a a
Consideremos x(x) = 1 —x+xlogx. Temos x'(x) =logx < 0se x €]0; 1|
e x(1) = 0. Portanto x(x) > 0 se x €]0; 1[. Assim ¢(b/a) > x(b/a) > 0.
Também temos ¢ (x) — —oo se x — 0T e ¢(1) > 0. Portanto, existe um tnico
x* €]0; 1] tal que ¢(x*) = 0. Além disso x* € ]0; b/a e xo = x*. O



Observagdo 1.4. A equacdo (1.5) também pode ser escrita como

X = Xo exp (—g(l —x)) ,

oucomz=1—ux,
a
1 —z=2xpexp (_ZZ)'
Sea>b,entdo 7o =Ru/N=1—x0 > 1—b/a.

Observagdo 1.5. A solucio x.. apenas depende dos parametros a e b através
da razéio sem dimensdo %y = a/b. Ao derivarmos a equag@o (1.5), encontra-

mos
_dxw_ 1 o xl+ 1 dxm_o
d%o (%0)2 £ X0 :%Oxoo d«%’() e

Por isso .
dx. —logis
ARy Ro(1 /X — Ry)
Como ze = Re/N = 1 — xo, vemos que a fra¢do final que foi submetida a

infecdo é uma fungfo estritamente crescente de %y. Quanto maior for a re-
produtividade %y, maior serd a dimensao final da epidemia Re..

<0.

Proposicao 1.6. Se a < b, entdo

LD
1—a/b

e Reo/N — 0 quando Iy/N — 0.
Demonstragdo. Como S(t)/N < 1, da equagio (1.2) obtemos

dl
— < (a—b)I<O.
% (a—b)I<

Por isso I(r) <I(0)el* 2 ¢

b1(0)

. O
b—a

—+oo
Rw:b/ I(u)du <
JO

Observagdo 1.7. Suponhamos que Ip < N. Se a < b, entdo da proposi¢do
anterior concluimos z = Rw/N a2 0. Se a > b, entdo a observagdo 1.4 com
xo~1da

a
1 —ze = eXp (—Ezw)
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€ Zo # 0. A figura 1.3 ilustra estas formulas mostrando como z., varia em
fungdo de Zy = a/b. Se % < 1, ndo hd epidemia como tal. Se %y > 1¢
Zo ~ 1, entdo um desenvolvimento limitado da exponencial da

Ro7e)?
1 —Zor l—ﬁozm—k%,

Zeo N 2 (%Ko —1). 1.7
Por exemplo, uma reprodutividade %y = 1,05 leva a uma dimenséo final da
epidemia R.. /N perto de 10% (mais precisamente 9,4%).

200

0.81
0.61
0.4

0.2

Figura 1.3: A fragdo final da populagdo afetada pela epidemia, zo = Rw /N, em fungio
da reprodutividade %2 = a/b quando Iy < N.

1.3 Pico da epidemia

Vimos na demonstra¢do da proposi¢do 1.6 que a fungéo I(r) é decrescente se
a < b. Neste caso, ndo hd pico epidémico e a dimensao final da epidemia é
muito pequena em comparacdo com a populacdo total N se a condicao inicial
I(0) for ela prépria muito pequena em comparagéo com N, o que é geralmente
0 caso na pratica.

Nesta sec¢do, limitamo-nos ao caso em que a > b ou mais exatamente ao
caso em que a (1 —1Ip/N) > b, o que é quase o mesmo se Ij/N < 1. Note-se,

de passagem, que
a 1
R = —

— >
b T-Tg/N~
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Temos entao
dl

Z(0)=la(1=1o/N) ]Iy > 0.

A fungio S(z) é estritamente decrescente. Diminui de S(0) =N—Ip =N (1 —
Iy/N) > Nb/a até S« no intervalo [0; +oo[. Ora Sec < Nb/a de acordo com
a proposicdo 1.3. H4, portanto, um tnico 7 > 0 tal que

S(t) =Nb/a.

Como

dl
— =(aS/N-b)L 1.8

= (aS/N=b) (18)
e como I(¢) > 0 para todo # > 0, vemos que dI/dt > 0 e que a fungdo I(z) é
estritamente crescente no intervalo |0; t[. Depois dI/dr < 0 e a fungéo I(z)
é estritamente decrescente no intervalo |7; +eo[. Denominamos T como pico
da epidemia:

I(7) = maxI(z).
t>0
A altura do pico I(7) é facilmente determinada. De facto, com a rela-

¢do (1.6), temos

s(r) = N Rrr) = N0 30

p; p S0) N=3S(7)+I(7) +R(7).

O resultado é

Se, além disso, %,y ~ 1, entdo um desenvolvimento limitado a ordem 2 do
logaritmo da

I(—)zl— 1+(‘@0_1)_(e@0—1)2/2~ (520_1)2.

T
N Ry - 2




Capitulo 1 11

1.3.1 Data do pico da epidemia
A data do pico é mais dificil de estudar. Da relacio (1.6)

%f - —a%(N—S—R) - —a% (N—S—Fl\ilblog[S(t)/S(O)}) .

Uma vez que a fungio S(z) é estritamente monGtona, temos

Nb/a dS
T?/ dt = / —as (N=S+Nb1og[S/S(0)])

Se s = S/N, entdo
Io
| d
T:f/ A = . (1.9
alt  s(1—s+2logls/(1—1Io/N)])

Estudaremos o comportamento assimptético desta integral quando N — oo,
enquanto todos os outros parametros sdo fixos, incluindo Iy.

Proposicao 1.8. A data T do pico epidémico é dada, quando N — oo, pela
formula

1 N b a logg —14e“+u
7:— lo +lo — | log - +/ —du
b{ gI g{( a> gb} 0 u(l—ev—Ltu) ol

que pode ser reescrita como

1

a—

T=

b{log?+f(%0)}+o(l) (1.10)
0

onde %o =a/b > 1.

Demonstracdo. Definimos

€= —élog(l —1Ip/N).
a

Temos € > 0. Seja T = 71 + 7 com

) _1/ ¥ I 1 ds
l_a.g l+e—s+2logs e—(1-L)logs) s’

T_]/*W ds
*Tal s[e—(1—2)logs|
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Reduzamos para o mesmo denominador:

. 1/111\1o —1+s—logs ds
=4 b [g—(l—g)logs] (1+87s+210gs) s

Temos b
0
e~———=0
aN
quando N — +-eo. Observemos que o integral que se obtém quando passamos
formalmente para o limite de N — oo

/1 —1+s—1logs ds
b —(logs) (1 —s+2logs) s

é, a priori, um integral impréprio em s = 1. Mas a fun¢@o integrada estende-
se por continuidade porque

logs=s—1— (s—21)2 +o((s—1)?%)

na proximidade de s = 1, pelo que

—1+s5—1logs R 1
—(logs) (1—s+%logs)s s=»1  2(1—b/a)’

Em particular, este integral é convergente. Para b/a < s < 1, definimos

(s) —1+4+s—logs

§) = )

v f(afb)(logs)(lferglogs)s
1 —1+4s—1logs

Un(s) = - £

a [e—(1—2)logs] (1+€&—s+2logs)s

Temos : 0 < wn(s) < y(s) e yn(s) — w(s) quando N — oo, Como

./; y(s)ds

€ um integral convergente, o teorema da convergéncia dominada [54, teorema
10.1.34] mostra que

S| "1
. /,, Un(s)ds — /,, y(s)ds.

a
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Para além disso,

1 1
< < .
O\/lJWO YN (s)ds < o ul(s)dsN:)wO

Por isso

-9 1 1
a= [, = s [ s = [t

>

a

—1 —1 d
T = / +s ogs 7S+0(1), N — oo,
a—b (logs) (1—s+2logs) s

Com a mudanca da varidvel s = e™", obtemos

log g 71+e’”+u
d 1).
T = - b/ %M) u+o(1)

Além disso, o integral 7> pode ser calculado explicitamente:

[log{s )logs}l

1
a

1-2)

_aib{mg{ (’;2 oy e (1-5)

_ log g +log[(1—2)log§]
B a—>b

b
a

+o(1).

A adicdo dos dois resultados em conjunto da a férmula da proposig@o. O

A figura 1.4 mostra quido bem esta férmula aproxima a data T do pico
da epidemia dada pelo modelo. O software livre Scilab foi utilizado para
o célculo numérico dos integrais. O parametro b foi escolhido para que o
periodo infecioso dure em média 1/b = 4 dias.

Observagdo 1.9. A férmula (1.10) permanece inalterada se partirmos da
condig@o inicial $(0) =N —i—r, I(0) =i e R(0) =r, com i >0, r >0,
i+r<Nea(l—5) > b. De facto, consideremos N=N-r=N(1—r/N),
R(t) =R(t)—rea=aN/N =a(1 — r/N). Entdo

dsS dl

——(157
N’

dt

I
=aS=—-bl, — =bl
dt a N ’ ’
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Figura 1.4: A data 7 do pico da epidemia do modelo S-I-R, em dias desde o inicio
da epidemia, em fun¢do de logN de acordo com a férmula exata (1.9) [linhas s6li-
das] e de acordo com a férmula aproximada (1.10) [pequenos circulos]. Valores dos
pardmetros: Ip = 1, b = 1/4 por dia, Zy = a/b € {1,5;2;3}.

com S(0) = N—1i, I(0) =i e R(0) = 0. Somos trazidos de volta ao caso
tratado acima. Portanto

1 N o~
T==", {logi +f(a/b)} +o(1), N— +oo.

Mas como N — 40 é equivalente a N — +o0, como logN = logN+O(1/N),
e como a = a+ O(1/N), obtemos

T= aib{loglj+f(a/b)}+o(l), N — +oo.

1.3.2 Estudo da funcéio f (%)

A figura 1.5 mostra como a fungio f(%y) da proposigéo 1.8 varia em fungédo
de Zy:

* afun¢do f(Zy) parece ser crescente; isto ndo é 6bvio, mesmo quando
se calcula a derivada;

e temos : f(%y) =0 por Zy =~ 2,1.
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e para valores de % ndo muito préximos de 1, digamos entre 1,5 e 10,
0 que é um intervalo razodvel para um grande nimero de doencas in-
feciosas, o termo f(%,) parece bastante pequeno comparado com o
primeiro termo log(N/Ij) da férmula (1.10). Com Iy = 1 e por exem-
plo uma populagio N = 10, temos log(N/Iy) =~ 11,5 enquanto | f (%)
permanece inferior a 2.

Figura 1.5: f(Zy) em func¢do de Z, [linha sélida] e a aproximagdo (1.11) na vizi-
nhanga de %, = 1 [linha tracejadal].

Proposicao 1.10.
f(%’o)zlog[Z(%’o—l)z] Yo(l), %17 (1.11)

Demonstragdo. Quando Zy — 17, temos logZy = (%o —1)(1+o0(1)) e

log [(1 - %1)0) 1og%] = log [(%o — 1)*] +0(1) = 2log(%o — 1) +o(1).

Na vizinhanga de u = 0™,

—14+e ™ +u u? /2 +o0(u?)
u(l—e " —u/%y) u(u—u2/2+o0(u?)—u/%)
140(1)

" 2(1—1/%) —uto(u)’
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Mas
oo du log Zo
/0 m = [—log{Z(l - 1/%0)—14}}0
= —log 2(1 - 1/%) — log %o
2(1—1/%o)
_ IOg%()
= —log [1 2(1_1/%0)]
—log(1/2) =1log2
Gt 0g(1/2) =log
Definamos

_ —1+e“+u _ 1
SW) = e i) 30— 1) -

Resta demonstrar que

log Z
du — 0.
J cde

Reduzindo para o mesmo denominador, notamos que

o e —1+u—u?/2
Cu)y=(1 1/%0)u(l_e_u_u/go)(l_1/%0—u/2)'

De acordo com a férmula de Taylor-Lagrange, para todo u > 0, existe 0 €
]0; 1] de tal forma que

2 3
u u
L €“oo“ 79u'
e u-+ ) 6 e
Portanto, para todo u > 0,
2 3
u u
7lt_1 - A <77
€ “+u ) 6
2 3
1—e*“—u/g%’o:u—u?—i—%e*e”—u/%’o

2
>u—%—u/%0:u(1—l/%’o—u/2).

Notamos que para 0 < u < logZ,

171/%{)7u/2> 171/%07(10g.@0)/2 ~ (%()*1)/2>0.
Ro—11



Capitulo 1 17

Para %, proximo de 1, temos 1 — 1/%y — (log %) /2 > 0. Assim,

log Z 1— 1/%0 logZo 1
< e
/0 §(u)du) < [1—1/% — (log %) /22 /0 6
- 1—1/% (log %)?
1 —1/%y— (log %) /2] 12
Zo—l 0

~ -
%0*}1+ 3 %0%]4'

1.3.3 Nota

A data do pico ndo é uma fun¢do mondtona decrescente da taxa de contacto
efetiva a, como se poderia pensar a priori. A figura 1.6 ilustra isto com alguns
exemplos numéricos.

1007
80-
601
401

201

0 T T T T T T T T T ]
1111213141516 1.7 1819 2

Figura 1.6: A data 7 do pico da epidemia de acordo com a férmula exata (1.9)

em funcdo da taxa de contacto efetiva a para a > b/(1 — INO) selp=1eNe¢

{100; 1000; 10000}. A unidade de tempo foi escolhida de modo a que b = 1.

Para compreender este figura sem ser realmente rigoroso, suponhamos
que N ¢é grande e que % estd perto de 1, mas com N(%, — 1)? nio muito
pequeno. Ao combinar as férmulas aproximadas (1.10) e (1.11), encontramos

log [%2(41/% )2

TR
a—>b
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Por isso

or  2-log|N2(a/b—17|
da (a—b)?

a I()
7z1 —
YtV aN

onde e € a base dos logaritmos neperianos. Com este valor de a, chamemos-
lhe a*, o valor correspondente a0 méaximo de 7 é

0T ~
Notamos que g: ~ 0 se

. L2 _2 [N
X b beV Iy

A data do pico da epidemia nem sempre &, portanto, uma funcio decrescente
da taxa de contacto, mas isto s6 é observado para valores de %, suficiente-
mente proximos de 1.

1.4 Aproximacio quando a reprodutividade esta proxima
de 1

Consideremos novamente o caso em que %y = a/b =~ 1 com %, > 1. Supo-
nhamos que a condi¢do inicial Iy /N é pequena. De acordo com a aproximagio
(1.7), a dimensio final da epidemia R.. /N é também pequena. Como a fungéo
R(7) é crescente, isto significa que a fungdo R(r) /N permanece pequena para
todo 7 > 0. A equacdo (1.6) mostra que S(r) = S(0) e R/ (Nb) Portanto

dR

AR BIN—S_R) — b [N — S(0)e-®R/Nb) _
- =bl=b(N-S—R) b[N S(0)e R}.

Uma expansio de ordem 2 da exponencial e * = 1 —x+x?/2 +0(x?) leva a
dR aR  a’R?
S ab|N-— l——+-—— ] —R|.
i~ s (15 + s ) X

Como S(0) =N —1I,

dR aS(0) S(0)a?_,
— ~ bl —b|R— R 1.12
a =P °+( N b) 2bN2 (1.12)

Recordemos que cosh(-) e tanh(-) sdo o cosseno hiperbdlico e a tangente
hiperbdlica.
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Lema 1.11. Sejam oo <0, B > 0 e v > 0. Definamos

2 B
A=p%—4ay, T:artanh().
proder = VA
Entdo a solugdo da equagdo de Riccati
dR )
— =oR R
7 +BR+Y

com a condigdo inicial R(0) =0 ¢

 —B—VA tanh (\/E(l‘—f)/Z)

20

R(r)

3

pelo que
dR —-A/(4a)

dt cosh? (\/Z(t - 1,')/2) .
Demonstragdo. As hipéteses implicam A > 0. Definamos

_—BEVA

20

Ry , R(t) =R_+r(1).

Por isso
dr dR
e dr
=aR_2+BR_+y+(B+2aR ) r+ar
=(B+2aR )r+ar*=—VAr+or

a(R_+r)°+BR_+r)+y

Definamos § = v/Ae p = 1/r. Entio

dp ldr O
AT Aa oy eTor-a

Isto leva a o s
_ r, _ .0t
p(t) =p(0)e +5(1 e )

Retornando 2s varidveis r(r) e R(7) e tendo em conta R(0) = 0, obtemos

R(t) =R_+

1
E g
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Substituimos R_ pela sua expressdo, o que resulta em
o ) o/a
B-s, 8/

R(t): 20 1+5 ge&

Aplicando uma férmula de trigonometria hiperbdlica [54, § 8.5.3] d4

() () - (0)

Por isso
_ —B-é o/a B o 2
R() = 20 +l—s-e5(t*f) T 20 2a !
B § ed-71)_1 B
200 20 80— T)+1 20 2«

A derivada de R(¢) pode ser deduzida imediatamente. O

Voltemos & equacdo aproximada (1.12). Temos

—82(2;\?22 , ﬁ:%(o)—b>0, Yy=>5bly>0.
Porisso 1) = 1dR N [N/S(0)](A/a?)
bd "2 cosh? (\/K (t—r)/Z)’
as(0 2 S(0)1(0 2 @S0 _p
A_(I\(I)—b> 22%, T_\/Zartanh<N\/Z>.

Observamos que esta aproximagéo de I(¢) é uma curva em sino simétrica com
um méiximo em ¢ = T, o que justifica a posteriori a utilizacdo da letra T no
lema 1.11. Kermack e McKendrick obtiveram esta aproximagdo em 1927 [10,
capitulo 18].

Suponhamos mais precisamente que %y = a/b~ 1, Zy > 1 e Ip/N <
(%o —1). Uma vez que também temos Iy /N < %, — 1, encontramos

*=- 2bN(1_O/ )~ =N

B=(a—b) (1— IIE/I)I\;a> ~a—b,

A=[a(1—Tp/N) =b]* +2a*(I/N)(1 —Ty/N)
(a—b)?+2ab(Iy/N) ~ (a—b)>.

Q
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Por isso
1dR N (a/b—l)

bdir "~ 2 cosh[(a—b)(i—1)/2]

Verificamos, como na secgio 1.3, que I(7)/N ~ (%o — 1)?/2. Para além
disso,

I(r) =

(1.13)

Io/N
B e Io/N Io/N
h AT ) =—~n ————F ~1— ~l—-——.
ol VA+/2) VA Tab N, Cla—pr S o1y

Deduzimos que a tangente hiperbdlica é préxima de 1, de modo que

tanh (\/K’L'/Z) ~1—2e VAT,

z~a1b1 <2N(a/b—1) )

Esta é a mesma expressdo que na sec¢ao 1.3.3, como € suposto ser.

Assim




Capitulo 2
Modelo S-E-I-R

Neste capitulo iremos estudar uma epidemia modelada por um
sistema diferencial de tipo S-E-I-R. Quando a populacdo N é
grande, conjeturdmos que o pico epidémico ocorre no tempo T
com T ~ (logN) /Ay, onde A; é o maior valor préprio do sistema
linearizado.

2.1 Equacoes

O modelo S-E-I-R inclui uma fase latente antes dos individuos infetados se
tornarem infeciosos. Notamos E o niimero de pessoas na fase latente (E por
«exposto»). Dado o que foi visto no capitulo 1, isto traduz-se em

% =—aS %, 2.1
Z—l? zaS%—cE, 2.2)
% =cE-bl, (2.3)
dR

I =bl, 2.4)

no qual os parametros a € b sdo os mesmos que para o modelo S-I-R do
capitulo 1 e o parAmetro ¢ € a taxa a que as pessoas infetadas na fase latente
se tornam infeciosas (¢ > 0). As condi¢des iniciais sao

S(0)=N—ng—n;, E(0)=ng>0, 1(0)=n >0, R(0)=0, (2.5)

comng =20,n>0e0<ng+n <N.
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No inicio de uma epidemia, uma pessoa que acaba de ser infetada conti-
nuard a infetar, em média, %, casos secunddrios antes de entrar no comparti-
mento R, com

%0 = b7
apesar da fase de laténcia. O numero inicial de pessoas infetadas ng + ng
¢é geralmente muito pequeno em comparagdo com a populacdo total N. No
inicio de uma epidemia, temos portanto S(¢) ~ N, de modo que
dE

dl
—=~al—cE, — ~cE—->blL
a BT a v

A+l

As fungdes E(¢) e 1(r) aumentam ou diminuem como e*+!, onde A é o maior

valor préprio da matriz
—c a
e (8

Proposicao 2.1. O sistema (2.1)-(2.4) tem uma solucdo iinica definida para
todo t > 0. Além disso, S(t) > 0, E(r) > 0, I(t) > 0 e R(t) > 0 para todo
t>0.

Demonstragdo. Quanto ao modelo S-I-R, o teorema de Cauchy-Lipschitz as-
segura a existéncia e a singularidade de uma solucdo do sistema (2.1)-(2.4)
com condig¢des iniciais (2.5) num intervalo méximo de [0; T[. Também temos

S(1) = S(0) exp (—; /Otl(u)du> >0

para todos os valores entre 0 < ¢ < T. Logo, definamos
_{ E(1) [ —c aS(t)/N
xo=(50), wo = F SO,

X

dar
No que se segue, as desigualdades < e > entre vetores ou matrizes significa
que existe desigualdade para todos os respetivos componentes. Temos X(0) >
0 e X(0) # 0 desde ng +n; > 0. Uma vez que os termos ndo diagonais da
matriz F(#) sdo positivos, a proposi¢do 2.8 no apéndice abaixo aplica-se: para
qualquer ¢ € ]0; T, temos E(z) > 0 e I(¢) > 0. Como

Temos
F(r) X(¢).

R(1) = b /O ") du,
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também temos R(¢) > 0 para todo ¢ € |0; T[. Desde

d
—(S+E+I+R)=0
dt(+++) ,

temos

S(1) +E(t) +1(t) + R(t) = S(0) + E(0) +I(0) + R(0) =N (2.6)

0<S(t)<N, O0<E(f)<N, 0<I(f)<N, O<R()<N

por todos os 0 <t < T. Segue-se, como na prova da proposi¢do 1.2, que
T = +o0 : 0 sistema tem uma solucdo tnica definida para todo ¢ > 0. O

Proposicio 2.2. A funcdo S(t) € estritamente decrescente e converge para
um limite Se que é 0 mesmo que na proposicdo 1.3. A fungdo R(t) estd
estritamente a aumentar e converge para um limite R. com Se +Re = N.
Além disso, E(t) — 0 e I(t) — 0 quando t — 0.

Demonstracdo. Quanto ao modelo S-I-R, temos

N I
— =—-aS—=<0.
dt N
A fungdo S(z) é assim estritamente decrescente e positiva. Converge para um
limite S., quando # — +c0. Da mesma forma,
dR

— =bI>0.
dt >

A fungdo R(r) é assim estritamente crescente e inferior a N. Converge para
um limite R., quando t — +oo. Temos

d
—(I4+R)=cE > 0.
dt(+ )=c

Portanto, a fun¢do I(¢) +R(r) estd a aumentar e ¢ inferior a N. Converge para
um limite. Entéo I(z) também converge para um limite L.. Mas,

b/(:l(u)du _R(t)<N.

Portanto, I. = 0. A fungdo E(r) = N — S(¢) — I(r) — R(¢r) — R(¢) também
converge para um limite E... Como

c /0 "E(u)du = 1(t) + R(t) —1(0) <N,
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temos E.. = 0. Com a equagdo (2.6), obtemos no limite
Sec +Ree =N.

De acordo com as equagdes (2.1) e (2.4),

dR __bNds
dt  aS dt’
Quanto ao modelo S-I-R, temos
N SO)

A dimensdo final da epidemia R.. € assim ainda dada pela proposi¢do 1.3. [

2.2 Pico da epidemia

Vamos esclarecer a defini¢do do pico epidémico que vamos adotar. Temos

%(E—H) = (aS/N-b)L (2.8)
Assumir que

S(0)/N=1—(ng+n1)/N>b/a.

Se a > b, esta desigualdade é verdadeira assim que N for suficientemente
grande. Temos I(r) > 0 para todo > 0. A fungdo S(r) estd estritamente a
diminuir e a diminuir de S(0) > Nb/a para S.. no intervalo [0; +oo[, com
Se < Nb/a de acordo com a proposicdo 1.3. Existe portanto um tnico 7 > 0
tal que,

S(t) =Nb/a.

De acordo com a equagdo (2.8), a fungéo E(¢) + I(¢) estd estritamente a
aumentar no intervalo [0; 7] e depois a diminuir estritamente no intervalo
[T; 4oo[. Dizemos que a data T corresponde ao pico da epidemia. Nio cor-
responde em geral nem ao maximo de I(¢) nem ao méaximo de E(z).

De acordo com a equagdo (2.7), também temos

E(t)+1I(t) =N-S(7) —R(7) =N—-S(7) + bjlog:g%.
Desde que S(t) = Nb/a, temos
E(7)+1(7) :N(] —i—&—Zlogals\I(%)), (2.9)
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o que da o apogeu da epidemia.

Lema 2.3. Seja M uma matriz quadrada de ordem 2 com coeficientes reais.
Suponhamos que os dois valores prdprios A e Ay desta matriz sao distintos.
Depois

Liet — Lreh el —eh

exp(M) = R I+ R M,

em que 9 é a matriz de identidade da ordem 2.

(M0
o= (4 2).

De acordo com o teorema de Cayley-Hamilton [54, teorema 3.2.7], a matriz
D? e portanto também a poténcia superior de D, podem ser escritos como uma
combinacdo linear da matriz identitdria .# e da matriz D. O mesmo se aplica
a exp(D). Procuremos niimeros x e y tais que exp(D) = x.# + yD. Isto leva
ao sistema

Demonstragdo. Seja

eM=x4yA, e =x+yl,

cuja solucdo é
Aie? — deh et —eh
X = —_— y = ——

M= M—=A
Logo, existe uma matriz invertivel P tal que M = P~'DP. Portanto
+oo M”?
expM) =) — = P lexp(D)P=P !(x.# +yD)P=x.7 +yM. O
= n!

A proposi¢do seguinte dard um limite inferior para a data do pico da epi-
demia.

Proposicao 2.4. Existe uma constante K € R, que depende de a, b, c, ng e n
(mas ndo de N), de tal forma que

1
o> loeN
Ay

Demonstragdo. Como S/N < 1, temos

dE dl
— << —cE+al, — =cE-blL
dt chta dt ¢
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Seja

x@)—('%ff), M—<_cc _“b), Y(t)—e’M(’;];:).

Recordar que as desigualdades < e > entre vetores ou matrizes significam

que existe desigualdade para todos os respetivos componentes. Assim, temos
dX dy

Os termos nao diagonais da matriz M sdo ndo-negativos. De acordo com o
corolério 2.6 do apéndice, X(¢) < Y(¢) para todo ¢ > 0, isto é

(3)=(3)

De acordo com o lema 2.3, a matriz exponencial exp(t M) pode ser calculada
explicitamente com os valores proprios da matriz M, que sao

—b—cE+/(b—c)*+4ac
Ay = 5 .

O resultado é

At et h—c oAt oAt a(ebr’fel*’)
2 \/(hfc)2+4uc 2 (b—c)?+-4ac
M _
c(ebr'fe’L’) ety oht c—b ehit _ght
(b—c)%+4ac 2 \/(bfc)2+4ac 2

por todos os ¢ > 0. A partir disto, podemos deduzir que

E(7)+1(7) < (1 ])erM( ng )

ny
el+r+el,1 b+c e)LJrriel,r
< ng
2 (b—c)?+4ac 2
eMT pehT Qatc—b eMT_ehT
ny
2 (b—c)?+4ac 2

Desde que A_ < A, entdo ha uma constante k > 0, que depende de a, b, c,
ng e ny (mas nao de N), de tal forma que

E(7)+1(7) < ket
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Mas a equagdo (2.9) para a altura do pico da epidemia com S(0) /N < 1 mostra
que

b b
N (1 — =+ log(b/a)> <E(T) +1(1) < keM7.
a a
O limite inferior da proposicao resulta. O
Esse limite inferior sugere a conjetura

logN
’L'Nog

, N — Hoo.
+

Como exemplo, escolhemos ¢ = 1/3 por dia, b = 1/4 por dia, ng = 1, n; =0,
e trés valores da taxa de contacto efetiva a para que a/b € {1,5; 2; 3}. Um
periodo infecioso que dura em média 4 dias segue-se assim a uma fase latente
que dura em média 3 dias. Tomdmos vdrios valores para a populagio total N
entre 10% e 108, Resolvemos o sistema S-E-I-R com o software livre Scilab
e localizdmos o pico T que corresponde ao maximo de E+ 1. A figura 2.1
mostra como T varia em fungdo de logN. Também planedmos (logN)/A,.
Os picos parecem coincidir, 0 que seria o caso se a conjetura fosse verdadeira.
A figura também sugere que o préximo termo na expansao assimptdtica de T
¢ ainda uma constante, que € negativa quando %y = a/b estd préximo de 1 e
que se torna positiva quando %, aumenta. Assim, parece dificil determinar
esta constante de acordo com os pardmetros do modelo.

2.3 Apéndice: sistemas diferenciais lineares cooperativos

Proposicao 2.5. Seja m > 2 um niimero inteiro, J um intervalo de R, M : ] —
R™ ™ em uma funcdo continua tal que

Vi#j,vtel, M;;(t) >0,
e G :J — R™ uma fungdo continua tal que
Viel, G()>=0.

Sejaty € J e Xg € R™ de tal modo que Xy > 0. Seja X : J — R™ a solucdo do
sistema diferencial linear do tipo

ax _ M) X +G(t)

vVt €],
dt

com X(ty) = Xo. Entdo X(t) = 0 para todot €J com t > ty.
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Figura 2.1: A data 7 do pico da epidemia no modelo S-E-I-R em funcio de logN das
simulagdes numéricas [linhas sélidas] e (logN)/A+ [pequenos circulos].

Demonstragdo. Recordar que a solugdo X(7) = (X(z),...,X;(f)) estd bem
definida para qualquer ¢ € J [14, teorema 2.3]. Suponhamos primeiro que
todos os componentes da condicdo inicial X s@o positivos. Os componentes
da solugdo X () permanecem todos positivos pelo menos durante um pequeno
intervalo de tempo contendo #y. Vamos raciocinar pelo absurdo. Suponha que
0 conjunto

E={tel|t>1t, 3, 1 <i<m, X;(t) =0}

ndo estd vazio. Sejat; = inf&. Entdo ry >ty e existe i tal que X;(z+) = 0.
Além disso, por 1 < j<met € ty; 4], temos X;(¢) > 0. Por conseguinte,
port € Jtp;t4],
dX
dt

+§MU +G( ) tt(t)Xi(f),

5[ {exp< t: Mi,i(s)ds> Xi(t)] >0,
exp (- [ Miss)ds ) Xl0) > Xt

Ao fazer ¢ tender para ¢, obtemos 0 > X;(f), o que é impossivel desde
Xi(tp) > 0. Portanto X;(t) > 0 por 1 < j < m e por todos os ¢ € J tais que
t> 1.
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Se tivermos apenas X = 0, entdo consideremos por exemplo a sequéncia
de solugdes X (1) do mesmo sistema diferencial, mas com a condi¢do inicial
Xf") (to) = Xo,+1/n por 1 < i< m. Do acima referido, XE") (t) > 0 para
todo i e todo € JN]fy; +oo[. A continuidade de uma solugdo com respeito
a condicdo inicial [14, teorema 3.39] mostra que por qualquer i e qualquer
t €IN]to; 4o,

— 1 (n)
X,’(l) = ngTin (l) > 0. ]
Corolario 2.6. Seja m > 2 um niimero inteiro, J um intervalo de R, M : J —
R™ ™ yma fun¢do continua tal que

Vi j,vtel, M;;t) =0,

e H:J — R™ uma fungdo continua. Suponhamos que X :J - R"eY:J —R"
sdo fungdes continuas e derivdveis tais que

dX dy

Vrel, i < M(#)X(¢) + H(r), > M(r)Y(¢) +H(r)

dr =
e X(to) < Y(t9). Entdo X(t) < Y(t) para todot €J comt > 1.

Demonstragdo. SejaZ(t) =Y (1) —X(t) e

G(t) = M(X(r) + H(r) ‘% ‘% ~M()Y ()~ H(r)
Entdo Z(tp) > 0,G(t) >0e
dZ _dY _dX _ \iyz() + G,

dt dt  dr

De acordo com a proposi¢do 2.5, Z(t) > 0 e assim X(¢) < Y(7) paratodoz €J
com¢t = fy. O

Definicdo 2.7. Uma matriz quadrada M tal que M; ; > 0 para todo i # j é
dito ser irredutivel se para todo i # j, existe um nimero inteiro p > 1 e uma
sequéncia ko, k1, ..., kp tal que ko =i, k, = j, kg # kg1 paratodo 0 <A< p—1
e

Mk07k1 X Mk] Jop X oo X M, > 0.

p—1 akp

Proposicao 2.8. Os mesmos pressupostos da proposicdo 2.5. Suponhamos
além disso que Xo # 0 e que a matriz M(to) € irredutivel. Entdo X;(t) > 0
por qualquert € J tal quet >ty e por 1 <i < m.
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Demonstragdo. De acordo com a proposi¢io 2.5, X(¢) > 0 para todo t € J
comt > tg. Temos para todo i e todo ¢t € J de tal forma que ¢ > 19,

dX;
dr zz z ZMIJ Gi(t) >ZMi,j(t)X](t)
J# JEi
Por isso

% {exp (— ZM,-_,,-(u) du) X,'(t)}

fo

> exp (_ My () du) ¥ Mo (X1

fo

X;(t) =exp ( fM,',,'(u)du) X;(0)

/toexp</M,, du) M, (s) X;(s)ds.

Por hipétese, existe jo tal que X, (fo) > 0. Portanto,

1751

f
X (t) > exp (/t My, jo (u) d"‘) Xjo 0)>0
0

para todo ¢ € J de tal forma que ¢ > fy.

Seja i ;é Jjo- Dado que a matriz M(z) é irredutivel, existe um nimero
inteiro p > 1 e uma sequéncia ko, k1, ..., k, tal que ko = i, k, = jo, k¢ 7 kot
paratodo 0 </<p—1le

M & (t0) X My gy (f0) X -+ X My, x,, (t0) > 0.

Cada um dos fatores deste produto € positivo. Como a fungdo ¢ — M(¢) é
continua, existe € > 0 tal que para todo 7 € |t ; tp + €],

Mgk, (1) >0, My, 4, (£) >0, ... My

p—1 Kp

(r) >0.
Por isso
kafl(t)//t exp(/ My, s, (u )du)Mkp () X () ds > 0
0

para todo ¢ € J com ¢t > #g. Deduzimos da mesma forma para todo ¢ € J com
t>to que Xy, ,(t) >0, ..., X, (t) > 0 e finalmente Xy, (t) = X;(t) > 0. O
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Reprodutividade

Para modelos epidémicos com miiltiplos compartimentos e um
ambiente constante, a reprodutividade %y aparece frequente-
mente como o raio espectral de uma chamada matriz da proxima
geragdo. Esta nogdo também se estende a modelos estruturados
pelo tempo desde a infe¢do.

3.1 Sistemas de equacoes diferenciais

Muitos modelos matematicos de epidemias assumem a forma de um sistema
de equacdes diferenciais ordindrias nao lineares, como nos capitulos 1 e 2. No
inicio da epidemia, os individuos infetados, que podem ser de m diferentes
tipos (m = 1), por exemplo E e I no modelo S-E-I-R, representam uma fracio
negligencidvel da populacio para que o modelo possa ser linearizado de modo
a obter um sistema linear apenas para os compartimentos infetados. Este
sistema € normalmente da forma

dl

—=(A—-B-C)I 3.1
= I G0
onde
* o coeficiente Iy (¢) do vetor I = (Iy,...,1,,) é o nimero de pessoas infe-
tadas do tipo k;
* o coeficiente
Ai,j >0

da matriz de infecdo A € a taxa a que uma pessoa infetada de tipo j
produz novas pessoas infetadas de tipo i;
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e a matriz B € uma matriz diagonal e
Bjj=0
€ a taxa a que uma pessoa infetada do tipo j deixa de estar infetada;
* amatriz de transferéncia C ¢ tal que
Vi#£j, —Cij =0

é a taxa a que uma pessoa infetada do tipo j se transforma numa pessoa
infetada do tipo i e

Cij=-3Ci; =0
i#j
* os valores proprios da matriz

D=B+C

todos t&ém uma parte real positiva.

Para qualquer matriz M, notamos Sp(M) o seu espectro, ou seja, o con-
junto dos seus valores proprios. Seja

p(M) = max {|4] : A € Sp(M)}
o seu raio espectral. Seja
o(M) =max{Re(1): A € Sp(M)}

o seu médulo de estabilidade.
O comportamento assimptético do sistema diferencial linear (3.1) de-
pende do espectro da matriz

M=A-D.
A solucdo I = 0 é assimptéticamente estivel se e somente se
ocM)<0

[14, teorema 6.13]. Por exemplo, na auséncia de infecdo (A = 0), o sistema
reduz para
dl

— =-DL
dt
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Como 6(—D) < 0, as solugdes deste dltimo sistema convergem para 0.
Muito frequentemente, os epidemiologistas preferem utilizar outro indice
como limiar do que o médulo de estabilidade, nomeadamente a reprodutivi-
dade Z, que tentaremos explicar no quadro do modelo linearizado (3.1).
Suponha que a populacdo infetada no tempo inicial = O pertence a gera-
¢a0 0. Seja 1 (t) a populagdo infetada pertencente & geragéio n no tempo 7.
Da-se por todos os ¢t > 0 e todos os n > 0 por

410

dI(n-H)
107+ (0) = 0, = A1) = DI (r), (3.3)

Esta dltima equacdo significa que pessoas infetadas de geragdo n+ 1 foram
infetadas por pessoas de geragao n.

Proposicao 3.1. Paratodon > 0etodot >0,
!
101 () — / e AT (¢ — x) dx.
0

Demonstragdo. Com a equacio (3.3), temos

i 1D y(n+1) __ D dl(nﬂ)
(e ! (0) =° dt

D I(VhLl)
E )+

1 =P AT ().

Como I"+1)(0) = 0, uma integracdo da

!
1+ (1) = / e~ (=D A 10 (5) . 0
JO

Seja || - || uma norma matricial subordinada a uma norma vetorial anotada
da mesma forma.

Proposicio 3.2. Existem oo >0 e > 0 tal que para todon >0 e todot > 0,

, tll B
@Ol < @ A" — e P 1))

Demonstragdo. Uma vez que 6(—D) < 0, [14, lema 6.15] mostra que existe
o> 0e f > 0 tal que para todo x > 0,

le™P|| < ace P,
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Temos
1O @) = le™P1(0)]| < [le ™| I1(0) ]| < ace™P*||1(0)

e a desigualdade da proposicdo é verdadeira por n = 0. Por recorréncia, su-
ponhamos que seja verdade no nivel n — 1 com n > 1. Entdo

@] < [ e AT () x
< [l P IANIe D - dx

! —Bx n n— [_xn—l —B(t—x
< Il e Prarat 0 e B o) s

<ar|afie /0 o)
= oAl D)) O
Com esta proposicdo, a série
109 (1)

¢ de facto convergente e a sua soma I(z) é a solugdo do sistema (3.1) com a
condigdo inicial I(0).

Proposicao 3.3. Seja

Entdo para todon > 0 e todo t > 0,
n+1 / K )dx,

1 (@0)] < "“IIAH”“n e P 1(0)]
e 9 (r) = K(r) 1(0).

O vetor A" (¢) é o vetor de novas infe¢des por unidade de tempo devido
a geracdo n no tempo ¢, ou seja, a incidéncia.
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Demonstragdo. Temos
!
R (1) = AT (1) = A / e AT (7 — x) dx
0
t
= / Ae P r" (1 — x) dx.
0
Para além disso,
RO (1) = A1 (1) = Ae~™P1(0). O

As nog¢des de matriz ndo-negativa e vetor ndo-negativo sio recordadas no
apéndice 3.3. Supomos que I(0) > 0.

Proposiciio 3.4. Para todo x > 0, as matrizes e P, K(x) = Ae P D1
AD™! sdo ndo-negativas e

400
/ e Pdx=D"".
Jo

Além disso, h™ (t) = 0paratodon>0etodot > 0.
Demonstragdo. Sejax > 0e Q(x) =e*P. Entio,

dQ

XD

dx Q)

e Q(0) = .# (a matriz identitdria). Como —D; j; = —C; ; > 0 se i # j, a propo-

si¢do 2.5 aplicada a cada um dos vetores da unidade mostra que Q(x) > 0 para

todo x > 0. Como A > 0, a matriz K(x) = AQ(x) também é ndo-negativa.
Ao integrar, obtemos

Q) - Q) = QM -7 =D | “QW)dy.

Desde o(—D) < 0, temos Q(x) — 0 quando x — oo [14, lema 6.15]. Assim,
o integral € convergente e

~+oo
J =D A Q(y)dy.
Desde Q(x) > 0, temos
o0

D !'= Q(x)dx > 0.
0

A ndo-negatividade do vetor B (¢) decorre da proposi¢do 3.3. 0
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Proposicao 3.5. Seja

~+oo
H(n) = R (1)dr,

0
+o0

%:/ K(x)dx =AD"
0

Entdo para todo n > 0,
H(n) = 2"1(0).

O vetor H(n) é o vetor de incidéncias devido a geragéo n. A matriz ndo-
negativa % é chamada a matriz da préxima geracao.

Demonstracdo. De acordo com a proposicao 3.3,
+oo .
Hin+1) = / R0 (1) de
Jo

= /0+oo /Ot K(x) A (t—x)dx dt

~+oo —+oo
= / K(x)h") (1 — x) dt dx
0 X

= (/(;+mK(x)dx> (./(ﬁwh(")(f)df) = H(n).

H(0) = /0 Oy ar = /0 RO 10)dr = H1(0). O

Para além disso,

Definicao 3.6. A reprodutividade % é o raio espectral da matriz ¢
Bo=p(H#)=p(AD).

Proposicao 3.7. Suponha que a matriz M = A —D € irredutivel e que A # 0.
Entdo a fungdo r :0; +oo[— R definido por

r(A) = 6(A/A —D)

é continua e estritamente decrescente. Se %y > 0, entdo X é a solucdo tinica
da equagdo r(A) = 0.

Demonstragdo. Existe k € R de tal forma que a matriz —D + kI é ndo-
negativa. Entdo a matriz A/A — D + k. é ndo-negativa para todo A > 0.
Portanto

r(A)+k=0(A/A —D+k5) =p(A/A —D+k5)
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(corolario 3.18). A continuidade do raio espectral [66, teorema 3.16] implica
portanto aquele como da fungéo r(1).

Seja 0 < A; < 4. Como a matriz A é ndo-negativa, temos A/A; > A/A,.
Portanto A/A; —D > A/Ay —D e r(A) > r(A,) dada a proposi¢do 3.26. A
matriz A — D € irredutivel. Portanto, a matriz A/A; — D é também irredutivel
porque para todo i # j,

A,’_’j/l—Di,j >0<:>[Ai,j > 0ou —Di_j>0]<:>A,'1j—Di7j > 0.

Dada a proposigdo 3.27, r(A;) = r(A,) implicaria A/A; —D=A/A;—D, o
que é impossivel desde A # 0. Portanto r(4;) > r(4z).

Suponhamos que %y > 0. A matriz .#" = AD~! é nio-negativa. Dada a
proposicio 3.17, existe um vetor u # 0 tal que AD™'u = Zou e u > 0. Seja
v=D"lu. Entdo v #0e Av = ZyDv. Além disso, v > 0 desde D~! >0
e u>0. Desde Zy > 0, temos : (A/%y—D)v=0. A matriz A/%y)—D é
irredutivel. Portanto 6 (A /%y — D) = 0 (proposigdo 3.25). O

Corolario 3.8. Suponha que a matriz M = A —D ¢ irredutivel e que %y > 0.
Entdo

6(A-D)<0& % =p(AD ) < 1,

G(A—D) =05 % =1,

6(A—D)>0& % > 1.

Demonstragdo. Temos r(1) = 6(A—D) e r(%o) =0. A fungéo r(1) é estri-
tamente decrescente. Portanto

r(1) < 0=r(%) < 1 > %,

r(1)=0=r(%) & 1 =%,

r(1)>0_r(%0 e 1 <%A. O
Observagdo 3.9. Se H(n) = (H;(n),...,H;(n)), seja

Esta € a incidéncia total na geracdo n. Se a matriz £ é primitiva (definicdo
3.23), entdo a proposi¢io 3.24 mostra que H(n)/(%)" converge quando n —
-0 para um vetor proprio com componentes positivos da matriz .#". Portanto
Z é a taxa assimptética de crescimento por geracao:

lim </g(n) =%,.

n—+-o0
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Mais precisamente, temos

1
im 82D

n—te g(n) =%

Observagdo 3.10. Se a matriz de infegdo A for dividida por um nimero k > 0,
entio a reprodutividade %y = p(AD~!) também ¢ dividida por este nimero
k. Em particular, a nova reprodutividade serd estritamente inferior a 1 se e
somente se k > %y. A reprodutividade é portanto o fator minimo pelo qual
a matriz de infecdo A, ou seja, as taxas de contacto, deve ser dividida a fim
de alcangar um equilibrio estdvel e sem doengas, ou seja, para evitar uma
epidemia.

Observagdo 3.11. Se houver apenas um tipo de pessoa infetada (m = 1), en-
tao,
H(n+1)=%oH(n).

Neste caso particular, %, ndo é simplesmente a taxa assimptética de cresci-
mento por geragdo. E também o nimero médio de casos secunddrios infeta-
dos por um primeiro caso. Esta € a defini¢cdo habitual de reprodutividade.

Observagdo 3.12. Se a estrutura da populagdo infetada ndo for representada
pelo conjunto {1,...,m}, mas sim pelo intervalo [0; +oo[ como em alguns
modelos epidémicos com estrutura etaria, entdo a teoria € muito semelhante:
Hop € o raio espectral de um operador integral de préxima geracdo com um
niicleo ndo-negativo . (x,y) e
400
Hn+1,x) = A H(x,y)H(n,y)dy.

Sob certas condigdes, o teorema de Krein-Rutman 7.26 mostra que a sequén-
cia H(n,-)/(%o)" converge para uma fungio prépria ndo-negativa do opera-
dor integral. Mais uma vez, % é a taxa assimptdtica de crescimento por
geracao.

Exemplos.

1. Para o modelo S-I-R do capitulo 1, temos : m =1, A=a, B=be
C = 0. Portanto %y = a/b.

2. Para o modelo S-E-I-R do capitulo 2, temos : m =2,

(b s) (8 ) (5 8)
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Por conseguinte

1_ (0O
AD (O
(0

~\ 0

e ainda temos %y = a/b.

o] OQ

) )= (0 )

3.2 Uma equacio diferencial parcial

Suponha-se que existe apenas um tipo de pessoa infetada mas que este tipo
estd estruturado pelo tempo desde a infe¢@o. Seja I(#,x) a densidade de pes-
soas infetadas desde x unidades de tempo no tempo 7. Seja a(x) a taxa de
contacto real e b(x) a taxa a que as pessoas infetadas deixam de transmitir a
infecdo. As fungdes a(x) e b(x) sdo assumidas como continuas, limitadas e
ndo-negativas. Assume-se ainda que existe 8 > 0 de tal forma que b(x) > f8
para todos os x suficientemente grandes. Na aproximacao linear no inicio de
uma epidemia, temos paratodox >0er > 0,

I(Oax) = IO(X)7 34
o0
1(z,0) :/0 a(x)1(t,x) dx, (3.5)
Jl  dl
> + i —b(x)1(t,x) . (3.6)

Esta equacdo diferencial parcial é por vezes chamada equacdo de
McKendrick-von Foerster [10, capitulo 18].

Suponhamos que a populacédo infetada no tempo inicial + = O pertence
a geracdo 0. Seja I(") (t,x) a populagdo infetada pertencente a geragdo n no
momento ¢. E dado por ¢z > 0 e x > 0 por

19/(0,x) =To(x),
9,00 =0,
910 91(0)

7z _ (0)
35 + e b(x) T (¢, x)
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e para todo n > 0 por
I(n+1) (07)6) =0,
~+oo
10+ (7,0) = / a(x) 1 (1,x) dx,
0

aI(n+1) BI(”“)
[ + [
Jt dx
As pessoas infetadas que pertencem a geracio n + 1 foram infetadas por pes-
soas da geracdo n. Com estas defini¢des,

- Z (@)

n=0

= —b(x) 1"V (¢, x).

¢ de facto uma solucdo do sistema (3.4)-(3.6) com a condicdo inicial 1(0, x).

Proposicao 3.13. Seja

() =19(1,0), K(x) = a(x) exp (— [0 dy) .

Entdo para todo n > 0,

R ( /K %) dx

hO) () = /l““ a(x) exp (— ' / : b(y) dy) To(x—1)dx.

O vetor A" (¢) é a incidéncia devida a geracio n no momento ¢.
Demonstragdo. Temos

R (1) =101 (2,0)

. / +ma(x)ﬂ'ﬂ(t,x)dx

—/ (1, x dx+/+°° VI (1,x) dx

_/ exp< /b dy)1<">(t—x0)d
+/+w exp< / b(y > (0,x—1)dx.
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Por isso
~+oo X
HO (1) = / a(x) exp (- / b(y) dy> To(x—1) dx
t x—t
e paratodon > 1,

A (1) = /0 "K (o) A"V (¢ — x) . 0

exp <—/0xb(y) dy)

¢é a probabilidade de ainda ser infetado ap6s x unidades de tempo. Uma grande
variedade de distribui¢des para o periodo de infecdo pode, portanto, ser mo-
delada.

O termo

Proposicao 3.14. Seja
oo +oo
Hn)= | h"W(@0)dt, %= K (x) dx.
0 0

Entdo para todo n > 0,
H(n+1) = %oH(n).
Demonstracdo. Exatamente como na prova da proposi¢do 3.5, obtemos
oo
H(n+1) = (/0 K(x)dx) H(n). O

Observagdo 3.15. Se as fungdes a(x) e b(x) forem constantes (vamos anotd-
las a e b), entdo,

o0
%’0:/ aeax="2
0 b

€ uma solugdo para

dl
— =(a—>b)L
5 = (a=0b)
De facto,
dl +e 91 +e 91 tee
= —(t,x)dx = — —(t,x)dx—b I(t,x)d
dt 0 at( ,x) . 0 8x( ,x) . /0 (,x) u

=1(z,0) — bI(t) = al(r) — b1(z).
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3.3 Apéndice: matrizes nao-negativas

Defini¢io 3.16. Diz-se que uma matriz M é ndo-negativa se M; ; > 0 para
todo i e j. Do mesmo modo, diz-se que um vetor v é ndo-negativo se v; > 0
para todo i. Diz-se que um vetor v € positivo se v; > 0 para todo i.

Recordamos um certo nimero de propriedades de matrizes ndo-negativas.
Para as provas, consultaremos, por exemplo, [66, capitulo 4] e também [75,
capitulo 5] para as proposi¢odes 3.17 e 3.22.

Proposicao 3.17. Seja M uma matriz quadrada ndo-negativa. Entdo o raio
espectral p(M) é um valor préprio da matriz M e existe um vetor prdprio
associado ndo-negativo. Por outras palavras,

I=0,v#0, Mv=p(M)w

Corolario 3.18. Seja M uma matriz quadrada ndo-negativa. Entdo p(M) =
o(M).

Teorema 3.19. (Perron-Frobenius). Seja M uma matriz quadrada irredutivel
ndo-negativa. Entdo p(M) > 0 e p(M) é um simples valor prdprio da matriz
M. Além disso, existe um vetor proprio associado positivo.

Proposicao 3.20. Uma matriz quadrada irreduzivel ndo-negativa ndo pode
ter dois vetores proprios linearmente independentes ndo-negativos.

Para duas matrizes M e N, notamos M <N se M, ; <N; ; paratodoie j.

Proposicao 3.21. Seja M e N duas matrizes quadradas ndo-negativas. Se
M <N, entdo p(M) < p(N).

Proposicao 3.22. Seja M e N duas matrizes quadradas ndo-negativas. Su-
ponha que a matriz N é irredutivel. Se M < N e p(M) = p(N), entdo M =N.

Definicio 3.23. Se M for uma matriz quadrada ndo-negativa, diz-se que M é
primitiva se houver um inteiro p > 1 tal que todos os elementos da matriz M?
s30 positivos.

Proposicao 3.24. Seja M uma matriz quadrada primitiva. Existem vetores
positivos v e w tais que

Mv=pM)v, Mw=pM)w, Yw=1.

Para além disso,

lim l n_ t
m p(M) =V w.
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A partir destas proposi¢des, podemos facilmente deduzir algumas propri-
edades de matrizes quadradas no qual apenas os coeficientes fora da diagonal
sd0 ndo-negativos.

Proposi¢ao 3.25. Seja M uma matriz quadrada tal que M; ; > 0 para todo
i # j. Suponhamos que M ¢ irredutivel. As seguintes afirmacoes sdo entdo
equivalentes:

e existe um vetor v #£ 0 tal que My =0ev > 0;
* o(M)=0.

Demonstracdo. Existe k € R tal que M + k.# é uma matriz ndo-negativa.
Com a proposicdo 3.20 e o corolério 3.18, temos as equivaléncias:

* existe um vetorv£0Otalque Mv=0ev>0;

* existe um vetor v # 0 tal que M+ kS )v=kvev>0;

s pM+kI)=k;

s o(M+kS)=k;

* o(M)=0. O

Proposicao 3.26. Seja M e N matrizes quadradas da mesma ordem, de tal
forma que M; j > 0 e N; ; > 0 para todo i # j. Se M <N, entdo c(M) <
o(N).

Demonstragdo. Existe k € R de tal forma que M + k.# é uma matriz ndo-
negativa. Temos M+ k.# < N+ k.. Dada a proposicdo 3.21, temos p(M +
k7)< p(N+k#). Com o coroldrio 3.18, temos c(M+k.9) < o(N+k.7).
Portanto (M) < 6(N). O

Proposicao 3.27. Seja M e N duas matrizes quadradas da mesma ordem, de
tal forma que M; ; > 0 e N; ; > 0 para todo i # j. Suponha que a matriz N é
irredutivel. Se M < N e 6(M) = 6(N), entdo M =N.

Demonstragdo. Existe k € R de tal forma que M + k.# é uma matriz ndo-
negativa. Temos M + k¥ < N+ k.#. De acordo com o corolario 3.18, temos

pM+kS)=cM+kI)=cM)+k=0(N)+k=0(N+k59)=p(N+k.7).

Dada a proposigdo 3.22, temos M +k.# = N+ k.#. Porisso M = N. O
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Inicio da epidemia do coronavirus em Franca

E estudado um modelo matemdtico do tipo S-E-I-R com duas
fases inspiradas na epidemia de coronavirus de 2020. Se os con-
tactos forem reduzidos a zero a partir de uma determinada data
T préxima do inicio da epidemia, a dimensdo final da epidemia
é proxima da obtida multiplicando o nimero acumulado de ca-
sos R(T) nessa data pela reprodutividade %y da epidemia. Mais
genericamente, se os contactos forem divididos no tempo T por
q > ldemodo a que Zy/q < 1, entdo a dimensdo final da epide-
mia é proximo de R(T) %o (1—1/q)/(1—%o/q). Os pardmetros
do modelo sdo aproximadamente ajustados aos dados relaciona-
dos com o inicio da epidemia em Franga.

4.1 Um modelo

A figura 4.1(a) mostra o nimero cumulativo de casos confirmados durante
a epidemia de coronavirus em Francga entre 25 de fevereiro e 29 de marco
de 2020; estes dados incluem tanto dados de laboratérios de biologia médica
como dados de pacientes hospitalizados. E necessario distinguir a data de 15
de marco a partir da qual foram subitamente tomadas medidas drasticas para
travar a epidemia: encerramento de escolas, restaurantes, etc. Para estas trés
datas, o nimero cumulativo de casos confirmados aumentou de 13 para 5423
e depois para 40 174. A figura 4.1(b) mostra os mesmos dados com uma
escala vertical logaritmica e linhas de regressao linear. Trés periodos podem
ser observados: no primeiro, que vai até 6 de margo, o crescimento é rapido
mas bastante irregular; no segundo, que vai até 15 de margo, o crescimento é
ligeiramente menos rdpido mas regular; no terceiro, a partir de 16 de marco,
o crescimento € retardado mas ainda regular. Se nos enquadrarmos numa
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linha reta ao longo dos dois primeiros periodos, que vai de 25 de fevereiro
a 15 de margo, verificamos que o nimero cumulativo de casos cresce como
e* com uma taxa de A &~ 0,31 por dia [linha pontilhada com linhas longas].
O tempo de duplicagdo é de (log2)/A = 2,2 dias. Se, por outro lado, nos
limitarmos ao segundo periodo, com dados particularmente bem alinhados
na escala logaritmica, obtemos A ~ 0,225 por dia e um tempo de duplicacdo
de 3,1 dias [linha sélida]. Como os dados desde o inicio da epidemia sdo
perturbados por uma grande parte de novos casos importados e por efeitos
estocdsticos, é provavelmente a segunda estimativa que € mais fidvel. Para
o terceiro periodo, apds a implementacdo de medidas drésticas, o tempo de
duplicagdo aumenta para 4,9 dias [linha tracejada].

log(casos) 00°

40 000 10 oo

30 000 8

20 000 6

10 000 4
& 6 demarco 15 de margo

15 de margo °
0 b 2
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 4.1: a) Nimero cumulativo de casos confirmados em Franca entre 25 de feve-
reiro e 29 de margo de 2020, segundo a Santé publique France. b) Logaritmo neperi-
ano deste niimero e linhas de regressao linear.

Estudaremos um modelo matemaético inspirado por esta epidemia. Vamos
dividir a populacdo em cinco compartimentos de acordo com uma variante do
modelo S-E-I-R do capitulo 2 :

¢ suscetivel de ser infetado (S),
* infetados na fase de laténcia, ou seja, ainda ndo infeciosos (E),
* infecioso sem protecgdo (1),

¢ removido da cadeia de transmissdo ao ser contado como um caso con-
firmado (R;),

¢ retirados da cadeia de transmissdo sem serem contabilizados (R»).

Cada um desses dois tltimos compartimentos inclui portanto tanto os que
ainda sdo infeciosos mas isolados, como os que ji ndo sdo infeciosos por
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terem recuperado ou morrido. Alguns pacientes t€ém sintomas ligeiros e per-
manecem em casa sem serem testados, outros vivem em lares de idosos e
também nao foram testados, apesar das complicagdes ou mesmo da morte;
essas sdo as categorias encontradas no compartimento R,. Esse modelo pode
obviamente ser refinado ao infinito para o tornar mais realista, mas aqui ten-
tdmos limitar o maximo possivel o nimero de parametros desconhecidos. O
principal objetivo € também obter um resultado tedrico sobre a dimensao final
da epidemia no caso muito otimista em que um confinamento particularmente
rigoroso permite ir imediatamente para o regime subcritico, um caso que se
assemelha mais ao que se viu na China.
Seja N a populacio total, assumida como grande, para que

N =S(t) +E(¢) +I(r) + Ry () + Ra (7).

Seja a a taxa de contacto efetiva, ¢ a taxa a que as pessoas infetadas latente-
mente se tornam infeciosas e b a taxa média a que as pessoas infeciosas sdo
isoladas e assim removidas da cadeia de transmissdo. Seja f a fracdo de indi-
viduos infeciosos que sdo contados entre os casos confirmados no momento
do isolamento 0 < f < 1; esta fracao pode variar ao longo do tempo mas serd
assumida como constante por simplicidade. O modelo é

% = —aS%, @.1)
‘% :aS%—cE, 4.2)
%:cEbe, (4.3)
% = fbl, (4.4)
dR
th = (1—f)bl. 4.5)

Para fazer a liga¢do com os dados na figura 4.1, o nimero R () corresponde
ao nimero cumulativo de casos confirmados no momento ¢. Se definirmos
R(7) =Ry (¢) + Ry (¢), observamos que

dR

— =DbI. 4.6
7 (4.6)

Com R (0) =R»(0) = 0, deduzimos entdo que

Ri(t) = fR(1), Rp(t) = (1-/)R()
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paratodo ¢ > 0.

No inicio da epidemia, o nimero de casos permanece muito reduzido
em comparagdo com a populag@o total, de modo que S(¢) = N, o que leva
a linearizacao

@ ~al—cE,
dt
Os compartimentos E e I, mas também os compartimentos R; e R, tendem
portanto a crescer exponencialmente como e*, onde A é o maior valor préprio

da matriz
—C a
( e —b ) “@.7)

dl
— ~cE-blL
dt ¢

O polinémio caracteristico é

A4 (b4 c)A +c(b—a)=0. (4.8)
Por isso,
= —(b+c)++/(b+c)2—dc(b—a) _ —~(b+c)++/(b—c)* +4ac
2 2 '
(4.9)

Sansonetti [71] indica que o periodo de incubacdo, ou seja, o periodo
anterior ao aparecimento dos sintomas, € de 5 a 6 dias. O periodo de laténcia
pode ser um pouco mais curto, uma vez que se pode tornar infecioso antes de
mostrar os sintomas. A dura¢do média 1/c na fase de laténcia é fixada em 4
dias; assim ¢ = 0,25 por dia.

O tempo médio no Compartimento I antes do isolamento, que é 1/b, é
mais dificil de estimar, uma vez que depende de muitos fatores. Depende das
caracteristicas bioldgicas do virus, das caracteristicas dos individuos como a
sua idade, mas também da rapidez com que os casos sdo isolados, que varia
de um pais para outro. A epidemia em Franca ocorreu quando as pessoas
ja estavam bem conscientes da pandemia; os doentes ndo eram demasiado
lentos para serem isolados. Alguns nio eram de todo infeciosos, outros eram
infeciosos vdrios dias antes de serem isolados. Vamos supor que a média
é da ordem de 1 dia, a forma do modelo implicando que a distribuicao é
exponencial. Terfamos uma média desta ordem de grandeza num modelo
mais refinado se, por exemplo, 80% dos infetados permanecessem infeciosos
durante 0 dias e 20% permanecessem infeciosos durante 5 dias antes de serem
isolados. Em resumo, escolhemos b = 1 por dia.

Da férmula (4.9) podemos deduzir que

2 )2
g CAtbtre)—(b—c) — (A+b) (1+’1) (4.10)
4c ¢
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que permitiria calcular numericamente a taxa de contacto a efetiva a a partir
da taxa de crescimento observada A.

Imaginemos que as medidas de saide publica podem dividir a taxa de
contacto efetiva por um niimero g superior a 1. Qual deve ser o nlimero g
pelo menos para parar a epidemia? Este valor, que é a reprodutividade %,
¢ obtido simplesmente notando que quando a € substituido por @’ = a/%, a
nova taxa de crescimento da epidemia deve ser zero, o que, segundo a equagdo
(4.8)levaab—a/%y=0ea

a A A

se utilizarmos o valor numérico A = 0,225 por dia sugerido pela curva epi-
démica na figura 4.1. Dadas as incertezas nos pardmetros b e c, este sé pode
ser um valor aproximado. Como no capitulo 3, também se poderia ter notado
que Z era o raio espectral da matriz

(Sa)(= )"

Voltemos ao modelo S-E-I-R (4.1)-(4.6).De acordo com a proposi¢ao 2.2
e a observagdo 1.4 a dimensdo final da epidemia na auséncia total de inter-
vencao verifica que

N —R(e) = S(0) exp (—b N) .

No inicio da epidemia, hd apenas algumas pessoas infetadas na populagao,
por isso S(0) ~ N. A equagdo implicita para a dimens3o final da epidemia
pode ser escrita como

R oo R o)
1— % ~ exp <%0 1(\1)) . 4.11)

Com % ~ 2,3 (mais exatamente 2,33), encontramos numericamente % ~
87%. Apenas uma fragdo f destes casos teria sido contada.

4.2 Segunda fase com intervencao drastica

Imagine que numa determinada data T, sdo tomadas medidas drésticas para
que a nova taxa de contacto efetiva seja reduzida a 0 quando houver R (T)
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casos confirmados cumulativos. Por exemplo, houve 5423 casos confirmados
cumulativamente em Franca a 15 de marco, quando as medidas relativas a
escolas e locais ptiblicos entraram em vigor. Podemos entéo prever qual teria
sido a nova dimens@o final da epidemia R(e0) ou pelo menos a confirmada
R (e0) sob estes pressupostos ideais?

Enquanto r < T e o nimero total de casos for ainda uma pequena fracio
da populacdo total, temos S(¢) ~Ne

dsS dR
= ~—al=—-%ybl=—-Z%y—.
a4 0 Odt

— =—aS
dt a

Z| —

Assim, pela integracéo,
S(¢) = S(0) — ZyR(2).

Mas se a data T ndo for muito préxima de 0, o nimero inicial de pessoas
infetadas, N — S(0), j4 é insignificante em comparagdo com o nimero R(T)
de casos no momento T, de modo que

E(T)+I(T)+R(T) =N—-S(T) = N—S(0) + ZyR(T) = ZyR(T). (4.12)
Além disso, temos
E(t) ~ue®, 1(1)~ve!, R()~we,

onde (u,v) é um vetor préprio associado ao maior valor préprio A da ma-
triz (4.7). Assim,
—cut+av=~Au.

Com a equacdo (4.10), obtemos,

L _7L—|—bv
T A4+c ¢
Assim,
A+b 5, A+D _ 1dR A

Em particular, estas equagdes ddo aproximacoes de E(T) e I(T) como fungdes
de R(T).
Se os contactos forem entdo reduzidos a zero, temos parat > T

dS dE
=0 =—cE

2 =0, —= 4.14
I C , (4.14)
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enquanto as outras equacdes (4.3), (4.4) e (4.5) permanecem idénticas. Sem
ter de resolver esse sistema, € evidente que a dimensao final da epidemia serd

R(e) = E(T) + I(T) + R(T)

uma vez que ha E(T) +I(T) individuos infetados que ainda ndo se encontram
nos compartimentos R no momento T. Assim,

R (o) ~ % R(T)

de acordo com a férmula (4.12). Uma vez que em qualquer altura R; () =
FR(t), deduzimos também R (e0) = Zp R (T).

Assim, se os contactos forem reduzidos a zero a partir de uma determi-
nada data préxima do inicio da epidemia — suficientemente perto para que a
aproximacao linear ainda seja vélida, mas ndo tdo perto que o nimero inicial
de casos infetados seja insignificante — entdo a dimens@o final (confirmada
ou total) da epidemia estd préxima da obtida pela multiplicagdo do nimero
cumulativo de casos (confirmados ou totais) nessa data pela reprodutividade
Ho da epidemia. Um resultado semelhante é obtido da mesma forma para
um modelo S-I-R. No apéndice 4.5, notamos contudo que ja ndo é %, que
determina a razdo R(ee)/R(T) nos modelos em que o periodo infecioso néo
estd exponencialmente distribuido, mas sim uma expressdo mais complicada.

Com R (T) = 5423 e Zp ~ 2,33, isto dd Rj(e0) ~ 12600. Salientemos
mais uma vez a incerteza em torno dos pardmetros b e c, que se reflete no
valor de R (eo), bem como o cardcter obviamente demasiado otimista de uma
reducdo dos contactos a 0.

Note-se de passagem a analogia com o conceito de «potencial de cres-
cimento» das populacdes em demografia [61, p. 176]. E a razio entre a
populagdo estaciondria final e a populagdo num determinado instante, se a
fertilidade for subitamente dividida nesse instante pela reprodutividade %,
de modo que a populagdo acaba com uma taxa de crescimento assimptética
de zero. Tal como nos nossos cdlculos, é assumindo que a populacdo neste
momento é «estavel» no sentido de Lotka (ou seja, dada pelo primeiro vetor
proprio) que Keyfitz obteve uma férmula relativamente simples para o po-
tencial de crescimento, que também envolve %, embora de uma forma mais
complicada do que para o nosso modelo S-E-I-R [61, p. 179].

Note-se também que estimar E(T) 4+ I(T) + R(T) a partir do ponto tnico
de dados R(T) é andlogo ao problema que surgiu nos primeiros dias da epide-
mia do VIH ao estimar o niimero de pessoas seropositivas a partir do nimero
de casos de SIDA notificados.
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A figura 4.2 ilustra este modelo em duas fases. Tomamos N = 65 x 10°
(a populagdo total da Franca) e as condigdes iniciais

S(0)=N—1, E(0)=1, 1(0)=0, R(0)=0. (4.15)

O parimetro a é dado pela férmula (4.10) com A = 0,225 por dia, como
na figura 4.1. Ha pouca informacdo disponivel sobre o pardmetro f, exceto
em retrospetiva que um grande nimero de mortes devidas ao virus em lares
de idosos ndo foram contadas entre os casos confirmados no inicio da epi-
demia; fixemos f = 0,5 para ilustracdo. Levdmos dias T = 43,2 para que
R;(T) ~2 5438 esteja préximo dos dados 5423 de 15 de margo. Continuando
a simulacdo um pouco mais longa do que na figura, encontramos numerica-
mente Ry (e0)/R;(T) &~ 2,3 ~ Zy. Note-se também que o niimero de casos
leva cerca de quinze dias apds a data T do confinamento para se estabilizar.
Este tempo estd ligado ao inverso do maior valor préprio do

(2 5%)

que é —c no nosso exemplo numérico.

16 000
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12 0001
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0
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Figura 4.2: Exemplo de uma simulag¢éo do modelo bifasico. A data T de confinamento

é representada por uma linha pontilhada vertical.

A figura 4.3 mostra como a relagdo Rj(ee)/R|(T) varia em fungio do
tempo T quando a taxa de contacto é reduzida a zero. Um planalto é de facto
observado onde este quociente se aproxima de %j. Quando T — 0, temos
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R (T) = 0eRj(e0) — f(E(0)+I1(0)) > 0, portanto a quociente R; (o) /R (T)
tende para o infinito. O quociente aproxima-se de %y quando T ¢ da ordem
inversa da diferenca entre os dois valores préprios da matriz (4.7). Quando,
pelo contrdrio, T — 4o, entdo a interveng@o intervém demasiado tarde; a
epidemia j& passou e Ry (e2) /R (T) — 1. Espera-se que a largura do planalto,
onde o quociente Rj (o) /R (T) estd préximo de %, cres¢a como (logN)/A
quando N — +oo, que é 0 mesmo comportamento do tempo do pico epidé-
mico no modelo S-E-I-R com coeficientes constantes (ver capitulo 2).

T
0 20 40 60 80 100 120

Figura 4.3: O quociente R (e0) /R (T) em funcgo de T.

4.3 Uma generalizacao

Na realidade, a taxa de contacto efetiva ndo pode obviamente ser zero para
t > T. O valor obtido para R(e) pode no entanto ser considerado como um
limite inferior do valor real, uma vez que é certo que a dimensdo final da
epidemia serd maior com contactos ndo-zero do que com contactos zero para
t > T. No entanto, deve-se lembrar que os modelos epidémicos do tipo S-I-R
ou S-E-I-R com uma taxa de contacto varidvel ndo sdo «monétonos»: uma
reducdo na taxa de contacto pode por vezes levar a uma maior dimensao final
da epidemia (ver o capitulo sobre 13).

Consideremos portanto o caso em que a taxa de contacto nao é reduzida
a 0, mas simplesmente dividida por um nimero ¢ > 1. A reducdo para 0



54

corresponde ao caso limite onde ¢ tende ao infinito. Temos para ¢ > T,

ds a1 dE a1

—=——S—-, —=-S——CE 4.16

dt g N dt g N = (4.16)
enquanto as equacdes (4.3), (4.4) e (4.5) permanecem idénticas. Parat > T

temos
1dS  a dR

Sdr gbNdt’
Ao integrar entre t = T e t = 40, deduzimos
S()  Z R() —=R(T)

log o) — _Z0 Reo) “RUD)
OgS(T) q N ’

onde %y = a/b > 1. Como S(e) = N — R(e0), logo

R(=) _ S(T) exp <—% R(=) —R(T) Rm) . (4.17)
q N

Suponhamos como na sec¢@o 4.2 que o tempo T nio é nem demasiado pe-
queno nem demasiado grande, ou seja, que estd no planalto da figura 4.3.
Para uma primeira aproximagdo, S(T) &~ N e R(T) ainda é pequeno antes de
N. Surgem entdo dois casos.

Se 1 < g < %, entdo um argumento grafico que consiste em tragar o pri-
meiro e o segundo membro da equagéo (4.17) em fungdo de R(ee) /N mostra
que a solugd@o nao € pequena, mas proxima da solugdo positiva da equagdo

p% ~ exp <q° 1(\1)> (4.18)

Se pelo contrdrio g > %, entdo a solu¢do R(e)/N da equagio (4.17) é
pequena. Como S(T) ~ N — %y R(T), uma expansido para ordenar um dos
exponenciais na equagdo (4.17) leva a

Rie) [, SR [, oRm) Ram)]

N N q N

1—

Mantendo apenas os termos de encomenda mais baixos, encontramos

| _R(=) . R(T) o R(e=) —R(T)
N N q N '

Finalmente,
1-1/q

R(e) ~ R(T) %0 10

(4.19)
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Quando g — oo, encontramos R(e) =~ R(T) %,. Notamos também que

1-1
7/q>17
1—%/q

como deve ser. Uma relacdo idéntica a formula (4.19) liga Ry (o) e Ry (T).

A formula (4.19) € facilmente interpretada. As pessoas infetadas no mo-
mento T que ainda nfo estdo nos compartimentos R infetam em média %y /¢
pessoas suscetiveis e cada uma destas tltimas, por sua vez, infetard %, /q pes-
soas suscetiveis, etc., de acordo com uma série geométrica de rdcio Z/q < 1.

E(T)+I(T)

Assim,
R 20\ > 20\ °
q q q
1—%o/q

Agora vimos com a férmula (4.12) que E(T) +I(T) ~ R(T)(%p — 1). Ainda
encontramos,

R(e0) & R(T) + [E(T) + I(T)]

~R(T)+

Ko — 1

R() ~R(T) [1 e

~ 1-1/q

} ~ R(T) %, 1= %0/q

A figura 4.4 mostra, em funcdo do pardmetro de redugdo g, a dimensdo
final da epidemia em escala logaritmica, log(R(e)/N), obtido por simulagéo
numérica do sistema (4.1)-(4.6) para t < T com as condi¢des iniciais (4.15),
depois do sistema (4.16) para t > T. Como na figura 4.2, a populagdo total
é N =65 x 10° e o pardmetro a é dado pela férmula (4.10) com A = 0,225
por dia; também tomdmos f = 0,5 e T = 43,2 dias para que R (T) ~ 5438.
A figura também mostra o que a férmula (4.19) d4 para ¢ > Zj. Finalmente,
mostra a solugdo positiva da equacio (4.18) para ¢ < Zp. Vemos que as duas
aproximagdes deixam de ser validas nas proximidades de g = %.

A dimensao final da epidemia varia em vérias ordens de grandeza quando
0 pardmetro g estd proximo de Zy. Como € dificil de quantificar, a previsao
da dimensao final da epidemia também € dificil nesta drea. S6 se o parametro
q for significativamente superior a %, € que a previsdo com a férmula (4.19)
se torna menos sensivel.

4.4 Estimativa do parametro de reduciao

Vamos tentar estimar o pardmetro g ajustando um modelo de simulacdo aos
dados de 15 de marco a 15 de abril de 2020. No entanto, [73] adverte que
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Figura 4.4: O logaritmo da fragdo final infetada, log(R(e0)/N), em fungéo do para-
metro de reducdo g [linha sélida], em comparac¢do com a férmula (4.19) [pequenos
circulos] vdlida para ¢ > %, e com a solucdo da equac@o (4.18) [pequenos diamantes]
vélida para g < Z.

«o numero de casos confirmados em Franga ja ndo reflete satisfatoriamente a
dinamica da epidemia», pois «os doentes com sinais de COVID-19 ja ndo s@o
sistematicamente confirmados por um teste biol6gico».

Comegamos com os dados R (T) = 5423 e as relagdes R(T) =R (T)/f
e Ry(T) = (1 — f)R(T). Como os dados dos 8 dias anteriores estdo particu-
larmente bem alinhados, comeg¢amos a simulagdo do modelo com

R(T—0) ~e *R(T)

onde A = 0.225 por dia e 6 = 8 dias, com as estimativas correspondentes a
(4.13)

I(T— 6) ~ %R(T—GL E(T—6)~ 210

. I(T—0),
ecomS(T—0)=N—-E(T—-6)-I(T—0)—R(T—0).

Para r > T, a taxa de contacto efetiva é a/q e tentamos encaixar Ry ()
nos dados até 15 de abril. O melhor ajuste € por volta de ¢ = 1,7 (fig. 4.5).
Como este valor € inferior a reprodutividade %, parece que as medidas de
contencao foram insuficientes. Os ultimos pontos da figura mostram que o
desvio do modelo estd a crescer no sentido de uma desaceleragdo da epidemia
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real. E possivel que o valor escolhido de f ndo seja apropriado ou que tenha
variado durante a epidemia. Ou o modelo pode ser um pouco simplista
demais; em particular, seria de esperar uma distribuicdo ndo exponencial do
tempo gasto nos diferentes compartimentos para influenciar quando a curva
comega a dobrar.

: 15 de margo

6 T T T T T T T )
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 4.5: Logaritmo do nimero de casos registados entre 7 de margo e 15 de
abril [pequenos circulos, dados da Santé publique France] e log(R;(t)) em fungéo
do tempo ¢ em quatro simulagdes com, de cima para baixo, g € {1,5; 1,7;2;2,5}.

Em conclusdo, foi explorado um cendrio em duas fases em que a taxa de
contacto é reduzida a partir de uma determinada data. Foi encontrada uma
férmula aproximada simples para a dimensdo final da epidemia em fun¢do do
nimero de casos detetados no momento da redug@o. Contudo, esse resultado
ainda precisa de ser declarado e demonstrado com mais rigor, provavelmente
fazendo-o aparecer como um resultado assimptético quando N — +-oo.

4.5 Apéndice: um periodo infecioso nao exponencial

Consideremos um modelo S-I-R com um periodo infecioso que nao é neces-
sariamente exponencialmente distribuido. Seja I(#,x) a densidade de pessoas
infetadas desde x unidades de tempo no tempo 7. Seja a(x) a taxa de contacto
efetiva e b(x) a taxa a que as pessoas infetadas deixam de transmitir a infe¢do.
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No inicio da epidemia, temos que

1(2,0) =~ /()+wa(x)1(t,x) dx

FIEr)
5 T 9, = b@1x)

dR oo

= /O b(x)1(2,x) dx.

Pode deduzir-se entdo, como na teoria de Lotka das populacdes estdveis [10,
capitulo 24] que,
1(t,x) & ke e~ AP0

onde k é uma constante e a taxa de crescimento A € a solugfo tinica da equagéo
e Ax—[Eb(y)d
1 :/ a(x) e Ao b)Y gy
0

Seja,
o0
I(z) z/ I(¢,x) dx.
0
O problema é estimar I(T) +R(T) a partir de R(T). Agora

dR te
AR(T) = —=(T) = /0 b()I(T,x)dx
~ / b () kAT e AP0 g

0
Isto leva a

AR(T)e *T

T b e AR ID gy

Finalmente,

U +R(T) | Af"e P B0bax
R(T)  [Fb(x)e 2 fi b0 gy

O segundo membro ndo tem razdes particulares para coincidir com a repro-
dutividade

+°Q X
Ro = / a(x)e 0Oy gy
Jo

(proposicao 3.14). No caso especial em que as taxas sdo constantes, com
a(x) =ae b(x) = b, temos no entanto A = a — b e, portanto
I(T)+R(T) A a

~—+1=-=%,.
R(T) p T =0
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Modelos estocasticos

Primeiro, é apresentada uma formula para a probabilidade de
extingdo de uma epidemia modelada por um processo de rami-
ficacdo de miiltiplos tipos quando este processo é construido a
partir de modelos compartimentados que sdo sistemas de equa-
coes diferenciais. Depois, a duracdo média de uma epidemia
num modelo estocdstico S-I-S é estudada quando o tamanho da
populagdo é grande.

5.1 Probabilidade de extin¢cao de epidemias

5.1.1 Processos de ramificacdo

No inicio de uma epidemia, os efeitos estocasticos sao importantes e podem
levar a extingéio da epidemia mesmo que %, > 1. Pode-se portanto imaginar
modelos que s@o processos de ramificagdo com m tipos em tempo continuo e
que sdo construidos com os coeficientes das matrizes A, B e C da seccdo 3.1.
A questdo é ent@o calcular a probabilidade de extin¢do nesses modelos se
comegarmos por ¢ = 0 com n; pessoas infetadas do tipo j (1 < j <m). Os n;
sdo ndmeros inteiros. Esta probabilidade tem a forma de um produto como

wlnl e a)mnm

[49, § 3.7]. Estamos & procura de uma férmula geral que ligue as probabili-
dades ; e as matrizes A, B e C.

Mostraremos que o vetor de probabilidades de extingdo (®;) é, quando
Zo > 1, a solugdo tnica em [0; 1[" do problema do ponto fixo

_ LN j 00+ B~ ¥y Cijo

a)<
’ YiAij+B;;+Cj;

5.1)
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com 1 < j < m. Isto também pode ser escrito, como veremos,

Z(lfa),»)(Ai7jwj7B,-7j7Ci,j) =0 (52)

i

com 1 < j <m. Se definirmos [1 — @;] como o vetor de linha (1 — @y,...,1—
;) e diag[@;] como a matriz diagonal com @; na diagonal, o sistema assume
uma forma mais compacta:

1 — o) (Adiag[ay] — B —C) =0. (5.3)

A férmula (5.2) pode ser generalizada para o caso de um ambiente periédico
(ver capitulo 17).

Demonstracdo. Vamos construir o modelo estocdstico naturalmente asso-
ciado ao modelo determinista (3.1). Supomos que com uma taxa de A; ;, cada
pessoa infetada do tipo j € substituida de certa forma por duas pessoas, uma
do tipo i, a outra do tipo j: houve uma nova infe¢do. Isto significa que a
probabilidade deste evento é A; jdt + o(dt) durante um intervalo de tempo
infinitesimal dt.Com uma taxa de B; ;, cada pessoa infetada do tipo j deixa
de estar infetada. Com uma taxa de —C; ; por i # j, cada pessoa infetada do
tipo j transforma-se numa pessoa infetada do tipo i. Esquematicamente,
j—i+j, j—0, j—i (i#]).
Aij Bj; —Cij

Desde —},;C; ; = C; ;, cada pessoa infetada do tipo j incorre de um dos
trés eventos acima com a taxa total

)vj‘ :ZAi,j'i‘Bj,j"‘Cj,j'
i

Seja gj(x1,...,%,) a fungdo geradora do nimero de pessoas de diferentes
tipos que foram geradas por uma pessoa do tipo j de acordo com o esquema
acima. Se pararmos 0 processo apds um evento., entdo temos

1
gj(xh...?xn):f ( Ai’jxin-i-Bj’j-f—Z(—Ciyj)x,) .
i \7 by

A partir da teoria dos processos de ramificagao multitipos [49, teorema 3.7.5],
que é uma generaliza¢c@o da teoria dos processos de Bienaymé-Galton-Watson
[10], sabemos que quando %, > 1 (isto é, no caso supercritico onde 6 (A —
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B —C) > 0 de acordo com o coroldrio 3.8), as probabilidades (o, ..., @)
séo a solugdo dnica em [0; 1[™ do problema do ponto fixo

gj(wl,...,a)m) = CO/'
por 1 < j < m. Agora isto também estd escrito em

ZA,ja), 0 +Bjj+ Y (=Cij) o = 0;A; = o; (ZAI‘J"'B/J_FC/J) '
i#j i

Assim, por rearranjo,
_Zciiji‘f'BJ/ wJZAIJ ;)
i
Desde ), C; ; = 0, acrescentemos este termo ao primeiro membro:
ZC’J — ) +B;,(1 w]ZA’J - ).

Isto é de facto idéntico a equacdo (5.2) desde B; ; = 0 por i # j.

5.1.2 Exemplos

Para o modelo S-1-R do capitulo 1, existe apenas um compartimento infetado,
o compartimento I. A equacdo (5.3) reduz-se a

(1—w)(aw—b)=0,

para que

se %y > 1.

Como segundo exemplo, consideremos uma variante do modelo S-E-I-R
com demografia. Seja N(¢) = S(¢) + E(¢) +1(r) + R(¢) a populagdo total, v o
nimero de nascimentos por unidade de tempo, a a taxa de contacto efetiva,
u a mortalidade natural, ¢ a taxa a que as pessoas na fase latente se tornam
infeciosas, b a taxa a que as pessoas infeciosas se recuperam, e € o excesso de
mortalidade durante o periodo infecioso. Depois pode ser proposto o seguinte
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modelo:
ds I
E—V_QSN_HS7
dE I
— =aS—— E
7 — oSy ~(u+e)E,
dl
E:cE—(phLeer)I,
dR
— =bI—uR.
dt H

Na auséncia de doenga, o estado estaciondrio é S = N* = v/u. No inicio de
uma epidemia, a populacdo é quase inteiramente constituida por individuos
suscetiveis, de modo que S =~ N =~ N*. Obtemos assim o modelo linearizado
do tipo

dE

i —(u+c)E+al,
dl

T~ CE—(utetb)l.

Usando as notacdes da secc¢do anterior, temos

(0 a ([ u 0 . c 0
A_(O 0)’ B_(O u+e+b)’ C_<—c 0)'

Assim
AB+C) = (ermlutetd) pteth
0 0
e
_ ac
(et (ut+e+b)

Note-se que ¢/(c+ i) é a probabilidade de uma pessoa que acabou de en-
trar no compartimento E chegar ao compartimento I sem morrer entretanto.
Vamos supor %y > 1. O sistema (5.3) torna-se como

o wl(3)(5 2) (< b))

Encontramos, portanto, as duas equagdes

—(c+u)(1—ay)+c(l—am)=0, aw(l—w)—(u+e+b)(l—w)=0,
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daf a solugdo em [0; 1[> que é

:/.L+c/%’0 1

® 7 -
! u+c 4

Calculamos as probabilidades de extingdo de um modelo de maldria da
mesma forma (ver capitulo 9). Seja a a frequéncia das picadas, b; a taxa de
cura humana, b, a mortalidade dos mosquitos, N; o nimero de humanos e
N; o nimero de mosquitos. Se I; € o nimero de humanos infetados e I é o
nimero de mosquitos infetados, entdo o modelo linearizado é da forma

_ 0 a _ b[ 0 _
A_(aNz/Nl 0)’ B_(O bz)’ c=0.
O resultado é
B N, /Ny
ﬁo—a’/ biby
O sistema (5.3) torna-se
_ _ 0 a (0] 0 _ by 0 -
a=o = (aan, 6)( 5 0 )-(5 0|0

No final dos cdlculos, encontramos

by+a _ b2+a/(%())2

[0} =, =
: bz(,@())z—l—a ®2 by+a

No entanto, mesmo quando existem apenas dois tipos de pessoas infeta-
das, o sistema de duas equacdes de segundo grau (5.2) conduz geralmente
a uma equacdo polinomial de grau 4 para cada uma das probabilidades ®;.
Como 1 é sempre uma raiz, somos reduzidos a uma equagdo de grau 3 que,
em geral, ndo pode ser reduzida ainda mais. Este € o caso, por exemplo, de
um modelo S-I-S ou S-I-R com migragdes entre dois sitios, de modo que o
sistema linearizado para individuos infetados (I;,I) em ambos os sitios é da
forma

o aj 0 o b1 0 o Cl —C2
A_<0 a2>’ B_<0 bz)7 C_<—Cl 2 )

E apenas a presenca de muitos zeros nas matrizes A, B e C que permite cél-
culos relativamente simples e explicitos no caso do modelo S-E-I-R ou do
paludismo. Se alguém estiver satisfeito com os célculos numéricos, em vez
de utilizar o sistema (5.3), obtém-se o ponto fixo em [0; 1] do sistema (5.1)
através de simples iteracoes a partir de (xp,...,x,) = (0,...,0).
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5.2 Modelo S-I-S

O modelo estocastico S-I-S, no qual os individuos infetados tornam-se nova-
mente suscetiveis quando recuperam, € um caso especial de um processo de
nascimento e morte em que a «taxa de natalidade» é quadratica enquanto a
«taxa de mortalidade» ¢ linear [58]. Tem sido estudado em pormenor quando
se assume que o ambiente é constante. Seja a a taxa de contacto efetiva e
b a taxa de recuperacdo. Seja N o tamanho da populacdo. Se hd n pessoas
infetadas no momento ¢, entdo ha N — n pessoas suscetiveis:

* aprobabilidade de ter n+ 1 pessoas infetadas no momento ¢ + dt, com
dt infinitesimal, é an (1 —n/N)dt + o(dt);

* a probabilidade de ter n — 1 pessoas infetadas no momento ¢ + dt €
bndt+o(dt).

A figura 5.1 mostra um exemplo de uma simula¢do deste modelo. Todas as
simula¢des acabam por atingir o estado de absorcdo n = 0 onde nao hd mais
individuos infetados e a epidemia para [74, § 2.13]. Uma questdo funda-
mental € determinar apds quanto tempo isto acontece, em média. Isto € algo
analogo ao problema da fixa¢do de um gene por deriva genética [10, capitulo
20].

Figura 5.1: Exemplo de simulagdo com a = 10, b =5 ¢ N = 15 [curva flutuante];
solugdo do modelo deterministico d1/dt = al(1 —1/N) — b1 associado [curva suave].

A probabilidade de P, () de ter n pessoas infetadas (n > 1) no momento ¢
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[N

dP,
dt

=a(n—1)[1—(n—1)/N|P,_;
—[an(1 —n/N)+bn]P,+b(n+ 1)P, (54)

por 1 <n < N-—1, enquanto

dPy
%%i:aﬁﬁfnﬂg(NfIVNPN4—bNH$

Sem entrar em detalhes, uma vez que os cdlculos serdo retomados num quadro
periédico no capitulo 19, espera-se que, para qualquer 1 <n <N, P,(t) = 0
quando t — +oo, enquanto Py(¢) — 1. Mais precisamente,

P, (1) ~eM'm,

por ] <n<NcomA <0e m >0. Além disso, Py(¢) ~ 1 +eM'my com
T <0e

Y m=o. (5.6)
Assim, os nimeros 7, verificam como

Mr,=a(m—1)[1—(n—1)/N]m,_,
—lan(1—=n/N)+bn|m,+b(n+1)m, . 5.7

Os resultados analiticos podem ser obtidos no limite em que o tamanho
N da populagdo é grande. Assumiremos a > b ao longo desta seccdo: este
€ o caso supercritico, o mais interessante. A figura 5.2 mostra como € a so-
lucdo P,(7) num exemplo com N = 100 antes de convergir para a medida
concentrada em n = 0: aproxima-se de um estado metaestavel, a distribuico
quase-estaciondria (7,)<,<N. Numericamente, o valor préprio 4; que dé a
velocidade de convergéncia é extremamente pequeno (cerca de —4 x 1079).
A expectativa T do tempo necessdrio para a epidemia morrer, mesmo come-
cando com uma dnica pessoa infetada, é da ordem de —1/A4; e, portanto, ex-
tremamente grande. Pois embora a epidemia possa morrer rapidamente numa
fragdo das simulagdes devido a pequenez desta condi¢do inicial, o tempo para
a extingdo € muito grande na fragdo complementar, de modo que a expectativa
7 é também muito grande.
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0069 1 (1)
0.05 4
0.04 1

0.03 1

0.02 4

T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.2: Solucdo do sistema (5.4) no momentot =20sea=10,b=5,N=100¢
se partirmos de N /2 pessoas infetadas a r = 0.

Utilizemos o método Brillouin, Kramers e Wentzel (BKW), que € cldssico
em fisica [50]. Seja,
x=n/N, 0<x<l1.

Quando N € grande, temos

T, ~ e NSW

por 1 < n < N e para uma certa fungdo S(x). Inserindo

dS
o e ) mexp (N5 - P ).

Ty—1 & eXp (—NS(x) + jli(x))

em equacdo (5.7) e negligenciando o termo A, por causa da pequena quan-
tia de A;, obtemos a equagdo estaciondria de Hamilton-Jacobi

ds
H(x,dx) =0 (5.8)

com o Hamiltoniano

H(x,p) = ax(1 —x)(e? — 1) +bx(e™” —1)
= x(1—eP)[a(1 —x)e? —b). (5.9)
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O ramo nfo trivial da linha de nivel H =0, o que tem a(1 —x)e” —b =0, leva
a féormula

S(x) =xlog(b/a)+x+ (1 —x)log(1 —x) + constante . (5.10)

Esta fun¢do tem um minimo (fig. 5.3) quando x =x* =1 —b/a.

0.31
0.21

0.11

0 O.'2 0.'4 0.'6 0.'8 1
Figura 5.3: A funcdo S(x) talque S(0) =0sea=10eb=5.

Finalmente, resulta das equagdes (5.5) e (5.6) que

V5 T
M=bt = p_ 1 5.11
1 . 7 (5.11)
—NS(1/N
oy SN NISO)-min(s)]
ZrI:I:l e—NS(n/N)
Com 7= —1/A;, obtemos
08T _, 4lg0)—S(x) = bja— 1 —log(b/a) > 0 (5.12)

N Nodw

ou 7~ eN. O nlimero ¢ é a altura entre o fundo e a borda x = 0 do «pogo po-
tencial» S(x). A expectativa do tempo até a extingéo cresce exponencialmente
com o tamanho da populagdo.

De forma equivalente, o sistema Hamiltoniano

dx JH

_— = = — P _ -pr

& ap ax(1 —x)e? —bxe™”, (5.13)
dp _ M =—a(l-2x)(e? —1)=b(e™? —1), (5.14)

dr— dx
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tem uma O6rbita heteroclinica (fig. 5.4) que liga os pontos de equilibrio

(x%,0) = (1=b/a,0) e (0,p") = (0,log(b/a)).

Este € o ramo da linha de nivel H = 0 mencionado acima. Para além disso,

0 04S .
C—/X*pdx—/* de—S(O)—S(x ),

X

o primeiro integral a ser levado ao longo desta 6rbita.

0 01 02 03 04 05 06 07

Figura 5.4: O sistema Hamiltoniano (5.13)-(5.14) no plano (x, p) com em particular a
6rbita heteroclinica que liga (x*,0) a (0,p*),sea=10e b =75.

Observagdo 5.1. Estimativas mais precisas podem ser obtidas com a solugdo
BKW refinada do tipo

7, ~ e NSo(n/N)=S1(n/N)

E inserindo

dSo 1 d?Sg 1.dS;
Tui1 & €Xp (—NSo(x) - E(x) - ——z(x) —Si(x)— NE(X)

e uma expressao semelhante por 7,_1 na equacao (5.7) e separando os termos
de grau superior, obtemos a equagéo de Hamilton-Jacobi (5.8) por Sp(x) e a
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equacgao

ax(l—x)ex ) —bxex _ 450 | 451
P\ ax P dx dx
B dSy x(1—x) d*Sg dSo x d*So
—“e"P<dx>{1‘2” > e P T ) [ e

por S (x). Entéo So(x) é dado pela férmula (5.10) e a equag@o para S; (x) leva
a

Si(x) =1log (x\/ 1 —x) -+ constante.

Por isso,
e—NSo(n/N)

por um constante k. Quando n é pequeno,

T, ~

7, KN o Nso0)-nsh0) — KN -Nso(0) (9)" . (5.15)
n n b

Mas por n pequeno, o sistema (5.7) também pode ser aproximado pela equa-
¢do de recorréncia
aln— 1w,y —n(la+b)m,+b(n+1)m,1; =0

por n > 1, que da

m 1—(a/b)"

Ty — "

n l—a/b

Quando n — +oo, esta expressdo é equivalente a

% (a/b)"
na/b—1’

que coincide com a férmula (5.15) se e somente se ; ~ kNe N5 (a/b—1).
Com o método de Laplace [56], a formula (5.11) d4 finalmente

jm SEBIEN) G Tr NS e N

1 o—NSq(x) p - eNSo(0)=So (") /2 1 aeN
/0 xV1—x *

Se por exemplo a = 20, b =5 e N = 50, entdo esta estimativa é apenas 2%
acima do valor de A; obtido com software que calcula os valores préprios de
grandes matrizes.
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Capitulo 6

Modelos de matrizes periddicas

Este capitulo discute alguns aspetos dos modelos de matriz pe-
riddica. A reprodutividade % é a razdo assimptética entre no-
vas infecoes em duas geragdes sucessivas da drvore da infecdo.
Obtemos uma formula para a sensibilidade da taxa de cresci-
mento A e uma desigualdade entre A e X,.

6.1 Reprodutividade

Mesmo que modelos de tempo discretos sejam muito mais utilizados em de-
mografia ou ecologia do que em epidemiologia, este capitulo é dedicado a
este tipo de modelo. Isto permite-nos compreender melhor a defini¢do de re-
produtividade no caso periddico com as ferramentas elementares da dlgebra
linear.

Proposicao 6.1. Sejamm > 1 e T > 1 inteiros. Sejam

(A(t))o<e<t—1,  (B())osr<r—1

matrizes quadradas de ordem m e ndo-negativas. Formulemos, por todos os
teZ,

A(t+T)=A(), Bl+T)=B(), M(r)=A(@r)+B().

Sejam Iy € R™ um vetor ndo-negativo e ty um niimero inteiro tal que 0 <ty <
T — 1. Suponhamos que para todot > tyen > 0,

19(10) =Ty, 19 4+1) =B@)1(), (6.1)
170 0y =0, 1D 4+1) = AT (1) +B@) 1" (1), (6.2)
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Denotamos
I(1) =Y 1" ()
n=0
De forma que
I(t+1)=M()1(¢) (6.3)

e I(t()) = Ip.

O vetor 1(") (t) é a populagdo infetada pertencente a gera¢do n no tempo ¢.
A populagdo inicial pertence a geragdo 0. A matriz A(f) representa os con-
tactos infeciosos. A matriz B(#) representa a recuperagio ou transferéncias.

Demonstragdo. Somando as equacgdes, encontramos

LI+ =(A0+B0O) Y10, Y1) =l. O

n>0 n=0 n>0

Lema 6.2. Sejam os mesmos pressupostos da proposi¢do 6.1. Assume-se
ainda que
p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1.

Denotamos
—B(0) 54 o - 0
0 —-B(l) & :
B = : 0 , (6.4)
0 . . 5
5 0 -0 =B(T-1)

onde ¥ é a matriz identidade. Entdo a matriz 9B é invertivel.

A condicdo significa que a populacdo infetada desaparece se nao houver
novas infecdes.

Demonstracdo. Parai,j, talque 0 <i,j < T—1, seja

7 sei=j+1
o\ u(la]):(O?T_1)7
B*(i,j) = B(i—1)B(i—2)---B(j+1) sei>j+1,

B(i— 1)B(i—2)- B(j+1-T) sei<j,(i,j)#(0,T—1).



Capitulo 6 73

Com a convengéo de que um produto de matrizes como B(i — 1)B(i —2) é
a matriz de identidade se o ultimo indice j+ 1 for estritamente maior que o
primeiro indice i — 1, podemos escrever de forma mais simples

oo o [ Bii—1)B(i—2)---B(j+1) sei>j+1,
B(”)_{B(i—n( —2). (;—i—l—T) seigj'.

Seja B* a matriz do bloco B* = (B*(i, j))o<i,j<T—1. Note-se também (i, j)
os blocos da matriz 4. Entdo, temos

LS . —B*(i,/)B(j)+B*(i,j—1) sej>1,
2 B (”k)‘%)(k’f):{ —B*(i,{))B({))+B*(i,{F71) sej:O

Sei< j,entioi<j—1le

—B*(i,j/)B(j)+B*(i,j—1) = —=B(i— 1)B(i—2)---B(j+ 1 = T)B(j — T)
+B(i—1)B(i—2)---B(j —T) =0.

Sei>jej=>1,entldo

—B*(i,/)B(j) +B*(i,j— 1) = =B(i = 1)B(i—2) ---B(j + 1)B())

Sei> je j=0,entdo

—B*(i,0)B(0) +B*(i,T—1) = —B(i— 1)B(i—2) ---B(1)B(0)

Sei=j>1,entdo
—B*(i,i))B(i{)+B*(i,i—1)=—-B(i—1)B(i—2)---B(i+1-T)B(i—T) +.7.
Se finalmente i = j = 0, entdo

—B*(0,0)B(0)+B*(0,T—1) =B(T—1)B(T—2)---B(1)B(0) +.#.
Por isso,

B*#= diag [# —B(i—1)B(i—2)---B(i—T)].
0<i<T—1

O produto B(i — 1)B(i—2) ---B(i — T) é uma permutac@o circular do produto
B(T—1)---B(1)B(0). Estas duas matrizes tém assim a mesma caracteristica
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polinomial [66, exercicio 1.3], os mesmos valores préprios € 0 mesmo raio
espectral, que ¢ estritamente inferior a 1 por hipétese. A matriz . — B(i —
1)B(i—2)---B(i —T) é, assim, invertivel [66, teorema 3.17] e
—+o0
[#-B(i—1)B(i—2)-- -B(i—T)}*l = Z [B(i—1)B(i—2)---B(i—T)*.
k=0

A matriz % € portanto também invertivel e
93—1:( diag [J—B(i—1)B(i—2)-~B(i—T)]‘)B*. O
0<i<T—1
A seguinte proposi¢do € a andloga na formulacdo periédica da proposi-
¢do 3.5.

Proposicao 6.3. Assume-se os mesmos pressupostos do lema 6.2. Formula-
mosparan>20,t >2tHe0<s<T—1,

h (1) = A1 (1), 6.5)
() oy _ (n) _J 0 se tp<s<T—1,
H (s)—k;kh (s +KkT) comks—{ 1 se O0<s<o_l. (6.6)
0
H(n)(()) :
H (1 R 0
H" = W 1= 1 |,
2 0
H"(T-1) :
0

onde 1y ocupa o bloco ty (modulo T) e onde O correspondem a vetores com
zeros. Seja

A(O) 0 - 0
of — 0 A(1) . : 7 6.7
LT 0
0 - 0 A(T-1)

entdo para n > 0, temos H® = l/"“f, com X =o B

O vetor A" (t) representa as novas infe¢des devidas a geracdo n entre o
tempoz e+ 1. O vetor H" (s) representa as novas infe¢des devidas a geragdo
n na estacdo s. O vetor H™ ¢ o vetor de novas infecdes devido a geracdo n
estruturada pelos intervalos em que as infe¢des ocorrem.
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Demonstragdo. Para todos valoresn >0e 0 < s < T—1, seja

= Y 10(s+kT)
k=>ks

onde k; € definido pela relagdo (6.6).
Suponhamos que 0 < s <fH—2outy < s < T—2. Em ambos os casos,
ks+1 = ks. Com a equagdo (6.2) obtemos

Fril(s+1)= Y 10D (s 144T)

k2kg 1

=Y [A(s+kT)I<")(s+kT)+B(s+kT)I(”+1)(s+kT) .

k>ks
Dado que A(s+kT) = A(s) e B(s +T) = B(s), temos
FU ) (s 1) = A(s)F™ (5) +B(s) F" 1 (s) .

Usando I*1)(1y) = 0, obtemos da mesma forma paras =to—les=T—1
que

F ) (1) = A(tg — 1)F™ (g — 1) + B(tg — DE" (59— 1) se 19 #0,
FUD(0) = A(T— 1) E"(T— 1) +B(T— 1) E"F (T —1).
Em resumo, temos
—B(s)F"D (5) + F D (5 41) = A(s) F"(s)
—B(T—1)E" (T — 1) + F"1(0) = A(T— 1) E")(T—1) .

Assim, se

E)(T—-1)
entdo ZFT1) = o7 F") | Contudo

H"(s) = Y A(s+KT) 1" (s +&T) = A(s) F"(s) .
k>ks

Por isso, H® = o/ F" = ZF+)_ Pportanto, H"D = o7 Fr+1) =
o B~ 1H()paran>0.
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Resta determinar H(®. Suponhamos que 0 < s < T—2. Com a equagéo
(6.1), temos

—B(s)FO(s) + FO(s+1) = = ¥ B(s+AT)IO (s +-4T) + FO (s + 1)

k>ks

== Y 196+iT+1)+ Y 19 +4T+1)
k>ks k>kx+1

[0 se s#H-1,

Tl Ip se s=t—1.

Da mesma forma, por s = T — 1, obtemos

0 se 1#0,

—B(T—1)1:(0>(T—1)+F<0>(0):{I . 0
0 0o=VY.

~

Portanto, ZF(®) =Te H® = &7 FO) = o7 57, O

A matriz de Z” pode assim ser interpretada como uma matriz de préxima
geracdo, onde a época de infegdo serve como um tipo estruturante adicional.
Recordemos que (-,-) denota o produto escalar de vetores reais:

(w,v) = Zwivi.
i
Para um vetor real w de qualquer tamanho, definimos
Iwily = Y wil-
i
Corolario 6.4. Com os mesmos pressupostos que a proposicdo 6.3, seja

g = [HO |y = X I ()]

t>tg
a incidéncia total na geragdo n. Seja também
Ro=p(HX).

Se a matriz A for primitiva, se Ve W forem respetivamente vetores proprios
da matriz # e da matriz transposta 't associada ao valor préprio %y e se
Iy # 0, entdo

X -
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Demonstragdo. Isto é deduzido da proposigado 3.24. O

A reprodutividade %, pode assim ser interpretada como a razdo assimp-
totica das infe¢des em duas geragdes sucessivas. E independente da condicio
inicial e do tempo inicial 7.

Proposicao 6.5. Dados os mesmos pressupostos da proposi¢do 6.3, se as
matrizes A(t) e B(z), 0 <t < T — 1, ndo dependem do tempo t (denotadas
por A e B), entdo

Ho=p (A(f —B)_l) .

Demonstragdo. Temos & = of P! onde o7 é a matriz diagonal do bloco

o/ =diag(A,...,A)

€
BT—I BT—Z I
T-1
%~ =diag ((# ~B") ", (#-BT) ) s B
: . . BT2
BT—2 7 BT—I

Sejarg = p(A(.# —B)~!). Iremos em primeiro lugar assumir que os coefici-
entes da matriz A s@o positivos. Os coeficientes da matriz

A(S —B) ' =A+AB+AB’ +- -

sdo também positivos. De acordo com o teorema de Perron-Frobenius (te-
orema 3.19), existe um vetor préprio v desta matriz cujos coeficientes sdo
positivos e que estd associado ao valor préprio rg. Seja V= (v...v), onde o
vetor v é repetido T vezes. Entdo #'V = (w...w) com

w:A(/—BT)_1 (fﬂ—FB—i----—&-BT*l)v:A(J—B)flv:rgv.

Portanto, #'V =roV e ro = %, ja que Z é o tnico valor préprio da ma-
triz #" com um vetor préprio com coeficientes positivos (proposigao 3.20)
Se a matriz A ndo tem coeficientes positivos, consideremos a matriz E
do mesmo tamanho mas preenchidas por 1 e as matrizes A€ = A+ ¢E para
€ > 0 suficientemente pequena. Definimos %ég) e rég) da mesma maneira
que % e ry, exceto que a matriz A é substituida pela matriz A©). Entio
r(()g) = %ég). Por continuidade do raio espectral quando € — 0 [66, teorema
3.16], obtemos ro = Zj. O
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Exemplo. O exemplo mais simples é onde o vetor 1(¢) e as matrizes A() e
B(#) sdo escalares e T = 2. Entdo

-1
(A0 0 —-B(0) 1
0 A1) I =B(1)
A(0)B(1) A(0)
-(En e ), 6
I-B(0)B(I) 1-B(0)B(I)

Uma pessoa infetada na estagdo 0 infeta em média A(1) pessoas durante a
primeira etapa, A(0)B(1) pessoas durante a etapa seguinte uma vez que B(1)
¢ a probabilidade de ndo curar na estacdo 1, depois A(1)B(0)B(1) pessoas,
depois A(0)B(1)B(0)B(1) pessoas, etc. Assim, este individuo infeta

A(0)B(1) +A(0)B(1)B(0)B(1) + ..:%
pessoas na estagdo 0 e
A(1)+A(1)B(O)B(1)+..._1_I‘:((01))B(l)

Isto € indicado pela primeira coluna de #". Da mesma maneira, podemos

. . . A(0)
verificar que uma pessoa infetada na estacéo 1 infeta ToB(0)B(T) Pessoas na

A(1)B(0 ~
() Pessoas na estacdo 1, como mostra a segunda coluna

estacdo 0 e W
de 7.

A matriz %% d4 o nimero médio de pessoas infetadas na préxima geragio
na estacdo O e estagdo 1 (primeira e segunda fila) por uma pessoa infetada na
estacdo 0 ou estagdo 1 (primeira e segunda coluna), etc.

Quanto 2 interpretacio de %, imaginemos, por exemplo, que comegamos
com um individuo, «paciente zero», infetado na estag@o O; portanto fp = 1 e

I(fo) = 1. Ele infeta g(0) pessoas, a soma da primeira coluna de ¢ :

2(0) = A(10)BB(1) +A(1)

—B(0)B(1)
A geracio seguinte, g(1), é a soma da primeira coluna de .#2, etc. A pro-
posicdo 6.3 mostra que g(n+ 1)/g(n) converge para %, o raio espectral da
matriz ¢ a drvore das infegdes cresce assimptiticamente como (%p)". Se
o paciente zero tivesse sido infetado na estagdo 1, g(n+1)/g(n) teria conver-
gido para o mesmo limite Zj.
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Observacdo 6.6. A matriz da préxima geragdo % e o seu raio espectral %
dependem linearmente da familia de matrizes A(r): se denotarmos J# (i)
e %o(U) a matriz da préxima geracdo e a reprodutividade do modelo em
que todas as matrizes A(¢) foram divididas por u, entdo ¢ (u) = # /i e
RHo() = ZRo/ 1. Assim Zo(1) < 1 se e s6 se 4 > Zy. Reprodutividade %
pode ser interpretado como o esfor¢o minimo de controle sobre os termos da
infecdo para levar a populagio infetada 2 extingdo. E precisamente devido a
esta propriedade que % é tdo frequentemente utilizado em epidemiologia.

Proposicao 6.7. Dados os mesmos pressupostos que a proposigdo 6.3, seja
h(t) = A(t)1(z). Entdo

I(r) = iﬁ(t,x)h(t—x)—i—ﬁ(t,t-i— 1)1(0), (6.9)
x=1
h(r) = zt" K(t,x) h(t —x) +K(z,r +1)1(0) (6.10)

=
Il

para todo t > 0 com

B(t,x)=Bt—1)B(t—2)---B(t+1—x), x=2,
B, 1)=7
K(t,x) = A(t) B(t,x), x>1,

)

onde ¥ é a matriz de identidade.
A equacdo (6.10) é uma equacdo de renovacao.

Demonstracdo. A relagdo (6.9) é verificada trivialmente se t = 0. Suponha-
mos, por recorréncia, que € verdade por t = 0. Entao

1(r+1) = A1) + B(0)I(7)

=h(t)+B(t) ) B(t,x)h(t —x)+B(1)B(t,t +1)1(0)

x=1
=B(+1,1)h +Z+Z]B Bt,x—1)h(t+1—x)+ B+ 1, +2)I(0)

i (t+1L,x)h(t+1—x)+B(+1,0+2)I0).

A relacdo (6.9) € assim verdadeira por # 4 1 e finalmente por todos os t > 0.
A relacdo (6.10) € imediatamente deduzida. ]
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Proposicao 6.8. Os mesmos pressupostos que a proposicdo 6.3. Entdo X é
o raio espectral do operador linear

u(t) — fK(r,x) u(t —x) (6.11)

x=1
no espago das fungées periodicas u : Z — R™ do periodo T.

Demonstragdo. Fixemos t com 0 <t < T— 1. Para qualquer fungdo T-
periédica u(t),

Y K(r,x) u( Z O u (6.12)

onde

—+o0
©s=Y B(t—1)---B(s+1—kT), 0<s<r—1,
k=0

~+oo
O, = ZB(t—])-~~B(s+l —kT), 1<s<T-1.
k=1

Uma vez que B(¢) é T-periédico, temos

1

O = [F—B(t—1)---B(t—T)] B(t—1)---B(s+1)

se0<s<tr—1e
@, =[F—B(l—1)---Bt—T)] 'Br—1)---B(s+1-T)

set <s<T—1. Mas % é oraio espectral do operador linear (6.11) no espago
de fungdes T-periddicas u(z) com valores em R™. Este espaco € identificado
com o conjunto de vetores (u(0),...,u(T—1)) € R™. Assim, a relagdo (6.12)
mostra que % é também o raio espectral da matriz de produtos 27 ®, onde ®
¢ a matriz do bloco (®;)o<rs<T—1. Agora, a prova do lema 6.2 mostra que
® = %!, Portanto % é o raio espectral da matriz .o/ 2. O

Observagdo 6.9. Num ambiente constante, o ndcleo matricial K(z,x) pode
ser escrito
K(x) = AB* .

O raio espectral do operador (6.11) é o raio espectral % da matriz da préxima
geragdo

Y Kx)=A(s-B)"!



Capitulo 6 81

Esta é a generalizagdo para modelos de matriz estruturada por fases da for-
mula de Leslie para %y em modelos de matriz estruturada por idades [10,
capitulo 25].

6.2 Sensibilidade a taxa de crescimento
Leslie [10, capitulo 25] estudou modelos de tempo discreto
I(r+1)=MI(¢), r=0,1,2...

com uma matriz ndo-negativa e primitiva M. A proposi¢do 3.24 mostra que o
vetor I(¢) tende a crescer exponencialmente como A’, onde A = p(M) é o raio
espectral da matriz M. As matrizes primitivas sdo casos especiais de matrizes
irredutiveis (definicao 2.7 e [66, § 4.4]). De acordo com o teorema de Perron-
Frobenius (teorema 3.19), o valor préprio A = p(M) é simples. Sejam w um
vetor proprio da matriz de transposi¢do ‘M e v um vetor préprio da matriz M
associado ao valor préprio A:

Mw=2Aw, Mv=~2Av.

Para a sensibilidade do valor préprio simples A em relagio aos coeficientes
da matriz M, temos segundo [62, teorema 5,4]
BA WiVj

oM; T wy) 1

Esta férmula € bem conhecida em biologia populacional [36, § 8.2.2]. O
vetor v € chamado «populacio estiavel» e o vetor w «valor reprodutivo». Re-
cordemos brevemente um esbo¢o de demonstragdo. A matriz M + €M com

|€| pequeno tem um valor préprio A + eA+ o(€) e um vetor préprio associado
v+ev+o(e) tal que

[M+eM| [v+ &7+ o(e)] = [A + €A +o(e)][v + £7+ o(e)].
A igualdade dos termos de ordem de € d4
M7+ My = A9+ Av.
Consideremos o produto escalar com o vetor w:

~

(W, MV) + (w, Mv) = A (w, D) + A (w, v).
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Entretanto (w,Mv) = (‘Mw,?) = A(w,7). Isto deixa apenas (w,My) =
A{w,v), ou seja
~ M
7= My (6.14)
(w,v)

A derivada parcial da férmula (6.13) é obtida escolhendo como matriz M a
matriz cheia de 0 exceto um 1 na linha i e a coluna j.
Consideremos agora os modelos de matriz temporal periddica.

Proposiciio 6.10. Sejam m > 1 e T > 1 inteiros. Sejam (M(t))o<i<T—1 ma-
trizes quadradas de ordem m. Seja

A=p(M(T—1)---M(1)M(0)). (6.15)

Seja A o raio espectral da matriz do bloco

0 0 0 M(T—1)
M) 0 0 0
€ = 0 M(1) . 0 0 . (6.16)
0 0 M(T—2) 0
Entdo
AT=A. (6.17)

Demonstragdo. Seja M(t + T) = M(¢) para todo ¢ € Z. Um simples cdlculo
mostra que "7 é uma matriz diagonal de bloco,

¢ = diag[M*(0),...,M*(T—1)], (6.18)
M*(£)=M(r—1)---M(r —T) (6.19)
=M(t—1)---MO)M(T—1)---M(z).

Os produtos M*(¢) sdo permutagdes ciclicas um do outro. Estas matrizes
tém, portanto, o0 mesmo polindémio caracteristico [66, exercicio 1.3], os mes-
mos valores préprios e o mesmo raio espectral A que M*(T). Entdo A é o
raio espectral da matriz €T. Agora este raio espectral é também igual a AT.
Portanto, A = AT, O

Proposicao 6.11. Dados os mesmos pressupostos da proposigdo 6.10, supo-
nhamos ainda que as matrizes M(t) sdo todas ndo-negativas e que a matriz
€ é irreduzivel. Sejam ainda W = (w(0),...,w(T — 1)) um vetor prdprio da
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martriz transposta ‘¢ e V.= (v(0),...,v(T — 1)) um vetor préprio da matriz
€ associado ao valor préprio A = p(€). Podemos estender as defini¢oes de
M(2), w(t) e v(t) a todo t € Z, declarando M(t +T) =M(z), w(t +T) = w(z)
e v(t+T) =v(t). Entdo para todot € Z,

MEO)w(t+1)=Aw(t), M(t)v(t)=Av(t+1), (6.20)
(w(r),v(1)) = (w(0),v(0)). (6.21)
O niimero A € a taxa de crescimento.

Demonstragdo. Uma vez que a matriz ¢ € irreduzivel, existe de acordo com
o teorema de Perron-Frobenius (teorema 3.19) um vetor préprio W da matriz
'% e um vetor préprio V da matriz 4 associado ao valor préprio A, tendo
ambos os vetores todos 0s seus componentes positivos:

‘CW=AW, €V=AV. (6.22)

Além disso, A > 0 e os vetores W e V sdo dnicos dentro de uma constante
multiplicativa. Temos

wE+1),Av(t+1)) = (w(t+1),M(2) v(2))
("M@ w(t+1),v(t)) = (Aw(t),v(t)).

Como A > 0, deduzimos que (w(t + 1),v(t 4+ 1)) = (w(r),v(z)) paratodo t €
Z. O

Proposicao 6.12. Sejam os mesmos pressupostos da proposicdo 6.11, supo-
nhamos ainda que a matriz M(T — 1) ---M(1)M(0) é primitivo e seja 1(t) tal
que por todos ost > 0,

I(r+1) =M(t)1(r),

sendo a condigdo inicial 1(0) um vetor ndo-negativo. Entdo

I(r) _ (w(0),1(0))
A w(0)wo)y i

Demonstragdo. Seja Q a matriz primitiva nesta proposi¢do. Temos I(nT) =
Q"1(0). por qualquer inteiro n > 1. Agora as relagdes (6.20) mostram que

Qv(0) = M(T —1)---M(1)M(0)»(0) = ATv(T) = AT(0),

Qw(0) = 'M(0)'M(1)--- ‘M(T — 1)w(T) = ATw(0).
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Assim, v(0) e w(0) sdio vetores proprios das matrizes Q e 'Q associados ao
valor proprio AT = A, que é o raio espectral da matriz Q. De acordo com a
proposi¢ao 3.24,
nT t
QU0) | v(0)w(O)1(0)
A" 1=+ (0) w(0)

ou seja ( ( )
1(nT) w(0),1(0))
AnT tjm <W(0),V(O)>

Para todo 0 < k < T -1, também temos

v(0).

I(nT+k) MnT+k—1)---M(nT)I(nT)

/”LnTJrk - AnT+k
 M(k—1)---M(O)I(nT)
- ATk
(w(0).1(0)) M(k—1)--M(0)v(0) _ {w(0).1(0))
wr = (w(0),v(0)) 2 = w00y "0

Proposicao 6.13. Sejam os mesmos pressupostos da proposigdo 6.11. Entdo

oA . W,‘(l+1) Vj(t)

M, (1) T (w(0),v(0)) ° (6.23)

Demonstragdo. Como a matriz ¢ é irreduzivel, o seu raio espectral A é um
simples valor préprio pelo teorema de Perron-Frobenius. Para 1 < o, f < mT,
temos de acordo com o teorema [62, teorema 5.4]

dr WqVp

9Cup = 7{W,V> , (6.24)

onde W, € 0 a-ésimo elemento de W e Vg € o 3-€simo elemento de V. Mas
sea=(t+1)m+i(modulomT e =tm+jcom0<t<T—1,1<i<m
el < j<m, entdo 6y g =M; (1), Wo =wi(t+1) e Vg =v;(t). Além disso,
a proposicdo 6.11 mostra que

T-1
(W) = X 0w, v(0) =T 0s(0),v(0). 625

Observagdo 6.14. Temos

(w+1),I(r+1)) = (w(r+1),M(2)I(z))
I
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Por isso

(w(t),1(2)) = A" (w(0),1(0)) . (6.26)
Diz-se que o valor reprodutivo total cresce exponencialmente (ver sec-
cdo 11.6).
Observagdo 6.15. Desde A = AT, existe uma ligagio muito simples entre a
férmula de sensibilidade para A e a férmula para A:

A _ TAT! oA . (6.27)

8Milj(t) 8Mi7j(t)
Observagdo 6.16. A interpretacdo da férmula (6.23) é uma simples generali-
zagdo da férmula (6.13): a sensibilidade de A ao nimero de «descendentes»
M; (1) na fase i no momento ¢ + 1 gerado por um individuo na fase j no mo-
mento ¢ é proporcional a populagdo estdvel na fase j no momento z, v;(z), e
o valor reprodutivo na fase i no momento ¢ + 1, w;(t 4 1). Para estes modelos
matriciais, o termo fase é utilizado em vez de compartimento.

6.3 Desigualdades entre reprodutividade e taxa
de crescimento

Proposicao 6.17. Consideremos as mesmas suposicoes e notagoes que a pro-
posicdo 6.3. Seja A = p(€) o raio espectral da matriz (6.16). Entdo

Ry 1=1<A< A, 0<Z<l=>% <AL

Demonstragdo. Seja
% = subdiag(M(t))
0<t<T—1

a matriz (6.16). Suponhamos no inicio que esta matriz € irredutivel. Temos
Ro=p(A B ) =p($'</). Vimos na prova do lema 6.2 que a matriz
B¢ ndo-negativa. Portanto, a matriz P~ of também é ndo-negativa. De
acordo com a proposicao 3.17 existe um vetor ndo-negativo e nao nulo ¢ =
(¢(0),...,0(T—1)) tal que B~ '/ ® = Zy®P. Portanto, o7 ® = %y BP,
ou seja A(1)9(r) = Zo[—B(t)9 () + ¢(t+1)] para todo 0 <7 < T—1, onde
declaramos ¢ (T) = ¢(0). Suponhamos que %, > 0. Entdo

[A(t) /%0 +B(1)]9(1) = ¢(1+1). (6.28)
A matriz ¢ é irredutivel por hipétese. Agora
A j(t)+B;(t) >0« [A;(t) >0o0uB;;(r) > 0]

A,’j(l)
& ——= 4+ B;i(t) > 0.
(@0 + 7]( ) >
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A matriz

subdiag (A() +B(r ))

o<r<T—1 \ %o
é, portanto, também irredutivel. A equacdo (6.28) mostra que ® € um ve-
tor préprio ndo-negativo da udltima matriz associado ao valor préprio 1. De
acordo com o teorema de Perron-Frobenius e a proposi¢do 3.20, os compo-
nentes do vetor ® sdo de facto positivos e

p (st (5 +500)) =1

Assumamos primeiro %y > 1. De acordo com a proposicio 3.21,

1=p (subdiag(%b) +B(z ))) <p (subdiag (A(t) —l—B(t))) =2

0<r<T—1 0<r<T—-1

<p (subdiag (A(t) Jr%OB(t)))

0<r<T—-1

o (g (S+20)) =

Por isso, 1 <A < %y. A mesma demonstra¢do funciona para o caso em que
0 < %y < 1 mas com todos os sinais de < substituidos por >, o que resulta
eml>A>%.

Finalmente, se a matriz € nao for irredutivel, notamos E a matriz com-
pleta de 1 e para todo € > 0,

AE @) =A@r)+€eE, MO () =AE()+B(1), %' = subdiag(M® (r)).
0<r<T-1

A matriz € ¢ irredutivel. Sejam %(()8)
crescimento associada.

Suponhamos %y > 1. Entdo %’é > %y > 1 porque A®) () > A(r). Se-
gundo o acima exposto, 1 < AE) < %’(() ). A continuidade do raio espectral
das matrizes [66, teorema 3.16] quando € — 0 resultaem 1 < A < %.

Se Zy < 1, entdo %ég) < 1 por € suficientemente pequeno, novamente por

a reprodutividade e A(¢) a taxa de

causa da continuidade do raio espectral. Do acima exposto, 1 > A©) > %é£>
eno limite 1 > A > %,. O

Proposicao 6.18. Sejam os mesmos pressupostos e notagdes que para a pro-
posicdo 6.3. Suponhamos que a matriz ¢ dada pela formula (6.16) é irredu-
tivel e que as matrizes A(t) ndo sdo todas iguais a zero. Se %y > 0, entdo X
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é o tnico niimero x > 0 tal que

p([A(T_l)JrB(T—n}-[WJFB(O)D =1 (6.29)

X X

Demonstragdo. Denotemos A(x) o lado esquerdo da férmula (6.29) e A(x) o
raio espectral da matriz

€ (x) = subdiag (A(t) +B(t)> .

0<1<T—-1 X

De acordo com a proposi¢io 6.10, A(x) = A (x)T. Assumindo-se 0 < x| < x2,
entdo € (x1) = €(x2) e A(x1) = A(x2) (proposigdo 3.21). A matriz € (x;)
também ¢ irredutivel porque

A;j(t)+Bj(t) >0& ——=~ Aij(t)

B; > 0.
LB >

Se tivéssemos A(x;) = A(xz), terfamos €' (x;) = € (x2) (proposi¢do 3.22);
mas isto é impossivel uma vez que as matrizes A(f) ndo sio todas zero. Por-
tanto, A (x1) > A(x2). As fungdes x — A(x) e x — A(x) estdo assim estrita-
mente a diminuir por x > 0.

Notamos Z(x) a reprodutividade associada as matrizes (A()/x)o<i<
e (B(7))o<r<r—1. Temos Z(x) = %o/x. Em particular, Z(%) = 1. De
acordo com a proposicio 6.17, temos A (%) = 1 e portanto A(%) = 1.
O

6.4 Uma funcao monétona

Proposicao 6.19. Consideremos os mesmos pressupostos e notacoes que na
proposicdo 6.11. Seja 1(t) tal que para todo t > ty, 1(t +1) = M(2)1(¢), com
a condigao inicial I(ty) que é um vetor ndo-negativo. Sejam

wi () (1)

Vi (1) wi (2)
A= (I(10), w(to)) ’ (v(to),w(t0))

Entdo n(t) e w(t) sdo distribui¢des de probabilidade associadas a uma ca-
deia periddica ndo homogénea de Markov:

n(t+1)=n()P@k), oi+1)=w(@)P(l), o()=o0(+1)Q().

m (1) = (1) =
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Demonstragdo. A observagio 6.14 mostra que
PRAGES
k

A férmula (6.21) da
Y on(r) =
k
As relagdes (6.20) sdo equivalentes a
ZPi,j(t) =1, ZQi,j(f) =
J j
Para além disso,
) Wj(l‘—Fl)Mj’i(t)
T l‘ ij
EROR0 = L 3o wia) A0
B wj (t + 1) ' N
A0 (1(10), wlto)) X,»:I'(I)Mj’l(t)
Wj(l+ I)Ij([+ 1)

R IRTS R

Com as relagdes (6.20), temos

D vi(t)wi(t) wj(t+1)M; (1)
;wl(t)Pl"](t)_;<V(l0), l0)> ! lwi(t)/

w(

o ow(t 1) b N

= k(v(Jto), (IO»Z i(t) M (1)

vt wy(e +l)
(v(to), w(to))

w;(t+1)

Zv;t—i—l wi(t+1) M; (1) v;(t)

Z“” =+ 1DQij) =2 W) Avit 1)

= TRy D DM

Spu/IGLIUNE (7).
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Proposi¢iio 6.20. Se F: [0, +oo[— R é uma fungdo convexa, entdo a sequén-

o pur(24)

estd a diminuir port > to.

Demonstragdo. Desde m(t+ 1) = m(t)P(¢), temos

mt+1)\ @;(t)P;(t) m;(t)
F(w<+1))F<Zw(+l)w()>

J

Mas o(t + 1) = o(¢) P(¢) mostra que
©;(1)P;i(t) _
Z’ (Joi(thl) =1

J

Assim, a convexidade da funcdo F implica

W (OP(1) m(1) ) _ - 0 (P(e) - ( (1)
F<Z o+ ) M)sz o1 1) F(wﬂ(x))'

Agora a matriz P(¢) é estocdstica. Portanto,

Favew(3523) <pmomr (5




Capitulo 7

Modelos periodicos em tempo continuo

O comportamento assimptotico dos sistemas periodicos linea-
res em tempo continuo com vdrios tipos de pessoas infetadas é
estudado neste capitulo. A reprodutividade % é a razdo as-
simptotica entre novas infecoes em duas geragdoes sucessivas da
drvore da infecdo. Obtém-se que uma determinada funcdo ndo-
negativa, construida com as fungbes proprias associadas a taxa
de crescimento, é mondtona e decrescente.

7.1 Reprodutividade

Nesta sec¢do, o periodo T € um nimero real positivo.

Exemplo 1. Tomemos novamente o caso da sec¢@o 3.1, mas em um quadro
periédico. Seja m > 1 um nimero inteiro. Seja A(¢) uma fun¢do com valores
em matrizes quadradas de ordem m tal que

Vi, j, Aij(t) > 0.

Seja B(t) = (B, j(f)) uma fungdo matricial diagonal tal que
Vj, B (t) > 0.

Seja C(t) = (C; j(t)) uma fungdo matricial tal que

Vi j, Cij(t) <0, Vj, Cj;(t)=—Y Ci;().
i#j

Sejam
D(t) =B(z)+C(r), M(t) =A(r) —D(¢).
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Todas estas fun¢des matriciais sdo assumidas como sendo T-periddicas e con-
tinuas. O vetor I(¢) da populagdo infetada é, na aproximagdo linear, uma

solugdo do sistema
dl
— =M(?)I(z 7.1
S =MO1() .

com a condi¢do inicial I(f9) com componentes ndo-negativos no momento #,
(0 <1p < T). Entdo h(t) = A(7)I(¢) é o vetor de novas infe¢des por unidade
de tempo. Assume-se que o sistema matricial periddico
dz
dt
com a condi¢do inicial Z(0) = .# (a matriz de identidade) é tal que

p(Z(T)) < 1.

—D(t)Z(1)

Em outras palavras, a populacio infetada acabard por se extinguir se ndao hou-
ver novas infegdes. Definimos X(z,s) tal que para todo (t,s) € R,

%(r,s) =—-D(t)X(¢,s) (7.2)
e X(s,5) = 7. Temos
X(t,s) = Z(t) Z(s) ™" (7.3)

[14, corolario 2.22].

Seja ®(¢) a matriz de solugdo do sistema (7.1) com ®(0) = .# (a matriz de
identidade). A solucdo I =0 do sistema (7.1) € assimptoticamente estdvel se e
somente se p(P(T)) < 1 [14, teorema 9.20]. Para expressar esta condigdo de
forma diferente, vamos adaptar a nogao de reprodutividade ao caso periddico.

Suponhamos que a populacio inicial no momento f#( pertence a geracao 0.
Seja Q) (t) a populagdo infectada que pertence a geragdo n no momento £,
paratodot >tyetodon>0e

a1

1(t0) =10), =~ (1) = -DO1V(@), (74)
J1(m+1)
1 D(19) =0, ———(1) = AO1" (1) = DO 1"V (1), (7.5)

Temos

para todo ¢t > ty. Seja
(1) = A1) (1)

o vetor de novas infecdes por unidade de tempo devido a gerag¢do n ao tempo ¢.
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Lema 7.1. A funcdo h")(t) é tal que

h(n+l) (t) _ t—1oy
0

K(t,x) h"™ (t — x) dx,

com o niicleo ndo-negativo
K(t,x) = A(t) Z(t,t — x).

Demonstragdo. Deve-se lembrar que a matriz Z(t) é sempre invertivel [14,
proposigao 2.26]. Ao derivarmos a relagio Z(¢) Z(t)~' = .#, obtemos

L dz

- z(t)~ .

Assim, com a equagdo (7.5), obtemos

i [Z(t)fl I(nJrl)(t)} — —Z(t)71 %Z(t)—l I(n+l)(t) +Z(1)71 A(l‘) I(n)(t)

dt
—2(t)"' D)1 ()
=7 AT (1),
Integramos entre ty e ¢ :
t
Z@)""1 (@) = [ Z(s)"  A(s) I (s) ds.
fo
Por isso,
t 1
1) = [ 2(6)Z(s) " A(s) 1) (s) ds = / %(t,5) A" (s) ds.

fo fo

Finalmente,
t—1o
KD (1) = A(r) / E(t,6 = x)h") (¢ —x) dx.
0

Os elementos fora da diagonal da matriz —D(r) sdo todos ndo-negativos.
Portanto, a matriz X(¢,s) com ¢ > s é ndo-negativa (proposi¢do 2.5). A ma-
triz K(¢,x) com x > 0 também é nio-negativa. O
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Exemplo 2. Seja m > 1 um inteiro. Sejam A(¢,x), B(f,x) e C(t,x), com
t € R e x>0, fungdes continuas, T-periddicas em relagdo a ¢, com valores
em matrizes quadradas de ordem m. Suponhamos que B(#,x) é uma matriz
diagonal. Suponhamos ainda que para todo 1 < i, j < m,

Ai,j(t7x) 20, Bj,j(tax)>0> Ci,j(f,X)g()SCl.?éj, (7.6)

e para qualquer j,

Zci,j(t,x) =0.

Seja
D(t,x) = B(t,x) + C(¢,x).
Introduzamos a fun¢éo matricial X(¢,s) tal que

Jx
vt > s, 5 = —D(t,t —s5)X(¢,5), (7.7)
e X(s,s) = .7, onde .# é a matriz de identidade de ordem m. Assume-se que
existem constantes positivas @, 3 e ¥ tais que, para qualquer ¢ > 0 e qualquer
x>0,
A <, [12(s)]| < ye PO, (7.8)

onde || - || € uma norma matricial. Seja I;(z,x) o nimero de pessoas do tipo
k (1 < k < m) no tempo ¢ que tenham sido infectadas durante x unidades
de tempo. Suponhamos que I = (Ij,...,I,,) é uma solugdo do sistema de
equacdes diferenciais parciais

Jdl  dI
0,vt>0, = +=—+D(x)I{,x)=0 7.
Vx>0, Vt >0, FTR R (t,x)I(r,x) =0, (7.9)
com a condi¢do inicial Ip(x) por x > 0 e a condi¢do de contorno
—+oo
Ve >0, I(z,0)= A(t,x)I(¢,x)dx. (7.10)
0

Para simplificar, tomemos 7o = 0. Seja I(") (t,x) a populagdo infectada desde
x unidades de tempo que pertence a geragdo n no tempo ¢. E dado por > 0 e
x> 0 por

1 (0,x) =Tp(x),
19(,0)=0,
10 910

T (0)
o+ S = D)1, x)
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e para todo n > 0 por

n+1 ( ) 0,
n+1 ) / t x)d
al(n+1) aI(l1+1) )
——t—— = —D(t,x) 1"V (1, x).

Com estas definigdes,

:ZI(") t,x

n=0

¢ de fato uma solugdo do sistema (7.9)-(7.10) com a condiggo inicial Ip(x).
Seja

h(n) (l) (n+l)(t 0)

Pode ser mostrado como no primeiro exemplo que para todo n > 0,

R ( / K(#,x) K" (r —x)dx

com o ntcleo
K(t,x) = A(t,x) Z(t,t — x). (7.11)

O sistema (7.7) é um sistema diferencial linear e cooperativo. Portanto, a
matriz X(¢,s) com ¢ > s é ndo-negativa (proposi¢do 2.5). Com as hipdteses
(7.6), a matriz K(#,x) é também ndo-negativa.

Se as matrizes A(z,x), B(#,x) e C(¢,x) ndo dependerem de x (vamos anot4-
las A(t), B() e C(¢)), entdo

(1) = /0 x) d

¢ a solugdo do sistema

E =
como no exemplo 1. De fato, como na observacao 3.15,

dl te d1 +eo 91 e
@i 8t( x)dx = ./0 a(t,x)dx—D(t). A I(¢,x) dx

=1(z,0) = D(¢)1(z) = A(¢)I(t) — D(¢) I(¢).
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Generalizacdo. Seja m > 1 um inteiro. Se w € R” e se M for uma matriz
quadrada de tamanho m, seja

1<j<m

m
Iwllr =Y wil, [M]l; = max ZlM,;I
i=1

M]|; é a norma de matriz subordinada a norma vetorial ||w|;, portanto
[Mwl[1 < [IM][1[[wll-

Definicao 7.2. & é o espago Banach de fungdes continuas T-periddicas de
R em R™ dada a norma

Wllo = max [[v(z)[l; = max Zlvz
0<7<

A seguinte proposicdo é andloga a proposi¢ao 6.3.

Proposicio 7.3. Seja K(t,x) uma matriz quadrada de ordem m com coefici-
entes ndo-negativos, que é uma fungdo continua, T-periodica em relagdo a t.
Suponhamos ainda que existem a. > 0 e B > 0 de tal forma que para todo t e
x>0,

IK(t,x) |1 < ae™P~.

Seve P, entdo

com

Y K(r,t —x+4T) se 0<x<t,
>0

Y K(t,t—x+4T) se 1<x<T.

q=1
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Demonstragdo.

too 1
K(t,x)v(t —x)dx = / K(t,t —y)v(y)dy

/Ktt— dy+Z/ K(z,t —y)v(y)dy

q=>0"

0

*/Ktt— derZ/ K(t,t —y+(g+1)T)v(y)dy

q=0
-, o+ [ |
0

Y K(t,t—y+4qT)|v
q=>0

Proposicao 7.4. Dados os mesmos pressupostos da proposicdo 7.3, seja &
o operador integral definido por
—+oo
(HV)(t) = K(t,x)v(t — x) dx (7.12)
0

no espago &. Entdo ¥ é um operador compacto.

Demonstra¢do. Temos
K (1) (e =) < (K@) 1 v =) < e P [v]]er

Assim, a continuidade da fungéo ¢ — (#v)(¢) resulta do teorema da con-
tinuidade por convergéncia dominada [54, teorema 10.3.1]. Esta fungdo é
T-periddica. Além disso,

+o0
II(JYV)(t)Illé/O [K(#,x)v(r = x)[1dx < &

2 v

B
1 V]| = max [[(£v) (@)l < *IIVIIW

O operador £ esta, portanto, limitado e

o

B )

onde %, é a norma de operador no espago -Z(P) de operadores lineares
limitados em &. Paratodov € & e 0 <t < T, temos

T .
= / K(z,x) v(x)dx
0

1 oo <
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onde IA((t,x) € como na proposi¢do 7.3. Desde que para qualquer (¢,x) €
[0, T]? e qualquer inteiro g,

0 < ||K(1,t —x+¢T)|| < e PU—+D)  gre=Pla—1T,
a fungdo K(7,x) é continua no conjunto
(1) € 10,T) % [0,T): 1 £ x}

e limitado no conjunto [0,T] x [0,T]. Portanto K(z,x) é um niicleo «fraca-
mente singular» e o operador integral JZ” é compacto [41, teorema 2.22]. [

Definicio 7.5. Dados os mesmos pressupostos da proposi¢do 7.3, denomina-
mos % e chamamos a reprodutividade do raio espectral do operador 7 .

Proposicao 7.6. Dados os mesmos pressupostos da proposi¢do 7.3, suponha-
mos que h\" [fo; +oo[—= R™ verifica para qualquer inteiro n > 0 e qualquer
t>1

1—1
h(ﬂ+1)(t) — / K(l,.x)h(n) (t_x> dx. (7]3)
0
Seja

se fHH<T<T

se 0< 1<y (7.14)

H" (1) = ) A" (T +4¢T) com g, = { (1)

q9=qr

Estendamos a funcdo H(”>(T) por periodicidade a todos os valores reais de
1. Entdo para todo n > 0, temos

HO+D = o H

O vetor H(”)(T) é o vetor do nimero de infe¢des por unidade de tempo
devido a geragd@o n no tempo 7 modulo T, ou seja, na estagdo 7.

Demonstracdo. Assumamos primeiro 7o < 7 < T. Resulta de (7.13) e (7.14)
que
T+qT—1g
HO (1) = ¥ / K(7,2) h™ (z + ¢T — x) dx.
4>0"0
Arranjando a dupla soma, obtemos
T—to+pT

H ) (1) = Z / Z K(7,x) A" (14T — x) dx
p=>07pPT

T+pT
+Z/ Y K(z,x)h" (1 +¢T —x)dx.
p207 70t PT g2 piy
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Com a mudanca da varidvel y = x — pT e r = ¢ — p, chegamos a

T—1
e an) Z/ 'Y K(z,y+ pT) A" (41T — y)dy (7.15)
p=0 r=0
+Z/ Y K(z,y+pT) A" (t+rT—y)dy.  (7.16)
p>07/ 7710 r>1

Nos integrais (7.15), temos 0 <y < T —fp, portanto fp < T—y < 7 < T. Nos
integrais (7.16), distinguimos o caso T —1#y <y < 7 (para os quais 0 < 7 —
y < to) docaso'c<y<T(paIaosqualst0<‘c T+7—y<T). Coma
definicdo (7.14) de H"™ (1), chegamos a

H Z/ K(,y+pT)H" (t—y)dy
p=0
+Z KTerpT)H('l)(Tfy)dy
P>0 T—1o
+Z/ K(z,y+pT)H ()(T—l—f—y)dy.
p=0

Com a mudanga da varidvel ¢ = 7 —y, obtemos
T

H<n+1>(f):/ K(r,0)H" (c)do (7.17)
JO

com 12(7:7 o) como na proposi¢do 7.3. Quando 0 < T < 7y, um célculo com-
pletamente analogo leva também 2 relagdo (7.17). Além disso, como H( (1)
foi estendido por periodicidade a todo 7, temos

~+oo
/ K(z,0) (o)do = K(7,x)H") (1 —x) dx. O
0

Proposicao 7.7. Dados os mesmos pressupostos da proposicdo 7.3, conside-
remos o produto escalar no espaco &

m

() =Y /OTui(t)v,-(t)dt.

i=1"

Para todo v € P, seja

—+o0
() (1) = / R (¢ +x,x) vt +x) d,
0
onde 'K(t,x) é a matriz de transposicéo de K(t,x). Entdo

Y(u,v) € P22, (Hu,v) = (u, ).
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O operador .#* é a transposicio do operador .. E também um operador
compacto [25, § 2.5.2.3] e o seu raio espectral é igual ao do operador JZ°

Demonstragdo. Com u € &, a proposicao 7.3 e o teorema de Fubini, obte-

m T pdoo m
<%u,v>:;/o/o ;Ki,j(t,x)uj(tfx)dxv,-(t)dz

“LE [ [ Rt

m m T T _

- Ki j(t,x)vi(t)dt uj(x)dx.
Jo .

O intervalo de integragdo estd dividido em duas partes:

i/ /K,]txvl )dt uj(x)dx
T T .
XYy / Ry (,0) vile) dr uj(x)dx

§
1M§

+Z / / K; j(t,t —x+sT)vi(r)dr uj(x)dx.
i=1j s=0"

A mudanca da varidvel y = — x + sT, a periodicidade de K(¢,x) em relagdo
at e ahipdtese v € & resulta

m m
(Hu,v) = ZZ/ / Kij(x+y,y)vilx+y)dy uj(x)dx
i=1j=1 s>1

m . m —x+(s+1)T
YT L L R e
i= lj 1

5=>0
m oo
y / Ko j(x+3,9) vilx+y) dy uj(x) dx
i=1j=

m T ptoo m
/0 /0 ZK,-yj(x—l—y,y)vi(x—&—y)dy uj(x)dx. O
~ .

J i=1



100

Diz-se que um operador é fortemente positivo se a qualquer fung¢do v # 0
com v > 0, ou seja, de tal forma que v;(¢) > 0 para todo i e todo ¢, associa
uma fungdo cujos componentes sdo positivos. O seguinte coroldrio é andlogo
ao corolario 6.4.

Corolario 7.8. Dados os mesmos pressupostos da proposicdo 7.6, assume-se
que o operador K é fortemente positivo. Seja

~+oo
/ IHO @)llde= [ A @) s (7.18)
fo

Se a fungdo h\0)(t) ndo for identicamente zero, entdo

7g(n+1) — %
g(n) n—oeo

O ntimero g(n) é o nimero total de infe¢des devido a geracéo n.

Demonstracdo. Utilizemos o teorema de Krein-Rutman (teorema 7.26). O
raio espectral do operador compacto fortemente positivo .2~ é um valor pré-
prio simples com um vetor de fun¢éo prépria #(7) com componentes positi-
vos. Este valor préprio domina todos os outros valores préprios. Portanto,
existe uma constante ¢ > 0 tal que |[H"(-)/(%o)" — cu(-)||. — 0 quando
n — +oo. Portanto,

gln) _ Jo [H"( ||dT
(%O)ni 0 (%0 / || |dT

eg(n+1)/g(n) — %o. O

7.2 Sistemas diferenciais
Proposicido 7.9. Seja m > 1. Sejam as matrizes A(t), B(t) e C(t), como no

exemplo 1 da secgdo 7.1. Seja D(t) = B(t) 4 C().

* Suponhamos que A # 0. Entdo w(t) é uma fungdo prdpria do operador
de transposi¢do & * associada ao valor proprio A se e s6 se w(t) for
uma solugdo T-periddica ndo idéntica a zero do sistema

&~ (v - A2 )i (7.19)

dt

* Suponhamos que A = 0. Se w(t) é uma funcdo prdpria do operador
H* associado ao valor préprio A, entdo "A(t)w(t) = 0 para todo t.
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Demonstragdo. Seja w(t) uma fungdo prépria do operador ¢ * associada ao
valor préprio A. De acordo com a proposi¢do 7.7, temos

/(:oo K(t +x,x) w(t +x)dx = Aw(t)

com

K(t,x) = A(t) X(t,t — x)

de acordo com o lema 7.1. Por isso,
—+oo
/ (7 +x,1) At +x) it +x) dx = Aw(r).
0

Derivemos esta equacio:
e a t t
/ = [0+ 5,0 A+ )] wle+ ) dx
0
ey t / dw
+/ E(t+x,0) Al x)w(r+2)dx =2
0

Integremos a segunda integral por partes:

/:w % ['Z(t 4 x,2) ‘At +x)| w(t +x)dx

te g .
_/0 B [t +x,1) At +x)] w(t +x)dx

+ [tZ(r +x,8) At +x)w(t +x)] Zm = Ad—w.

De acordo com a férmula (7.3), £(¢ 4 x,t) = Z(t +x)Z(t)~'. Portanto X( +
x,t) — 0 quando x — +oo e

./OM (i [t +x,1)] - % [T(H—x,tﬂ) 'At+x)w(t +x)dx
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Entretanto,

%Z(l—l—x,t) Z(t+x)Z(t) " = Z(t+x)Z(t) " Z (1) Z(t) !

)
—D(t+x)Z(t+x)Z(1) ' +Z(t+x)Z() "' D(r)
—D(t 4 x)E(t 4 x,1) + X(t +x,) D(¢),
)~
(

iE(tJr)m) Z/(t+x)Z(t)""

dx
D(t+x)Z(t+x)Z(t) ' = —=D(t +x) Z(r +x,1).
Por isso,
2E(t+ l)—iE(I-F 1) =XZ(t+x,1)D(z)
Fra R T
€
t ey t t dw
D(r) / E(t4x,0) Alt ) w(t +x) d = AWw(r) = A5
0
Assim,

AD()w(t) —"Alt)w(t) = /15

Inversamente, se w(¢) for uma solugdo T-periédica do sistema (7.19) e se
A #0, entdo

VseR, A [ I +'D(s)w(s )] ="'A(s)w(s).
Multipliquemos a esquerda por ‘X (s, 7):

t dw t t t

A { Z(s,t)ng Y(s,1) D(s)w(s)} = "T(s,1) "A(s)w(s).
Consideremos a equacao (7.2):
d 4 t t
l$ [—'Z(s,0)w(s)] = E(s,1) 'A(s)w(s).

Integremos entre ¢ e +oo:

A5 (s0wis)] :/f (5,1) ' Als)w(s) ds

+
:/ T(t+x,0) At +x)w(t +x)dx. O
0
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A seguinte proposi¢do liga a solu¢do fundamental de um sistema com a
do seu adjunto [68, p. 127].

Proposi¢iio 7.10. Seja P: R — R™ ™ uma fungdo continua. Sejam X(t) e
Y (t) as solugdes dos sistemas matriciais

dX ay
2 oP)X(r), ==
——P)X(), =

com as condi¢oes X(0) = .7 ¢ Y(0) = .#. Entdo,

X(t)=['Y()]

—'P(1) Y (1), (7.20)

parat € R.
Demonstragdo. Seja Z(r) = X(t)'Y(¢). Entdo,

dz. dX, Jady

b Y(t)+X(1) [dt}
=P(t)X(¢)'Y(t) — X(t) Y (2)P(t)
=P(+)Z(t) —Z(r) P(¢2).

A fungdo Z(r) é portanto uma solucfo para esta equag@o diferencial e Z(0) =
#. Este problema tem uma solugfo dnica. E .# € uma solugdo 6bvia. Por
isso, Z(t) = .# parat € R. O

Proposicao 7.11. Sejam os mesmos pressupostos enunciados na proposi¢do
7.9. Seja M(t) = A(t) —D(z). Para A > 0, seja ®(t; 1) a solugdo do sistema
matricial periodico
axX
dr
com a condigdo inicial X(0) = .. Seja r(A) o raio espectral da ma-
triz ®(T; A). Entdo,

[A(r)/A —D(1)] X(2) (7.21)

* afungdo A — r(A) estd a diminuir por A > 0;

e se o > 0 e se a matriz M(0) for irredutivel, entdo %y é a solucdo
tinica da equagdo r(A) =1 com A > 0.

Demonstragdo. Seja

M, (1) = A(t)/A —D(z).

Os coeficientes fora da diagonal da matriz M, (z) sdo ndo-negativos. De
acordo com a proposicdo 2.5 aplicada a cada um dos vetores de unidade
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(0,...,0,1,0,...,0) como condigdo inicial, a matriz ®(¢;A) tem coeficien-
tes ndo-negativos para todo ¢ > .

Suponhamos que 0 < A; < 4. Sejav € R\ {0}. Seja X (¢) a solu¢do do
sistema (7.21) com A = A; e a condicdo inicial X;(0) = v. Do mesmo modo,
seja Xp(#) a solucdo do sistema vetorial (7.21) com A = A, e a condigdo
inicial v. Para todo r > 19, X;(t) = ®(r;41)v € (Ry)" e Xo(t) = P(1;2)v €
(R4)™. Para além disso,

% :M,ll(t)Xl ZMAZ(Z)XH % :MAZ(Z‘)XQ
e X;(0) = X»(0). De acordo com o coroldrio 2.6, X;(t) > X,(¢) para t >
0. Se aplicarmos isto aos vetores de unidade, obtemos a desigualdade entre
matrizes ndo-negativas

Vi =1y, D(t;41) = Pt A2).
b

Em particular, ®(T; ;) >
proposicdo 3.21.

Suponhamos que %y > 0 e a matriz M(0) irredutivel. De acordo com o
teorema fraco de Krein-Rutman (teorema 7.27), existe uma funcéo w € &
comw >0 e w(t) > 0 para t € R tal que #*w = Zyw. De acordo com a
proposi¢do 7.9, a fungio w(r) é tal que

D _ <‘D(t) Al )) w(t) (7.22)

(T; Az). Portanto r(4;) > r(A,) de acordo com a

dt

parat € R com A = %y. Seja ¥(¢; 1) a solucdo matricial deste sistema com
a condi¢@o inicial .# at = 0. Entdo,

P(Y(T: %)) = 1

de acordo com a proposi¢do 7.25. Mas este sistema é o adjunto do sistema
(7.21) com A = %,. Portanto,
(I)(T;%()) = [ ‘P(T;%o)}71
(proposicdo 7.10) e
1 1
r(%o) = p(®(T: %)) = = =1
p(W(T:%0))  p(W(T: %))

Para mostrar que % € a Unica solugdo da equac@o r(A) = 1, raciocinemos
pelo absurdo. Suponha que 0 < 41 < A3 e r(A1) = r(A2) = 1. Como a fungio
A — r(A) estd a diminuir, temos r(4) = 1 para todo A € [A;; Az]. Portanto,

VAE A A, p(E(TA)) =1/p(®(T;A)) = 1/r(A) = 1.
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Como a matriz M(0) é irredutivel, a proposi¢do 7.25 mostra que existe
XA R — R™ solucdo T-periddica nélo idéntica a zero do sistema (7.22) com
XM)(r) > 0 para todo t € R. Com a proposicio 7.9, deduzimos que X(*)(¢) é
uma fungdo prépria do operador .#* associada ao valor préprio A, isto para
todo A € [A1; A;]. Isto é impossivel porque o conjunto de valores préprios do
operador compacto ™ ¢ finito ou contdvel [17, teorema VL.8]. O

Observagdo 7.12. Esta proposi¢do dd um método prético para calcular a re-
produtividade ;. E suficiente utilizar software como o Scilab para calcular
r(A) e um método de dicotomia para resolver a equagdo r(A) = 1.

Coroléario 7.13. Dadas as mesmas hipdteses com uma matriz M(0) irreduti-
vel.

A > se e somente se r(A) < 1;
A =% se e somente se r(A) = 1;
A < %y se e somente se r(A) > 1.

Em particular,
Ho<l1seeséser(l)<l1;
Ho=1seeséser(l)=1;
Ry > 1seesoser(l)>1.

Caso especial. Sejam a(t) e b(¢) fungdes escalares positivas T-periddicas.
Consideremos o modelo

dl
o= laln) ~ b1,
onde a(t)I(t) é novamente o nimero de novas infe¢des por unidade de tempo,
com a condig¢do inicial I(fy). Este é apenas um caso especial do exemplo 1 na
sec¢do anterior. Temos

K(t,x) = a(t) exp (—/t.txb(s) ds) . (7.23)

Proposicio 7.14. Se m =1 e se o miicleo K(t,x) for dado pela férmula (7.23),
entdo os valores proprios do operador ™ sdo

a

_7’ GZ’
b+2nin/T
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onde

O raio espectral é
Ho=alb. (7.24)

As fungoes prdprias do operador ™ associadas ao raio espectral Xy sdo
proporcionais a

ity =exp (= ['lats) /80 - b5}l ).

Demonstragdo. Seja w(t) uma fungéo prépria do operador ¢ * associada ao
valor préprio A. De acordo com a proposi¢io 7.9, A # 0, porque caso contré-
rio terfamos a(f)w(t) = 0 para todo ¢, o que implicaria w(¢) = 0 para todo ¢,
uma vez que a fungio a(r) é supostamente positiva. Além disso,

%” - <b(t) _ ”’i”) w().

w(t) =w(0)exp (— /0[ [a(s)/A —b(s)]ds) .

Por isso,

Esta fungéo é T-periddica se e somente se w(0) = w(T), isto é, se

/OT[a(s)/), —b(s)]ds =2nin

com n € Z. Assim,

a
A, B
b+2nin/T
Uma vez que o médulo deste valor préprio é
a

b2+ (2nm/T)?

o raio espectral corresponde a n = 0. O

Observagdo 7.15. Os valores proprios estdo todos no plano complexo no cir-
culo de didmetro OM, onde O € a origem e M tem as coordenadas (%y,0),
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com %, dado pela férmula (7.24) (fig. 7.1). De fato, se | - | denota 0 médulo
de um nimero complexo, entdo

.+ 4
b+2nin/T 2b

2ab—a(b+2nin/T)| a
2b(b+2nin/T) | 2b

b—2nin/T _a
b+42nin/T| 2b°

Os valores proprios formam uma sequéncia que tende a 0, como € frequen-
temente o caso dos operadores compactos [17, teorema VI.8]. O limiar epi-
démico (%, > 1) depende neste caso apenas dos valores médios das fungdes

a(r) e b(t).

Figura 7.1: Os valores préprios do operador J#* no plano complexo.

Proposicao 7.16. Sejam os mesmos pressupostos. As fungdes proprias do
operador J¢ associados ao raio espectral %y sdo proporcionais a

u(t) = a(t) exp </0r [a(s)/ %o —b(s)]ds) .

Demonstragdo. Derivemos a equagio para um valor préprio ndo nulo 4,

a(t) /O+wexp (— /tl b(s) ds) u(t—x)dx=2Au(t).

—X
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O resultado é
oo
A (1) =d (1) / e Hxb S 1 (4 _ ) dx
0
teo t
+a(t)/ e I PO (1 — x) dx
0

+all) /

JO

T e I [b(t —x) — b(t)] u(t —x) dx

Integremos por partes o segundo termo do segundo membro:
Au(t e :
A (1) =d (1) th()) —a(t) | b(t—x)e FPO Y —x)dx
a 0

—a(t) [effftfxb(s)ds u(t —x)}

+oo

0
+a(r) /0 7 e bl [b(t —x) — b()] u(t — x)dx

_a/(t) u — u a u
= Au(t) —b(t) Au(t)+a(t)u(t)

Esta equacdo também pode ser escrita como

u'(t) d(t) a(t)
a0 " e PO

que se integra em

ot ] 't
u(t) = ca(t) exp (—/ b(s)ds+ 1 / a(s) ds) ) (7.25)
0 Jo
onde ¢ é uma constante. A fungdo u(¢) assim obtida é T-periddica se u(0) =
u(T), o que dd
A=a/(b+2nin/T). O

Proposicio 7.17. Se m =1 e se 1")(t) é a solucdo do sistema (7.4)-(7.5),

entdo paratodon >0et > t,
1 (1) = exp (—'/l:b(s) ds) % (/t:a(s)ds> I(o).
19 (19) =1(19), (1) = =b()1(1),

Demonstragdo. Temos

1D (29) = 0,
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A férmula na proposicdo é portanto verdadeira por n = 0. Por recorréncia,
suponhamos que seja verdade na ordem de n. Vimos na prova do lema 7.1

que
170 (1) = /tot exp (— /Stb(u) du) a(s) 1" (s)ds.

Chegamos a uma integral que pode ser calculada explicitamente:

10D (1) = exp ( totb(u) du) /to "als) < /to Sa(u)du>n ds I(ni")
— exp ( m’b(u) du) ( /to ta(u)du>n+l (;301)) 3 O

Observagdo 7.18. A teoria dos operadores positivos e a proposi¢do 7.6 im-
plicam que

(n) ~ n f(;rH(O) (t) W(t) dt
) ) oy di

onde a func¢do propria u é dada pela proposicao 7.16 e a funcao prépria w pela
proposi¢do 7.14. Mas desde

1© (1) =exp (—

é facil de verificar que

u(7), (7.26)

t

b(s) ds) I(1o),

fo

HO(1) = (478, (1)1(10),
onde gto ¢é a extensdo T-periddica da distribui¢do de Dirac em ¢ = fy. Portanto,
T T ~
/ w(tyHO (1) dr = / (W) (1) 8 (1) dt 1(t0) = Zow(to) 1(t0)-
0 0
Em resumo, a férmula (7.26) mostra que

L) . a(t) exp (ftg[a(t)/%o —b(1)] dt)
(7), ~ (o) Tt

I(to) ,
o que implica

oy T ae) exp (Jila()/ 0 — b)) dr) d

n—ytoo fOTa(r)dr

1(to) . (7.27)
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Este dltimo resultado assimptético pode ser verificado em exemplos numé-
ricos: basta utilizar a férmula por 1) (t) da proposi¢do anterior e lembrar
que

g(n) = /t ()1 (1) .

0

7.3 Taxa de crescimento

Proposicao 7.19. Sejam os mesmos pressupostos da proposicdo 7.3. Para
qualquer £ > —f, consideremos o operador linear limitado J¢; no espaco &
definido por

() (1) = /O T K (1 x) v{t —x) di.

Seja p({) o raio espectral deste operador. Suponhamos que existe Ly > —f3
de tal modo que p(Ly) > 1. Entdo existe um niimero tnico A > —f tal que

p(A)=1.

Este nimero A é chamado faxa de crescimento.

Demonstragdo. Tal como na proposi¢do 7.4, podemos mostrar que o opera-
dor J#; é compacto e que

a

B+t

Monotonia da fun¢do s — p(¢). Os componentes do nicleo ma-
tricial K(z,x) sdo ndo-negativos, por isso o operador 7, também é
ndo-negativo: se v; > 0 para todo i, que notamos v > 0, entdao ;v > 0. Além
disso, ¢1 < £, implica que J#, > J#;,. A monotonia do raio espectral para
operadores ndo-negativos e compactos mostra que a aplicagdo ¢ — p(¢) estd
a diminuir [84, proposicao 3].

770 < (7.28)

Continuidade da fung¢do ¢ — p(¢). A fungdo ¢ — #; de | — B, +oo[ em
Z(2?) é continua desde

foo
|7 — Ayl < max /0 e — e [[K(r,x) 1 dx

0<t<T

+oo ,
< a/ le=™ —e e PYdx — 0.
0 U=t

O raio espectral é continuo no espago dos operadores lineares compactos
[27]. Por conseguinte, a fungdo ¢ — p(¢) é continua.
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Existéncia de A. A desigualdade (7.28) mostra que ||-#;|| — 0 quando
£ — +oo. Desde p(f) < || #]|e [25, § 2.3.3], também temos p(¢) — 0
quando s — +oo. A continuidade de ¢+ p(¢) e a hipdtese p(¢o) > 1 implica
que existe A > ¢y tal que p(A) = 1.

Log-convexidade da fung¢do € — p (). Suponhamos —f3 < ¢} < lp e
C=rli+(1—r)b
com 0 < r < 1. Gostarfamos de mostrar
p(0) < p(01) p(62)' .

Gracas a continuidade do raio espectral no espago dos operadores lineares
compactos e considerando o operador associado ao nicleo modificado

KE;(t,x) = Ky j(t,x) +ee P~

¢ suficiente para provar a convexidade logaritmica com o pressuposto adici-
onal de que #; é fortemente positivo. De acordo com o teorema de Krein-
Rutman, existem fungdes proprias positivas v(!)(r) e v(?)(¢) associadas aos
valores proprios p(¢1) e p(£2) dos operadores %5, e %s,. Seja

wi) = 0] [P

De acordo com a versdo discreta da desigualdade de Holder [54, coroldrio
83.171comp=1/req=1/(1-r),

Gt = [ e Kt wite ) d
J
- /(:wZ{ {e*E'xKi’j(t,x) vg.l)(t—x)]
J

1—r
X {efgzxK@j(t,x) v§2> (t—x)} }dx

r

< /0 ” [ZG_EIXK,'J(I,X) v;l)(;—x)]

J

1—-r
X [Z e 2K j(1,x) v§2> (r— x)] dx.

J
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De acordo com a versdo continua da desigualdade de Holder [17, teorema
1v.6],

Foo i W r

(Jw);(t) < /0 Ze Kij(t,x)v; 7 (t —x) | dx
J
e >, @
X / Ze 2K j(t,x) vt —x) | dx
0 : '
J

Por isso

r 1—r
(w0 < [pe)v" 0] [p@vP 0] =p(t) p(e) " wile):
Finalmente, teorema 2.4 de [28] (limite superior de Collatz e Wielandt)
implica que p(¢) < p (1) p (L)' .

1—r

Unicidade de A. Suponhamos que existe 1| < A talque p(A;) =p(Ay) =
1. Uma vez que a funcéo ¢ +— p(¢) estd a diminuir e (log-)convexo, temos
p(¢) =1 para £ > A,. Isto contradiz o fato de que p(¢) — 0 quando £ — +oo.
Portanto, existe um unico A > —f3 tal que p(A) = 1. O

Corolario 7.20. Dados os mesmos pressupostos. Seja %y = p(0). Entdo,
A > 0 se e somente se %y > 1,
A =0 se e somente se %y = 1,

A <0 se e somente se %y < 1.

Demonstracdo. Vimos na demonstragio da proposicdo 7.19 que a fungio ¢ —
p(£) ou é estritamente decrescente no intervalo | — f8; 4-oo[ ou estritamente
decrescente num intervalo | — f8; 4] com p(¢) = 0 para todo ¢ > Ay. Mas
p(A)=1e %)= p(0). Segue-se o corolario. O

Observagdo 7.21. Sem = 1 e se o niicleo K(z, x) for dado pela férmula (7.23),
entdo partindo da equagdo

oo
/0 e MK (1,x) v(t — x) dx = v(1),

mostramos como na demonstragdo da proposicdo 7.16 que
V(I) _ ca(t) —At— [ b(s)ds+ [} a(s)d s

Esta funcdo é positiva e T-periddica se e somente se ¢ >0 e

T/ dt——/Tb(t)dt. (7.29)
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7.4 Uma fun¢io mondtona

Tomemos o exemplo 2 da secgdo 7.1. Sejam 'A(r,x), ‘B(z,x) e '*K(¢,x) as
matrizes de transposicdo das matrizes A(t,x), B(¢,x) e K(z,x).

Proposicio 7.22. Existe uma nica tripla (A,v,w) solugdo de problemas du-
ais de valor proprio

%(t,x)+%(I,x)+7bv(t,x)+B(t,x)v(t,x):0, v, Vx>0, (7.30)
~+oo

W(t,0) = / At ) v(1,x) dx (7.31)
0

T ptoo
v(t+T,x) =v(t,x), v(t,x) =0, Z/ / vi(t,x)dxdt =1,
= Jo Jo

_ %V(t,x) - %(t,x) +Aw(t,x) +B(r,x)w(t,x) = "At,x) w(t,0),
(1.32)

~+oo
w(t+T,x) =w(t,x), w(t,x) >0, Z/ vi(t,x)wi(t,x)dx=1.
i J0

Demonstragdo. Notemos .£v = Av a equagéo (7.30) e Z*w = Aw a equa-
¢do (7.32). Uma integracdo por partes resulta

x=0

/ /+°° Vs +7— B(l,x)w>dxdl+/0T<V(l,O),W(t7O>>d[
_/ /+°° »8;: 8;1/ ‘B(t,x)w)dx dt

Jr/o /()+M<A(t’x)v(t’x)aW(t,0)>dx dt

(Tt dw dw .
_/0 /0 (0 5+ S8 — B, 0wle,x) + A xw(1,0) dx de

T [teo
:/ / (v, L*w)dx dr.
0 Jo

As equacdes (7.30)-(7.31), por um lado, e (7.32), por outro, sdo reduzidas aos

_/ /*“’ 73;: 9: ‘B(t,x)w>dxdt—/OT[(v(t,x),w(t,x)>r:+wdt
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problemas dos valores préprios duais

~+oo
v(1,0) = / e M K(1,x) v(t —x,0) dx ,
0
—+o0
w(t,0) = / e K (1 +x,x) w(t +x,0) dx,
0

cujas propriedades resultam da proposicdo 7.19 e do teorema de Krein-
Rutman. [

A seguinte proposi¢do € o andlogo de tempo continuo da proposicado 6.20.

Proposicao 7.23. Seja F: R — R uma funcdo convexa. Suponhamos que
I(¢,x) é uma solucdo do sistema (7.9)-(7.10). Seja

Z/M (t,2) vilt x)F(W) dx.  (133)

Entdo 4% < 0 para todo t > 0.

Demonstragdo. Sejam

Aw‘(l‘,x)v]'(t,x)
V,'(t,()) ’

(t,x) e M
Vj(t7-x)

0i(1,3) = (734)

Wi j(t,x) =

Mostraremos que

dy Zw,tOvltO{ (/ Zu,,¢,dx> / ZH,J (¢;)d }

FL B ) ~F@) (60 0 hax, 039

onde por simplicidade ndo repetimos que as fungdes dependem de (¢,x). De
facto, a derivada da funcdo (7.33) é

dF teo aW,‘ (911,‘ Iief}”t
Y {[aﬂﬁwl‘atk( ” )

Le 2\ [9L L dv;| e ™
Vi F | = — AL ——= dx.
twivi ( Vi ) l:al‘ ! 2 ot 2 Y
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Substituindo d1;/dt, dv;/dt e dw;/dt por (7.9), (7.30) e (7.32), obtemos por

d.Z /dt a expressdo
Iief/'Lt
+Zw] ji Zw]tO ji| ViF "
1

T (-
‘;V’ +7Lv,+ZB,]v]] F (Iiii t)

Le M
—w;v;F
Vi
/ Iieit
+w;v;iF
Vi

Introduzindo a notagdo ¢; de (7.34), agrupando termos contendo derivados
em relagdo a x num lado e termos contendo B; ; no outro lado, e trocando os
indices i e j nas somas contendo B;; e A;;, obtemos

o0
a7 :_Z / — [wiviF ()] dx =Y wilt, 0) | AijviF(¢;)dx

iJ

+Z/ wiBijv; {F (¢;) —F(¢i) + (¢ — ¢j)F/(¢[)}dx.

—At

Vi

+ZB,J11

av;

efiu
8x+ZB”V’ " dx.

1

Ao integrar a primeira integral, obtemos

M—ZW,IOV,(IO){(‘P[IO / Z ”Vqub, }
. = vi(t,0

+Z]./O wiBi jv; {F(9;) —F(¢) + (¢ — 0;)F (¢:) } dx .

Isto leva a relag@o (7.35) se tivermos em conta a condi¢do no limite (7.10), o
que mostra que

At

e M Foo (t,x)vi(t,x) Li(t,x)e”
0:(1,0) = o t() / Z Aij( j(t,x) 1;(t,x) dx.

vi(2,0) vj(t,x)

Voltemos a demonstrag@o. A desigualdade de Jensen [18, p. 301], usando

/0+°° <;ﬂw> dx=1,
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e a versdo discreta da desigualdade de Jensen mostram que

Y w6 g (i 9 .
F </0 ;“t,/ ¢j dx) < /0 F ( Zj.ui,j > (;ﬂw) dx
< [ "Lk
X i,j i X.
0 - J J

Assim, a primeira linha na relacéo (7.35) é ndo-positiva. A segunda linha é
também ndo-positiva porque o termo com i = j cancela e porque para i # j,

a convexidade de F implica que a expressdo dentro das chaves é ndo-negativa

enquanto que B; ; <0, w; > 0 e v; > 0. Portanto, % <0. O

Proposicio 7.24. Seja1(t,x) a solucdo de (7.9)-(7.10) com a condi¢do inicial
1(0,x). Seja

c= ;/()+mlk(0,x) wi (0,x) dx.

Entdo,
o0

Z/ ‘Ik(t,x) e M —cvk(t,x)‘ wi(t,x)dx — 0. (7.36)

Z /0 t—>—+oo
Demonstracdo. Pode-se constatar que

I (t,x) — cve(r,x) e

¢ também uma solucdo das equacdes lineares (7.9)-(7.10). Aplicando a pro-
posi¢do 7.23 a esta solugéo com a fungdo convexa F(x) = |x|, obtemos que
Z (), o lado esquerdo de (7.36), diminui com o tempo ¢ e assim converge

para um limite /. O fato de que ¢ = 0 pode ser provado com argumentos
semelhantes aos enunciados em [52, p. 1259]. O

7.5 Apéndice: sistemas cooperativos periddicos

Proposicao 7.25. Sejam m > 2 um inteiro, M : R — R™™ uma fun¢do con-
tinua T-periddica tal que

Vi#£j,VteR, M;;(t) >0.

Suponhamos que a matriz M(0) é irredutivel. As duas condi¢des seguintes
sdo equivalentes:
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(i) existe X :R — R™ solucdo T-periddica ndo identicamente zero do sistema

dX
== =M(n)X
pral)

com X(t) 2 0 parat € R;

(ii) a matriz ®(t) solucdo do mesmo sistema com a condicdo inicial ®(0) =

S verifica
p(@(T)) = 1.

Demonstragdo. Como a matriz M(0) é irredutivel, todos os componentes da
matriz ®(¢) sdo positivos para todo ¢ > 0 (proposicéo 2.8).

Iremos assumir (i). Desde X(0) = X(T), temos ®(T)X(T) = ®(T)X(0) =
X(T). Mas, X(T) > 0 e X(T) # 0. Portanto, X(T) é um vetor préprio ndo-
negativo da matriz ®(T), que € irredutivel. A proposi¢do 3.20 mostra que o
valor préprio correspondente, especificamente 1, é o raio espectral.

Assumir (ii). Dado o teorema de Perron-Frobenius, existe um vetor v com
componentes positivos tais que ®(T)v = p(P(T))v = v. Seja X(r) = P(¢)v.
Os componentes de X () sdo positivos para todo ¢ > 0. Além disso,

dX do
=2 = M)y = M()X(0)
e
X(T) =@(T)v=v=P(0)v = X(0).
Portanto, X(r) é T-periddico. O

7.6 Apéndice: teorema de Krein-Rutman

Para a prova dos dois teoremas seguintes, ver [26, p. 221].

Teorema 7.26. (Teorema de Krein-Rutman). Seja X um espaco de Banach
real. Seja C C X um subconjunto fechado, de interior C # &, de tal modo
que

i 0ecC;
() VueCweCVvVa=>0Vp >0, au+pvecC;
(iii) ueCe—ueC=u=0;

(iv) X=C-C.
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Seja ¥ € £ (X) um operador compacto e fortemente positivo:
vue C\ {0}, #ueC.

Entdo o raio espectral p(K) é um valor préprio simples de ¥ e existe um
vetor préprio associado em C. Todos os outros valores proprios sdo estrita-
mente menores em modulo do que p ().

Teorema 7.27. (Teorema de Krein-Rutman, versdo fraca). Seja X um es-
pagco de Banach real. Seja C C X um subconjunto fechado que verifique
as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) do teorema anterior. Seja # € £ (X) um
operador compacto tal que p(#") > 0. Entdo existe u € C tal que u #0 e
Hu=p(H )
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Uma doenca transmitida por vetores
com sazonalidade

A leishmaniose cutdnea é uma doenga transmitida por insetos, 0s
flebotomineos. Neste capitulo, é desenvolvido um modelo mate-
mdtico que tem em conta a sazonalidade da populagdo de insetos
e a distribui¢do do periodo de incubagdo nos seres humanos. Os
pardmetros sdo ajustados aos dados da provincia de Chichaoua
em Marrocos. Numericamente, encontramos %y ~ 1,9. O mo-
delo sugere que a epidemia pararia se a populagdo de vetores
fosse dividida por (%y)?. Neste estudo foi proposta uma gene-
ralizagdo da defini¢do da reprodutividade %o para ambientes
periddicos.

8.1 Uma epidemia de leishmaniose em Marrocos

A leishmaniose € um grupo de doengas transmitidas por vetores causadas por
protozodrios do género Leishmania. O parasita € transmitido aos humanos
através das picadas dos flebotomineos. A doenca é endémica em muitas par-
tes de Africa, América do Sul, América Central, Europa Meridional, Asia e
Meédio Oriente. A leishmaniose tem quatro formas principais de um ponto
de vista eco-epidemiolégico, dependendo se a leishmaniose é visceral ou cu-
tdnea e se a transmissdo é zoondtica ou antroponética. Nas formas antro-
pondticas, os seres humanos sdo a dinica fonte de infe¢do para os vetores dos
flebotomineos. Em ciclos de transmissio zoondtica, os animais sao reservato-
rios que mantém e disseminam os parasitas. Cada ano, ha aproximadamente
500 000 novos casos de leishmaniose visceral € 1 a 1,5 milhdes de novos ca-
sos de leishmaniose cutdnea em humanos em todo o mundo. A leishmaniose
visceral € fatal se ndo for tratada. A leishmaniose cutanea geralmente cura-se
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por si s6, mas pode deixar cicatrizes desfigurantes.

Segundo o Ministério da Satde Piblica marroquino [53], a leishmaniose
antropondtica cutanea devida a Leishmania tropica era uma doenga emer-
gente na provincia de Chichaoua no inicio dos anos 2000: foram notificados
1877 oficialmente casos entre o inicio de 2000 e o final de 2004. A figura 8.1
mostra a evolugdo mensal do nimero de casos comunicados na cidade de
Imintanoute, que representou cerca de 80% dos casos na provincia, entre o
inicio de 2001 e o final de 2004. Alguns casos (43 no total) foram observados
durante 2000, mas o relatério mensal detalhado ndo estd disponivel.

180
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Figura 8.1: Nimero mensal de casos notificados de leishmaniose cutdnea em Iminta-
noute, na provincia de Chichaoua, Marrocos, entre 2001 e 2004 [curva escalonada].
Evolugéo da populagdo de Phlebotomus sergenti, de acordo com Souad Guernaoui
[pequenos circulos, escala ndo significativa].

Um estudo de campo mostrou que os flebotomineos da espécie Phleboto-
mus sergenti eram os responsaveis pela transmissao e que a transmissao era
antropondtica: nenhum reservatério animal, como os caes, foi detetado para
esta epidemia em particular. A figura 8.1 também mostra estimativas da po-
pulacdo de Phlebotomus sergenti obtida com armadilhas uma ou duas vezes
por més de junho de 2002 a dezembro de 2003. A populacdo de vetores cai
para zero entre dezembro e maio. Isto deve-se ao ciclo de vida particular
dos flebotomineos nesta regido: durante estes meses, apenas ovos e larvas so-
brevivem escondidos no solo. Quando a temperatura sobe no inicio de cada
verdo, as larvas metamorfoseiam-se em adultos voadores. A metamorfose
para quando a estacdo fria regressa.
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O objetivo deste capitulo é desenvolver um modelo matematico desta epi-
demia, estimar alguns parametros do ciclo de transmissdo e estimar a repro-
dutividade Z que mede o esfor¢o necessario para travar a epidemia. Foi este
estudo particular que levou a uma nova defini¢éo da reprodutividade %, num
ambiente periédico como o raio espectral de um operador integral (definicao
7.5) e a férmula explicita no caso particular da proposicdo 7.14.

Neste modelo, destacam-se dois pontos. Em primeiro lugar, existem flu-
tuacdes sazonais muito marcadas na populagdo de vetores; os modelos mais
simples sdo obtidos assumindo que a populagdo de vetores € periddica com
um periodo igual a um ano. Em segundo lugar, hd um atraso de vérios meses
entre a infecdo, que ocorre no verdo ou no outono, quando a populacio de
vetores ndo € zero, e o inicio de casos sintomadticos, que estd no seu auge no
inverno e na primavera (fig. 8.1).

A sec¢do 8.2 apresenta o sistema de equagdes diferenciais utilizado para
modelar a epidemia. A seccdo 8.3 analisa o modelo, em particular a esta-
bilidade do estado de equilibrio sem infe¢des. A seccdo 8.4 apresenta uma
simulacdo com pardmetros adaptados aos dados da epidemia da cidade de
Imintanoute. A reprodutividade de % para esta epidemia em particular é
entdo estimada.

8.2 Modelo

Sejam
* s(¢): o ndimero de flebotomineos suscetiveis no tempo ¢;
* i(¢): o nimero de flebotomineos infetados;
* S(#): o nimero de humanos suscetiveis;

* I(#,x): os humanos infetados no tempo 7 estruturados por tempo x desde
a infecao;

* R(#): o nimero de humanos imunes.

Para simplificar o modelo, ndo é tido em conta o periodo de tempo em que
os seres humanos ou os vetores estdo infetados mas ainda néo infeciosos. O
grupo de humanos «imunes» contém tanto pessoas cujas lesdes apareceram
recentemente e foram cobertas por tecidos como pessoas cujas lesdes sararam
e que sdo imunes. Os casos relatados sdo aqueles que entram no comparti-
mento R. Presume-se que as lesdes sdo cobertas assim que aparecem; isto €



122

obviamente uma simplificacdo da situacdo real. O niimero total de humanos
infetados é

Joo
1(r) = /0 I(t,x)dx.
Sejam ainda
* N =S(¢)+1(r) + R(¢): a popula¢do humana total;
* p(t) = s(¢) +i(r): o total da populacéo dos flebotomineos;
* A(r): ataxa de emergéncia dos flebotomineos;
e u: a mortalidade dos flebotomineos;
* o afrequéncia das picadas dos flebotomineos;
* b(x): ataxa de progresso da infe¢do para a imunidade em humanos;
e ¥: ataxa de perda de imunidade;

* g: a probabilidade de transmissdo de leishmaniose de um flebotomineo
para um humano durante uma picada;

e g: a probabilidade de transmissdo de leishmaniose de um humano para
um flebotomineo durante uma picada.

O modelo consiste nas seguintes equagdes:

ds I(z)

o = A0 —us() —ags) 8.1)

W s i), 52)

B —aqit)® D 1 yr0), (8.3)
(,0) = aqi(t) Slg) , gi (t,x)+ %(l,x) = —b(x)1(z,x), (8.4)

dR [t

o= A b(x)1(t,x)dx—yR(t), (8.5)

verifica

— = A1) —pp) (8.6)
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e N =S(¢) + I(¢) + R(¢) permanece constante. Se y(x) é a distribui¢do de
probabilidade do tempo desde a infe¢@o até aos sintomas em humanos e se
0 (x) é a probabilidade de ndo desenvolver sintomas x unidades de tempo apGs
a infecdo, entdo

GQ)I(AXWUMW<XP(%rb@ﬁU>- 8.7)

Assim @
_ ylx
R P

8.3 Analise

Suponhamos que A(#) é uma fungdo periédica com periodo T. Entdo o sis-
tema (8.1)-(8.5) tem uma solugio periédica sem doenga dada por s(¢) = p(t),
i(t) =0, S(t) =N eI(t) =R(t) =0, onde p(r) é a solucdo periddica tnica
da equacdo (8.6) A sua estabilidade é estudada através da linearizacdo do
sistema. Obtemos

di . I@) .

Ewaqp(t) N ‘LLl(l‘)7 (88)
dl ol

I(¢,0) ~ aqi(t), E(I,x) + a(t,x) =—b(x)I(t,x). (8.9)

Este sistema inclui tanto uma equacgao diferencial linear como uma equagdo
diferencial parcial linear. Para tornar a discussao mais simétrica, vamos in-
troduzir a fungdo i(¢,x) onde x é o tempo decorrido desde a infegdo nos fle-

botomineos. Seja
J(t,x) = (i(t,x), 1(z,x)).

Ao escrever = em vez de ~ para o sistema linearizado, temos

aJ aJ —u 0
(gt(t,x)—&-&)c(t,x):( 0 —b(x) )J(tvx)

32,0 I SR VAT
(ta )_< aq 0 )/0 (t7x) X.
Assim
1 O Me*f()xb(ﬂd)’
J(t,0) = N J(t—x,0)d
(Ia ) /0 < aqe,”x 0 (t X, ) X

+oo 0 % e~ Fiib(y)dy
J(O,x—1t)dx.
+~/t ( oge M 0 B x=s)dx
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Seja

h(t) =J(z,0).
Esta € a fungdo vetorial cujos componentes sao o nimero de novas infecdes
por unidade de tempo, ou seja, a incidéncia. Entdo a equagdo acima é uma
equagdo de renovagdo da forma

h(t) = /0' K(t,%)h(t — x) dx+ ho (1), (8.10)

onde K(#,x) é T-periédico em 7 e ho(¢) é uma dada fungdo. Note-se que
o coeficiente K; j(,x) na linha i e na coluna j da matriz K(z,x) é o valor
esperado do niimero de individuos do tipo i (os vetores sdo do tipo 1, os
humanos do tipo 2) que um individuo infetado do tipo j infetara por unidade
de tempo no momento ¢ se tiver sido infetado no momento ¢ — x.

Seja Z o conjunto de funcdes continuas T-periédicas com valores em R2.
Vimos no capitulo 7 que

h(t) ~eMv(t), t— +oo,

em que A é um nimero real e v € &2 é uma funcio ndo-negativa, ndo identi-
camente nula e tal que

V() = /0 +°° e MK (1,x) v(r — x) dx. (8.11)

Mais precisamente, existe um tnico ndmero real A para o qual se pode en-
contrar um tal elemento de &2 que é positivo.

Seja Zy o raio espectral do operador linear % que a v € & associa a
funcao

(Hv)(1) = /0 R0 vl —x) d,

também em &?. De acordo com o teorema de Krein-Rutman, existe u € &2
com coordenadas positivas tais que
~+oo
K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). (8.12)
0
Além disso, %, tem as propriedades de um limiar epidémico: A > 0 se % >
1, enquanto A < 0 se Zy < 1.

Se a funcdo p(r) for uma constante p, entdo K(¢,x) ndo depende de ¢.
Neste caso, consideremos a fun¢do constante u(r) igual a um vetor préprio
ndo-negativo da matriz ndo-negativa

~+oo

K(x)dx,
0



Capitulo 8 125

que € a matriz da préxima geracdo. Vemos que % ¢é o raio espectral desta
matriz. Mais precisamente, obtemos a férmula

2,75 oo
‘%:\/aquxi/o o (x) dx, (8.13)

que envolve o produto do nimero médio de seres humanos infetados por um
flebotomineo infetado (g/ 1) com o ndimero médio de flebotomineos infeta-

dos por um humano infetado
ogp [t
% /0 o(x)dx

Se a fung@o p(¢) ndo for constante mas T-periddica, seja u = (uy,uz).
Entdo o problema de valores préprios (8.12) € escrito

773 Foe
q”()/ o)t — x)dx = By (1)
+oo
ocq/ Buy (t —x)dx = Zoua(1).
Insiramos a segunda equacgd@o na primeira. Vemos que se 7y € tal que existe

uma fungdo T-periddica u; (r) ndo-negativa e ndo identicamente nula que ve-
rifica

+oo +oo
p(t)/ G(x)/ e M u(t —x—y)dydx=rou (t), (8.14)
0 0
entao
P
Ky = 0‘1\?‘1 X o (8.15)

A foérmula (8.15) generaliza a férmula cldssica (8.13) para as doencas trans-
mitidas por uma populagio de vetores que varia periodicamente. Note-se que
ro é uma func@o complicada de p(t), o(x) e u. Obviamente, r é uma fungéo
decrescente relativamente ao pardmetro y. Se, além disso, p(r) for substi-
tuido por € p(t), entdo ry é substituido por €ry. Assim, a conclusdo cléssica
de que uma doenca transmitida por vetores pode ser erradicada se a populag@o
de vetores for dividida por (%)?, que é vilida a priori apenas para uma po-
pulacdo de vetores constante, permanece verdadeira se a populagdo de vetores
variar periodicamente, desde que se utilize a defini¢ao de %, acima.

Para evitar qualquer confusdo, recordemos que certos autores denotam
por % o valor que aqui seria (%)
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8.4 Simulacio e estimativa da reprodutividade

Vamos estimar os parametros do modelo. A populagdo total de Imintanoute é
de cerca de 5000 habitantes. No entanto, algumas partes da cidade sdo mais
afetadas do que outras porque os flebotomineos preferem locais onde possam
por os seus ovos, por exemplo, perto de lixeiras. H4 apenas um grupo homo-
géneo no nosso modelo. Uma forma de lidar com este problema € considerar
que a populacdo inicialmente suscetivel N é desconhecida, mas com a restri-
¢do N < 5000, e deve ser determinada quando a curva epidémica se adapta
aos dados.

A esperanca de vida de um flebotomineo adulto € de cerca de 10 dias. Por
conseguinte, escolhemos (t = 3 por més.

Os dados na figura 8.1 mostram as flutuacdes sazonais da populacio de
vetores a menos de uma constante multiplicativa entre junho de 2002 e de-
zembro de 2003. A populagdo periddica do nosso modelo é baseada nos
dados entre janeiro e dezembro de 2003. A populagdo de vetores entre junho
e dezembro de 2002 nao foi, evidentemente, estritamente a mesma que entre
junho e dezembro de 2003, uma vez que, por exemplo, a temperatura média
mensal pode ter sido ligeiramente diferente de um ano para o outro. Seja pmax
o nimero maximo de flebotomineos num ano e sejam

p) =20 =20 = S0y - A0

, .
Pmax Pmax Pmax Pmax

Suponha-se que a taxa de emergéncia por més de flebotomineos A(¢) é uma
funcdo constante por trogos, com o comprimento dos intervalos igual ao
tempo entre duas observagdes da populacdo de flebotomineos. As alturas
dos degraus séo facilmente ajustadas de modo a que j(¢), dado por

dp _ _

LR -wp0), (8.16)

t

coincida com os dados (fig. 8.2a e 8.2b). Mais precisamente, se 0; < Oy
sdo dois tempos de observacao sucessivos, entao

(1) = A= p exp(H Ok r1) p(6kr1) —exp(u ) p(6k) 8.17)

exp( Bk+1) —exp(H O)

no intervalo |6y ; 61 1[. Esta escolha revela-se compativel com os dados, uma
vez que encontramos

A>0
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Figura 8.2: (a): (a): taxa de emergéncia de flebotomineos A(¢). (b): populagio de
flebotomineos j(¢). A linha é calculada usando a equagdo (8.16).

em cada intervalo, exceto, claro, no dltimo intervalo no final da estacdo de
transmissdo, para o qual p(6;) > 0 e p(6¢y1) = 0, e para o qual tomdmos
A(t)=0.

Suponha-se que para t = 0, digamos no inicio de 2000, um humano im-
porta a infecdo para a populacdo suscetivel. Neste momento, a populagdo
de vetores é nula. A condi¢do inicial é: s(0) =0, i(0) =0, S(0) =N-—1,
I(0,x) = 6x—o (fungdo delta de Dirac em x = 0) e R(0) = 0.

Para determinar b(x), assume-se que a distribui¢do de probabilidade y/(x)
do tempo entre a infe¢@o e os sintomas nos humanos € uma distribui¢cdo gama:

v(x) =a"x""te /T (v). (8.18)

Para os célculos numéricos, repare que para x — oo,

_ y(x) - e
PO = T D S v %

Consideremos o sistema (8.1)-(8.5). Dividamos as duas primeiras equa-
¢0es por pmax. Obtemos

ds - _ P ((3)]
E—A(I)—,us(t)—aqs(t) N (8.19)
PN (3 -

E—aqs(t)w—uz(t), (8.20)
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Figura 8.3: Nimero mensal de novos casos de leishmaniose cutianea calculada com
o modelo [linha pontilhada] e nimero de casos notificados [fun¢@o constante por tro-
¢os]. Também € mostrada a populagdo de flebotomineos [a negrito e em escala arbi-
traria].

SO)

dsS
o = —0q Pmax i(t) —= N +7vR(s), (8.21)
1(2,0) = 0t g pmax i(t) === S(t) (8.22)

ol ol = —b(x)I(t 8.23
Z7(0.0)+ 5-(1,%) = —b(x) (1), (8:23)

dR Feo

— = b(x)1(t,x)dx — yR(¢). (8.24)

dt 0

Assim, sendo conhecidos A(t) e i, os tnicos parAmetros desconhecidos sio:
N, o produto @ g, o produto & ¢ pmax, ¥ € 0s dois parimetros a e v que definem
b(x). Recordemos que para a distribui¢io gama, v/a é a média e v/V/a o
desvio padrdo.

O sistema (8.19)-(8.24) foi simulado com diferentes valores de parame-
tros. Obtemos um ajuste bastante bom ao nimero de casos reportados cada
més entre janeiro de 2001 e dezembro de 2004, ou seja, aos dados na fi-
gura 8.1, considerando N = 800, ovg = 1,1 por més, 0t g pmax = 16230 por
més, 1/y=1,2ano, v/a=6 més, e \/V/a= 1,5 més (fig. 8.3).

Utilizando estes valores para os parametros, podemos calcular numeri-
camente a reprodutividade %, definida na sec¢@o anterior. Primeiro, para
simplificar a equagdo (8.14), usamos a mudanga da varidvel 8 = x+y para
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obter N N
pl) [ ower [ et 0)dodx=rom(1).
0 X
Ao integrar por partes o termo integrado desaparece e obtemos
400
p(t)/o g(x)uy(t —x)dx=rou;(r), (8.25)
onde

g(x)=e™#* /O.x e o(y)dy. (8.26)

Uma vez que u (¢) é T-periédico, vemos que
oo ¢
| ewum-xjar= [ se—e)m(®)do
0 —o0
t
:/g(t—G)ul(t—G)d9+Z/ gt +(n+1)T—0)u (6)d6
0 n=

:/OTg-(t—e)ul(e)def/t' (= 0-+T)u(6)d6,
onde

~+oo
=Y g(x+nT). (8.27)
n=0

Assim, o problema de valores préprios (8.25) é equivalente ao problema

t){/Otg(t—9)u1(9)d9+/[Tg(t—9+T)u1(9)d9}:roul(t), (8.28)

que pode ser facilmente aproximada, uma vez que envolve apenas os valores
de u; () no intervalo [0; T]. De facto, seja n um ndmero inteiro suficiente-
mente grande. Sejas; = (i—1)T/npori=1,...,n, e seja Py o raio espectral
do problema de valores préprios da matriz

T l‘*l n
p tt)n{zg(ti_ Z —tj+T)U } poUi, (8.29)
j=1 =i

que é da forma .# U = py U, onde .# é uma matriz de ordem n com coefici-
entes ndo-negativos e U = (Uy,...,U,). Consideremos a relagio (8.15) entre
X e ro. Concluimos que

\/(O(Z]\) X (aqpmax) X ﬁO/NnI)m%()'

Os resultados s@o apresentados na tabela 8.1.
Na prética, os termos de (8.29) sdo calculados da seguinte forma:
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Tabela 8.1: Estimativa da reprodutividade % em fun¢do do niimero n de pontos de
discretizagéo do intervalo [0; T], o que representa um ano.

n 25 50 100 200 400
o 190 193 194 194 1,94

* Para a populagdo normalizada de vetores p(t;), a equagdo dp/dt =
A(r) — pu p(t) e a hipétese de que A(r) é uma fungdo constante por tro-
¢os dada pela férmula (8.17) implica que

plt;) = e 9 [p(6,) — Ay /] + A/
se 6 <1; < Oy1. Recorde que p(t) estd representado na figura 8.2(b).

* Para a fungdo g(x), truncamos a soma (8.27), mantendo apenas os dois
primeiros termos. Tomar mais de dois termos na soma ndo altera ne-
nhum dos nimeros da tabela 8.1. Para a fungfo g(x), que é usada para
calcular g(x), usamos as equacdes (8.7) e (8.26) e uma integragdo por
partes para obter a forma mais conveniente

4(0) = [“ [ ervmaret -t ["ye) dy] m

* O raio espectral py pode ser calculado utilizando software como o Sci-
lab.

Por fim, parece que %y ~ 1,94 (digamos 1,9). A epidemia poderia ser
travada se a populacio de vetores fosse reduzida por um fator de (%)* ~
3,8. Foi verificado numericamente que uma simulacdo do sistema (8.19)—
(8.24) de equacdes diferenciais parciais com o produto & g pmax dividido por
3,7 ainda d4 uma epidemia, enquanto ndo ha epidemia se este produto for
dividido por 3,9. Se em vez de utilizarmos o método algo complicado desta
seccdo, tivéssemos utilizado como férmula aproximada (8.13) o simbolo p
substituido pela média de p(¢), terfamos obtido %y = 2,8, 0 que sobrestima o
esfor¢o necessdrio para travar a epidemia.

Nao existe atualmente nenhuma droga profilatica ou vacina que possa ser
utilizada para prevenir a leishmaniose. Os locais de incubagdo dos fleboto-
mineos sdo geralmente desconhecidos. Os esforcos de controlo que se con-
centram apenas nas fases imaturas nio sdo geralmente vidveis. O controlo
da leishmaniose depende, portanto, de medidas para reduzir a densidade de
flebotomineos. Tal redug@o pode ser conseguida através da utilizag¢do de in-
seticidas.



Capitulo 9

Aproximacao da reprodutividade

O principal objetivo deste capitulo é obter uma formula aproxi-
mada com dois termos para a reprodutividade %o de uma do-
enca transmitida por vetores cuja populacdo vetorial sofre pe-
quenas flutuagdes sazonais da forma p(t) = po[l + € cos(wt —
9)] com || < 1. O primeiro termo é semelhante ao obtido no
caso de uma populagdo constante p, mas com p substituidos pela
média po da populagdo de vetores. A corregdo relativa mdxima
devida ao segundo termo é €2 /16 e tende sempre a diminuir %.
A reprodutividade % é o raio espectral de um operador inte-
gral. Comparamos quatro métodos numéricos para o cdlculo
de %y usando como exemplo um modelo para a epidemia de
chikungunya na ilha da Reunido em 2005-2006. As formulas
aproximadas e os métodos numéricos podem ser utilizados para
muitos outros modelos epidémicos que tém em conta a sazonali-
dade.

9.1 Uma epidemia de chikungunya na Reuniiao

A partir de mar¢o de 2005, uma epidemia de chikungunya afetou pela pri-
meira vez a ilha da Reunido no Oceano Indico. Apés um pico inicial de
mais de 400 novos casos por semana em maio de 2005, a epidemia abrandou
(fig. 9.1a) devido ao inverno austral, mais fresco e menos chuvoso (fig. 9.1b),
o que é menos favoravel a proliferacdo de Aedes albopictus, 0 mosquito que
transmite o virus da chikungunya aos humanos. Note-se que a Ilha da Reu-
nido se situa no hemisfério sul. O Aedes albopictus foi também responsavel
por uma pequena epidemia de dengue que durou de abril a julho de 2004,
ou seja, até ao inicio do inverno austral [59]. Isto provavelmente levou os
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epidemiologistas a acreditar que o cendrio da epidemia de dengue se repeti-
ria com o chikungunya e que uma campanha de controlo de mosquitos em
pequena escala e a descoberta ativa de casos seria suficiente para parar a epi-
demia antes do fim do inverno. Nao foi este o caso. Apds ter atingido um
minimo de menos de 100 novos casos por semana em setembro de 2005, a
epidemia de chikungunya comecou a crescer novamente e atingiu um pico de
40000 novos casos por semana em fevereiro de 2006. Nessa altura, a epide-
mia tinha-se tornado um tema de controvérsia cientifica e politica. Porque é
que os epidemiologistas ndo tinham sido capazes de prever a epidemia? Por-
que é que o Ministério da Sadde nio tinha langado uma campanha de controlo
da populacio de vetores em larga escala suficientemente cedo? Em julho de
2006, mais de 260000 pessoas tinham contraido a doenca desde o inicio da
epidemia, cerca de um terco da populagdo da ilha. Cerca de 200 certiddes de
Obito listaram o chikungunya como uma das causas de morte. Além disso,
a epidemia tem tido um efeito significativo na economia da ilha, particular-
mente no turismo. O efeito combinado do inverno e do controlo vetorial tinha
reduzido o nimero de novos casos por semana para menos de 1 000 em julho
de 2006.

Uma questdo importante era se a epidemia poderia passar novamente pelo
inverno e causar outro grande pico no verdo seguinte. Como discutido nos
capitulos anteriores, os epidemiologistas estdo interessados num parametro
associado a epidemia, a reprodutividade %, frequentemente definida como o
nimero médio de casos secunddrios causados por um primeiro caso no inicio
da epidemia. Se %y > 1, entdo a epidemia ird desenvolver-se. Se % < 1,
entdo termina. Tal como no trabalho de Ronald Ross sobre a malaria [10,
capitulo 14], a férmula para %, no caso de doengas transmitidas por vetores
é

oy — | 2299P. ©.1)
buN
onde o € a frequéncia com que os vetores mordem, ¢ e g sdo as probabilidades
de transmiss@o por mordida de vetor para humano e de humano para vetor, p
¢ a populagdo de vetores, N é a popula¢do humana, 1/b é a duragiio média da
infecdo nos humanos e 1/ € a esperanga de vida dos vetores adultos.

Esta férmula mostra, em particular, que %, € proporcional a \/p. Se um
sistema de vigilancia tivesse sido capaz de rastrear a densidade do vetor antes
e durante a epidemia, e se o valor numérico de % tivesse sido conhecido,
entdo poderia ter sido previsto que a epidemia iria parar se uma intervencio
contra os vetores dividisse a sua densidade por (%)>. Mas como nenhum
sistema de vigilancia estava entdo a controlar a densidade de Aedes albopictus
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Figura 9.1: (a) Estimativa do nimero de novos casos por semana, representados em
duas escalas diferentes. No eixo vertical a esquerda, pode ver-se claramente a curva
epidémica para o ano de 2005. No eixo vertical da direita, podemos ver como evo-
luiu em 2006. Dados do Institut de veille sanitaire. (b) Temperaturas maximas e
minimas em graus Celsius [curvas superior e média, eixo esquerdo] e precipitagdo em
milimetros por més [curva inferior, eixo direito] na cidade de Sainte-Marie na Ilha da
Reunido. Dados de Météo France.
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na Reunido, o método agora descrito ndo podia funcionar. Por conseguinte,
parecia simplesmente impossivel responder razoavelmente a questdo de saber
se a epidemia de chikungunya iria atravessar novamente o inverno.

Neste capitulo, concentramo-nos na parte mais tedrica do problema, no-
meadamente a estimativa da reprodutividade %,. Um aspeto marcante da
epidemia de chikungunya € a sua sazonalidade. A férmula (9.1) assume que
a populagdo de vetores p € constante ao longo de todo o ano. Surgem vdrias
questdes: como definir Z quando a sazonalidade é tida em conta, por exem-
plo, se supomos que a populagdo vetorial € uma funcéo p(r) que é periédica
no tempo? Como pode ser calculado Z%y? Existem casos especiais em que
podemos obter uma férmula simples semelhante a (9.1)? Estas questdes ndo
sdo obviamente especificas do chikungunya. Surgem, por exemplo, durante
a emergéncia de outras doencas transmitidas por vetores e, mais geralmente,
para problemas de dindmica populacional influenciados pela sazonalidade em
epidemiologia, ecologia, demografia, imunologia, genética populacional, etc.

Os capitulos anteriores comecaram a responder a algumas destas ques-
tdes. Contém uma definicdo de %y num ambiente periédico como o raio
espectral de um operador integral linear num espago de fungdes periddicas.
Foi também proposto um algoritmo para calcular %y com base na discre-
tizagdo do operador integral. Este algoritmo foi utilizado para estimar %
durante uma epidemia de leishmaniose cutdnea em Marrocos, para a qual as
flutuacdes da populacido de vetores eram conhecidas com precisdo gracas aos
levantamentos de campo.

Este novo capitulo estd organizado da seguinte forma. Na seccdo 9.2, re-
cordamos a defini¢do de Zy e também mostramos para uma certa classe de
modelos «ciclicos» que o problema integral de valores préprios em dimen-
sdao m se reduz a um problema unidimensional. Na maior parte do capitulo,
concentramo-nos no caso especial em que o niicleo do problema reduzido é
da forma

K(t,x) = f(1) g(x),

onde f(¢) é uma fung@o periddica. Este caso inclui muitos modelos de doen-
cas transmitidas por vetores e diretamente transmitidas.

Na secg¢do 9.3, apresentamos quatro métodos numéricos para calcular %
em problemas integrais de valor préprio unidimensionais. O primeiro método
€ o ja apresentado na seccdo 8.4: é uma simples discretizagdo do operador
integral. O segundo método utiliza séries de Fourier. Estes dois métodos fun-
cionam para uma fungio geral g(x) e uma fungdo periddica f(r). O terceiro
método considera apenas o caso especial em que f(r) = 1 + ecos(or — ¢);
combina as séries de Fourier com um método de perturbagao para € pequeno.
O quarto método funciona para sistemas lineares de equacdes diferenciais
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ordindrias com coeficientes periddicos.
Na sec¢do 9.4, consideramos as doengas transmitidas por vetores e assu-
mimos que a populacdo de vetores é dada por

p(t) = po[l+ecos(wt—@)] . 9.2)

Usando primeiro um modelo simples para a maldria e os resultados da seccdo
9.3.3, mostramos que com as mesmas notagdes aplicadas na férmula (9.1), a
reprodutividade € tal que

44 po bu e
SO i & 0= . .
Ho buN < 0+ (b+p)? 4 ©-3)

onde € € pequeno. Esta formula generaliza a férmula (9.1). O primeiro termo
é semelhante ao obtido no caso de uma populacdo constante de vetores p,
mas com p substituido pela populagdo média de vetores py. A correcdo re-
lativa maxima devida ao segundo fator é £2/16 e tende sempre a diminuir
. Passamos entdo a epidemia de chikungunya utilizando um modelo um
pouco mais complicado. A forma simplificada (9.2) para a populagdo de ve-
tores ndo parece descabida quando olhamos para as curvas de temperatura e
precipitagdo na Ilha da Reunido (fig. 9.1b): ambas tém apenas um tnico ma-
ximo por ano por volta de fevereiro. Apds estimarmos os parametros deste
modelo, comparamos os quatro métodos numéricos da sec¢@o 9.3 para o cél-
culo da reprodutividade %y. Contudo, néo se deve levar demasiado a sério o
valor numérico de %, obtido desta forma para a epidemia de chikungunya,
dado que os valores dos pardmetros ndo sdo conhecidos com precisao e dada
a simplicidade da hipétese (9.2). Isto pode ser visto como um exercicio para
testar os diferentes métodos numéricos, como uma fonte de inspiracio para
desenvolver a teoria, ou como uma primeira tentativa de modela¢do enquanto
se espera por estudos de campo relativos as flutua¢des da populacao de Aedes
albopictus.

A 1tltima secg¢do discute a aplicabilidade do método da seccéo 9.3.3 para
obter férmulas aproximadas para % no contexto de outros modelos matema-
ticos de doencgas infeciosas com coeficientes periddicos, em particular para
o modelo S-I-R com taxa de contacto periddica e periodo infecioso fixo, e
também para o modelo S-E-I-R com taxa de contacto periddica e periodos de
laténcia e infeciosidade exponencialmente distribuidos.

9.2 Lembrete da definicio de reprodutividade

Paratodor € Rex > 0, seja K(7,x) uma matriz de ordem m com coeficientes
ndo-negativos. Suponhamos que K(#,x) é uma funcdo periédica de r com
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periodo T para todo x > 0.

A ideia por detrds da funcdo K(z,x) é a de um modelo epidémico com m
compartimentos infetados (I;,1I,...,I,), que podem ser infeciosos ou laten-
tes. O coeficiente K; ;(#,x) na linha i e coluna j representa o valor esperado
do nimero de individuos no compartimento I; que um individuo no com-
partimento I; «gera» no inicio de uma epidemia por unidade de tempo no
momento ¢ se tiver estado no compartimento I; por x unidades de tempo. A
assungdo da periodicidade em K(¢,x) representa um ambiente periédico.

Consideremos o operador integral linear #~ definido por

(HV)(1) = O+°° K (1,x) (7 — x) dx 9.4)

no espago de fungdes T-periddicas continuas com valores em R™. Com as
hipéteses de periodicidade em K(z,x) e v(), a férmula (9.4) pode ser escrita

(V) (1) = /0 Rit,5)v(s) ds

onde

~+oo

Y K(r,t—s+kT) se s<t,
K(t,s)=q 20

Y K(t,t—s+kT) se s>t

k=1

(proposi¢do 7.3). O operador J#” é o «operador de préxima geragéo» e K(z, x)
o nucleo associado. Seja % o raio espectral de .#. O operador £ ¢é nao-
negativo. Sob certas hipéteses técnicas (ver capitulo 7), o teorema de Krein-
Rutman mostra que %, é um valor préprio de % e que existe uma fungéo
propria positiva u associada a Zo:

O+°° K(1,x) ult —x)dx = Boult). ©.5)

No resto deste capitulo, consideramos modelos «ciclicos» que tém a se-
guinte forma particular: todos os elementos K; ;(#,x) do nicleo sdo zero ex-
ceto Ky, (t,x) e Kjiqj(t,x) por 1 < j < m— 1. Isto inclui em particular o
caso unidimensional geral m = 1 com um ntcleo arbitrério K(z,x). Seja

u(t) = (u1(2),...,un(t)).
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O problema integral de valores préprios (9.5) escreve-se como

~+oo
Kin(t, %) um(t —x)dx = Foui (1),
0
oo
Kjp1,j(t,x)uj(t —x)dx=Zoujr1(t), 1<j<m—1.

Substituimos sucessivamente a equagdocom j=m—1, j=m—2,...j=1
na primeira equacao:

+o0 o0
/(; 0 Kl,m(taxl)Km,mfl(t_x17x2)"‘K2,1(t_xl_"‘_xmflaxm)
up(t—xy— - —xp)dxy -+ dxpy = (%o)" u (2).

Note uma propriedade importante: se um elemento ndo nulo K; (z,x) for
multiplicado por uma certa constante, entdo (%)™ também é multiplicado
pela mesma constante. A mudanga de varidvel (x] = x1,...,Xpy—1 = Xp_1,X =
X1+ -+ +xp) conduz a

oo

A K(t,x)uy (t —x)dx = (%o)" u1 (1), (9.6)

onde K(t,x) é o integral da hipersuperficie
K(t,x) = [ Kin(t,x1) K1 (1 —x1,%2) - Ko g (f =x1 =+ = X1, %) d 5"
oy’

€
O = {(X1,. X)) ER™ X1+ X =X, x1 2 0,..., X, =0}

Assim, reduzimos o problema integral de valor préprio m-dimensional (9.5)
a um problema unidimensional (9.6).

No resto deste capitulo, exceto na sec¢do 9.3.4, consideramos o caso es-
pecial em que

Kl,n1(t7x):f(t)gm(-x)a Kj+l,j(t7x):gj('x>7 1 <]<m_1 (97)
A equacido (9.6) torna-se
-+0<}

1) [ gl (e—x)dx = (F0)" 1), ©8)

onde X
g(x) = /mgl(x1)~--gm(xm)do;". 9.9)

v ¥x
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Se m = 1, o nicleo é reduzido a K(¢,x) = f(r) g1(x), de modo que g(x) =
g1(x). Se

gj(x) =aje %, 1< j<m, (9.10)
podemos mostrar (ver apéndice 9.6) a partir da relacdo (9.9) que
m efbjx
j:z’l iz (bx —bj)
Esta férmula, semelhante a férmula de Bateman em fisica nuclear, perma-

nece valida para m = 1 com a convencdo habitual de que o produto sobre um
conjunto vazio € igual a 1.

gx)=ai---an 9.11)

9.3 Métodos numéricos para calcular a reprodutividade

9.3.1 Discretizacio do problema integral de valores préprios

Este método consiste em discretizar o problema integral de valores proprios
(9.8) que € apresentado na seccdo 8.4; por conseguinte, recordamo-lo apenas
brevemente. Seja n um nimero inteiro suficientemente grande e seja f;, =
(k—1)T/n,onde k =1,2,...,n. Seja

+oo
=Y g(x+kT). (9.12)
k=0

Seja r(()") o raio espectral da matriz do problema de valores proprios

n

Y &tn—1,)U Z n—ti+TU;| =" U, (9.13)
i=1

onde (U;) é um vetor préprio. Espera-se que ’"0 — (%Z0)™ quando n — oo,

O célculo numérico de r(() ") pode ser feito com o software gratuito Scilab. Se

gj(x)=aje e %" para qualquer 1 < j < m, decorre da relagio (9.11) que
—bj)(

“’”Z (I—e 2T L, (bi—by)

gx)=ar- 9.14)

9.3.2 Séries de Fourier: o caso periodico geral

Seja w =27 /T. Consideremos a série de Fourier da fungdo periddica f(¢):

Zf ekla)t7 f — T/ f 7/(1601‘ dt (915)

keZ
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onde Z é o conjunto de niimeros inteiros e i> = —1. Os coeficientes f; sido

niimeros complexos tais que f_; = f; (0 expoente * designa aqui o nimero
conjugado complexo). Estamos a procura de uma solugdo real da equagdo
(9.8) da forma

ui(t) =Y cpei®. (9.16)
keZ

Os coeficientes ¢ sdo também niimeros complexos tais que c_; = cj. Subs-
tituimos as expressdes (9.15) e (9.16) na equacido (9.8):

<Z fk ekiwt (Z (/g\k Ck ekiwt — (%0)m Z Ck ekiwt , (917)
keZ keZ keZ
onde

+oo ‘
S = / g(x)e Mo gy (9.18)
0

Decorre da defini¢do (9.9) que
Foo . oo .
o= ( | g1(x) e_k“’”dx> ( A 8m(x) e_k“"xdx> . 9.19)

Se gi(x) = ax e~ por todos os 1 < k < m, entdo

- ap---apy

8k = (b1 + k@) (by + 1) (9.20)
por todo k € Z. A equagdo (9.17) pode ser escrita
) (Z -8 Cj) MO = (Zo)" Y cxell.
keZ \ jeZ iz
Esta igualdade é verdadeira se e somente se
Y fejgici= (%) (9.21)

jez

para todo k € Z. Note-se que fj — 0e gj — 0 quando j — *oo. Se r(()n) é oraio

espectral da matriz quadrada truncada ( fi—; &) —n<k, j<n> €NtA0 esperamos que

r(()") — (%o)™ quando n — +-oo.
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9.3.3 Série de Fourier: o caso sinusoidal

Assumamos
f(t)=1+¢cos(wt—9), (9.22)

onde0<e<1e0< ¢ <2m. Aistochama-se uma fungdo «sinusoidal». Para
o problema de valores proprios (9.8), vemos que um deslocamento temporal
de f(t) ndo altera Z. De facto, se (%p)™ é o raio espectral associado a f(t)
com a fungdo prépria v (¢), entdo (%p)™ ainda é o raio espectral associado a
f(t) = f(t — t) com a fungio prépria #; () = v (¢t — 7). Para o cdlculo de %,
podemos portanto assumir ¢ = 0, de modo a que

€ . € _;
f(t): 1_‘_761601_’_7671601‘_

2 2
Obviamente, temos fo =1, fi = f-1 = § e fy = 0 por |k| > 1. O sistema
(9.21) torna-se
€ R € "
5 8k=1Ck=1 F 8k Ch+ 5 8hew1 Choy1 = (%)™ ck (9.23)

para todo k € Z. Uma vez que a funcgdo g(x) tem valores reais, o coefici-
ente g, dado pela definigdo (9.18) verifica g_; = g;. Deste facto decorre que
a equacdo (9.23) com c_; no segundo membro é simplesmente a conjugacao
complexa da equagdo (9.23) com ¢ no segundo membro. Podemos portanto
esquecer as equagdes (9.23) para k < 0. Recordemos que c_; =cj e g_| =gj.
O problema de valores préprios (9.23) com k € Z reduz-se para

{ £gici 4+ gc +  §&ia = (Z)"co,
e 2 2
3

1
G111 + & + S@ianr = (%), (k=1).
(9.24)

A fungdo prépria v;(f) pode ser normalizada de modo a que ¢p = 1. Isto é
possivel porque a funcéo v (¢) € positiva, de modo que

1 (T
== t)dt > 0.
0 =5 /O 210
Procuremos uma solugéo do sistema (9.24) da forma

(Zo)" =Y pje!, =Y e, (9.25)

>0 j=0

que deverd ser vélida pelo menos para € pequeno. Como ¢y = 1, note-se que
co,0 =1ecp;=0paratodo j > 1. Inserimos as expressdes (9.25) na primeira
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equagio do sistema (9.24) e separamos as poténcias de £/. Obtemos gy = po
e

gl*
et

para todo j > 1. Da mesma forma, inserindo as expressdes (9.25) na segunda
equagdo do sistema (9.24), obtemos g cx0 = Pockpo paratodok > 1e

c1jo1 = p; 9.26)

~

8k-1 8t
5 Gkl 1 +8kckj+ "5 ) Ck+1,/ 1= Zpéckj ¢ 9.27)

paratodo k > 1 e j > 1. Assim, para todo k > 1
(80 — 8k) cx0 =0.

Portanto ¢ = 0, jd que g(x) é ndo-negativo e ndo identicamente nulo, de
modo que

oo .
B-g= [ (1-e)gx)dx 0,
0

Sabendo que

Po=280, cko=0(k>=1), coo=1, ¢ ;=0(>1),

vemos com as equagdes (9.26) e (9.27) que os coeficientes p; e ¢y, ; para todo
k> 1e j> 1 sdo calculados recursivamente:

pj=Re(gic1j-1), (9.28)

1 gk 1 8
Chj= == Chk—1 1+ Lerinjo1— 0 Ch,j—t 9.29)
J 20 — 8k 2 = 2 +1,j— Zp J—

onde Re(z) denota a parte real do nimero complexo z. Mais precisamente,
se os coeficientes py e ¢ forem calculados para £ < j—1 e k > 1, entdo as
férmulas ddo uma expressio para p; € ¢ ; para todo k > 1. Uma vez que pg €
os coeficientes ¢y o sdo conhecidos, este algoritmo pode ser iniciado. Usando
as equagdes (9.28)-(9.29), € facil ver que ¢ ; = 0 por k > j, que p; = 0 para
qualquer niimero inteiro fmpar j € que ¢, ; = 0 quando k > 1 € impar enquanto
j=1¢é&par.

Na pritica, fixemos um inteiro k > 1 e consideremos o vetor (p;)o<j<x
e a matriz retangular (cx, j)o<k<i+1,0<j<k- Sejam po = go, co0 = 1, ¢t j =0
para todo k > jna matriz e ¢o ; = 0 para os 1 < j < k. O algoritmo funciona
desta forma:
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para j =1 até K,
calcular p; usando (9.28)
parak =1 até j,
| calcular ¢y j usando (9.29)
fim;

fim.

Desta forma, verifica-se facilmente que

. . .
p1=0, cg=-—2 sze(AgogA ) (9.30)
2(g0— 1) 2 20—
O resultado final é
& Y3
(Zo)™ ~ §o+ = Re <Ag°gA > 9.31)
2 80— 281

para € pequeno; esta € a corre¢do de ordem mais baixa para a reprodutividade
quando sdo tidas em conta pequenas variagdes sazonais.

Observagdo 9.1. Observamos que
l—¢gcos(wt—@)=1+ecos(w(t+T/2)—9).

Assim, mudar € para —¢ corresponde a um deslocamento temporal de f(t).
Assim, de acordo com a observacio feita no inicio da sec¢do 9.3.3, %, deve
permanecer inalterado. Isto explica porque os termos de ordem fmpar P
(j = 0) na expansdo em série de % sao zero.

Observagdo 9.2. A fungdo sinusoidal (9.22) ndo € tdo particular como parece
a primeira vista. De facto, para qualquer funcdo T-periddica positiva f(¢)
com, por exemplo, uma média igual a 1, os primeiros termos do desenvolvi-
mento de Fourier sdo 1+ fj cos(t) + f] sen(ot), que podem ser colocados
na forma de 1 +&cos(wr — @) com € = \/(f1)>+ (f])? e ¢ = arctan(f]/f1).

Observagdo 9.3. Parece dificil determinar os raios de convergéncia de séries
inteiras (9.25). Teoremas gerais sobre perturbagdes analiticas dos operadores
lineares mostrariam que estes raios sdo positivos uma vez que % é um valor
préprio simples e isolado do «operador de préxima geracao».

Observagdo 9.4. O método de perturbagdo utilizado nesta sec¢do pode ser
considerado de um ponto de vista mais geral. Consideremos por exemplo
o primeiro membro da equagéo (9.8), sendo a fungdo f(¢) dada pela relagéo
(9.22), como um operador linear .Z; no espago &2 das fun¢Ges continuas reais
e T-periddicas. Seja

T
<II/1,11/2>:/0 w1 (1) ya(r) dt.
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Consideremos o problema de valores préprios ndo perturbado %y = A v,
isto é

| swi—an=2v0).

Procuremos uma solucdo da forma

W(t) _ Z ax ekiwt.
keZ

Encontramos (A — gi) ax = 0 para todo k. Assim, os valores proprios sdo
dados por A, = g para k € Z e o espago préprio associado a A é gerado por
wi (1) = ef®. Os y; formam uma base. Consideremos a base dual W (t) =
e K% /T com k € Z, tal que (yj, Yi) = 1 por j =ke (y;, y) =0 por j # k.
O operador .Z; € da forma

Le=%+ed,

onde
+o0

(ZW)(0) = cos(@1=9) [ sl wlr—v)dx,
Estamos interessados na perturbacdo
po+epi+eprt--
do valor préprio A9 = p9 = g0, cuja fungdo prépria associada yy = 1 é po-

sitiva. Usando férmulas bem conhecidas na mecanica quantica [22, capitulo
X1], obtemos

i~ T
m=@WMW=%ACMw—mm=m

_ (" vo, i) (L i, Vo)
P2 k;) o — Ay

1 208k

2 go&i
Tha-s “are(205)
k0 80 — 8k 80— 81
que ¢ idéntica a férmula (9.30). As expressdes para as correcdes de ordem
superior sdo mais complicadas: o método e algoritmo ad hoc que utilizdimos
para calcular os p; parecem mais préticos.

T .
/ cos(wr — ¢)eli® dr

0




144

9.3.4 Aplicacio da teoria de Floquet

Nesta secgdo, consideramos o sistema linear de equacdes diferenciais ordina-
rias

dl

—r = BON(0) + (1) 1n(0), 9.32)
dl;

C;;_l :—ﬁj+1(l‘)1j+1(t)+(Xj(l)lj(t), I<j<m—1, (9.33)

onde todas as fungdes B;(¢) e ;(t) sdo T-periddicas. Este sistema pode ser
obtido da linearizac¢do em torno do equilibrio sem doenga de um modelo epi-
démico ndo-linear. O niicleo do operador de préxima geragdo associado é
dado por

Kim(t,%) = oy (1) e~ IrPr)de,

Kji1,j(1,%) = a(r) e IePrilds - icm—1,

e K; j(t,x) = 0 para todos os outros indices. E assim um modelo «ciclico»
no sentido da seccdo 9.2. Uma observagdo nesta seccado mostra que se por
exemplo «;(¢) for multiplicado por uma certa constante, entdo (%)" é mul-
tiplicado pela mesma constante.

A teoria do Floquet aplicada ao sistema (9.32)-(9.33) mostra que o equili-
brio nulo € instdvel se e somente se o raio espectral da matriz de monodromia
for superior a 1. Assim, a reprodutividade % é também o unico nimero real
positivo de tal forma que o raio espectral da matriz X(T) € igual a 1, onde
X(T) é a solugéio no momento ¢ = T do sistema de equacdes diferenciais

By 0 - 0 @b
a(t) 0
o
dX
o 0 X(t)
0 ) amé:)(” —Bu(?)

com a condic¢do inicial X(0) = .# (a matriz identidade de ordem m). As-
sim, % € calculado através da combinacdo de um método de bissec¢do com
software como o Scilab, que resolve numericamente equacdes diferenciais
ordindrias.
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9.4 Doencas de origem vetorial

94.1 Malaria

Nesta sec¢do consideramos um modelo muito simples para a maldria, nome-
adamente uma variacdo de um dos primeiros modelos propostos por Ross
[10, capitulo 14] com uma populagdo periddica de vetores. Utilizaremos as
notagodes:

* S(#) é a populagéo humana suscetivel,

* I(¢) é a populagdo humana infetada;

N = S(#) +1(t) ¢ a populagdo humana total;
* s(t) é a populagéo vetorial suscetivel;

* i(t) é a populagdo vetorial infetada;

p(t) =s(t) +i(t) é a populagdo vetorial total.
Além disso, consideraremos 0s seguintes parametros:
e b é ataxa de cura dos seres humanos;
e ¢ & o ritmo a que os vetores picam;

* g (ou g) é a probabilidade de transmissdo por picada de vetor para hu-
mano (ou de humano para vetor);

* A(t) é o nimero de novos vetores adultos que emergem por unidade de
tempo, que € uma fungdo T-periddica;

» u é a mortalidade dos vetores.

O modelo é dado por

B A0~ adst) "W s, (9.34)
I 0™ i) 939)
c
D~ —aqit) % +b1(r), 9.36)
o = aqit) % b1, 937)
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Ao adicionar as equagdes (9.34) e (9.35), vemos que
dp _
dr

Assume-se que p(t) é dado por

p(t) = po[l + ecos(wr — ¢)].

Como p € conhecido, isto determina A(¢). Linearizando o sistema (9.34)—
(9.37) préximo do equilibrio sem doengas, obtemos

A(t) — e p(o).

di ~ I(¢) dl
— = — —ui — = (1) —bI(z). .
% ogp(t) N wi(t), ” oqi(t) —DbI(t) (9.38)
O ntcleo do operador de préxima geracio associado é
0 agp(t) e—bx
K(t,x) = N . 9.39
O P 0.39

E «ciclico» da forma particular (9.7), com as fungdes g;(x) (1 < j <2) da
forma (9.10) e f(¢t) = 1 + ecos(wr — ¢). A férmula (9.20) dd

g. — aZ qf’]\PO
T (b+jie)(u+ jio)N
por todos os j € Z. A relagdo (9.31) € finalmente da forma

2 2
(920)2zaqqp°<12b“2 8).
buN 0>+ (b+pu)? 2

a?qqpo bu e’
Fom | (e ) 9.41
0 buN 0>+ (b+u)? 4 ©41)

Esta € a corre¢do de ordem mais baixa da férmula (9.1). Temos a desigual-
dade

(9.40)

Por isso

e? bu & ¢
Y Ry
4 S b+u)? 4 V16

< bu
S 02+ (b+u)?
Isto leva a seguinte conclusao:

O primeiro termo na férmula aproximada para %) é o mesmo
que para o caso de uma populacdo constante de vetores de p
mas com p substituido pela média da populagdo de vetores py.
A correcio relativa maxima devida ao segundo termo é €2/16 e
contribui sempre para diminuir %.

Como 0 < € < 1, a correcdo relativa € sempre inferior a 1/16, ou cerca de 6%.
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9.4.2 Chikungunya na Ilha da Reuniao

A chikungunya é uma doenga viral que parece conduzir a uma imunidade
duradoura. Se, além disso, quisermos ter em conta o periodo de incubagdo
em humanos e vetores, 0 modelo seguinte parece ajustar-se:

B A0 —as)" Y puste). 042
9 —as) W rwet, Y —yew)-pit), 043
%?::—ai@)§§)7 (9.44)
E—ai) % —cB(), = cB() - b1(), 9.45)
&= bi0), (9.46)

onde, para além dos pardmetros acima referidos:
* assumimos g = ¢ e colocdmos a = agq;
* ¢(t) é a populagdo de vetores infetados mas ndo infeciosos;
E(#) é a populagdo humana infetada mas ndo infeciosa;
* R(¢) é a popula¢do humana imunizada;
* N=S(¢)+E(t) +1(t) + R(¢) é a populagdo humana total;
* 1/vé o periodo médio de laténcia em vetores;
* 1/c é o periodo médio de laténcia nos humanos.

A populagdo humana total N € constante, enquanto a populagdo vetorial total
p(t) =s(t)+e(t)+i(t) é tal que

dp

ar

Utilizamos este modelo para estimar a reprodutividade % para a epide-
mia de chikungunya de 2005 e 2006 na Ilha da Reunifo. Como as flutua-
¢des da populacio de vetores sdo desconhecidas, tomamos a forma simples
p(t) = po(1+ € cos(wt — @)), o que ndo é razodvel quando observamos as
curvas de temperatura e de precipitacdo na Ilha da Reunido (fig. 9.1b), am-
bas com um tinico mdximo anual por volta de fevereiro e um minimo por

A(t) —up().



148

volta de julho. Assim, o periodo T = %” ¢ de um ano e podemos tomar

o= 21—’2’ A fungdo s(r) pode ser eliminada do sistema (9.42)-(9.46) ja que
s(t) = p(t) — e(t) —i(r). Os outros valores de pardmetros utilizados para a
simulagdo estdo resumidos na tabela 9.1. Por exemplo, [86, #83] refere-se a
pergunta 83 nas perguntas mais frequentes do site [86] criado por epidemio-
logistas e dedicado a epidemia de chikungunya na Ilha da Reunido.

Estima-se que a incubacdo em humanos dure entre 3 e 7 dias [29, p. 6]
ou entre 4 e 7 dias [86, #101]. Mas, de acordo com [86, #156], os humanos
podem comecar a tornar-se infeciosos 2 ou 3 dias antes dos sintomas. Assim,
foram escolhidos 4 dias para o periodo de laténcia. Estima-se que o periodo
infecioso apds os sintomas nos humanos seja de cerca de 5 dias [29, p. 7] ou
entre 5 e 7 dias [86, #49,52]. Tendo em conta a observacao anterior, € tomado
um valor de 7 dias para todo o periodo infecioso. O periodo de laténcia
em vetores € estimado em 9-14 dias [86, #83], 4-5 dias [86, #253] ou 1-
2 semanas [86, #395]. Escolhemos 7 dias. Uma vez infetados, os vetores
parecem permanecer infetados até a sua morte [86, #83]. A duracdo de vida
de um vetor adulto € estimada entre 4 e 10 semanas [86, #83] ou «varias»
semanas [86, #404]. Foi escolhido um més. O vetor pode morder 5 ou 6 vezes
durante a sua vida [86, #404]: foi escolhida uma média de uma mordedura a
cada 4 dias. Nao se sabia se o vetor infetado poderia transmitir o virus para
0s seus ovos [86, #83/385/442]: o modelo ndo considera esta possibilidade.
A infe¢do nos humanos leva a um estado de imunidade [86, #10/385] que
provavelmente dura pelo menos varios anos uma vez que ninguém parece ter
sofrido duas vezes de chikungunya durante a epidemia na Ilha da Reunido.
Os casos assintomadticos representam entre 10 e 15% dos casos de acordo
com [86, #385], mas ndo parecem estar incluidos na estimativa do nimero de
casos na figura 9.1; ndo sdo tidos em conta no modelo.

parametro simbolo  valor
periodo de laténcia nos vetores 1/y 7 dias
vida util do vetor 1/u 1 més
periodo de laténcia nos humanos 1/c 4 dias
periodo infecioso nos humanos 1/b 7 dias
periodo entre picadas l/a 4 dias
populacdo da Ilha da Reunido N 785000
deslocag@o da sazonalidade () 21—’;

Tabela 9.1: Valores dos parametros utilizados para a simula¢do

O primeiro caso de chikungunya na Ilha da Reunido foi detetado a 22 de
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fevereiro de 2005. Foi provavelmente importado das Ilhas Comores, onde
varios milhares de pessoas ja tinham sido infetadas. Tendo em conta o pe-
riodo de laténcia e a durag@o da infeclo, assume-se para a simulagdo que um
humano no compartimento E chega a Ilha da Reunido no inicio da quinta se-
mana de 2005. A simula¢do do modelo € continuada até ao inicio de fevereiro
de 2006, ou seja, até a implementacdo de um controlo da populagio de ve-
tores em grande escala apds o pico elevado; este controlo ndo estd incluido
no modelo. Assume-se que o controlo dos vetores em pequena escala antes
desta data € negligencidvel.

Os pardmetros pg e € para a populagdo vetorial sdo desconhecidos e de-
vem ser estimados utilizando a curva epidémica (fig. 9.1). Sejam ppax =
po(1+€) e pmin = po(1 — €). Utilizando um método rudimentar de tentativa
e erro, € encontrado um bom ajuste a curva epidémica, dada a simplicidade do
modelo, com um nimero miximo de picadas por humano por semana igual
a dPmax/N = 1,2 e um niimero minimo de picadas por humano por semana
igual a 6% deste maximo, ou s€ja Pmin/Pmax = 6% (fig. 9.2). A partir disto
obtemos Pmax, Pmins P0 = (Pmax +Pmin>/2’ €= (pmax _pmin)/(l’max +Pmin)-
Numericamente, € ~ 0,887. E ficil verificar que A(f) = ‘fi—’: + u p(r) perma-

nece positivo porque € < 1/4/1+ (@/u)?.

500 50000
400 4 I 40000
3004 L 30000
200 /20000
100 L 10000
Y S A S ——t0

T FMAMIJ JASONDJFMAMIJ JASOND
2005 2006

Figura 9.2: Estimativa dos pardmetros pg e €, ajustando a curva suave produzida pelo
modelo & curva epidémica antes do controlo dos vetores em grande escala em fevereiro
de 2006. A curva tracejada mostra a suposta mudanga na populagdo de vetores (sem
escala).
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Agora que todos os parimetros deste modelo estdo fixados, voltamo-nos
para a estimativa da reprodutividade Zy. Ao linearizar as equagdes (9.43) e
(9.45) em torno do equilibrio sem doencas, obtemos

de I(z) di .
o 2apl) 7~ (vrwe(r), -~ ve(r) —pil),
dE dl
o ~ai(t) —cE(t), 7 ~ cE(t) — bI(t).
O nucleo do operador de préxima geracao associado é
(o+ ) 0 0 @ ebr
—lrrix 0 0 0
K(r,x)=| ¢ . 9.47
(1:%) 0 ae® 0 0 @47
0 0 ce” 0

E «ciclico» e da forma particular (9.7) com f(¢) = 14 ecos(wr — ¢), en
quanto as fungdes g;(x) (1 < j <4) sdo da forma (9.10). Assim, g(x), G( )
gx sdo dadas pelas férmulas (9.11), (9.14) e (9.20).

Com os valores dos pardmetros como acima, obtemos (z%’o)2 ~ 3,4 usando
qualquer um dos quatro métodos da sec¢do 9.3. A tabela 9.2 mostra a con-
vergéncia dos trés primeiros métodos.

n 12 | 25 | 50 | 100 | 200
(%0)* | 3.10 | 340 | 3,39 | 3.39 | 3,39

n 0 1 2 | 3 | 4
(Z%0)* | 3.87 | 350 | 3.42 ] 3,39 | 3.39
K 0 | 2 | 4 ]10] 12
(%) | 3.87 | 3.46 | 341 ]339 | 339

primeiro método:

segundo método:

terceiro método:

Tabela 9.2: Convergéncia dos trés primeiros métodos numéricos.

O primeiro método (secgdo 9.3.1) parece convergir mais lentamente do
que os outros. Isto é provavelmente porque substitui a fungéo f(z) por uma
fungéo em escada (f(#))1<k<n> O que ndo é uma boa aproximagio para o caso
particular em que f(¢) é sinusoidal.

O segundo método (seccdo 9.3.2) utiliza os coeficientes de Fourier f; de
f(¢), que no nosso caso particular sdo simplesmente fo =1, fi = f-1 =5 e
Jfi =0 se k| > 1. Devido a isto, a convergéncia do método é muito répida.
Estes dois métodos requerem o célculo do raio espectral de uma determinada
matriz.
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Pelo contrério, o terceiro método (seccdo 9.3.3) requer apenas operagdes
elementares e poderia ser realizado com uma simples calculadora. Recorde-
mos que kK € o nimero de termos que mantemos na expressao de (%’0)2 em
série de poténcias de €. Podemos notar que a aproximacdo dada pela férmula
(9.1), com p substituido pela média pg da populacdo de vetores, corresponde
a k = 0 na tabela. A diferenga com o valor exato de (%)? é de 14%. Se in-
cluirmos o termo de ordem £> como na férmula (9.31), a diferenca reduz-se
para 2% mesmo que € ndo seja muito pequeno.

A convergéncia do quarto método (sec¢do 9.3.4) é determinada pela dis-
cretizacio da equagio diferencial. E o solucionador de equagdes diferenciais
que controla isto em geral. Com Scilab, o valor correto (%0)2 ~ 3,39 é facil-
mente encontrado apds vdrias iteragdes da bisseccao.

9.5 Outras aplicac¢oes

Modelos epidémicos com m = 1

Consideremos um modelo epidémico com um tnico compartimento infetado
e um nucleo da forma

K(t,x) = [l + & cos(wt — 9)] g(x). (9.48)

Entdo % pode ser aproximado pela férmula (9.31). O nicleo (9.48) aparece,
por exemplo, nos modelos epidémicos S-I-S, S-I-R ou S-I-R-S com uma taxa
de contacto sinusoidal.

Se o periodo infecioso tiver distribui¢do exponencial, entdo g(x) = ae™
e é fdcil verificar que gop = a/b e que o termo de ordem €? na férmula (9.31)
anula-se, de modo que %y ~ a/b. A proposi¢do 7.14 demonstrou a férmula
exata %y = a/b neste caso. E claro que este «resultado» ja é conhecido hd
muito tempo, uma vez que o nicleo (9.48) é deduzido da equacdo

dl
dt

bx

=al[l+&cos(wr—@)|I(z) — bI(2t),

que pode ser resolvida explicitamente e para a qual é facilmente demons-
trado que o estado de equilibrio nulo é instdvel se e somente se a/b >
1. Por analogia com o caso trivial onde € = 0, vdrios autores colocaram
Ho = a/b como defini¢do, notaram que %, era a média temporal da funggo
a[l+¢g,cos(wt — @)]/b e acreditaram que esta propriedade média permane-
ceu vdlida para modelos mais complicados; ndo € este o caso.

Se o periodo infecioso for uma constante fixa 7, entdo g(x) = a parax < T

1= % ¢ da férmula (9.31)

e g(x) =0 para x > 7. Portanto gp = a7, g1 =a
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obtém-se

%0%(17‘1‘82

2atsen’(wt/2 oT/2

at sen’ (07/2) 2| (949)
(0T —sen(w7)]? + [1 —cos(w7)]? | tan(@w7/2)

Esta formula mostra que, ao contrario do caso do modelo da maléria na sec-
¢do 9.4.1, a sazonalidade pode aumentar ou diminuir a reprodutividade %,
dependendo do valor numérico de m7.

Modelos epidémicos com m = 2

Consideremos um modelo epidémico com dois compartimentos infetados
que, quando linearizado préximo do equilibrio sem doencga, assume a forma

dl dl

d—tl ~—-b11,(t)+ax [1 + € cos(wr — (Z))} Iz(t), d—tz ~ay Il(t) —bzIz(l).
O sistema (9.38) era desta forma. O nicleo do operador de proxima geracdo
associado é

0 [1+4 € cos(wt — )] aye 2% > ) (9.50)

K(tax) = ( ale—blx 0

Da férmula (9.31) obtém-se

a)ap b1by e2
Ry ~ 1— — . 9.51
O\ b by ( 02+ (b +by)? 4) ©-51)

Como exemplo deste tipo, podemos encontrar um modelo para a maldria
com @ = 27, € = 15/25, a; = 20 por ano, ay = 20 x 25 por ano, b} = 50
por ano e b, = 4 por ano. Os quatro métodos numéricos na sec¢do 9.3, junta-
mente com a férmula aproximada (9.51), permitem encontrar (%0)2 ~494.
O termo de ordem mais baixa é po = 50.

Outro exemplo é o modelo epidémico S-E-I-R ou S-E-I-R-S com uma
taxa de contacto sinusoidal. Como valores numéricos, tomemos @ = 1,
€=08,a,=03,a,=1, by =03 e b, =0,99. Uma simulagio numé-
rica mostraria que nenhuma epidemia pode ser estabelecida neste caso. Mas
com € = 0, temos (%y)> = po = (a1a2)/(b1b2) = 1/0,99 > 1. Calcular
a média da taxa de contacto ndo é, portanto, a forma correta de determi-
nar o limiar epidémico. De facto, os quatro métodos numéricos na seccio
9.3 dio (%o)> ~ 0,973 < 1 por € = 0,8. A férmula aproximada (9.51) da
(%)% ~0,974.
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9.6 Apéndice

A partir da defini¢do (9.9) da fungio g(x) e assumindo a relaggo (9.10), pro-
vamos a férmula (9.11) por recorréncia. Evidentemente, ndo perdemos ge-
neralidade ao assumirmos que a; = 1 para todo j. Para m = 2, um simples
célculo mostra que

e7b1 X eszx

by — by +b1—b2'

X
g(x) :/0 e*blxl*bz(x*xl)dxl —

Suponhamos que a férmula (9.11) é verdadeira para algum inteiro m. Entdo

g(x) = /m+1 e b1X1—=bm Xm—byn 1 Xm+1 dG;"H

_/ (/ e~ brxi— bmxmdo-x L +l>ebm+1xm+| dXps 1.

Oxy41

De acordo com a hipétese de recorréncia,

X 1 e*bj (x*xm-%—l ) b
xX) = e Um+1Xm+l 1
8) / (,Zl Hk;é/(bkb)> "

k<m
m —bjx X (bi—byar)
— e\7jPm+l1 xm+ldx
; [Tisj bk —bj) /o i
k<m
m —bjx b m 1
— +e” m+1X .
g’ [Tk (bk bj) ,g’l (bj = bms1) Tz (br = bj)
k<m+1 k<m

A segunda soma na ultima linha é a decomposicdo em elementos simples da
fracdo racional em b, 1:

1
ngjgm(bj - bm+1) .

Por isso
m+1 7b(,~x

g)= ) ——F—,
( ,21 [kzj (b —Dbj)
k<m+1

e a férmula (9.11) é verdadeira para m+ 1.
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Modelos com um simples fator periédico

Para modelos epidémicos de tempo continuo com um coeficiente
periodico sinusoidal, é demonstrado que a taxa de crescimento
e reprodutividade sdo as maiores solugdes de equacdes simples
envolvendo fracoes continuas. Como exemplo, considera-se um
modelo S-E-I-S, onde as pessoas infetadas se tornam novamente
suscetiveis quando recuperam, com um periodo de laténcia fixo,
um periodo infecioso exponencialmente distribuido e uma taxa
de contacto sinusoidal. Demonstra-se que, para além de alguns
valores de pardmetros excecionais, o limiar epidémico ndo de-
pende apenas da taxa média de contacto, mas também da ampli-
tude das flutuagoes.

10.1 Introducao

No inicio de uma epidemia, o niimero k() de novas infe¢des por unidade de
tempo, ou seja, a incidéncia, estd frequentemente relacionada com a taxa de
contacto efetiva a(x) e a taxa de cura b(x), onde x é o tempo desde a infecdo,
através de uma equacao da forma

h(r) = /Ot K(x) At —x)dx + ho(t), (10.1)

onde
K(x) = a(x)e Job0)dy

e ho(t) é uma funcéo que depende das condigdes iniciais. Lotka [10, capi-

tulo 24] mostrou que A(t) e a populagdo total infetada cresce entdo como e,
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onde A € a tinica raiz real da equagdo

oo
1= A K(x)e *dx. (10.2)
Os andlogos temporais discretos de (10.1) e (10.2) sdo o modelo de matriz
populacional de Leslie e a equacdo caracteristica da matriz de Leslie [10,
capitulo 25]. Euler j4 tinha estudado um caso especial, por isso a equacdo
(10.2) é frequentemente chamada «equacdo de Euler-Lotka». Lotka define a

reprodutividade como
o0
Ry = K(x)dx. (10.3)
0

Em epidemiologia, %, é o nimero médio de pessoas infetadas por uma pes-
soa durante a sua infecdo. A incidéncia A(¢) aumenta assimptdticamente
(A >0)se %y > 1. Diminui (A < 0) se Zy < 1.

Em demografia, 4(¢) é o nimero de nascimentos por unidade de tempo, x
é aidade, a(x) é a fertilidade e b(x) é a mortalidade. A reprodutividade % é
entdo o nimero médio de descendéncia produzida por um individuo durante
a sua vida.

Muitas populagdes de animais ou plantas e muitas doengas infeciosas
mostram flutuagcdes sazonais. Estas flutuagdes influenciam tanto a taxa
de crescimento como a reprodutividade. Neste caso, substituimos o mo-
delo (10.1) por

h(r) = /Ot K (t,x) h(t —x)dx+ ho(7), (10.4)

onde K(#,x) é uma fungdo periddica de ¢ com periodo T, continua e ndo-
negativa. Seja %) o operador integral linear

() (E) = 0+°° K (t,x)e M v(t — x) dx (10.5)

no espaco das fungdes T-periddicas continuas. A taxa de crescimento A €
entdo o Unico nimero real de tal forma que o raio espectral deste operador
¢ igual a 1 (proposi¢do 7.19). A reprodutividade % pode ser definida da
mesma forma que o raio espectral do operador ", com

(V)(t) = /OJFOO K(z,x)v(t — x)dx,

no mesmo espago de fung¢des T-periddicas continuas. Como antes, A > 0 se
Ho>1ed <0seZ <1. Se K(¢,x) ndo depende de ¢, estas defini¢des e
resultados reduzem para as do Lotka.
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Assumamos agora
K(z,x) = [1 + ecos(wt)] g(x), (10.6)

onde @ =27 /T, |e| < 1 e g > 0. Seja & o limite inferior de todos os nimeros
reais s de tal forma que o integral

~+oo
/ glx)e ™ dx
0

seja finito. Suponhamos que & < 0. Seja

oo _
gn(s) = / g(x)e ™ MOx gy (10.7)
0

por qualquer n € Z e por qualquer nimero real s > &.

E mostrado na secgdo 10.2 que para qualquer le| < 1, a taxa de cresci-
mento A e a reprodutividade %, sdo as maiores raizes reais das seguintes
equagdes, que envolvem fragdes continuas,

L Re e/4 (10.8)
Zo(h) ro ea
a1(A) 1 e2/4
2
74 g2 /4
§0(0)_1:2Re 7 1 &2/4 , (10.9)
£1(0) Ao e’ /4
20

onde Re(z) denota a parte real do nimero complexo z. Podemos utilizar estas
equacdes relativamente simples com apenas uma desconhecida para calcular
numericamente a taxa de crescimento A e a reprodutividade % por qualquer
le] < 1. Se escrevermos por exemplo A(€) para insistir na dependéncia da
taxa de crescimento do parimetro €, entdo veremos que temos em geral a
desigualdade A(g) # A(0) para €(0) # 0. Por outras palavras, o limiar de
crescimento da populagio (A > 0) ndo pode ser obtido simplesmente fazendo
a média do coeficiente periédico 1 + €cos(wr) durante um periodo, uma vez
que isto seria equivalente a tomar £ = 0.
Das equagdes (10.8) e (10.9), mostramos na sec¢do 10.3 que

A= Ao+ Ay €
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por € pequeno, onde Ay é definido implicitamente e A, explicitamente por

~ 1 1
1=g0() e /12:_23’;0/(10) Re(l/gl(ﬂo)_1>> (10.10)

onde ' denota o derivado. Também encontramos o resultado do capitulo 9
para a reprodutividade
Ry ~ Ro +Ro>2 e’

por € pequeno, onde

R070:§0(0) € R()’z:é\;o)Re( (g)\( ) ( )> (10.11)

Na seccdo 10.4, o modelo da epidemia S-E-I-S com um periodo de laténcia
fixo e um periodo infecioso exponencialmente distribuido € utilizado como
exemplo.

10.2 Calculos

O raio espectral do operador linear ndo-negativo (10.5) € uma func¢do decres-
cente de A e a taxa de crescimento do modelo (10.4) é o tnico nimero real
de tal forma que este raio espectral € igual a 1. Portanto, de acordo com o te-
orema de Krein-Rutman, a taxa de crescimento A é também o maior ndmero
real de tal forma que existe uma fungéo periddica ndo trivial v() com
400
A K(r,x)e M v(r —x)dx = v(t) (10.12)

por todos os 7. Consideremos primeiro o caso em que

K(r,x) = f(t) 8(x),

f(t) sendo uma fungdo T-periddica. As decomposi¢des da série Fourier sdo

I) — Z fn eni(x)t7 V(l‘) — Z Vi enia)t’

ne7z nez

onde @ =27 /T. A equagdo (10.12) é equivalente a um sistema infinito de
equagdes lineares

kafrz:g\n()“)vn:vk (kGZ), (10.13)

nez

onde g, € definido pela férmula (10.7).
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Consideremos agora o caso particular em que
f(t) =14 ¢ecos(wt).
Ll £ e 1 o sistema (10.13) estd escrito

€ . N
5 8k-1 (A)vi—1 +8k(A) v + =

2
E um sistema tridiagonal. Entao, vamos reescrevé-lo como

L &8t v
gk(A) 2 g(d)

L€
Vi 2

Quando k = 0, esta equagdo € escrita como

2 2
z gz) = Ty
&0 I 2aM

gk+1(l)vk+1 =w (keZ).

(10.14)

(10.15)

(10.16)

Mas a equagdo (10.15) com k — 1 ou k+ 1 em vez de k também mostra que

€ g&(A) w 1 | €2/4
2 8i1(A ) e i) v
1( ) Vi gk 1( ) 2 gk—2(A) vk
gA) w1 e /4

—1—-—
£ 8kr1(A) Vi
2 gri2(A) vir2

E
28 (A) e & (A)

(10.17)

(10.18)

Combinemos as equacdes (10.16) e (10.17)-(10.18) iterativamente. Obtemos

as fragdes continuas na forma

L /4
2o(1) 1 L e /4
§_1(l) 1 1 82/4
g2(4)
N €2 /4 :
i e“/4
g1(4) 1 2 /4
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Como gr(A) e g_4(A) sdo nimeros complexos conjugados, chegamos a
«equagdo caracteristica» (10.8), sendo a taxa de crescimento A a sua maior
solugdo.

Obtemos a equagdo (10.9) de forma semelhante a partir do problema do

valor préprio
~+oo
K(t,x)u(t —x)dx = Zou(t). (10.19)
0

o € o maior niimero real de tal forma que esta equagdo tem uma solugdo ndo
trivial u(¢) do periodo T. Para o caso particular K(z,x) = (1 + ecos(wr)) g(x),
a equacdo (10.19) leva a

€

~ ~ €
Egk—l(o) up—1 + 8k (0) ug + 58k+1(0> w1 =Ko (k€Z),

e apos célculos semelhantes a equagao (10.9).

10.3 Foérmulas aproximadas

A partir das equacdes (10.8)-(10.9), podemos encontrar as aproximagdes
(10.10)-(10.11). Comecemos com a taxa de crescimento A. Procuremos
o inicio de uma série de desenvolvimento por € pequeno da forma A ~
Ao+ A1 €+ A2 €2, Quando € = 0, o segundo membro da equagio (10.8) can-
cela e obtemos Ay como tnica solucdo da equagio go(Ao) = 1, que é natu-
ralmente idéntica a equacdo de Euler-Lotka (10.2). Além disso, a alteracdo
€ — —e corresponde a substituir f(z) = 14 cos(wt) por f(t —T/2). Agora

o operador
+oo
v(t) - K(r —T/2,x)e *v(t —x)dx
0

no espago de fungdes T-periddicas tem os mesmos valores préprios do ope-
rador (10.5), sendo as fungdes préprias deslocadas em T/2. Para realcar a
dependéncia de A em &, tomemos nota disso A(€). Assim A(—€) = A(€) e
A1 = 0. O capitulo 9 utilizou um argumento semelhante para a aproximagio
da reprodutividade %,.

Por conseguinte, temos A &~ Ay + A, €2 e resta-nos determinar A,. A taxa
de crescimento A é uma solugdo da equacéo implicita (10.8). Desde go(Ao) =
1, vemos que

~+oo

S e A e S

0
para qualquer inteiro k > 1 se supusermos, por exemplo, que a fungdo g(x)
¢ positiva, pelo menos num pequeno intervalo contido em [0; 4eo[. Por-
tanto gx(Ao) # 1 e 1/gk(A9) — 1 # 0 para qualquer nimero inteiro k& > 1.
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A fim de manter apenas o termo de ordem &2 no segundo membro da equa-
¢do (10.8), substituimos o denominador pela sua aproximagdo de ordem mais
baixa: substituimos g; (1) por g1(4o) e negligenciamos o «resto» da fragéo
continua porque é de ordem €2, o que d4

1 ~ 82/4

Mas
2o(A) ~ 80(Ao + A2 €%) ~ Bo(o) + A2 €280 (Ro) = 1 + A2 €280 (Ro).

Utilizamos a aproximagio por go(A) e identificamos os termos de ordem &>
na relacdo (10.20). Isto da

o=

! 1
220/ (40) Re(l/gl(,xo)l)a (10.21)

o que € equivalente a relacdo da equacgdo (10.10). Note-se que esta férmula
pode ser escrita de uma forma ligeiramente diferente. De facto, ao posar

~+oo o0
c —/ Yo% cos(wx)dx, s —/ Ao¥ sen(wx) dx,

vemos que g1 (Ag) = ¢ — is;. Portanto,

1 c1 —isy I (I—c))ep—s?
12:7 =~ Re . = -~/ 2 2
280’ (2o) I—ci+is) 280'(A0) (1—c1)?+si

Do mesmo modo, seja %o =~ Roo + Ro2 €% por € pequeno. Sabemos
pela equagdo (10.3) ou pela equagdo (10.9) com € = 0 que Rgpo = go(0).
A fim de manter apenas o termo de ordem &2 no segundo membro da equa-
¢a0 (10.9), substituimos o denominador pela sua aproximacao de ordem mais
baixa, usando Rg o = go(0) e negligenciando o «restante» da fragdo continua
porque é de ordem €2, o que d4

Ry el
7(0) 1“2R( 2(0)/21(0) )

e conduz a férmula (10.11).
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10.4 Um modelo S-E-I-S com um periodo de laténcia fixo

Os modelos epidemiolégicos chamados S-E-I-R ou S-E-I-S tém um periodo
de laténcia e um compartimento infecioso. Tém sido objeto de numerosos
estudos matemadticos ou numéricos quando, além disso, a taxa de contacto é
periddica.

Vamos assumir que o periodo de laténcia € fixo e apresentar as diferentes
formulagdes possiveis do modelo S-E-I-S. Notamos que o modelo S-E-I-R
conduz as mesmas equagdes linearizadas préximas do equilibrio sem doen-
¢as; por conseguinte, tem o mesmo limiar epidémico.

A formulagdo com uma equagdo diferencial parcial tem trés comparti-
mentos:

* S(t) é a populagdo suscetivel no momento ¢;

* E(¢,x) é a populagéo infetada mas ainda néo infeciosa que no momento
t foi infetada durante x unidades de tempo;

* 1(¢) é a populagdo infeciosa no momento .

Os parametros do modelo sdo
* N: a populagdo total, que se mantém constante;
* L: o periodo de laténcia fixa;

e b: ataxa de recuperagfo das pessoas infeciosas, de modo a que o pe-
riodo infecioso seja exponencialmente distribuido;

* a(t): ataxa de contacto efetiva no momento ¢, que é uma fungio T-
periddica.

O modelo toma a forma do tipo

s

e —a(t)S(t)I(r)/N+b1(z),

E(z,0) = a(¢) S(¢) I(z) /N, %4—% =0 (0<x<L),
dl
= =E(s,L) - bI(r),

com E(¢,x) = 0 por x > L. Ao integrar a equacdo diferencial parcial ao
longo dessas caracteristicas, obtemos E(z,L) = E(r — L,0). O sistema pode,
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portanto, ser escrito de uma forma mais compacta utilizando equagdes dife-
renciais retardadas:

@
dt
g
dt

(1) = —alt)S(1) (1) /N +b1(z),
(t)=a(t—L)S(t—L)I(t —L)/N—bI(z).

Linearizamos estas equagdes perto do equilibrio sem doengas (S = N,I=0).
Obtemos,
dl
dt
Seja h(t) = a(t)1(t) o nimero de novas infe¢des por unidade de tempo neste
modelo linearizado. Entio
d

= [ebfl(t)} — e h(1—L).

(t) = a(t—L)I(t—L)—bI(z). (10.22)

Integramos entre —oo e t e fazemos uma alteracdo de varidvel. Obtemos a
seguinte equacdo integral por A(t):

h() = a(t) 0+°° 0 () h(t —x)dx, (10.23)
onde 0 L
¢(x) { e—b(x—L) ZZ ii L (10.24)

O miolo é K(¢,x) = a(t) ¢ (x).

Suponhamos como na equagio (10.6) que a(r) = ap[1 4+ €cos(t)], para
que K(7,x) = (1 + ecos(wr)) g(x) com g(x) = apd(x). De acordo com a
defini¢do (10.7), temos

e—sL—ni(oL

_— 10.25
S+b+niw ( )

(/g\n(s) = a /L+ e—b(x—L) e—sx—niwxdx =a
Podemos entdo resolver as equagdes implicitas (10.8) e (10.9) para a taxa de
crescimento A e o reprodutividade %y com diferentes valores de pardmetros
usando uma simples dicotomia. Note-se, por exemplo, que o denominador
no segundo membro da equacdo (10.8) pode ser aproximado pelo nimero
complexo z; obtido pelo algoritmo iterativo

1 1 : e /4
in == 5 k—1 = =< — 1=
" gn(A) 8i—1(2) 2

(k=n,n—1,...,2).
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O erro introduzido é muito pequeno se n for tomado suficientemente grande;
utilizdmos n = 20 mas o resultado com n = 2 j4 estd muito préoximo. Além
disso, tivemos de ter cuidado com a dicotomia porque as equagdes (10.8) e
(10.9) podem ter vdrias raizes reais: A e %y sdo as maiores. Figura 10.1
mostra a reprodutividade %y em funggo do periodo latente L para diferentes
valores de € mas com T, ag e b fixos. Tomdmos T =1, log2/b=1/12 ¢
ao / b= 1,2.

RO "\ — =0 '\
1.8 ’I\ - £=0,2 I
1.6 i.l‘\"‘ €=05 _-II'\‘\.

[/} - =075 i %
i I\l‘ _ _ :II»\“-
1.4 I v e=1 [ \"\
R\ b
1.2 ﬁ’l/\h i-!'/\‘§
—_— — 4
~ . e o - 7 F _________ ki
v\__ = \ —e -~ —'/-I
19\ R / - /
~.N N/
0.8 - ’
0.6 L

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figura 10.1: A reprodutividade %, em fungdo do periodo de laténcia L para € €
{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Outros parametros: T =1, log2/b=1/12 e ay/b=1,2.

Para um dado valor do periodo de laténcia L, a reprodutividade pode va-
riar consideravelmente de acordo com €. Para € = 1, uma grande parte da
curva para % esta abaixo de 1, ou seja, abaixo do limiar epidémico, en-
quanto Rg o = ao/b (o valor correspondente a € = 0) estd acima deste limiar:
a média da taxa de contacto prevé um resultado falso.

Observacoes.

* A reprodutividade % é independente de L quando € = 0. Usando a
férmula (10.3) ou a equagédo (10.9), vemos que %y = go(0) = ap/b
quando € = 0. Sem periodicidade, o periodo de laténcia ndo influencia
o nimero de casos secunddrios porque todos os individuos sobrevivem
ao periodo de laténcia e se tornam infeciosos e porque a taxa de con-
tacto permanece a mesma.
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* A reprodutividade € uma fungéo periddica de L, com periodo de T. Isto

decorre da equacdo (10.9) e do facto de

efni(uL

a
b+ niw

gn(()) =

permanece inalterado quando L € substituido por L4 T. Intuitivamente,
um individuo infetado experimenta o mesmo ambiente apds um periodo
de laténcia L ou apds um periodo de laténcia L + T; produz o mesmo
nimero de casos secundarios.

A reprodutividade % ndo depende de € quando L = 0 e, portanto, tam-
bém quando L € um multiplo inteiro de T. Quando L = 0, o modelo
reduz-se a um modelo S-I-S com um periodo infecioso exponencial-
mente distribuido. Neste caso particular, a reprodutividade é obtida
através da média da taxa de contacto (proposi¢do 7.14). De facto, po-
demos verificar que %y = ap/b é uma solugio de (10.9) quando L =0
porque
K0/8n(0) — 1 = Zo(b+niw) /ap— 1 =niw/b

€ puramente imagindrio para qualquer inteiro n > 1: os dois membros
da equagdo (10.9) sao zero.

Para um periodo de laténcia fixa L, a reprodutividade % pode ser uma
funcdo crescente ou decrescente de €. Para compreender isto, utilize-
mos a férmula aproximada (10.11) por € pequeno. Demonstra que a
reprodutividade % verifica Zo ~ Ro o +Ro 2 €2, com

ag ap 1
0075 ¢ RerT gy e<ew>L(1+ico/b)_1)

Para € pequeno, %, é uma funco crescente (ou decrescente) de € se
Rp> > 0 (ou Ro» < 0). Note que Rg> = 0 se e somente se el (1 +
iw/b) — 1 € um imagindrio puro. Esta condic¢o estd escrita

cos(wL) — % sen(wL) —1=0.

Seja y €0, /2] 0 unico nimero real como

| /b

COSW:W e seny/:7mv
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ou seja ¥ = arctan(®/b). Note-se que Y depende apenas do produto
bT. Portanto Rg > = 0 se e somente se

1
cos(wL+ y) =cos(wL)cos y—sen(wL)sen Yy = —————==cos Y,
(@L+y) = cos(wL)cos y—sen(@L) sen yr IR v

ou seja se WL+ ¥ = +y + 2kmw com k € Z. Desde ® =271/ T, vemos
queRpr =0se L=kTouL = (k—y/7)T com k € Z. Em particular,
com os valores numéricos da figura 10.1, Ry =0 quando L/T =1 —
/7 = 0,794. Mas ao contrério do que a figura 10.1 poderia sugerir, as
quatro curvas correspondentes aos diferentes valores de € > 0 (¢ ndo
é «pequeno») nio cruzam a linha horizontal %y = ay/b exatamente a
L/T = | — y/x mas muito perto dela.

Da mesma forma, a figura 10.2 mostra a taxa de crescimento de A em
fun¢@o do periodo de laténcia L para diferentes valores de € mas com para-
metros T, ag e b fixos como antes. A taxa de crescimento A néo é uma fungéo
periddica de L: um periodo de laténcia mais longo tende a fazer A diminuir,
embora nao de modo monétono por causa das «ressonancias» entre L e T.

0o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figura 10.2: A taxa de crescimento L em func¢do do periodo de laténcia L para € €
{0;0,25;0,5;0,75; 1}. Os outros pardmetros sdo como na figura 10.1.

Contudo, a taxa de crescimento A ainda é independente de € quando L é
um multiplo de T, ou seja L = kT por k =0, 1,2... De facto, recordemos que
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Ao € a solugdo unica da equagdo
go(ho) =1 age kT /(A9 +b) = 1.
Entdo A = A é também uma solugio da equagio (10.8), porque
1/2,(A) — 1 = (Ao + b+ niw) T Jag — 1 = niwe’*T /aq

é puramente imagindrio para qualquer inteiro n > 1: os lados esquerdo e di-
reito da equacdo (10.8) sdo zero. Para um periodo de laténcia geral L, usando
as relacdes (10.10) e (10.25), vemos que A verifica A ~ Ao + A, €2 para €
pequeno, com Ay implicitamente definido por

go(Ao) =1 age ™" /(Ag+b)=1.
Quanto a A, também é dado pelas relagdes (10.10) e (10.25): desde
e—AoL—ioL e—MoL e—ioL e—ioL
a =a X = : ;
Totb+io “Ao+b 1+io/(A+b) 1+io/(Ao+D)
2o/ (o) = —ap S <L+ 1) _ (L+l)
SO =0 b " 20+b) T do+b)’

obtemos

g1(ho) =

1 1
b=t (1/@ (%) - 1)
B 1 R 1
- 2[L+1/(Ao+b)] e(eiwL[1+iw/(/lo+b)} 1) :

10.5 Conclusao

Para além dos modelos S-E-I-S/S-E-I-R mencionados na sec¢@o anterior, a
estabilidade linear do equilibrio trivial de varios outros modelos epidémi-
cos reduz-se a equagdo (10.4) com K(z,x) dado pela férmula (10.6). Este é
particularmente o caso dos modelos epidémicos com m compartimentos in-
fetados I, 1o, ...,1,,, onde a infecdao segue um ciclo (I} = I —---I,, =» ;) e
com apenas uma fun¢do de contacto sinusoidal (capitulo 9). O modelo S-I-
S/S-I-R com um periodo infecioso fixo L e uma taxa de contacto sinusoidal
corresponde a g(x) = ag por x < L e g(x) = 0 por x > L. Desde

Gals) = ao (1= 0L /(s + nieo)
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neste caso, pode-se mostrar, como na sec¢do anterior, que % e A sio inde-
pendentes de € quando L é um multiplo de T. Este € um caso degenerado,
pois ndo ha razdo para que o periodo infecioso tenha qualquer vinculo aritmé-
tico relacionado com o periodo de contacto, que € normalmente uma semana
(menos contactos nos fins de semana) ou um ano (menos contactos durante as
férias de verdo para as doencas infantis e maior probabilidade de transmissio
de doencas transmitidas por via aérea durante o inverno).

O significado mais geral destes resultados é que a média para % e A, ou
seja, obter o mesmo resultado para € =0 e € # 0, deve ser considerada exce-
cional. Para além dos casos degenerados semelhantes aos j4 mencionados, a
Unica situacio em que a média é correta é a que tem um compartimento infe-
cioso, um periodo infecioso exponencialmente distribuido e nenhum periodo
latente (proposicdo 7.14). Por outro lado, ndo é correto, por exemplo, para
dois compartimentos infeciosos como para as doengas transmitidas por veto-
res, ou para um periodo infecioso que ndo € exponencialmente distribuido, ou
para um periodo de laténcia nao zero.
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Ressonancia da taxa de crescimento

Tem havido muitos estudos sobre a ressondncia entre o periodo
natural de uma doenga endémica e uma taxa periddica de con-
tacto sazonal. Este capitulo ndo se concentra na ressondncia
para doencas endémicas mas sim na ressondncia para doengas
emergentes. A periodicidade pode ter uma grande influéncia na
taxa de crescimento inicial e, portanto, no limiar epidémico. A
ressondncia ocorre quando a equacdo de Euler-Lotka tem uma
raiz complexa cuja parte imagindria estd proxima do pulso da
taxa de contacto e cuja parte real ndo estd muito distante da
taxa de crescimento. Este fenomeno de ressondncia é ilustrado
em vdrios modelos simples de epidemias com contactos sema-
nais periodicamente varidveis. As diferencas surpreendentes en-
tre um modelo periddico S-E-I-R com um periodo de laténcia ex-
ponencialmente distribuido e o mesmo modelo com um periodo
de laténcia fixo sdo explicadas.

11.1 Introducao

As doengas infeciosas podem exibir oscilagdes amortecidas perto de um es-
tado de equilibrio endémico [2, § 2.5.1]. De facto, com um modelo simples
formado por um sistema de equagdes diferenciais comuns, os valores pro-
prios da matriz Jacobiana neste ponto de equilibrio podem ser complexos,
o que determina um certo «periodo natural» de oscilagdo. Desde os anos
70 e em particular desde o surgimento da «teoria do caos», muitos trabalhos
tém demonstrado que a ressondncia entre este periodo natural e uma taxa de
contacto periddica ou outro fator periédico pode induzir um comportamento
dindmico inesperado, mesmo para modelos ndo lineares muito simples (ver
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seccdo 16.1 e [20]). Primeiro, quando as equagdes linearizadas préximas do
equilibrio endémico t€ém um valor préprio complexo x + iy com uma parte
imagindria y perto da pulsacdo m da taxa de contacto e com uma parte real x
perto de O («ressonancia simples»), entdo oscilacdes relativamente pequenas
da taxa de contacto podem causar grandes oscilagdes da prevaléncia. Em
segundo lugar, quando a razdo y/® estd préxima de um ndmero racional
p/q # 1 com pequenos inteiros p e g e para amplitudes de oscilagdo sufi-
cientemente grandes da taxa de contacto, a prevaléncia pode oscilar a uma
frequéncia sub-harménica. O caos também pode ocorrer para certas gamas
de valores de parametros. Desta forma, a teoria poderia tentar explicar a série
temporal para a incidéncia de certas doengas como o sarampo, que em tempos
foi endémico mas com picos epidémicos cerca de dois em dois anos em algu-
mas cidades e cujo «periodo natural» de oscilagdo préximo do seu equilibrio
endémico se pensava, portanto, estar proximo dos dois anos. Na ecologia, ha
também fenémenos de ressonincia semelhantes entre um ambiente flutuante
e um periodo natural de oscilacdo préximo de um estado estdvel ndo nulo.

Independentemente disto, sabe-se desde o trabalho de Lotka [48] que a
equacdo caracteristica (10.2) ou equacdo de Euler-Lotka para modelos linea-
res em tempo continuo também pode ter raizes complexas, que causam «on-
das populacionais». Lotka acreditava que existem sempre infinitamente mui-
tas dessas raizes e que uma delas tem um periodo natural associado préximo
de uma geragdo, ou seja, duas ou trés décadas para as populagdes humanas.
Coale estudou o caso de fertilidade periddica e encontrou um aumento sig-
nificativo na taxa de crescimento do modelo quando o periodo de fertilidade
estd proximo de uma geracdo. Outros trabalhos estudaram a ressonancia em
modelos lineares de matrizes de tempo discreto: dada a ligacao entre modelos
de tempo discreto e continuo, a ressondncia ocorre quando a matriz que des-
creve o crescimento num ambiente constante tem um valor préprio complexo
x+1iy tal que arctan(y/x) estd préximo de @ e tal que 0 médulo estd préximo
do raio espectral da matriz.

Os modelos obtidos pela lineariza¢io de modelos epidémicos ndo lineares
proximos do equilibrio sem doencas (ndo préximos do equilibrio endémico)
sdo muito semelhantes aos modelos populacionais lineares mencionados no
pardgrafo anterior; a varidvel idade € substituida pelo tempo desde a infe-
¢do. Por conseguinte, espera-se que a ressondncia da taxa de crescimento
inicial também possa ocorrer num ambiente periédico, o que altera significa-
tivamente o limiar epidémico. Isto pode ter consequéncias importantes para
as doengas emergentes. Deve notar-se, no entanto, que para muitas doencas
transmitidas pelo ar, o tempo médio entre duas geragdes de infecdo € da or-
dem de uma ou duas semanas; isto depende do periodo de laténcia. Assim,
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a ressondncia a priori s6 é esperada se a taxa de contacto variar com um
periodo da mesma ordem de grandeza, normalmente se variar numa base se-
manal. Isto ndo € irrazodvel se se pensar que as taxas de contacto podem
diferir entre os dias de semana e os fins de semana. Para criancas em idade
escolar, € provdvel que a taxa de contacto caia nos fins-de-semana.

A seccdo 11.2 recorda como calcular a taxa de crescimento em mode-
los populacionais lineares, periédicos e descontinuos no tempo. E dada uma
férmula geral para a perturbacdo da primeira ordem; envolve a noc¢do de um
valor reprodutivo num ambiente periédico. Mas para uma pequena perturba-
¢ao periddica de um modelo com coeficientes independentes do tempo, esta
férmula mostra que € necessario incluir um termo de segunda ordem para
estudar a ressonancia da taxa de crescimento.

A seccdo 11.3 apresenta trés métodos diferentes para estudar as resso-
nancias. Os dois primeiros métodos, um puramente numérico, o0 outro par-
cialmente analitico, baseiam-se nos resultados do capitulo 10. O terceiro
método sugere, como seria de esperar, que a ressonancia da taxa de cresci-
mento ocorre quando a equagdo de Euler-Lotka tem uma raiz complexa com
uma parte imagindria préxima do pulso da taxa de contacto e uma parte real
proxima da taxa de crescimento; hd também uma outra condigao técnica.

Seccdo 11.4 aplica os trés métodos a cinco modelos cldssicos epidémicos
com taxas de contacto periddicas para mostrar como modelos relativamente
proximos podem ter propriedades bastante diferentes:

e um modelo S-I-R com um periodo infecioso exponencialmente distri-
buido; a ressondncia da taxa de crescimento inicial é impossivel. O
objetivo € salientar que este modelo é excecional no sentido de que a
taxa de crescimento inicial € mesmo completamente independente da
frequéncia do fator periédico.

e um modelo S-I-R com um periodo infecioso fixo, para o qual é possivel
a ressonancia. Mas com os valores dos parametros aqui escolhidos, a
ressonancia acaba por ser muito fraca.

e um modelo S-E-I-R com um periodo latente e um periodo infecioso
que estdo exponencialmente distribuidos; a ressonincia € impossivel
(ver capitulo 9) mas a taxa de crescimento depende do fator periédico,
ao contrario do primeiro modelo S-I-R.

e um modelo S-E-I-R com um periodo de laténcia fixo e um periodo in-
fecioso exponencialmente distribuido, onde em contraste com os mo-
delos anteriores é possivel uma forte ressonincia, como no capitulo 10.
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e um modelo S-E-I-R com um periodo latente distribuido por Gama e
um periodo infecioso exponencialmente distribuido; esta ¢ uma gene-
ralizacdo dos dois modelos anteriores, que mostra como a ressonancia
se torna impossivel quando a distribui¢do do periodo latente muda gra-
dualmente de uma massa Dirac para um exponencial.

Um ponto chave € que a equagdo de Euler-Lotka para o modelo auténomo
pode nio ter outra raiz complexa para além da sua raiz real. E claro que hd
muito que se sabe que dois modelos epidémicos com apenas uma distribui¢ao
diferente para o tempo passado num compartimento podem ter propriedades
qualitativas diferentes, por exemplo no que diz respeito a existéncia de solu-
¢oes periddicas para modelos epidémicos auténomos.

Em resumo, a regra a priori biologicamente razodvel é que a ressonan-
cia do limiar epidémico € importante quando a frequéncia do ambiente estd
proxima de uma frequéncia natural da doenca nem sempre funciona. Sur-
preendentemente, ndo funciona para os modelos mais simples, os modelos
S-I-R e S-E-I-R com periodos de laténcia e infeciosidade exponencialmente
distribuidos. Esta regra deve ser substituida por um estudo mais preciso das
raizes complexas da equacdo de Euler-Lotka. Um fenémeno de ressonincia
semelhante pode ocorrer para a reprodutividade % (capitulo 10). Dever-se-
ia, portanto, rever as estimativas de %, para doengas que se propagam num
ambiente periddico.

O apéndice 11.6 contém uma demonstracdo do crescimento exponencial
do valor reprodutivo total de uma populagdo num ambiente periédico; € um
coroldrio do nosso estudo e uma generalizagdo de um resultado classico de
Fisher para modelos auténomos.

11.2 Teoria perturbativa: férmulas de primeira ordem

11.2.1 Taxa de crescimento inicial como valor proprio

Ao estudar a estabilidade do equilibrio sem doencas de um modelo epidé-
mico, comega-se por linearizar o modelo préximo deste equilibrio. O sistema
linear resultante pode geralmente ser escrito como uma equacao integral de
renovacao da forma

h(r) = /; K(t,x) h(t —x)dx+ ho(7), (11.1)

onde o niicleo K(#,x) é uma fung¢do néo-negativa que é T-periddica em rela-
¢do at se o sistema inicial tiver coeficientes T-periddicos. Note-se aqui que
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h(t) pode ser um vetor (h(t),...,hy(t)), onde o subscrito i = 1,...,m re-
presenta diferentes tipos de pessoas infetadas, enquanto K(z,x) é uma matriz
quadrada de ordem m. A fung@o h;(r) representa o niimero de novas pessoas
que entram no compartimento infetado i por unidade de tempo no momento ¢.
A fungdo K; ;(#,x) dd o niimero médio de infegdes do tipo i produzidas por
unidade de tempo no tempo ¢ por uma pessoa infetada no tempo # — x e en-
trando no compartimento j. Assim, x é o tempo decorrido desde a infecdo. A
fungéo vetorial hg(¢) depende apenas das condigdes iniciais.

Para simplificar, apenas o caso m = 1 serd considerado, uma vez que isto
¢ suficiente para os exemplos das sec¢des seguintes. Este caso ocorre, por
exemplo, quando uma tunica populacido de pessoas infetadas é considerada
com uma taxa de contacto efetiva a(z,x) (produto da taxa de contacto e da
probabilidade de transmissdo por contacto) e uma taxa de cura b(¢,x) que de-
pende do tempo ¢ e do tempo x decorrido desde a infe¢do. As fungdes a(z,x)
e b(t,x) sdo assumidas como T-periédicas em relagdo a z. Seja I(¢,x) a den-
sidade populacional infetada a partir de x unidades de tempo ao tempo 7. Na
aproximagdo linear nas proximidades do equilibrio sem doengas, I(z,x) é uma
solugdo do sistema

Jdl  dI
+7

+o0
=15 +b(t,x)1(t,x) =0, 1(¢,0) :/0 a(t,x)I(t,x) dx. (11.2)

Seja h(t) =1(¢,0). Entdo h(t) satisfaz a equagdo (11.1) com

K(t,x) = a(t,x) 6(t —x,%), G(T,x):exp(—/()xb(f—&—y,y)dy). (113)

A fungdo o(7,x) é a probabilidade de uma pessoa recentemente infetada no
momento T ainda estar infetada no momento 7+ x. A taxa de crescimento
inicial A da epidemia € o tinico niimero real de tal forma que a equagéo inte-
gral

v(t) = /O+oo e MK (t,x) v(t —x)dx (11.4)

tem uma solucdo ndo-negativa, ndo trivial e T-periddica (capitulo 7). E tam-
bém o tnico ndmero real A tal que existe uma fungdo v(¢,x) ndo-negativa,
nao trivial, T-peridédica com respeito a ¢, satisfazendo as relacdes

% + % +b(t,x)v(t,x) = —Av(t,x), v(t,0)= /()+ooa(t,x) v(t,x)dx
(11.5)
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e a condi¢d@o de normalizagdo

1T e
7// v(t,x)dx dt = 1. (11.6)
T Jo Jo

A taxa de crescimento A € ainda o tnico nimero real de tal forma que existe
uma fungfo nfo-negativa ndo trivial w(z,x), T-periédica em relacéo a ¢, veri-
ficando a equacgdo adjunta

% + % —b(t,x)w(t,x)+a(t,x)w(t,0) = Aw(t,x), (11.7)

e a condi¢@o de normalizacio

T ptoo
(v,wy = %/0 '/0+ v(t,x)w(t,x)dxdt = 1. (11.8)

O triplo de (A,v,w) é o da proposi¢do 7.22. Chamamos w(t,x) ao «valor
reprodutivo de um individuo infetado por x unidades de tempo ao tempo #».
Em modelos demogriéficos, a(t,x) seria fertilidade e b(¢,x) mortalidade. Para
além da normalizagdo, esta fun¢do w(z,x) é a generaliza¢do para o modelo
com coeficientes periddicos de defini¢do de Fisher [78, p. 379] para o valor
reprodutivo em modelos auténomos.

Com esta definicdo de w(t,x), podemos também generalizar uma obser-
vacdo de Fisher mostrando que o valor reprodutivo total de uma populacio
que verifica o sistema (11.2), definido por

W(t) = '/(;+wl(t,x)w(t7x) dx, (11.9)

é igual a W(0) e (apéndice 11.6).

11.2.2 Formulas perturbativas de primeira ordem para a taxa
de crescimento

Consideremos primeiro o caso em que b(¢,x) = by(t,x) + €b; (¢,x), com duas
fungdes by(t,x) e by (t,x) periddicas em relacdo a ¢t e do mesmo periodo. Va-
mos escrever a primeira equagio de (11.5) sob a forma de %, v = A v, onde .%;
¢ um operador diferencial linear num espaco de fun¢des T-periddicas (com
respeito a varidvel ¢) que satisfazem a restricdo dada pela segunda equacdo
de (11.5). Entdo % = £ +¢€,.# com (A V)(t,x) = —b;(t,x)v(t,x). Seja
(A0, v0,wo) o trigésimo associado a .%. De acordo com a teoria perturbativa
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dos operadores lineares [22, capitulo XI], que dd uma férmula anédloga a foér-
mula (6.14) em dimens3o finita, o valor préprio principal A, associado a .Z;
é tal que Az = Ao+ €A+ o(€) quando € — 0, onde
1 T ptee
A= (AMvy,wo) = Tl by(t,x)vo(t,x)wo(t,x)dx dt . (11.10)
Note-se que A < 0 se by > 0, como deve ser.

Do mesmo modo, consideremos o caso em que a(t,x) = ap(t,x) +
€ay(t,x), com duas fungdes ao(r,x) e aj(¢,x) periédicas em relagdo a ¢. Va-
mos escrever a equagdo (11.7) sob a forma de Z/v = Av. Entdo &} =
Ly +e, N com (A w)(t,x) = ai(t,x)w(t,0). Note-se que (Ag,wo,vo) € 0
trigésimo associado a .. A mesma teoria perturbativa mostra que o princi-
pal valor proprio A, associado a %} é tal que A¢ = Ay + €A’ + o0(€) quando
€ — 0, onde

1 /T oo
AN = (AN wp,v) = T/o wo(t,O)/O ay (t,x)vo(t,x)dx dt . (11.11)

Note-se que A’ > 0 se a; > 0, como deve ser.

Coeficientes independentes do tempo. Se a(t,x) = ag(x) e b(t,x) = bo(x),
entdo a equagdo (11.4) mostra que a taxa de crescimento Ag € a tnica solugdo
real da equag@o de Euler-Lotka

~+oo
1 :/ e 2% Ko (x) dx (11.12)
0
onde Ko(x) = ap(x) op(x) e op(x) = exp(— [5 bo(y)dy). As solugdes das

equacdes (11.5)-(11.6) e (11.7)-(11.8) s@o dadas por férmulas devidas a Lotka
e Fisher para a pirdmide etéria e para o valor reprodutivo

- e oy Op (x)
O e Ry
wo (x) = wo(0) / eab— Zgg ; ao(y)dy. (11.13)

Se b(x) = bo(x) 4 €by (x) ou a(x) = ap(x) + €a; (x), entdo as férmulas (11.10)
e (11.11) reduzem para
ST bi(x) [ e op () ao(v) dy dx
Jo©= xe—20x 6(x) ag (x) dx
;o e MY op(x) a (x) dx
fxeM0x g (x) ag(x) dx

A=

)

A

(11.14)
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Coeficientes independentes de x. Se a(r,x) = a(t) e b(t,x) = b(t), entdo
as solucdes das equagdes (11.4), (11.5)-(11.6) e (11.7)-(11.8) sdo

A= [ ety —pe))ar

e L 10)
tlo w(r)dr

v(t,x) =
onde pomos
v(t) = e—lt+f(§(a(r)7b(r))dr_

O valor reprodutivo w(t,x) é entdo independente de x. Se b(r) = bo(t) +
€bi(t) oua(t) = ap(t)+€ay(t), entdo as formulas (11.10) e (11.11) reduzem
para

A= 1/Tb (t)dt A’—I/T (t)dt
= T Jo 1 P - T Jo aj )
uma vez que lhe deve ser dada a expressdo A.
Pequena perturbacio periédica do caso autonomo. Consideremos agora

o caso de uma pequena perturbacdo periddica de uma situagdo auténoma da
forma

a(t,x) = (1+ecoswt)ap(x), b(t,x) = bo(x) (11.15)
com |€| < 1. Neste caso, o nticleo (11.3) toma a forma
K(t,x) = (1 + ecos wt)g(x), (11.16)

com g(x) = ap(x) op(x). As fungdes vo(z,x) e wy(t,x) sdo sempre indepen-
dentes de t e dadas pelas férmulas (11.13). Como a média temporal de
aj (t,x) = cos(t)ap(x) é zero, a férmula (11.11) mostra que A’ = 0. Por-
tanto Ae = Ag + o(€). Precisamos de estudar o termo de ordem &> para ver
como pode ocorrer a ressonncia da taxa de crescimento Ae.

Nem todas as situagdes interessantes sdo da forma (11.15). Por exemplo,
se se estudar a influéncia de uma pequena alteracdo do clima numa doenca
vetorial, entdo ap(t,x) e bo(t,x) serdo fungdes periddicas do tempo devido
a sazonalidade da populagdo vetorial. Neste caso, a primeira alteragdo de
ordem na taxa de crescimento dada pela formula (11.11) € provavel que ndo
seja zero.

No resto deste capitulo (exceto no apéndice), centrar-nos-emos em mo-
delos linearizados que sdo escritos sob a forma de uma equagéo de renova-
¢do (11.1) com um nticleo K(z,x) da forma (11.16), ainda que alguns destes
modelos ndo possam ser escritos sob a forma da equacdo diferencial par-
cial (11.2).
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11.3 Foérmula de segunda ordem e ressonancia

O capitulo 10 desenvolveu um método numérico especial para calcular a taxa
de crescimento A¢ quando o nicleo K(z,x) é da forma (11.16). Note-se, con-
tudo, que os métodos dos capitulos 9 e 10 poderiam lidar com um fator perio-
dico arbitrério, em particular o caso de uma funcao de passo periddico, que é
mais realista ndo s6 para a diferenca anual entre o periodo escolar e os feria-
dos, mas também para a diferenga semanal entre os dias de semana e os fins
de semana.

Dir-se-d de forma nido muito precisa que existe «ressonancia» se A¢ for
significativamente superior a Ay quando € # 0 para certos valores especiais da
pulsacdo m, isto é, se certas frequéncias especiais favorecerem o crescimento.
As questdes entdo sdo: pode ocorrer ressondncia e, em caso afirmativo, para
que valores dos parametros?

O primeiro e mais 6bvio método para responder a estas perguntas é cal-
cular numericamente A, e compard-lo com Ay. O capitulo 10 mostrou que a
taxa de crescimento A definida pelas equagoes (11.4) e (11.16) é a maior raiz
real da seguinte equacdo, que envolve uma fra¢do continua

e2/4
1/30(A) —1=2Re / 7 , (11.17)
~ €
1/&iA) —1- .
N /4
1/82(A4)—1- -
onde Re denota a parte real e onde, por definicdo
400 A .
gn(A) = / g(x)e A rTmex gy (11.18)
0

¢ a transformac@o de Laplace de g(x) calculada em A + ni®w. Quando € =0, a

equacdo (11.17) reduz a go(A) = 1, que é a equagdo de Euler-Lotka (11.12).
Existe um segundo método para detetar a ressonancia. O capitulo 10 da

uma férmula aproximada de segunda ordem por A quando € € pequeno:

5 2 1 1
Ae=2do+oe +o(e”) com a= Zng’(/'lo)Re(l/g](/'lo)l)’

(11.19)

Desta forma, vemos que a ressonancia ocorre se o > 0 e se o nao for pe-

queno em comparagdo com Ay. Podemos verificar facilmente estas condi¢oes
numericamente.

Finalmente, existe um terceiro e talvez o mais interessante método de

detecdo de ressonancia. A ressonancia € esperada quando a equacgdo de Euler-

Lotka (11.12) tem um par de raizes complexas conjugadas A = x +iy com a
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parte imagindria y perto de @ e a parte real x perto da taxa de crescimento Ag.
De facto, suponhamos que A = & + i é uma raiz exata da equacdo (11.12).
Entao

g1(8) = /()erg(x)e*‘):x*i“’xdx: 1.

Se a parte real & estiver perto de Ay, mais precisamente se (A9 — xi)/@ for
pequena, temos aproximadamente

81(20) #81(8) + (A — )21 (§) =1+ (A —&)21"(§).

Vamos substituir esta aproximagdo na férmula (11.19) por @ com g — & que
é pequena. Obtemos

1 1
*~ 2%/(%)(%—&)“(@/(5)) | (120

Sabemos que, para qualquer raiz A = & +i® da equagdo (11.12), a estrita
desigualdade & < A é verdadeira. De facto, com

oo oo .
:/0 e 2%g(x)dx, 1:/0 e~ (EHON o (1) g,

antes de mais nada, temos

1:

oo ,
/0 ef(§+1w)xg(x) dx

—+oo
< / e S¥g(x)dx.
0
Portanto & < Ag. Se tivéssemos & = Ay, deduziriamos, subtraindo
Foo ,
0= / e hor (1 - e_“‘”‘) g(x)dx,
0
cuja parte real seria
~+oo
0= / e =21 — cos(@x)|g(x) dx,
0

o que é impossivel se a fungdo ndo-negativa g(x) ndo for identicamente zero.
Portanto & < .
Note-se também que
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Além disso, para qualquer nimero complexo z = x + iy, temos Re(1/z) =
x/(x* +y%); o sinal de Re(1/z) é o mesmo que o sinal de Re(z). Assim, para
a férmula (11.20), resta apenas determinar o sinal de Re(g7'(&)). Se

Re(31'(£)) <0,

entdo o é positivo e grande devido ao pequeno denominador Ay — xi. Por
outras palavras, A € significativamente maior do que Ag: hd ressonincia. O
grau de ressonancia é medido de certa forma pela distAncia Ay — . Quanto
menor for, maior serd a ressonincia. Recordemos também que Ag — & estd
relacionado com a velocidade com que a populagéo tende para a sua forma
estavel (no sentido de Lotka, a duracéo da infegdo x substituindo a idade). Em
modelos epidémicos, esta no¢do nao € muito importante porque os termos nao
lineares dominam rapidamente a dindmica. A condi¢@o Re (g1'(£)) < 0 deve
ser considerada como uma condicdo técnica adicional para que a ressonancia
ocorra.

Para este terceiro método, um ponto importante é que a equacdo de Euler-
Lotka pode nao ter outra raiz complexa que ndo seja a raiz real. Isto distingue
os modelos onde a ressonancia pode ocorrer daqueles onde nio ocorre. Em-
bora seja possivel calcular o tempo médio de geragcdo em cada modelo, isto
ndo significa que haja sempre uma raiz complexa da equacio de Euler-Lotka
com uma parte imagindria préxima deste tempo de geragdo.

Na sec¢do seguinte, estudaremos estes trés métodos para varios modelos
epidémicos simples com uma taxa de contacto periddica, para mostrar como
modelos a priori muito semelhantes podem ter propriedades bastante diferen-
tes em relac@o a ressonéncia da taxa de crescimento inicial.

11.4 Exemplos

11.4.1 Modelo periédico S-I-R

Seja S(#) o nimero de pessoas suscetiveis, I(¢) o nimero de pessoas infetadas
e R(¢) o nimero de pessoas curadas. Seja N = S(¢) +1(7) + R(r) a populagdo
total, que é constante. Consideremos o modelo dado por

ds I dl 1 dR
" a(t)SN7 " a(l)SN bl, " bl,

com a(t) = ap(1+ecosmr) e || < 1. As propor¢des

s(t)=S(t)/N, i(t) =1(t)/N, r(t) =R(r)/N
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sdo tais que

% = —a(t)si, % =a(t)si—bi, % =bi.

com s+i+r=1. O pardmetro a(r) é a taxa de contacto efetiva com um
periodo T = 27 /. O pardmetro b é a taxa de cura. Ao contrério do trabalho
de ressonancia para as doengas endémicas, a adi¢cdo de nascimentos e mortes
ou o regresso ao compartimento suscetivel ndo sdo importantes para o limiar
epidémico. Estes termos foram omitidos neste modelo e também nos outros
modelos abaixo para manter a discussdo tdo simples quanto possivel.

O equilibrio sem doengas é (s,i,r) = (1,0,0). Linearizar o sistema perto
deste equilibrio e definir i(r) = a(t) i(t); este é o nimero de novas infe¢des
por unidade de tempo nesta aproximagéo. Podemos verificar que h(z) é a
solugdo de uma equacdo da forma (11.1) com um nicleo dado pela férmula
(11.16). Utilizando as relagdes (11.12), (11.18) e (11.19), podemos facil-
mente encontrar

g(x) =ape ™, G(A)=ao/(b+A+niw), A=ay—b, a=0.

O primeiro método para detetar a ressonancia consiste em calcular nume-
ricamente A¢. Para este modelo, o capitulo 10 jd notou que A =a—b = Ay
¢ uma raiz de (11.17) para qualquer |&| < 1, mas a priori talvez ndo seja o
maior. Portanto, podemos suspeitar que A = Ag. E de facto, partindo da de-
fini¢do (11.4) de A, podemos mostrar que A é exatamente igual a Ay (ver a
observacdo apds o coroldrio 7.20). Ndo hé ressonincia, quaisquer que sejam
os valores dos parametros.

O segundo método centra-se em . Aqui ¢ € zero, o que tende a confirmar
que ndo hd ressonincia. Quanto ao terceiro método, notamos que A € a tinica
raiz em todo o plano complexo da equacdo de Euler-Lotka (11.12): ndo hd
ressonancia.

11.4.2 Modelo S-I-R com um periodo de infecao fixo

Vejamos diretamente o modelo para as propor¢des, mas mantenhamos as le-
tras maitsculas S-I-R

ds
- (1) =—al)S0)1{),

%(;) =a(t)S(t)I(t) —a(t —7)S(t— 1)t - T),
dR

() =at=7)S-1)i(t-7),
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com S+1+R=1¢ea(t) =ap(l+ecoswr). O pardmetro T é a duragdo do
periodo infecioso.

O equilibrio sem doencas é (S,I,R) = (1,0,0). O niimero de novas in-
fecdes por unidade de tempo no modelo linearizado, h(¢t) = a(z)1(¢), é uma
solucdo de uma equagéo da forma (11.1) com um nticleo (11.16). Aqui

a se x<T, . apgT SG?L—I—niCO:(),
g(x) = { 0 gn()v) = { | —e—AT-nioT

0 se x>r, a0 e sendo,
e
1 —e M7
l=ay ——. (11.21)
Ao
Note-se que Ay é uma fungdo implicita de T mas que
1 M)
T=——log|ll—— ). (11.22)
Tt ( ao

Além disso, 49 — —eo quando T — 0, A9 muda de sinal quando T = 1/ag e
Ao — ag quando T — +o0; podemos facilmente demonstrar isto com as re-
lagdes (11.21 e (11.22). A férmula (11.19) por ¢ ndo pode realmente ser
simplificada. Vamos assumir T = 27/ = 1 semana. Como exemplo, consi-
deremos o caso em que ap = 1 por semana.

Com o primeiro método, figura 11.1(a) mostra como a taxa de cresci-
mento A depende do periodo infecioso 7 por 0 < T < 2,5 e por vdrios valores
de €. Um zoom sobre a figura mostraria que Az > Ag por € # 0 quando
1 <1< 1,43 equando 2 < T < 2,44 (aproximadamente). No entanto, a dife-
renca nio ¢é significativa. H4 apenas uma fraca ressonancia.

Com o segundo método, figura 11.1(b) mostra como o coeficiente o de-
pende do periodo infecioso T na mesma gama de valores. Numericamente,
a>0porl <1t<143e?2<1<2,44, como deveria ser. O maximo de
o /A, que é atingido quando T ~ 1,17, é cerca de 9%. Isto confirma a fra-
queza da ressonancia.

Com o terceiro método, recordemos primeiro que hd sempre uma tnica
raiz real Ay da equacdo de Euler-Lotka (11.21). Mas esta equagdo também
tem um nidmero infinito de pares de raizes complexas conjugadas: este é o
caso mais geral dos modelos onde g(x) tem um suporte compacto. Entre
estas raizes complexas, algumas podem ter uma parte imagindria igual a ®
para alguns valores particulares de 7. Para encontrar estes valores, note que
a equagio (11.21) com A = x+1iy em vez de A € equivalente (se excluirmos
x =y =0) ao sistema real x = ap (1l —e*cos(yT)) e y = ape " sen(y7).
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Figura 11.1: Ressonéncia fraca no modelo periédico S-I-R com um periodo infecioso
fixo. (a) Taxa de crescimento A¢ em fungdo do periodo infecioso T para vérios valores
de €. (b) O coeficiente a em fungdo de 7.

Seja y = @ e eliminar x da segunda equagdo. Obtém-se uma tnica equacio
por T

llog[ ® ]— L a0y (11.23)
ot apsen(wt) | tan(wt)
O primeiro membro é uma funcdo continua de 7 para qualquer nT < T < (n+
1/2)T e qualquer inteiro n > 1, que tende a —eo quando T — nT* e que tende
a +oo quando T — (n+1/2)T . Portanto (11.23) tem um ntimero infinito
de solucdes positivas 7; < T, < ---. Para o nosso exemplo onde @ = 27 e
ap = 1, obtemos: 7] =~ 1,19, 7» =~ 2,20, 73 ~ 3,21...

Quando 7 = 77, as complexas raizes conjugadas da equacdo (11.21) com
a maior parte real sdo x; +iw, onde x; ~ —1,61, enquanto Ay =~ 0,30. As-
sim, embora a condi¢@o técnica Re(g)'(x1)) ~ —1,2 < 0 esteja satisfeita, a
diferenca entre x; e Ay é demasiado grande para ocorrer uma ressonincia
significativa: (Ao —x1)/® = 0,30. Da mesma forma, quando 7 = 2, as com-
plexas raizes conjugadas da equagdo (11.21) com a segunda maior parte real
s30 xp i com x; = —0,85, enquanto que Ag =~ 0,85. Assim, embora a con-
di¢do técnica Re(g1'(x2)) &~ —2,23 < 0 esteja satisfeita, a diferenga entre x;
e Ay é novamente demasiado grande para que ocorra uma ressonancia signi-
ficativa: (Ap —x2)/® ~ 0,27. A mesma conclusio aplica-se as outras raizes
complexas que por T = T, t€m uma parte imagindria igual a ®.

11.4.3 Modelo periédico S-E-I-R

Agora suponha que hd uma propor¢do de E(¢) da populagdo infetada mas
ainda ndo infeciosa, ou seja, que estd na fase latente. Considerar o modelo
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para as proporcdes
as dE dl dR

” a(t) ST, o a(t)SI—cE, it bl, ” bI,

com S+E+I+R=1¢a(t) =ap(l +ecosmt). O novo pardmetro ¢ é a
taxa a que as pessoas infetadas se tornam infeciosas. Quando ¢ — +oo, este
modelo tende para o modelo S-I-R da seccdo 11.4.1.

O equilibrio sem doengas é (S,E,I,R) = (1,0,0,0). O nimero de novas
infecdes por unidade de tempo no modelo linearizado, i(z) = a(t)1(¢), é uma
solucdo de uma equagdo da forma (11.1) com um niicleo (11.16). Aqui,

—c bx

s =ape =" 7)= .,
b—c (A+c+nio) (A +b+nio)
_ AV
2o = (b+C)+ng c) —4—4agc7 (11.24)
—(agc)®

V(b — )2 +4age [0+ (b—c)? +4agc]

Para o primeiro método, consideremos o caso em que T =27/w = 1 se-
mana, que modela diferencas na taxa de contacto entre dias tteis e fins de
semana, e em que o periodo infecioso médio 1/b é igual a 2 dias, ou seja,
2/7 semanas. Tomemos uma taxa média de contacto ay tal que a reprodutivi-
dade ap/b quando € = 0 é igual a 1,2, uma suposi¢io razodvel se considerar-
mos uma doenga emergente. A figura 11.2 mostra como a taxa de crescimento
Ae depende do periodo de laténcia médio 1/c para vérios valores de €. Note-
se que A é sempre menor que Ay quando € # 0. Ndo hd ressonéncia.

Para o segundo método, notamos que ¢ < 0: ndo ha ressondncia. Quanto
ao terceiro método, a equacdo de Euler-Lotka (11.12) para este modelo
tem apenas uma raiz, nomeadamente Ay, na parte do plano complexo onde
o integral do segundo membro da equacdo (11.12) converge: Re(4) >
max{—b,—c}. Note-se que A9 é uma solu¢do de uma equagio polinomial
de grau 2. A outra solu¢do, dada pela férmula (11.24) com um sinal menos
em frente da raiz quadrada, é uma raiz da equacdo deduzida de (11.12) pela
continuagdo analitica do integral. Para esta segunda solucdo, a integral di-
verge. Em qualquer caso, esta solu¢do é um nimero real; ndo hé ressonancia.

11.4.4 Modelo periédico S-E-I-R com um periodo de laténcia fixo

O modelo é dado por

dS
E = —a(f) S(t)I(t) I

dE

= = a(t)S(t)1(t) —a(t—1)S(t—1)I(t — 1),
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Figura 11.2: Auséncia de ressonancia no modelo periédico S-E-I-R. A taxa de cresci-
mento de A¢ em fungdo do periodo médio de laténcia 1 /¢ (em semanas) para diferentes
valores de €.

% —a(t—7)S(t— ) (t— 1) —bI(r), % — bI(r),
com S+E+I1+R=1c¢ea(t) =ap(l +ecosmt). O pardmetro T é agora o
periodo de laténcia. Quando T — 0, o modelo tende para o da sec¢do 11.4.1.
O equilibrio sem doengas é (S,E,I,R) = (1,0,0,0). O nimero de novas
infecdes por unidade de tempo no modelo linearizado, i(z) = a(¢)1(¢), é uma
solu¢cdo de uma equagdo da forma (11.1) com um nticleo (11.16). Aqui

(x) = 0 se x<7T, () = g Mi0T-47
EW TN e se x> T, &) =0 hie
Ao =age MT—b. (11.25)

A equagdo para Ay estd novamente implicita. A férmula (11.19) por o ndo
pode realmente ser simplificada.

Para o primeiro método, escolhemos como na sec¢do anterior T =
2w/ =1 semana, 1/b = 2 dias ou 2/7 semana e ag/b = 1,2. Figura 11.3(a)
mostra como a taxa de crescimento A¢ depende do periodo de laténcia 7 para
varios valores de €. Nota na figura 11.3(a) que a ressonincia ocorre aproxi-
madamente por 0,66 < 7 < 1 e 1,66 < 7 < 2. Ha também ressonéncia para
valores maiores de T que ndo sdo mostrados. O capitulo 10 mostra uma figura
semelhante para um modelo ligeiramente diferente (S-E-I-S e ndo S-E-I-R);
mas ndo foi dada qualquer explicacdo para os «solavancos».
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Figura 11.3: Ressonéncia no modelo periédico S-E-I-R com um periodo de laténcia
fixo. (a) Taxa de crescimento A em fungdo do periodo latente 7 (em semanas) para
diferentes valores de €. (b) O coeficiente o em fungéo de 7.

Com o segundo método, pode-se verificar numericamente que & > 0 pelo
menos por 0,66 < T < 1e 1,66 <7t <2(fig. 11.3b). Com o terceiro método,
a questdo é se a equagio de Euler-Lotka (11.25) pode ter solugdes A com
uma parte imagindria y igual a ®. Seja A = x+1y. A equagdo por A pode

ser escrita como um sistema real por x e y: x = apge *Tcos(yT) —b e y=
—XT

—ape*"sen(yT). Sejay = o e elimine x da segunda equagio. Obtemos
1 w 1 b
—log | — — ——=0. (11.26)
T apsen(wt)| tan(wt) o

Tal como na secgdo 11.4.2, o primeiro membro € uma fungio continua de
para qualquer (n — 1/2)T < 7 < nT e qualquer inteiro n > 1, o que tende a
—oo quando —7 — (n—1/2)T" e que tende a +o quando 7 — nT~. Assim,
a equagdo (11.26) tem um ndmero infinito de solugdes 7; < T < --- que
tendem a +-oo, para as quais podemos esperar ressonincia. Vamos resolver a
equagdo (11.26) numericamente com os mesmos valores de pardmetro como
acima. Obtemos: 7] =~ 0,82, 7» ~ 1,83, 73 ~ 2,83...

Quando 7 = 71, as raizes conjugadas complexas de (11.25) com a maior
parte real sdo x; i@ com x; =~ —0,61, enquanto que Ay ~ 0,17. A condi-
¢do técnica Re(g1'(x1)) =~ —0,88 < 0 é verificada e a diferenca entre x; e Ay
é bastante pequena: (A9 —x;)/® = 0,12. Portanto, h4 ressonéncia quando
T~ 71. Quando T = T, as raizes complexas conjugadas a (11.25) com a
parte real que chega em segundo lugar em ordem decrescente sdo x; £ i®
com x; =~ —0,28, enquanto Ay =~ 0,086. Mais uma vez, a condi¢o técnica
Re(g1'(x2)) &= —1,89 < 0 € verificada e a diferenca entre x; e Ay é pequena:
(Ao —x2)/@ = 0,06. Ha ressonéncia quando T /2 T,. Também hd ressonincia
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quando T = T, por n > 2.

De um ponto de vista pratico, ndo é impossivel que uma doenca tenha um
periodo de laténcia 7T perto de 7 (aqui cerca de 6 dias) seguido de uma média
de dois dias de periodo infecioso. Uma taxa de contacto com um periodo de
uma semana devido a diferenca entre dias de semana e fins de semana pode
causar uma forte ressondncia para uma tal doenca. O tempo médio entre duas
geragOes

o0
d
w =1+ 1/b~7,7 dias

Jo ™ 8(x)dx

estd préximo do periodo T = 7 dias da taxa de contacto. Mas esta regra apro-
ximada de ressonancia ndo funcionou com o modelo da seccdo anterior. A
diferenca entre figura 11.2 e figura 11.3a € um pouco surpreendente. Estes
sao modelos S-E-I-R, o primeiro com um periodo de laténcia exponencial-
mente distribuido, o segundo com um periodo de laténcia fixo. A conclusdo
bioldgica, quer a doenga se instale ou ndo, parece estar muito dependente da
escolha entre estes dois modelos a priori semelhantes. Modelos muito seme-
lIhantes podem portanto comportar-se de forma muito diferente em termos de
ressonancia da taxa de crescimento.

Os modelos S-E-I-R onde o periodo latente e o periodo infecioso sdo fi-
X0s mostram uma ressonancia semelhante da taxa de crescimento. Ainda é
possivel encontrar valores de pardmetros para os quais existe uma raiz com-
plexa x 4 iy da equacdo de Euler-Lotka com uma parte imagindria igual a ®.
Mas o truque de eliminar a parte real x para obter uma tnica equa¢do como
na equagdo (11.26) ja ndo funciona.

11.4.5 Modelo periédico S-E-I-R com um periodo de laténcia
distribuido de acordo com uma distribuicao Gama

Para compreender por que razdo os modelos das duas dltimas seccdes dao
resultados tdo diferentes, consideremos o caso de um periodo latente que se
segue a distribui¢do Gama. Esta é uma generalizacdo tanto da distribuicio
exponencial como da distribuicdo Dirac quando o periodo latente é fixado.
Mais precisamente, seja y(x) = B¥x¥~ e P*/I'(v) a distribuicio do periodo
de laténcia, onde f > 0 e v > 1 sdo nimeros reais. O periodo médio de
laténcia é T = v/ e a variagdo é v/B% = 7% /v. Quando v = 1, encontramos
a distribuicdo exponencial com uma média igual a 1/ da secgdo 11.4.3. A
distribuicdo Gama tende para a distribuicéio Dirac em x = 7 da seccdo 11.4.4
se v e f3 tenderem para oo enquanto que a razdo v/f3 é mantida constante e
igual a 7.
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O modelo é
% = —a(t)S()1(r), E(1,0) = a(t)S(1)1(z), aa—]f + ‘3—5 = —c(x)E(1,x),
% - /(:mc(x)E(t,x)dxbe(t), ‘% — b1(r),
S(1) + :wE(t,x) dx-+1(1) +R(1) = 1

ea(t) =ap(1+ecoswr). O coeficiente ¢(x) estd relacionado com a distribui-
¢do y(x) pelas relagdes

exp (—/OXC(y)dy) = 1—/Oxw(y)dy e c(x)= 1—1?%)@'

Pode ser demonstrado que o nimero de novas infe¢des por unidade de tempo
no modelo linearizado, A(¢) = a(t)1(¢), é uma solu¢do de uma equagdo da
forma (11.1) com um ntcleo (11.16) e

r o0 b i
g =ao [ e y(y)dy.
Também pode ser demonstrado que
. apB” aoB¥
2(A) = - - , =————-b
&) = G ma) B+ A T riw) B+ 7o)

A férmula para Ay estd novamente implicita. A férmula (11.19) por o ndo
pode ser simplificada.

Figura 11.4 mostra o sinal de o (mais precisamente as linhas de nivel
o = 0) no diagrama (7,1/v). Recordar que & > 0 é uma condi¢ao necessdria
para a ressondncia. A linha horizontal superior, v = 1, corresponde ao caso
de um periodo de laténcia exponencialmente distribuido e estd na parte do
diagrama onde o < 0, como se espera na figura 11.2. O limite de 1/v — 0
corresponde ao periodo de laténcia fixo, por isso a linha horizontal inferior
corresponde a figura 11.3 e tem vdrias partes onde o > 0. Desta forma, vemos
como a ressonéncia desaparece quando a variagio 72 /v aumenta.

11.5 Mil e um modelos periédicos

A lista de tais modelos poderia, evidentemente, continuar até que se esgotar
completamente, por exemplo, com uma taxa de contacto periddica de uma
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Figura 11.4: Linhas de nivel a = 0 no diagrama (7,1/v). As dreas onde o > 0 séo
aquelas onde a ressondncia pode ocorrer. Na parte inferior direita do diagrama, as
areas onde ¢ < 0 alternam com aquelas onde & > 0 mas apenas as linhas de nivel
o = 0 sdo mostradas.

forma diferente, uma vacinac¢ao periddica, uma populagdo ou reservatorio ve-
torial periédico, uma demografia periddica ou uma migragdo periédica. Além
disso, a equagdo linear (11.1) encontra-se na maioria dos outros problemas de
dinamica populacional (demografia, ecologia, teoria dos quimiostatos, imu-
nologia, etc.), pelo menos na aproximagao linear. Assim, o mesmo fenémeno
de ressonéncia pode ser estudado, por exemplo, para colheitas periddicas,
floracdes periddicas de fitoplancton, entradas e saidas periddicas de um qui-
miostato, tratamentos antivirais peridédicos, tratamentos periédicos contra o
cancro, padrdes populacionais celulares periddicos, etc. A ressonancia é es-
perada para alguns modelos e ndo para outros. A resposta depende do mo-
delo linearizado préximo do estado estaciondrio trivial (ou periddico), mas
ndo dos termos ndo lineares utilizados. Assim, a maioria dos modelos com
um pequeno nimero de compartimentos leva aos mesmos calculos que os
anteriores.

A principal questao que permanece € se, para algumas doengas particula-
res ou para algumas aplicacdes noutras dreas da dindmica populacional, este
fendmeno de ressondncia desempenha um papel significativo. Esta é uma
questdo dificil, pois para modelos muito semelhantes, tais como os modelos
S-E-I-R com um periodo de laténcia exponencial ou fixo, as conclusdes sdo
diferentes, embora ambos os modelos possam ser adequados para a mesma
doenga. Os modelos com uma fungéo de suporte compacto g(x) séo, no en-
tanto, mais realistas. Neste caso, a equacdo de Euler-Lotka tem infinitamente



188

muitas raizes conjugadas complexas. Portanto, € possivel que a ressonincia
ocorra para certos valores dos pardmetros.

11.6 Apéndice: crescimento exponencial do valor
reprodutivo total num ambiente periddico

A demonstrag@o parte da defini¢do (11.9) e depois utiliza a primeira equagdo
do sistema (11.2) e uma integrac@o por partes:

dW7/+°°' dw
0

W _I(t,x)at+atw(l,x)} dx

Feo [ ow 0l
:/0 1) 57 - axw(t,x)—b(t,x)I(t,x)w(t,x)] dx

= /0+°° %V;_|_?: —b(t,x)w(t,x)] 1(2,x) dx+1(z,0) w(z,0) .

Usando a segunda equacdo do sistema (11.2) e a equagdo (11.7), obtemos
finalmente

aw _

dt

/04—00 {()avtv n % —b(t,x)w(t,x) +w(t,0)a(t,x)} I(¢,x)dx

00
= l/ w(t,x)I(¢,x)dx = A W(z).
0
Por isso W(t) = W(0)e.
Observagdo 11.1. Com a defini¢do (11.5) da fungdo v(¢,x), vemos que se

1(0,x) =v(0,x), entdo I(z,x) = e* v(z,x). O crescimento exponencial do valor
reprodutivo total W(z) implica a igualdade

oo oo
/0 v(t,x)w(t,x)dx:/o v(0,x)w(0,x) dx

para todo ¢ > 0. A normalizacdo (11.8) assume assim a forma mais simples

o0
/ v(t,x)w(t,x)dx=1.
0
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O modelo de Kermack e McKendrick para a peste
em Bombaim

A figura que mostra como o modelo de Kermack e McKendrick se
ajusta aos dados de 1906 para a epidemia de peste em Bombaim
é uma das figuras mais reproduzidas em livros sobre modelagdo
matemdtica de epidemias. Neste capitulo, mostra-se que a as-
sungdo de pardmetros constantes neste modelo conduz a valores
numéricos irrealistas. Além disso, relatorios publicados na al-
tura mostram que as epidemias de peste ocorreram em Bombaim
com notdvel sazonalidade todos os anos entre 1897 e, pelo me-
nos, 1911. Assim, a epidemia de 1906 ndo é realmente um bom
exemplo de uma epidemia que para porque o niimero de pessoas
suscetiveis de serem infetadas caiu abaixo de um certo limiar,
mas sim um exemplo de uma epidemia sazonal. E apresentado
um modelo de peste em Bombaim com sazonalidade e sdo calcu-
ladas as reprodutividades associadas a ratos e pulgas.

12.1 Um ajustamento enganador

A figura que mostra como o modelo S-I-R de Kermack e McKendrick (capi-
tulo 1) se ajusta aos dados de 1906 para a epidemia de peste em Bombaim
€ bem conhecida dos modelistas (fig. 12.1). Foi reproduzido em numerosos
livros sobre epidemiologia matemdtica [46, 76], biomatematica [1, 31] e a
histéria da modelacdo matematica [39]. Os dados, cuja origem ndo € espe-
cificada por Kermack e McKendrick, provém de um relatério de um inqué-
rito sobre a peste na India publicado em 1907. Para referéncias aos dados
epidemioldgicos neste capitulo, ver referéncia [3]. Para informacéo histérica
sobre Kermack e McKendrick, ver referéncia [10, capitulo 18].
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Figura 12.1: Nimero semanal de mortes por peste em Bombaim, entre 17 de dezembro
de 1905 e 21 de julho de 1906. A equacio da curva é 890/ cosh?(0,2¢ — 3,4).

No entanto, Kermack e McKendrick ndao obtiveram a curva do sino da
figura 12.1 diretamente do seu modelo original, um sistema de trés equacdes
diferenciais, porque estas ndo tinham uma solu¢do explicita. Em vez disso,
utilizaram uma certa aproximacgao (sec¢do 1.4) para a qual obtiveram uma
solug@o explicita: o nimero de mortes por unidade de tempo dR/dt era da
forma

dR o
dt ~ cosh®(Bt—7y)’

onde os trés parimetros o, e ¥ dependem de uma forma complicada dos pa-
rametros do modelo. O ajuste aos dados rendeu o¢ = 890 por semana, 8 = 0,2
por semana e Y = 3,4. Kermack e McKendrick também mencionaram varios
pressupostos simplificadores no seu modelo; por exemplo, o seu modelo ndo
explica explicitamente os ratos e as pulgas que transmitem a peste. Observa-
ram:

(12.1)

«Nenhum destes pressupostos € estritamente cumprido e, por
conseguinte, a equacdo numérica s6 pode ser uma aproximagao
muito grosseira. Nao se deve esperar um ajuste perfeito, e nao
se devem fazer inferéncias sobre os valores reais das varias cons-
tantes.»

Apesar desta adverténcia, pode ser interessante estudar isto mais de perto.
Em particular, pode-se perguntar:
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* Quais sdo os valores dos parimetros do modelo original que correspon-
dem ao ajuste da figura 12.1?

* Qual é a reprodutividade % associados?

Na seccdo 12.2, recordamos o contexto histdrico e as férmulas obtidas por
Kermack e McKendrick. Na seccdo 12.3, apresentamos os calculos que nos
permitem encontrar os valores dos pardmetros do ajustamento, aplicamo-los
ao caso da peste em Bombaim e explicamos que os valores obtidos s@o bas-
tante irrealistas. A assuncdo de valores constantes para os parametros deve,
portanto, ser questionada. A seccdo 12.4 discute o papel da sazonalidade,
que € certamente responsavel pelo declinio da epidemia em 1906, e propde
um modelo periddico para esta epidemia de peste. O modelo inclui pulgas,
ratos e humanos. A secc¢do 12.5 apresenta em primeiro lugar uma defini¢ao
da reprodutividade associada a cada tipo de hospedeiro para modelos periddi-
cos. Isto € aplicado ao modelo da sec¢do anterior. A sec¢do 12.6 compara as
reprodutividades do modelo periédico com a reprodutividade de um modelo
reduzido.

12.2 A peste em Bombaim e as formulas obtidas por
Kermack e McKendrick

A peste bubdnica apareceu em Bombaim (agora Mumbai) em agosto de 1896.
Tornou-se endémica e reapareceu nos anos seguintes com um forte cardcter
sazonal, como se verd na seccao 12.4. A peste também se propagou por toda a
India, causando mais de dez milhdes de mortes entre 1898 e 1918 [60, p. 26].
Em janeiro de 1905, o Secretario de Estado para a india, a Royal Society e o
Instituto Lister criaram um comité consultivo. O seu comité de trabalho es-
tava sediado em Bombaim. A comissdo realizou numerosas experiéncias la-
boratoriais e investigacdes de campo para estudar todos os aspetos da doenca.
Como resultado, foram publicados nada menos que oitenta e quatro relatérios
sobre a peste na fndia, com centenas de tabelas, diagramas e mapas, entre
setembro de 1906 e abril de 1917 como nimeros especiais do Journal of Hy-
giene. A maior parte da informacgao deste capitulo provém destes relatdrios
(arevista foi digitalizada).

A epidemia sazonal de peste de 1906, que durou de janeiro a julho de
1906, foi a primeira epidemia que a Comissdo estudou e também a que re-
cebeu mais atencdo. Mas na realidade era de «severidade moderada». A co-
missdo confirmou o papel dos ratos e das suas pulgas na propagacio da peste,
papel que tinha sido demonstrado experimentalmente por Paul-Louis Simond
em 1898. Vale a pena notar que M. Kesava Pai, com quem McKendrick iria



192

escrever um artigo em 1911, e o diretor do Instituto Pasteur da india em Ka-
sauli, onde McKendrick iria trabalhar entre 1905 e 1920, eram membros da
comissao.

Kermack e McKendrick estudaram um modelo matematico com trés com-
partimentos:

* individuos suscetiveis S(¢);
* individuos infetados com a peste I(¢);
* pessoas mortas ou imunizadas R(r).

As notagdes originais eram x(z), y(¢) e z(¢); as notagdes S-I-R s6 se tornaram
convencionais muito mais tarde. A populagdo total é N = S(¢) +1(z) + R().
As equagdes foram

dsS dl dR

i kST, 7 =kSI->bI, 7 =bl, (12.2)
onde k = a/N, a é a taxa de contacto efetiva e b > 0 a taxa de mortalidade
ou cura. Se as condi¢Ges iniciais forem S(0) = Sp, I(0) =1y, R(0) =0e se
a/b =1 com a > b, entdo o nimero de mortes por unidade de tempo é dado
pela férmula aproximada (12.1) com

p382 5b Ko _q kSo 2 K2
— = tanh(y) = 2—— = — 1 2Solo—=
%= 5 B =, tanh(y) 5 O < 5 > +250lo

(seccdo 1.4). Dada a férmula (12.1), o nimero @ é o maximo da fun-
¢do dR/dt (cerca de 900 por semana na figura 12.1) e t* = y/f € o instante em
que o maximo ¢ atingido (19 semanas apds o inicio nesta figura). Portanto,
existe realmente apenas um parametro desconhecido no processo de ajusta-
mento, digamos §. Kermack e McKendrick provavelmente tentaram vérios
valores. Apés uma estimativa inicial de 3, eles provavelmente perceberam
que o seu ajuste a toda a curva poderia ser melhorado mudando ligeiramente
o (dai o = 890 por semana) e t* = ¥/ (dai * = 17 semanas). Finalmente
optaram por § = 0,2 por semana e assim ¥ = 3,4. No entanto, o modelo tem
quatro pardmetros: So, Iy, k e b. Como podemos derivar quatro parametros
desconhecidos de apenas trés equacdes?

12.3 Valores dos parametros

Seja ¢ = kSp/b. Entdo
_ b&%So
=37

B = %, tanh(y) = %, = \/(¢—1)2+2¢IO/SO-



Capitulo 12 193

Por isso 8 = (¢ — 1)/tanh(y) e obtemos da tltima equacéo

201 201 2¢ Iy senh?(y)
So = = = (12.3)
62— (p—1)2 1 —1)2
@—=12 (p-1)2 (mnhz(y) - 1) (9-1)
Mas as equagdes para & ¢ 3 indicam também que b =2 /6 e
20°a ¢*a %o tanh(y) ¢« senh(y)
So=" =75 = = . (12.4)
bé Bs  B(o—1)  B(¢—1)cosh(y)
Eliminemos Sy entre as equacgdes (12.3) e (12.4). Chegamos a
2 1o senh(y) cosh Io senh(2
Pp(p—1)= P1o senh(y) cosh(y) _ flo senh(2y) (12.5)
o o
A tnica raiz positiva desta equacdo quadratica de ¢ é
b= 14++4/1 +4B;0 senh(2y)/a (12.6)

Temos quatro incégnitas, mas trés equacdes. Vdrias escolhas para os pa-
rametros (S, o, k,b) correspondem ao mesmo triplet (@, B,y). Como é que
isto pode ser arranjado? Poder-se-ia decidir fixar um dos pardmetros: o pe-
riodo infecioso médio 1/b da peste, o tamanho inicial Sy da populagéo susce-
tivel em Bombaim em 1905 ou o nimero inicial de pessoas infetadas Iy. Nao
parece possivel fixar a priori o pardmetro k .

No inicio pode parecer que a fixacao do periodo infecioso € relativamente
simples. A dura¢do média da doenca em casos fatais é de cerca de 5,5 dias.
No entanto, existe também um periodo de incubacdo de cerca de 3 dias em
média. Finalmente, ndo se deve esquecer que o modelo (12.2) é uma sim-
plificag@o do processo de infe¢do. Os ratos infetados infetam as suas pulgas,
que infetam outros ratos e ocasionalmente também humanos. A epidemia
de peste em humanos é completamente determinada pela epizootia em ratos,
com apenas alguns dias de atraso. Imaginemos entdo que o sistema (12.2)
€ um modelo de praga em ratos. Em experi€ncias de laboratério, ratos de
Bombaim aos quais a peste foi realmente transmitida morreram em média 9
dias apds a sua primeira exposicao a pulgas infetadas. Mas, mais uma vez,
deve-se lembrar que desta vez pode ter pouco a ver com o «periodo infecioso
aparente», uma vez que as pulgas s6 deixam os ratos quando ja estdo mor-
tos. As experiéncias mostraram que as pulgas podem permanecer infetadas
durante uma quinzena durante a época da peste mas apenas durante uma se-
mana fora desta época. Existe, portanto, uma considerdvel variacdo sazonal,
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que serd discutida na sec¢@o 12.4. Por conseguinte, € dificil escolher um valor
por 1/b num modelo auténomo simples, como o sistema (12.2).

Agora consideremos o tamanho inicial S¢ da populagdo que provavel-
mente estard em Bombaim em dezembro de 1905. Nessa altura, a populag@o
de Bombaim estava quase inteiramente concentrada na «Ilha de Bombaim»
e nas suas 22 milhas quadradas. O censo de fevereiro de 1906 deu uma po-
pulacio de cerca de um milhdio de habitantes. Vamos fixar So = 10°. A
equacdo (12.4) mostra que ¢ é uma solucdo da equagdo de segundo grau
(o tanhy)$? — (BSo)¢ + BSp = 0. Numericamente, obtemos ¢ ~ 202 ou
¢ ~ 1,005. Mas a relagio (12.5) mostra que Iy = a9 (¢ — 1)/(B senh(2y)).
Isto da ou Iy = 446000, ou Iy ~ 0,06; ambas as solugdes sdo absurdas, a
primeira porque a epidemia de 1906 matou cerca de 10000 pessoas, a se-
gunda porque Iy € um niimero de pessoas. Assim, ndo € possivel tomar toda
a populaciao como sendo a popula¢do em risco.

Resta verificar se a fixac¢do de Iy da valores realistas para os pardmetros.
Por exemplo, vamos colocar Iy = 1 no inicio da curva epidémica. De facto,
Kermack e McKendrick (ver figura 12.1) ndo especificam qual o evento que
corresponde ao instante £ = 0. Uma vez escolhido o niimero Iy, a equa-
¢do (12.6) dd ¢. Podemos calcular 6 = (¢ — 1)/tanh(y) e b =2/6. Fi-
nalmente Sy € dado pela férmula (12.3) e k = ¢ b/Sp. Com Iy = 1, obtemos
b ~ 4,32 por semana, Sp = 57 368 e k ~ 8,23 x 1073 por semana. Note-
se que o periodo infecioso médio seria de 1/b = 0,23 semana ou 1,6 dias.
A populacio em risco seria N = Sg 4 Ip ~ 57 369. A reprodutividade seria
Ho = kN/b ~ 1,09 e numericamente quase igual a ¢. Este %, parece bastante
pequeno em comparagdo com valores tipicos de outras doengas infeciosas,
especialmente porque a epidemia de peste ndo se deveu a um aumento lento
da densidade populacional até ao limiar de %y = 1, mas quase certamente
a chegada de ratos infetados por navio; a terceira pandemia de peste come-
cou em 1894 em Hong Kong. Contudo, como o «periodo infecioso aparente»
1/b (que é dificil de interpretar, como se viu acima) é também muito curto,
o tempo de duplicagdo log(2)/(kSp — b) no inicio da epidemia leva um valor
razoavel, cerca de 13 dias. Um problema maior surge quando se considera
a populacdo em risco N ~ 57000. Dados os relatérios sobre a distribuico
geografica dos casos de peste no ser humano, parece que todas as dreas den-
samente povoadas da ilha de Bombaim foram afetadas pela epidemia. Nao
h4 nenhuma razdo 6bvia para que apenas 57 000 pessoas estejam em risco
quando a populacgdo total é de cerca de um milhéo.

Poder-se-a perguntar se uma escolha ligeiramente diferente de Iy (assu-
mida como um niimero inteiro) poderia levar a valores de parametros mais
razodveis. Isto é mostrado na tabela 12.1, onde incluimos %, em vez de k.
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As curvas epidémicas correspondentes (ndo mostradas) permanecem todas
proximas da da figura 12.1, mas a aproximacdo deteriora-se a medida que Iy
aumenta.

Tabela 12.1: Sensibilidade dos parametros a escolha de Ij.

Io S() l/b (dias) %0

1 57368 1,6 1,09
2 35439 3,0 1,17
3 28202 43 1,24

A tabela 12.1 parece sugerir que o processo de estimagdo ndo € realmente
robusto. Mas %y € suposto ser ligeiramente superior a 1, onde o modelo é
muito sensivel a pequenas alteracdes nos valores dos parametros. Em qual-
quer caso, os diferentes valores de Sop e N = S + I na tabela 12.1 s@o todos
demasiado pequenos para serem realistas.

Até agora, tem sido implicitamente assumido que todas as infe¢des con-
duzem a morte. Mas os estudos mencionam 11010 mortes entre 12 245 in-
fecdes, ou seja, 90% de mortalidade. Como R(¢) inclui tanto mortes como
pessoas curadas, a curva para dR/dt (fig. 12.1) deve ser redimensionada com
um novo maximo de « igual a 890/0,9 ~ 989, os pardmetros f3 e ¥ permane-
cem idénticos. Com Iy = 1, os novos pardmetros sdo S =~ 69 183, 1/b~ 1,5
dias e Z ~ 1,08. Hé pouca diferenga com o caso em que hd 100% de morta-
lidade; a populacdo em risco estimada permanece demasiado pequena.

Em resumo, parece que a adequagdo da curva epidémica sob a assungdo
de parametros constantes leva a valores de parametros irrealistas. Nao é sufi-
ciente, como Kermack e McKendrick escrevem, que «a curva calculada, que
implica que as taxas ndo variaram durante o periodo da epidemia, seja mais
ou menos consistente com os nimeros observados».

12.4 Sazonalidade

A solugdo para o problema da seccao anterior € de facto muito simples. O
modelo (12.2) deve ser abandonado. A curva em figura 12.1 pode ser ob-
tida com valores de parimetros mais realistas, incluindo a sazonalidade. O
objetivo é agora desenvolver tal modelo da epidemia de peste e estimar a re-
produtividade %. Isto incluird os dois principais hospedeiros, ratos e pulgas,
para os quais a reprodutividade de um tipo, .7, é uma melhor medida do
esfor¢o necessdrio para controlar a epidemia do que %,. Por conseguinte,
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discutiremos também o célculo de .9 para modelos sazonais, que podem ser
de maior interesse.

A peste surgiu em Bombaim em agosto de 1896, mas a primeira verda-
deira epidemia comegou na primavera de 1897. Tornou-se endémico. As
mortes por peste ocorreram quase todos os meses pelo menos até 1911, com
picos em marco ou abril de cada ano (fig. 12.2). A mortalidade elevada foi
invariavelmente observada entre dezembro e junho, a baixa mortalidade entre
julho e novembro. A peste permaneceu frequente em Bombaim até 1923 [60,
p. 28]. Esta sazonalidade regular € muito diferente das epidemias de peste
dos séculos XIV a XVII na Europa, que ocorreram de forma irregular.

;r)no?'rtseesmana 161886
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Figura 12.2: Numero semanal de mortes por peste em Bombaim, entre janeiro de 1897
e dezembro de 1911.

O trabalho contemporéneo com a epidemia na India investigou a ori-
gem desta sazonalidade. Uma comparacao com as estatisticas meteorologicas
mostrou que a epidemia ndo podia ser mantida quando a temperatura média
era superior a 80 °F, ou seja, 26,7 °C. Chegou-se a uma conclusio semelhante
para outras partes da India, com a humidade a desempenhar um papel se-
cunddrio. Os bacilos da peste sdo sensiveis a temperatura. Experiéncias de
laboratério mostraram que a propor¢do de pulgas em cujos estdbmagos ocorre
uma multiplica¢do abundante de bacilos de peste pode ser varias vezes maior
em tempo frio do que em tempo quente. De forma correspondente, as pulgas
podem permanecer infeciosas por muito mais tempo em tempo mais frio do
que em tempo mais quente. A utilizagdo de uma sala fria ou de uma sala
aquecida mostrou resultados semelhantes.

Outro fator foi a presenca sazonal de pulgas de rato. Entre janeiro e mar¢o
foram apanhadas mais pulgas utilizando cobaias como isco do que durante
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os outros meses do ano. O nimero médio de pulgas encontradas foi mais
elevado em ratos capturados entre fevereiro e maio. No entanto, as variacdes
na abundancia de pulgas podem ser devidas ao facto de as pulgas deixarem
0s ratos mortos pela peste para encontrar um novo hospedeiro.

A sazonalidade da fertilidade dos ratos, estimada pela fragdo de ratos jo-
vens e gravidas entre os ratos capturados, parecia menos importante. No
entanto, as populagdes de ratos flutuaram certamente devido a mortalidade
por peste.

Com todas estas evidéncias, é evidente que o declinio da epidemia de
1906 em junho ndo deve ser atribuido a uma diminui¢do do nimero de huma-
nos suscetiveis abaixo de um determinado limiar, como sugerido pelo modelo
de Kermack e McKendrick, mas simplesmente a um fator sazonal que afeta
os bacilos e as pulgas. Como modelo alternativo, poder-se-ia tentar manter
as mesmas equagdes (12.2) mas com coeficientes periddicos de k ou b. Mas
nesta fase, um modelo um pouco mais complexo e realista parece apropriado.
Sejam

* S(#) o nimero de ratos suscetiveis,

* I(¢) o ndmero de ratos infetados,

* R(#) o niimero de ratos imunes,

* P(+) =S(¢) +1(r) + R(¢) o niimero total de ratos vivos.

Mais especificamente, apenas o rato preto serd considerado, embora os relaté-
rios indiquem claramente que a epizootia da peste entre estes ratos foi sempre
precedida por uma epizootia semelhante entre os ratos castanhos, com apenas
algumas semanas de intervalo. Sejam

* V(t) o niimero de vetores, ou seja, pulgas infetadas que ainda néo estdo
ligadas a um rato ou humano,

* H(¢) o nimero de humanos infetados,
* D(¢) a incidéncia de mortes por peste em humanos.

Os humanos suspeitos e as pulgas suscetiveis ndo sdo tidos em conta porque
provavelmente eram muito em excesso: recorde-se que houve cerca de 10 000
mortes anuais de peste humana numa populac¢éo de um milhdo de habitantes.
Uma vez que a peste bubdnica € principalmente uma epizootia entre ratos,
sendo os humanos apenas um hospedeiro ocasional de pulgas de rato, é con-
siderado o nimero de ratos suscetiveis e imunes. O processo de infecdo é
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resumido da seguinte forma:

%:A(P)—mS—c(l—w)n(G(t))%V—ﬁ-e,uL 12.7)
dl S

T =cl—o)m(6() gV —pl (12.8)
dR

o= nul—mR, (12.9)
v —e—mui—ev, (12.10)
i—lj:ca)n(e(t))V—bH, D(1) = 6 bH(t). (12.11)

A tabela 12.2 d4 o significado dos pardmetros e os seus valores numéricos.
Vamos acrescentar alguns comentarios sobre o modelo e os pardmetros:

Note-se a semelhanca entre este modelo e os modelos internos para a
infecdo pelo VIH: os ratos infetados libertam as pulgas quando mor-
rem, tal como as células CD4 infetadas libertam os virides VIH.

O modelo é adequado para a peste bubénica, de longe a peste mais
comum na India [60, p. 28], mas claro que no para a peste pneumo-
nica, que foi, por exemplo, a principal forma da epidemia de peste em
Harbin (China) em 1910. A peste pneumonica pode ser transmitida
diretamente entre humanos.

Experiéncias de laboratério demonstraram que a transmissdo direta da
peste bubdnica ndo pode ocorrer na auséncia de pulgas.

Os dados no artigo cldssico de Leslie [10, capitulo 25] sdo para ra-
tos castanhos (note-se que log(2)/m ~ 23 é a meia-vida). No entanto,
a criacdo experimental de ratos negros, cuja populagdo cresce como
e~ tem dado resultados semelhantes. O parametro K na expressio
A(P), que estd relacionado com o tamanho da populagio de ratos, é um
parametro livre que tem sido utilizado para ajuste de curva de praga em
humanos.

O tempo médio necessdrio para uma pulga livre encontrar um hospe-
deiro era 1 /¢ ~ 1 dia, devido a seguinte observagdo: «Num edificio em
Bombaim, no qual tinha havido uma grande mortalidade entre os ratos,
que provou ser devida a peste, tinhamos apanhado pulgas de rato em
grande nimero das pernas dos homens que entraram em algumas das
salas daquele edificio, mesmo por um curto periodo de tempo». Tomar
1/c =~ 0,5 por dia quase ndo faz diferenca (ver sec¢do 12.6 abaixo).
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Tabela 12.2: Valores dos parametros.

A(P) fertilidade dos ratos r = 0,4/més
A(P)=rP/(1+P/K) K = 50000 ajustamento

1/m  esperanga de vida dos ratos ~ m = 0,03/més

1/c tempo para as pulgas livres ¢ = 30/més
encontrarem um hospedeiro

w propor¢cdo de pulgas livres @ =2% ajustamento
que encontram um hospe-
deiro humano

m(0) probabilidade de transmis- 7m(0)= m x (0,75— ajustamento
sdo de pulga pararato ou hu- 0,25 tanh(6 — 80)),
mano (6 em °F) 7o = 90%

0(r) temperatura (°F) figura 12.3

1/ duragéo da peste em ratos U = 3/més

€ proporcdo de ratos que recu- € = 10%
peram sem imunidade

n proporc¢do de ratos imuniza- 1 = 10%
dos

X nimero de pulgas por rato x=4

v transmissdo de rato para V=1 hipétese
pulga

1/b  duragdo da peste humana b =4/més

o mortalidade o =90%
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A propor¢do m de pulgas livres que encontram um hospedeiro humano
depende das condi¢des sanitdrias em Bombaim. Foi utilizado como
pardmetro a ser ajustado, notando que o nimero de mortes devido a
peste € quase proporcional a @.

A probabilidade de transmissdo 7(0) modela a dependéncia da tempe-
ratura do desenvolvimento de bacilos nos estomagos das pulgas. Foi es-
colhida uma fun¢do suave com um limiar relativamente afiado de 80°F
para que as pulgas tenham cerca de metade da probabilidade de trans-
mitir a peste em tempo quente do que em tempo frio. A probabilidade
maxima de transmissdo 7y ¢ um parametro livre que tem sido utilizado
para se ajustar a curva de praga em humanos. Um estudo menciona
uma probabilidade de transmissdo por picada inferior a 15%; note-se,
contudo, que 7(6) é a probabilidade global de transmisséo, o que im-
plica multiplas picadas por parte da pulga no seu hospedeiro rato.

A figura 12.3 mostra a temperatura média registada em Bombaim de
janeiro de 1897 a dezembro de 1906, com uma etapa temporal de duas
semanas. Estd proximo de uma funcao periddica. Para o nosso modelo,
fazemos a hipétese simplificadora de que 0(¢) é uma verdadeira fungéo
periédica com um periodo T = 1 ano e com valores obtidos através da
média dos dez anos de dados em figura 12.3. Nao ha correlagio 6bvia
entre o desvio da temperatura mensal da sua média e as variacdes de
tamanho dos picos epidémicos sazonais na figura 12.2.

temperatura

Figura 12.3: Temperatura média em °F em Bombaim entre janeiro de 1897 e dezem-
bro de 1906 e a funcio periédica que melhor a aproxima (linha pontilhada).

As proporcdes 7 e € de ratos infetados que sobrevivem a peste com ou
sem imunidade nao sdo ficeis de estimar, uma vez que muitos dos ratos
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utilizados nas experiéncias de laboratério ja eram imunes. Mas expe-
ri€ncias semelhantes, feitas em cobaias ndo imunizadas em condi¢des
de temperatura favoraveis, sugeriram que 10-20% poderiam sobrevi-
ver. Por simplicidade, supds-se que € = 1 = 10%. Desta forma, um
rato infetado que sobrevive a peste tem 50% de hipdteses de ser imune
e 50% de ainda ser suscetivel.

* O nimero de pulgas encontradas em ratos negros varia sazonalmente.
Apenas foi mantida a média de y ~ 4 pulgas por rato.

e Como o rato € um animal de sangue quente, assumiu-se que a proba-
bilidade de transmissdo da peste do rato para a pulga ndo depende da
temperatura exterior e € igual a0 maximo da probabilidade de transmis-
sdo da pulga para o rato, ou seja vV = mp.

Em resumo, trés parimetros principais gratuitos (K, o, my) foram manti-
dos para ajustar o nimero de mortes de peste. Estes pardmetros foram ajus-
tados por tentativa e erro para obter um niimero miximo de mortes inferior
a 1000 por semana, para ter um pico epidémico em marco ou abril, e para
ter uma epidemia sazonal com uma duracio de cerca de 5 meses. Finalmente
escolhemos K = 50000, w = 2% e my = 90%. A populacio de ratos negros
na auséncia de peste € assim S* = K(r/m — 1) = 620000, ou seja, menos de
um rato negro por habitante. Com a nossa escolha de valores de parametro
e com um rato infetado introduzido no inicio de agosto de 1896, o modelo
(12.7)-(12.11) converge para uma solucdo periddica, que comparamos com
os dados dos anos 1904-1907 na figura 12.4.

mortes por semana 10007

Figura 12.4: Nimero semanal de mortes por peste entre janeiro de 1904 e dezembro
de 1907 e a componente D(#) da solugdo periédica do modelo.



202

A saida do modelo nio pode ser ajustada a toda a série temporal da fi-
gura 12.2 pelas seguintes razdes. O primeiro pico epidémico produzido pelo
modelo apds a introduc@o de um caso infetado é vérias vezes maior do que
0S picos nos anos seguintes, uma vez que todos os ratos sao suscetiveis no
inicio. Isto ndo € o que se observa na figura 12.2. Possiveis explicacdes po-
dem ser encontradas num relatério sobre a peste em Bombaim publicado em
1897, ou seja, um ano ap6s o inicio da epidemia e varios anos antes da criagio
do comité consultivo e da comissdo de trabalho. O relatério detalha as difi-
culdades em chegar a estimativas fidveis da mortalidade por peste durante o
primeiro ano da epidemia: em alguns meses, estimou-se que as mortes conta-
das como devidas a peste (fig. 12.2) foram inferiores a um ter¢o do excesso de
mortalidade calculado subtraindo a mortalidade média dos anos anteriores da
mortalidade total observada durante a epidemia. Em contraste, um relatério
publicado dez anos mais tarde, em 1907, estava muito confiante nas estatisti-
cas da peste, uma vez que a identificacdo de casos de peste se tinha tornado
rotina. Assim, a dimensao dos primeiros picos de epidemia na figura 12.2 é
questiondvel. Outro fator importante foi o declinio da populagdo de 850 000
para 437 000 entre dezembro de 1896 e fevereiro de 1897; as pessoas tinham
fugido de Bombaim para escapar a peste. Esta migracdo, entdo considerada
«provavelmente Unica na histéria do mundo», reduziu certamente a dimen-
sao do primeiro pico epidémico. A populacdo regressou ao seu nivel normal
alguns meses apds o primeiro pico. Finalmente, é possivel que os picos epidé-
micos mais pequenos ap6s 1907 (fig. 12.2) se tenham devido a intervengdes
eficazes sugeridas pela comissdo depois de se compreender cuidadosamente a
epidemiologia da peste. Tudo isto tende a justificar porque é que a figura 12.4
se centra apenas no periodo 1904-1907.

A figura 12.5 mostra as oscilagdes periddicas da populacdo de ratos. Em
comparagdo com a situacdo sem doencas, a peste reduziu a populacao total
de ratos em cerca de cinco vezes. A populagdo de ratos suscetiveis é também
muito pequena durante a época da peste de fevereiro a abril, mas comeca a
aumentar no final de abril quando as temperaturas mais elevadas reduzem a
transmissdo. Este aumento continua até ao més de janeiro seguinte. O nu-
mero de ratos suscetiveis e as condicdes de temperatura sao entao favoraveis
para uma nova epidemia. O nimero minimo de ratos infetados durante uma
estacdo € de 26, o que é demasiado pequeno para ser visivel na figura 12.5,
mas provavelmente suficiente para evitar a extingdo se a estocasticidade fosse
tida em conta. A proporc¢do de ratos imunizados R/P varia entre 25% em
fevereiro no inicio do surto sazonal € 65% em maio no final do surto. Es-
tas mudancgas na imunidade também foram observadas nas experiéncias de
laboratério. Finalmente, pode-se notar que a epidemia em figura 12.4 e a epi-
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zootia em figura 12.5 se sobrepdem em grande parte, com a primeira a ficar
apenas algumas semanas atrds da segunda. Isto é confirmado pelos dados re-
lativos ao niimero de ratos negros infetados (vivos ou mortos) examinados em
Bombaim, em 1905-1906.

200+
ratos (x 1000)
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Figura 12.5: Populacido de ratos: suscetiveis (S), infetados (I), imunes (R) e totais (P).

Tal como no modelo cldssico peridédico S-I-R com demografia (ver [20]
e a seccdo 16.1), o modelo (12.7)-(12.11) também pode ter solugdes sub-
harménicas (cujo periodo € miltiplo do ano) e possivelmente também solu-
¢oes cadticas para diferentes valores de parimetros. Nio foi feita qualquer
tentativa para desenhar um diagrama de bifurcag¢do. Esta complexidade po-
tencial pode explicar em parte porque € que os picos de epidemia sazonais em
figura 12.2 ndo sdo todos do mesmo tamanho. A ideia aqui era simplesmente
de mostrar que um modelo sazonal poderia encaixar os dados com valores de
parmetros realistas.

12.5 Reprodutividade de um tipo com sazonalidade

Passemos agora & segunda questdo colocada na sec¢do 12.1: qual € a reprodu-
tividade associada a peste em Bombaim? Vamos utilizar o modelo periédico
da seccdo anterior, que inclui ratos e pulgas. Para doengas infeciosas com
varios hospedeiros, € melhor calcular a reprodutividade para cada «tipo», ou
seja, a reprodutividade para cada hospedeiro. Recordemos primeiro algumas
generalidades sobre a reprodutividade de um tipo num ambiente constante
antes de alargar a no¢do a modelos periddicos.
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Um ambiente constante

Consideremos um modelo auténomo linearizado com m compartimentos in-
fetados d1/dt = (A —D)I(¢), onde

o 1(t) = (L (1), ..., In(1)),
* A é uma matriz de infecdo cujos elementos sdo todos > 0,

* D é uma matriz de transi¢do e de cura com D; ; < 0 para todo i # j,
Y., D; j > 0 para todo j e de tal forma que todos os seus valores proprios
tém uma parte real positiva.

Vamos chamar a isto o modelo (A,D). A reprodutividade é %y = p(-%), o
raio espectral da matriz nio-negativa .#” = AD~! (capitulo 3).

Suponhamos agora que o controlo € feito num subconjunto néo vazio & C
{1,...,m} de todos os estados infetados. Seja P a matriz de projec¢do neste
subconjunto: P; j =0sei# joui=j¢ &;P;;=1sei € &. Seja ./ amatriz
de identidade da ordem m. Sejam

~

A=PA, A*=(#-P)A, D=D-A"

Por outras palavras, as linhas da matriz A cujo nimero estd no conjunto &
sdo as mesmas da matriz A enquanto as outras linhas sao nulas. Entdo A =

2

A + A*. Como A* é uma matriz ndo-negativa, todos os elementos fora de
diagonal da matriz D sdo néo-positivos. Além disso,

D=D- (4 -P)A=[S —(#—P)AD'|D=[5 — (4 —P)#]D.

Para que a reprodutividade % associada a & seja bem definida, supomos que
p((F£ —P)#) < 1. Desde A—D = A—D, é como se tivéssemos um modelo
linearizado

com uma matriz de transmissao A e uma matriz de transi¢@o e recuperagdo D.
Chegamos a defini¢do:

para o modelo (A,D), a reprodutividade J do modelo (A,D)
associada ao & é a reprodutividade do modelo (&]5)

Assim
Jo=p (&5”) =p (PAD [ — (7 —P).#] ")
=p(PH[I—(5-P)H]"). (12.12)
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Para modelos temporais discretos do formuldrio 1(r 4+ 1) = (A + B)1(¢)
com matrizes ndo-negativas A e B tal que p(B) < 1 (ver capitulo 6), temos
Ro=p(H) com # = A(# —B)~!. Um cilculo semelhante mostra nova-
mente que

To=p (PA(SI — (S —P)A-B) ) =p (PH[5 — (5 —P) ¥ ").

Um ambiente periédico
Agora consideremos um sistema linearizado T-periédico

d1
& = (AW ~D)I()
que é chamado modelo (A(¢),D(¢)), onde A(z) é uma matriz de infegdo
ndo-negativa continua e D(¢) é uma matriz de transi¢do e recuperacgdo con-
tinua com elementos fora do diagonal que sdo negativos. Assume-se ainda
que o multiplicador de Floquet dominante p(X(T)) do sistema dX/dr =
—D(#)X(t) com X(0) = .# € estritamente inferior a 1.

Consideremos como acima um subconjunto & C {1,...,m} e a matriz de
projecdo P que lhe corresponde. Sejam A(r) = PA(r), A*(1) = (.# —P)A(t) e
D(r) =D(r) — A*(t). Entdo A(t) = A(1) + A*(¢) e A(t) —D(t) = A(t) — D(¢).
Os elementos ndo diagonais da matriz ]3(1‘) sdo negativos. Suponhamos
que o multiplicador de Floquet dominante p(X(T)) do sistema dX/dr =
—D(r)X(r) com X(0) = .# ¢ estritamente inferior a 1. Aqui estd a defini-
cdo:

a reprodutividade J associada a & no modelo (A(t),D(t)) é a

~

reprodutividade do modelo (A(t),D(1)).

Para o caso particular dos sistemas de equagdes diferenciais, a teoria de Flo-
quet pode ser utilizada para calcular % (proposi¢do 7.11): %y é o nimero
unico positivo de tal forma que o sistema periddico linear

% = {'A;? —D(t)] 1(r)

tem um multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Assim, a reprodutivi-
dade Jp associada a & € o tinico niimero positivo de tal forma que

1(t) (12.13)
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tenha um multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Este niimero % tem
as mesmas propriedades de limiar que %p: temos % > 1 se e somente se
o sistema d1/dt = (A(t) — D(z))I(¢) tiver uma taxa de crescimento positiva.
Mas isto € igual a taxa de crescimento do sistema d1/dr = (A(r) — D(¢))1(t).
Portanto, o estado livre de doencas é instdvel se e somente se 7 > 1.

Para modelos T-periédicos em tempo discreto I(z+1) = (A(z) +B(¢))I(¢)
com matrizes ndo-negativas A(r) e B(#) e p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1 como
no capitulo 6, a reprodutividade de um tipo ainda é dada pela reprodutivi-
dade do modelo equivalente I(7 + 1) = (A(z) + B(¢))I(¢), onde A(¢) = PA(r)
e B(t) = (# —P)A(t) +B(r), desde que p(B(T—1)---B(1)B(0)) < 1.

Finalmente, para modelos de equagdes diferenciais parciais periddicas es-
truturadas pelo tempo x desde a infecdo, que sdo da forma

o1 ol

5 3. = D), (12.14)
+o0

1(0,0)= | A(t,x)1(t,x)dx, (12.15)
0

a reprodutividade de um tipo pode ser definida como o niimero real positivo
9 tal que o sistema (12.14) com a condigio de borda

e (PA(z

1(1,0) :/ <(x) + (/—P)A(t,x)) 1(t,%) dx
0 N

tenha uma taxa de crescimento zero, ou equivalente, uma reprodutividade

igual a 1, desde que o sistema (12.14) com a condi¢ao na borda

—+o0
1(,0) = /0 (7 —P)A(t,x)1(1,x)dx,

tenha uma taxa de crescimento negativa (ou uma reprodutividade < 1).
Quando A(t,x) e D(¢,x) ndo dependem de x, é facil de ver que esta defini-
¢d0 coincide com a da equagdo (12.13).

Uma aplicacio

Como exemplo, consideremos o modelo na sec¢do 12.4. O ndmero de ra-
tos no estado livre de doencas é S* = K(r/m — 1). O sistema linearizado
para ratos e pulgas infetados dd um vetor de estados infetados que é o vetor
(I(¢), V(¢)). A reprodutividade %y, a reprodutividade .7y associada aos ratos
e a reprodutividade 3 associada as pulgas séo tais que os sistemas lineares
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periddicos de equagdes diferenciais definidos pelas matrizes

H e(1- 0)m(0(1))/Ro
( xv(l—e—m)u/%o —c >’ (12.16)
—H c(1-)m(6(1))/ Tk
( xv(l—e—n)u i ) (12.17)
—H c(1-)m(6(1))
< xv(l—e—nu/ A e > (12.18)

tém todos um multiplicador Floquet dominante igual a 1. Com os valores dos
pardmetros da secc¢do anterior, obtemos %y ~ 1,3 e g = v = 1,8 (mais pre-
cisamente Jg = Jv =~ 1,78) No caso particular de sistemas periédicos como
(12.16)-(12.18), também temos (%y)> = Fr = Fv/, COMO NO €aso auténomo.

12.6 Dinamica lenta e o modelo S-I-R

Na sec¢do 12.4, notou-se que a curva para o nimero de mortes por peste nao
era sensivel a alteracdes no parametro c. A explicacio € simples: o tempo mé-
dio necessdrio para uma pulga livre encontrar um novo hospedeiro, 1/¢ = 1
dia ou 1/30 de um més, € a escala de tempo mais curta do modelo (12.7)-
(12.11). Portanto, podemos esperar que a equagdo (12.10) esteja num estado
quase-estaciondrio: ¢V =~ yv(1 —& —n)ul. Substituimos ¢V nas equagdes
(12.7), (12.8) e (12.11). Obtemos o seguinte sistema reduzido, que ndo en-
volve c:

% =AP)—-mS—(1-0)n(6) %xv(l —e—n)ul+enl, (12.19)
%z(l—a))n(e)%xv(l—s—n)ul—,ul, (12.20)
dR

—r =nul-mR, (12.21)
‘;—}: =on(0)fv(l—e—nul—bH, D()=0cbH().  (12.22)

Podemos verificar que a solucdo periddica deste sistema € de facto muito pro-
xima da soluc¢@o do sistema (12.7)-(12.11) com ¢ = 30 por més e ainda mais
préxima quando ¢ = 60 por més. Agora consideremos a equacdo (12.20).
Uma vez que existe apenas um tipo de hospedeiro obrigatdrio no sistema re-
duzido, a reprodutividade % e a reprodutividade de um tipo .7 coincidem e
sdo iguais a média temporal

(1 - o) E,/()Tn(e(t))dt} xv(l—e—n)
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(proposi¢do 7.14). Numericamente obtemos % ~ 1,79, um valor biologi-
camente indistinguivel do valor 1,78 obtido na sec¢do 12.5 com a teoria do
Floquet.

O sistema (12.19)-(12.21) € uma espécie de versao periédica do modelo
S-I-R (12.2) mas com demografia e um possivel retorno apds recuperacdo a
classe suscetivel. O nimero de mortes dado pela relacdo (12.22) segue as
variagdes de I(#) com um atraso de 1/b de uma semana.

12.7 Conclusao

O modelo proposto por Kermack e McKendrick ndo é realmente bom de um
ponto de vista biolégico. Ainda que a epidemia de 1906 tenha durado apenas
alguns meses, a influéncia da sazonalidade nio pode ser negligenciada. Foi
portanto proposto um novo modelo periédico. Como o modelo incluifa dois
hospedeiros diferentes, a reprodutividade de um tipo foi calculada em vez
de Z,. Isto estendeu a nogdo de reprodutividade de um tipo a modelos com
sazonalidade. A reprodutividade de um tipo para o modelo de dois anfitrides
foi também comparada com a reprodutividade de um modelo reduzido com
um Unico anfitrido.

Os problemas com o modelo de Kermack e McKendrick para a epidemia
da peste de Mumbai nio seriam significativos se este modelo ndo fosse uti-
lizado em manuais escolares como um dos melhores exemplos de como um
modelo matemético pode explicar o processo epidémico e encaixar os dados.
O primeiro problema foi o tamanho N da populagdo em risco. Muitos mode-
los prestam muita ateng@o a estimativa da reprodutividade, que em modelos
simples estd intimamente relacionada com a fragdo final da populacdo que
acaba por ser infetada. Mas a que populacdo se aplicam estes cdlculos? Serd
a populacdo do bairro onde a epidemia comega, a populacio da cidade, da
regido ou de todo o pais? Parece que hd muito mais incerteza sobre N do que
sobre Zy. Ambos s30 necessdrios para prever a dimensao final da epidemia;
N ¢ ainda mais critico do que % para obter a ordem de magnitude da epide-
mia. O segundo problema foi que o modelo de Kermack e McKendrick ndo
teve em conta a sazonalidade, embora esta seja uma das caracteristicas mais
obvias da figura 12.2. Esta observacdo pode também ser relevante para alguns
estudos contemporaneos de modeliza¢do de pandemias.
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Tamanho final das epidemias com sazonalidade

Estudamos um sistema S-I-R com coeficientes periodicos que
descreve uma epidemia num ambiente com sazonalidade. Ao
contrdrio de num ambiente constante, o tamanho final da epi-
demia pode ndo ser uma funcdo crescente da taxa de con-
tacto. Além disso, podem ocorrer grandes epidemias mesmo com
Ky < 1. Mas a semelhanca de um ambiente constante, o tama-
nho final da epidemia tende para 0 se %y < 1 quando a fracdo
inicial das pessoas infetadas tende para 0. Quando %y > 1, a
dimensdo final da epidemia é superior a fracdao 1 —1/% da po-
pulacdo inicial ndo imune.

13.1 Modelo periédico S-I-R

Consideremos o sistema S-I-R para fracdes de populacio:

%z—a(z‘)SI, %:a(t)SI—b(t)I, %:b(t)l. (13.1)
A taxa de contacto efetiva a(t) e a taxa de recuperagdo b(t) sdo fungdes con-
tinuas, positivas e periddicas de ¢. A funcdo S(¢) é a fragdo da populagdo
suscetivel, ou seja, ainda ndo infetada, I(¢) a fracdo infetada, R(¢) a fragdo
que recuperou da infe¢do e € imune, de modo que S(r) +1(¢) +R(z) = 1.
Consideremos a condi¢do inicial

S(to)=1—i—r, I(to)=i, R(to)=r, (13.2)

comi>0,r>0ei+r<1.Oscasos triviais i =0 e i +r = 1 estdo excluidos.
O caso particular em que r = O corresponde a uma doenca emergente para
a qual a populagdo ndo tem imunidade. Seja R. o limite de R(¢) quando
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t — +oo. Entdo R, — r € 0 tamanho final da epidemia. O sistema (13.1) com
uma fungdo periddica a(z) e um pardmetro constante b pode ser utilizado para
doencas virais transmitidas pelo ar que se propagam numa escala temporal
curta em relacdo aos processos demograficos e ao periodo de imunidade, tais
como a gripe e a SRAG (sindrome respiratdria aguda grave).

Quando as fungdes a(r) e b(t) sdo ambas constantes, o sistema (13.1) é
o modelo S-I-R de Kermack e McKendrick (capitulo 1). Existe, neste caso,
uma férmula implicita para o limite R..,

(13.3)

R —
1-Ro=(1—i—r)exp [—92’0 7 r},
—r

onde Zy = a(1 —r)/b é a reprodutividade. Esta férmula estd provada como
proposigdo 1.3. Segue-se que R.. € uma fungdo crescente de % e i, indepen-
dente de #9. Se Zy < 1 entdo R — r quando i — 0. Se % > 1 entdo

R —r = (1=r)(1=1/%),

como na observagdo 1.4 no capitulo 1. No caso de uma doenca emergente
em que r = 0, o limite R.. pode ser identificado com o resultado de um teste
de seroprevaléncia apds o fim da epidemia. A equagdo (13.3) d4 entdo uma
estimativa da reprodutividade %, que por sua vez d4 uma estimativa da co-
bertura vacinal necessdria para prevenir uma epidemia noutras regides com
caracteristicas semelhantes.

Os capitulos anteriores estudaram o problema de definir a reprodutividade
dos sistemas periédicos. Em resumo, temos para o sistema (13.1)

_ 1 T _ 1 T
Bo—a(l—r)/b, a=~ [ a(t)dr, b:—/b(t)dt,
T Jo T Jo

onde notamos de passagem que @ > 0 e b > 0. De facto, ao linearizar o
sistema (13.1) préximo do equilibrio sem doenca (S=1—r,I1=0,R =r),
vemos que

dal

dr
Py = 1 € evidentemente um limiar para esta simples equagdo periddica li-
near. Mas também podemos mostrar que % € o raio espectral do operador
integral %" no espaco de fungdes continuas T-periddicas, onde

a(t)(1—P1—b(1)L.

(HV)(1) = O+°° K (1, x)v(t — x) dx,
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K(1,x) = a(r) (1 — r)exp (— | /t;b(s) ds)

€ a taxa de producdo de casos secunddrios no momento ¢ por uma pessoa in-
fetada no momento ¢ — x (capitulo 7). Esta visdo estd proxima da defini¢ao
habitual de reprodutividade Z, num ambiente constante como o niimero mé-
dio de casos secundarios produzidos por um caso inicial. Mas a sazonalidade
introduz um nivel de complexidade semelhante ao dos modelos epidémicos
estruturados por idades, para os quais %y € o raio espectral de um operador
integral. A reprodutividade %, é também o tnico nimero real positivo tal
que o sistema linear periédico

A ) (1= )1 0 — b(0)1
dt

tem um multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Note-se que chamamos
% a reprodutividade, enquanto alguns autores chamar-lhe-iam a reproduti-
vidade efetiva e manteriam %, para a razio a/b. Em qualquer dos casos, %
ndo depende do nimero inicial de pessoas infetadas i = I(¢y) nem de 7.

Na seccdo 13.2, comegamos por estudar quais as propriedades do mo-
delo Kermack e McKendrick que permanecem verdadeiras no caso periédico
(13.1). Acontece que o tamanho final da epidemia R, pode nio ser uma
funcdo crescente da taxa de contacto, que é uma func¢do T-periddica de 7y, e
pode ndo ser uma funcao crescente de i. A primeira destas observagdes € de
certa forma contra-intuitiva. Isto implica que pode ser impossivel estimar %
a partir de dados de seroprevaléncia. As simula¢des também mostram que
grandes epidemias podem ocorrer mesmo quando %y < 1. Isto acontece se
a doenca for introduzida durante um periodo favoravel, se a fracdo inicial de
pessoas infetadas ndo for demasiado pequena, se a sazonalidade for suficien-
temente marcada e se a duragdo média de infegdo 1/b for curta relativamente
ao periodo T da sazonalidade. A epidemia de chikungunya de 2007 em Italia
foi talvez um caso desses. Nao se deve concluir que %y > 1 simplesmente
a partir da observagdo de um pico epidémico e deve-se ter cuidado em como
Z € definido se a sazonalidade é importante. As simulagdes mostram tam-
bém que o tamanho final da epidemia pode ser muito sensivel a pequenas
alteracdes em Zy. Isto pode explicar porque é tdo dificil prever o futuro de
uma epidemia influenciada pela sazonalidade, como foi observado durante as
epidemias de chikungunya de 2005 e 2006 na Ilha Reuniio.

Mostramos na sec¢do 13.3 que, como no modelo Kermack e McKendrick,
%y = 1 é um limiar para o sistema periédico néo linear (13.1). Mais precisa-
mente, mostramos que
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e se %y < 1, entdo Re, — r — 0 quando i — 0.
e seZy>l,entdio R —r > (1 —r)(1 —1/%) paratodo 0 < i< 1—r.

No caso em que %y > 1, temos 1 —Re < (1 —r)/%p. Assim, a epidemia
acaba por dividir a populagdo inicial ndo imune por um nimero superior a
Ho. Teoremas de limiares semelhantes foram provados para varias genera-
lizagdes do modelo Kermack e McKendrick. Mas o nosso método de prova
serd diferente porque ndo se consegue encontrar uma equagao para o tamanho
final semelhante a equagdo (13.3) quando o sistema tem coeficientes periddi-
cos. Mostramos também na sec¢@o 13.3 que o teorema do limiar permanece
valido para um sistema periédico S-E-I-R.

13.2 Simula¢oes numéricas

Consideremos o sistema (13.1) com a(¢t) = a [1 4+ €sen(27¢/T)], onde o pe-
riodo T = 1 ano representa a sazonalidade. Assume-se nesta sec¢do que r =0,
como para uma doenga emergente. Estudamos como R.. depende dos outros
parametros: a, €, b, tg e i.

A figura 13.1(a) mostra que o tamanho final da epidemia R.. pode ndo
crescer com a taxa de contacto. Os valores dos pardmetros sdo € =0,5, 1 /b =
1 semana = 1/52 anos, 1o /T =0,5,i= 1073 e sdo tomados dois valores paraa
que correspondem a %o = a/b =2 e %y = 2,5. Se observarmos a; (t) e ax(t),
as taxas de contacto efetivas para os dois valores de %y, temos a (t) < ax(r)
para todo ¢.

Figura 13.1: O tamanho final da epidemia pode ndo crescer com: a) a taxa de contacto;
b) a fracdo inicial i de pessoas infetadas.
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Com o valor mais elevado de %y, a epidemia ocorre na estacdo menos
favordvel 0,5 <¢/T < 1, quando a(t) estd abaixo da sua média. Quando chega
a estacgdo favordvel (1 < t/T < 1,5), a propor¢do de pessoas suscetiveis na
populagdo ja estd largamente esgotada prevenindo a ocorréncia de uma nova
onda epidémica. Para o valor menor de %, o conjunto de pessoas suscetiveis
ndo foi suficientemente esgotado, ocorre uma segunda onda e o tamanho final
da epidemia é maior.

Esta dltima situacdo é precisamente o que aconteceu em 2005 e 2006 na
Ilha Reunido. Um primeiro pequeno pico ocorreu em maio de 2005, pouco
antes do inicio do inverno do sul. A epidemia atravessou o inverno a um nivel
baixo. Um segundo pico epidémico muito maior ocorreu no inicio do verdo
seguinte, em janeiro de 2006, e infetou cerca 250 000 pessoas, ou seja, um
terco da populagdo da ilha.

Finalmente, € de notar que se o tamanho final da epidemia R., ndo € uma
funcdo mondtona crescente da taxa de contacto, entdo € impossivel estimar
H a partir de Ro e, em particular, a partir de dados de seroprevaléncia. No
entanto, serd mostrado na sec¢do 13.3 que R —r > (1 —r)(1—1/%,). Por-
tanto, sabemos pelo menos que % < (1 —r)/(1 — Rw), dando um limite
superior para %.

Do mesmo modo, a figura 13.1(b) mostra que o tamanho final da epidemia
R.. pode ndo crescer com a fracdo inicial i de pessoas infetadas. Os valores
dos parametros sdo € = 0,5, 1/b = 1/52 anos, to/T = 0,5, Zo = 2,5 (que
define o pardmetro @) e i é tomado como i = 107% ou i = 1073, Mais uma
vez, i = 107 reduz a propor¢ido de pessoas suscetiveis mais lentamente na
estacdo menos favordvel.

A figura 13.2(a) mostra que sdo possiveis epidemias relativamente gran-
des, mesmo que #Zy < 1. Os valores dos parimetros sdo %y = 0,9, € = 0,5,
1/b=1/52 anos, 1o/T =0e i = 1073, O facto de que Zo(1 + €) > 1 mas
Ho(1 — €) < 1 dd uma indicacdo do que acontece; de modo mais geral, o sis-
tema (13.1) mostra que d1/dt < 0 quando a(z)/b(t) < 1. A epidemia ocorre
durante a estacdo favoravel e simplesmente termina quando chega a estacdo
desfavoravel. O facto de a fracdo inicial de pessoas infetadas nio ser demasi-
ado pequena (i = 1073) também desempenha um papel. De facto, o teorema
do limiar com r = 0 mostra que R, — 0 quando i — 0 e %y < 1. A partir
destas observacdes, deve ter-se cuidado antes de afirmar que %, > 1 logo que
se observa um pico epidémico. No verdo de 2007, ocorreu um pequeno surto
de chikungunya perto de Ravenna, em Itdlia. O verdo é a melhor época para
0s mosquitos nesta regifo e, provavelmente, a mesma infecao introduzida no
inverno ndo teria originado um surto. As estimativas de %, superior a 1 de-
vem ser tratadas com cautela. O problema reside principalmente na defini¢ao
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de Zy e nos pressupostos do modelo. Um modelo que assume um ambiente
constante semelhante as condi¢des do verdo nao pode explicar porque é que
a epidemia termina no outono; € certamente inadequado quando a epidemia
dura dois anos em locais como a Ilha Reunido.

1 1

R(t) R(t) —Ro=1,15
0.8 0.8 ~Re=1,2
Re=1,25
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2/ 0.2
0 4 0
0o 05 1 15 2 0 05 1 15 2 25 3
(a) (b)

Figura 13.2: (a) Podem ocorrer grandes epidemias mesmo que % < 1. (b) Re pode
ser muito sensivel a pequenas variagdes em Z.

A figura 13.2(b) mostra que o tamanho final da epidemia R.. pode ser
muito sensivel a pequenas variagdes na reprodutividade %y. Os valores dos
pardmetros sdo € = 0,5, 1 /b=1/52 anos, 1p/T=0,5,i = 10°, enquanto que
Zy toma um de trés valores: 1,15, 1,2 e 1,25. Obtemos R.. =~ 54% quando
o = 1,15, R = 23% quando Zy = 1,2 e R = 50% quando % = 1,25. Na
pratica, ndo é possivel distinguir valores tdo préximos de %y. No entanto,
o tamanho final da epidemia correspondente varia até um fator de 2. Em
sistemas com coeficientes periédicos como em (13.1), a previsdo do tamanho
final da epidemia parece muito dificil.

Esta é talvez uma resposta as criticas dirigidas aos epidemiologistas que
acompanharam a epidemia de chikungunya na Ilha Reunido. Embora uma
rede de vigilancia tenha acompanhado cuidadosamente a epidemia desde o
seu inicio em abril de 2005, os epidemiologistas ndo foram capazes de prever
o grande pico que ocorreu em janeiro e fevereiro de 2006. Isto pressionou o
Institut de veille sanitaire, responsével pelo controlo das doencas em Franca
e nos seus departamentos ultramarinos, por parte do ptblico e dos politicos.
As nossas simulagdes sugerem que esta pressdo pode ter sido injustificada.
De certa forma, as previsdes epidémicas para além de algumas semanas num
ambiente com sazonalidade sdo talvez tdo incertas como as previsdes meteo-
roldgicas para além de alguns dias.

Para a figura 13.2(b), i = 10~ foi escolhido. Na pratica, é dificil estimar



Capitulo 13 215

a fracdo inicial i de individuos infetados. O problema é que o sistema S-
I-R assume contactos homogéneos. Se uma epidemia comeca numa cidade
a partir de um unico caso inicial, entdo a fracdo i pode ser assumida como
sendo simplesmente o inverso da populacdo da cidade. Mas se a cidade for
grande, entdo pode ndo ser razodvel assumir contactos homogéneos e pode-
se pensar em utilizar a populagdo da drea da cidade onde o caso inicial foi
introduzido. O problema é o mesmo para epidemias numa pequena ilha como
a Ilha Reunido, mas com cerca de 800 000 habitantes concentrados ao longo
da costa.

Figura 13.3(a) estuda a dependéncia do tamanho final R.. da epidemia
em relagdo ao momento fy em que a epidemia comecga. Claro que o tamanho
final R.. é sempre uma funcdo T-peridédica do pardmetro fyp uma vez que o
sistema (13.1) € invariante por um deslocamento temporal de T. Os valores
dos parmetros na figura 13.3(a) sdo Zp =1 ou %y =1,5,€=0,5,1/b=1
semana ou 3 semanas e i = 107>, A dependéncia em 1, é significativa se %,
for préximo de 1 e o periodo infecioso 1/b for curto em comparagdo com o
periodo T. Em tal caso, a epidemia ndo pode desenvolver-se durante a estacio
desfavoravel.

1.2 1
R — 1/b = 1semana

-- 1/b = 3semanas 0.8
0.6

0.4
0.2

W(to)

— 1/b = 1semana

\ 1/b = 3 semanas /

\ /
\ /
\ /
~ ~

R —

to
0 0
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 08 1

(a) (b)

Figura 13.3: (a) Quando % estd proximo de 1, o tamanho final da epidemia Ro
depende fortemente de 7y se o periodo infecioso 1/b for curto em comparagdo com
a periodicidade T. (b) O valor reprodutivo padronizado W (#y) d4 uma vaga ideia da
dependéncia do tamanho final da epidemia em fq (aqui %y = 1).

A figura 13.3(b) mostra para Zy = 1 o «valor reprodutivo» W (zg) («va-
lor infecioso» seria uma expressao mais apropriada) de um caso inicial in-
troduzido no momento fy, calculado com a equagdo linearizada préximo do
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equilibrio sem doenga

%za(t)(l —P)I() — b()1(2). (13.4)
Consideramos aqui o caso geral, ndo apenas o caso especial com r =0 e
b(t) constante. Recorde-se que a taxa de crescimento assimptdtica da equa-
¢io (13.4) é A = a(1 —r) — b e que este é o tinico nimero real para o qual a
equacgao

dv

i +AV(E)=a(t)(1—r)V()—b(t) V()
tem uma solugéio periddica ndo zero V(¢), como se pode ver colocando
I(r) = V(¢) exp(At) na equagédo (13.4). No capitulo 11 foi demonstrado que
o valor reprodutivo ndo depende da «idade» (aqui, «tempo desde a infecdo»)
em modelos populacionais peridédicos de tempo linear, tais como (13.4). O
valor é dado por qualquer solu¢do ndo nula da equagdo adjunta

—% +AW() =a(t) (1=r)W(1) =b() W(r).

Isto da
W(r) = exp [/Ot(b(s) “B)ds—(1-7) /Ot(a(s) —d)ds}

a menos de uma constante multiplicativa. A comparagdo de 13.3(b) e 13.3(a)
para %y = 1 mostra que o valor reprodutivo dd apenas uma vaga ideia da de-
pendéncia do tamanho final da epidemia R.. em fy: esperamos que 0 maximo
de R.. seja alcancado perto de 7o = 0 e o minimo perto de 7o = 0,5. Com
Ho = 1,5, o padrao de W(r) seria semelhante, com um maximo em 79 = 0 e
um minimo em fy = 0,5. Mas a figura 13.3(a) mostra que isto é enganador:
os efeitos ndo lineares tornam-se importantes. Com um periodo de infecdo
mais longo (1/b = 3 semanas), a diferenga entre uma epidemia que comega
numa estacdo desfavordvel e uma que comega numa estacao favoravel é me-
nos pronunciada do que quando o periodo de infecdo é mais curto (1/b =1
semana).

Acrescentemos algumas observacgdes sobre um método de estimativa de
o a partir dos dados sem utilizar o tamanho final da epidemia. Logo no
inicio de uma epidemia, temos t &~ fp, S~ 1,1~ 0 e R =~ 0. Assim,

dl _

PTa (a(to) —b)I
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e I(¢) tende a crescer exponencialmente ao ritmo a(fy) — b. Esta taxa pode
ser estimada a partir do inicio da curva epidémica. Conhecendo a duracdo
média 1/b do periodo infecioso, podemos deduzir a(zy) e, portanto, a razdo
a(fy)/b. Mas a nossa andlise mostra que, ao contrdrio de % = a/b, o racio
a(ty) /b nio estd relacionado com as propriedades de limiar do sistema. Se no
entanto a(t) = a f(t), onde f(¢) é conhecido e periédico com média igual a 1,
entdo Zp = (a(ty)/b)/ f(to) pode ser calculado. Para as doengas transmitidas
pelo ar, é dificil conhecer a forma de f(r) = a(t)/a porque é dificil medir a in-
fluéncia da temperatura e da humidade na transmissibilidade. Para as doencas
transmitidas por vetores, podem ser medidas variagdes sazonais da populacio
vetorial, pelo que %, pode ser estimado (ver por exemplo o capitulo 8).

€
/é.g 0.9 0.9
0.8
0.6
0.4 07

0.2
0.5

to/T

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 13.4: Curvas de nivel (50%, 70% e 90%) do tamanho final da epidemia Ro,
quando o tempo #y de introducdo do primeiro caso infetado (eixo horizontal) e a am-
plitude € da sazonalidade (eixo vertical) variam. Aqui assumimos %y = 1,5.

A figura 13.4 mostra curvas de nivel do tamanho final da epidemia
R.. € {0,5;0,7; 0,9} quando se varia o tempo # de introdugéo do primeiro
caso infetado (0 < 79 < T) e a amplitude € da sazonalidade (0 < € < 1). Aqui
tomdmos a(t) = a[1+¢€ cos(2wt/T)], T=1e b= 100 por ano, de modo a que
a duracdo da infecdo 1/b seja entre 3 e 4 dias. Assumimos %y = a/b=1,5¢
I(to) = i = 10~*, e introduzimos um caso numa populacio de 10 000 pessoas
que se misturam de forma homogénea. O tempo de calendario ¢ foi defi-
nido de modo a que a(r) atinja o seu méximo quando # = 0. Dependendo
da escolha de (7, €), o tamanho final varia de 38% a 94%. Saliente-se que
estes diferentes valores do tamanho final R.. correspondem ao mesmo valor
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da reprodutividade Z%y. No eixo horizontal € = 0 (sem sazonalidade), o ta-
manho final R, é obviamente independente de #y: Re. = 58%. Para € = 5%,
o tamanho final varia de 53% a 63% de acordo com f¢. Para € = 10%, varia
de 48% a 67%. Para € = 15%, varia de 42% a 70%. Assim, mesmo ampli-
tudes relativamente pequenas de sazonalidade t€m um efeito significativo no
tamanho final da epidemia.

Figura 13.5 mostra curvas de nivel {0,5; 1; 1,5;2; 2,5} do récio a(t) /b,
que podem ser estimadas ajustando uma exponencial ao inicio de uma curva
epidémica, ao variar o tempo 7o de introdugdo do primeiro caso infetado (0 <
to < T) e a amplitude € da sazonalidade (0 < € < 1) como na figura 13.4.
Pode-se ver que a(ty)/b prevé mal o tamanho final da epidemia. O caso mais
marcante é aquele em que /T = 0,5 e € = 1. Neste caso, a(fp)/b = 0 mas
R =93% (figura 13.4).

€

0.8

25 2.
064 0.5
0.4 o

2
1
1.5 1.5
0.24
1.5 1.5 15 to/T
0

0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 13.5: Curvas de nivel de a(tp)/b com o tempo fy de introdugéo do primeiro
caso infetado (eixo horizontal) e a amplitude de sazonalidade € (eixo vertical).

13.3 Teoremas do limiar

13.3.1 Sistema S-I-R periédico

Tal como no capitulo 1, o sistema (13.1)-(13.2) tem uma solucdo unica de-
finida para todo ¢ > 9. Além disso, S(¢) > 0, I(f) > 0 e R(t) > r = R(1)
para todo # > 9. A fung@o S(¢) é decrescente, a fungéo R(r) é crescente e
S(¢) +1(t) + R(¢) = 1. Portanto S(t) — S € R(¢) — Re quando ¢ — oo,
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ComoI=1-S—R, temos I(#) — L.. Mas

—r_/b

Portanto, este integral converge quando ¢ — -+o0; b > 0 implica L. = 0.
Proposicao 13.1. Assumir %y < 1. Entdo R — r quando i — 0.

Demonstragdo. Como S(¢t) =1 —1(t) —R(t), I(r) = 0 e R(¢) > r para todo
t > tp, temos

O = a1~ 1R < [a(0)(1 1) ~ b)),

Como I(zp) = i, obtemos

1) <i exp ( / la(u)(1 = ) — b(u)] du) .

fo

Mas dR/dt = b(t)I e R(tp) = r. Por isso

F<R(t) < r+i/[0tb(u)exp (/, la(v)(1 =) = b(v)] dv) du.  (13.5)

Jiy
Quando u — 4o, temos
u —
/ la(v)(1 = r) —b(W)]dv ~ [a(1 —r) —B] u.
fo
Mas a@(1 —r) —b < 0 quando %y < 1. Assim, a parte integrante do lado
direito da desigualdade (13.5) converge quando ¢ — oo €
+oo u
r<Reo<r+i b(u)exp (/ [a(v)(1 —r)—b(v)] dv) du.
) f

Assim R, — r quando i — 0. O
Proposicao 13.2. Assumir % > 1. Entdo R —r = (1 —r)(1 = 1/%).

Demonstragdo. A prova € pela reducdo ao absurdo. Assuma-se Re —r <
(1=r)(1=1/%,). Entdo 1 —Rw > (1 —7)/% = b/a. Uma vez que R(¢) é
uma fungdo crescente, temos que R(t) < Rw para todo ¢ > 7. Entao

dl

5 =a)(1~T-R)I-b()I > eI —a(n)?, (13.6)
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onde (1) = a(t)(1 —Ru) — b(r). Além disso,
1 /T _
5—:*/ c(t)di =a(1—Ru)—b > 0.
T Jo

Escolha-se 11 de tal forma que 0 < 17 < &¢/a. Como I(¢) — 0 quando  — oo,
podemos encontrar #; > o tal que 0 < I(¢) < 1 para todo 7 > #;. Assim, a
desigualdade (13.6) implica

dl ?

5 = e)—at)mI e 1) > 1(n)exp / (c(u) —a(u)n)du

3|

paratodos > t;. Devido a escolha de 17, obtemos I(¢) — +o0 quando t — oo,
o que contradiz I(r) < 1. O

13.3.2 Sistema S-E-I-R periédico

Consideremos o sistema

ds dE dl dR
i —a(r)S1, a(t)SI—c(t)E, i c(t)E=b(1)1, i

— = b()l
dl ( ) )
com S+E+1+R =1 e onde a taxa ¢(r) de transi¢do da fase latente E para a
fase infeciosa I € uma fun¢do continua, T -periddica e positiva com média ¢.
Consideremos a condig@o inicial

S(t()) =1 —e—i—n E(l‘o) =e, I(l()) = i, R(l‘o) =1,

come>0,i>0,r>0,e+i>0ee+i+r<1. Para qualquer A > 0, seja
@(z,19; A) o operador de evolugdo associado ao sistema linear T -periédico

X _ (el 5y
dt _< e(r) _;f(t) )X—Mz(l)x (13.7)

Assim, ®(19,t;A) = £, a matriz identidade de ordem 2. Note-se que
p(®(T,0;1)) = p(D(tp + T,t0;A)) para todo fy [14, teorema 9.7]. Seja
Y(t,t0) o operador de evolugdo associado ao sistema

dX ([ —c(t) 0 %
i\ ety i) )%
A reprodutividade % ¢ o raio espectral do operador %" no espago & de
fungdes T-periédicas continuas de R em R? com
~+oo

(AV)(t) = A K(t,x)v(r —x) dx



Capitulo 13 221

_ (0 al®)(1-r)
K(t,x) = ( 0 0 (t,t —x).
A reprodutividade %, é também o dnico valor de A > 0 tal que
p(®(T,0;1)) = 1 (proposicédo 7.21).

Proposicao 13.3. O sistema periodico S-E-I-R tem uma solugcdo tinica defi-
nida para todo t > ty. Além disso, S(t) > 0, E(¢) > 0 e I(¢t) > 0 para todo
t > 1y. A fungdo S(t) é decrescente e converge para um limite Se. A fun-
¢do R(t) € crescente e converge para um limite Re.. As funcdes E(t) e 1(t)
convergem para 0. Além disso, Sec > 0 e Roo < 1.

Demonstragdo. As primeiras afirmagdes sdo provadas como no capitulo 2:
S(¢) — S« € R(f) = Re. Como
d (I+R) =c(r)E
el —c
dt '
a fung¢do T+ R ¢é decrescente e converge. Por conseguinte 1(7) — L. Além
disso,
t
R(t)—r= | b(w)l(u)du

1o
converge quando t — oo, Portanto b > 0 implica I. =0. MasE=1—8 —
I—R, e entdo E(#) — Ew. Como

d
—(S+E)=—c(t)E
(S+E) = —c()E,
o integral
~+oo
/ c(u)E(u)du
fo
converge. Portanto ¢ > 0 implica E., = 0. Vamos mostrar que S.. > 0. Como
dsS
— = —a(t)SI
=~ —alsL,
temos

't

logS(r) — logS(1o) = — / a(u)1(u) du.

1o
Mas as desigualdades

/la(u)l(u) du < {max “(”)}

0 0<u<T b(u)
t

/"b(u)l(u)du,

T

—~
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mostram que

~+oo
/ a(u)I(u)du < +oo.

Ip

Assim, S >0eRo=1—-S. < 1. O
Proposicao 13.4. Se %y < 1, entdo Rec — r quando e — 0 e i — 0.

Demonstragdo. Como S =1—E —I1—R, temos

a(1) (0 ") (1),

onde a desigualdade entre vetores significa desigualdade componente por

componente. Assim
E(7) ) e
( I(t) > < q)(tvto’l) ( l )

de acordo com o coroldrio 2.6. Como %y < 1, temos p(®(19+ T,t0;1)) < 1
(corolario 7.13). Portanto

—+o0

Rw—r:/(:wb(t)l(t)dté(l 1) b(t)CD(t,to;l)dt< ‘ )

0
converge para 0 se e e i tenderem para 0. O
Proposicdo 13.5. Se Zy > 1, entdo Reo —1r = (1 —1)(1 = 1/%).

Demonstragdo. Por reducdo ao absurdo, suponha Re. —r < (1 —r)(1 —
1/%o). Entdo 1 —Rw > (1 —r) /%, e consequentemente (1 —7)/(1 —Ru) <
%0 €

p(P(T,0; (1-7r)/(1=Rx))) > p(P(T,0; %)) = 1

(proposicao 7.11). Temos também R., < 1. Pela continuidade do raio es-
pectral e a solucdo de uma equacdo diferencial em relagdo a um parametro,
podemos encontrar 7 > 0 tal que 1 < 1 =R e p(®(T,0; 1)) > 1, onde
A=(1-r)/(1—Rw—n). Temos S(¢) — 1 — R. quando t — +oo. Portanto,
existe #; > 1y de tal forma que S(¢) > 1 —R. — 1 para todo ¢ > #;. Denotando

E .
X= | ) temos, por conseguinte,

dX —c(t) a(t)(1—Rew—1n)
d:>( () o )X
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e X(t) = ®(t,t1;A) X(#1) para todo ¢ > f; de acordo com o coroldrio 2.6. Em
particular, X(t; +nT) > ®(t; +nT,t1;A)X(t1) = P(#; + T,t1;A)"X(#1) para
qualquer ndmero inteiro n > 1. A matriz ®(¢; + T,7;;A) tem coeficientes
positivos. Dado o teorema de Perron-Frobenius (teorema 3.19), sejam V e W
respetivamente vetores proprios com componentes positivas desta matriz e a
sua transposi¢io associada ao raio espectral p(®(¢; +T,#1;4)) e de tal forma
que (V,W) = 1. Entéo

O(1 4+ T,0;1)"X(11)
p(d)([l +T7[1,ﬂ,))n n:)mV<W,X(l‘1)>

Dado que as componentes do vetor X(#;) sdo positivas e temos p(P(r; +
T,t1;A4)) > 1, vemos que E(7; +nT) e I(t; + nT) tendem para +oo quando
n — oo, Mas isto contradiz o facto de as fungdes E(7) e I(¢) tenderem para
0 quando n — 4-oo. O

Conclusdo. O teorema do limiar para sistemas com coeficientes constantes
(com os dois casos cldssicos Zy < 1 e Zy > 1) generaliza-se a sistemas com
coeficientes periddicos que representam sazonalidade, desde que a reprodu-
tividade %, seja definida como nos capitulos anteriores. Contudo, de forma
algo inesperada, os sistemas peridédicos podem resultar em epidemias bas-
tante grandes mesmo quando %, < 1; o tamanho final da epidemia pode néo
crescer com a taxa de contacto ou com a fragao inicial i de pessoas infetadas.
Estas observacdes baseadas em sistemas simples devem servir de aviso para
a interpretacdo de epidemias influenciadas por sazonalidade. As epidemias
emergentes de doencas transmitidas por vetores, as quais a teoria das altera-
¢Oes climdticas presta particular atenc@o, devem ser analisadas com cautela,
como se viu no caso de chikungunya na Ilha Reunifo e em Itdlia. Outro caso
interessante € o da pandemia da gripe HIN1. A pandemia de 1918-1920 ocor-
reu em vdrias ondas influenciadas pela sazonalidade. Tentativas de estimar a
reprodutividade desta pandemia assumiram coeficientes constantes e utiliza-
ram o infcio da curva epidémica ou o tamanho final de epidemias de onda
unica. Este capitulo sugere que estas andlises poderdo ter de ser revistas, uma
vez que a relacdo entre a reprodutividade %, e o comportamento das epide-
mias influenciadas por sazonalidade ndo é uma generalizacio 6bvia daquilo
que € conhecido para o caso de ambiente constante.
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Tamanho final num ambiente periddico de baixa
amplitude

Neste capitulo, propde-se estudar de um ponto de vista tedrico
como, no quadro de um modelo S-I-R muito simples para uma
doenga de transmissdo direta, um ambiente periddico pode mo-
dificar a tamanho final de uma epidemia. Os resultados analiti-
cos sdo obtidos assumindo que a magnitude da sazonalidade é
pequena.

14.1 Uma epidemia de dengue na Reuniao

Uma epidemia de dengue ocorreu em 2018 na ilha da Reunido. Mais de 5000
casos foram biologicamente confirmados entre janeiro e junho de 2018 e mais
de 16000 casos sugestivos de dengue foram notificados (fig. 14.1). No final
de junho, devido ao inicio do inverno do sul, mas também devido ao controlo
vetorial, a epidemia estava a diminuir. No entanto, era dificil prever se o
nimero de infe¢des diminuiria suficientemente para evitar uma segunda vaga
de epidemia no final de 2018, quando as condi¢des climdticas seriam mais
favordveis aos mosquitos portadores da doenca. Foi esta segunda vaga que
infetou quase um terco da populagdo com chikungunya em 2006.

Seria tentador modelar matematicamente a propagacdo da dengue de uma
forma realista, limitando a complexidade do modelo a alguns parametros des-
conhecidos, como foi tentado para o chikungunya no capitulo 9. Contudo,
as incertezas em torno destes parimetros e a sua dependéncia das varidveis
climéticas sdo tdo grandes que os resultados numéricos sdo provavelmente
bastante duvidosos [63].

Abaixo, limitar-nos-emos a um modelo epidémico extremamente simpli-
ficado com transmissdo direta e ndo-vetorial, que ndo pretende ser aplicdvel
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Figura 14.1: Funcdo de passo superior (escala no eixo vertical esquerdo): nimero
estimado de casos semanais de dengue na Reunido entre janeiro e junho de 2018, de
acordo com a referéncia [72]. Funcdo passo inferior (mesma escala): casos sema-
nais de chikungunya em 2005 (ver capitulo 9). Linha pontilhada: dados climaticos
na estacio do aeroporto da Reunido, de acordo com Météo France. Temperatura mi-
nima (de 18,0 a 23,7 °C) e temperatura maxima (de 25,2 a 30,1 °C) [linhas longas].
Precipitagdo mensal (43 a 351 mm) [linhas curtas].

ao caso da dengue na Reunido. Nao faria realmente sentido ajustar os seus
parametros aos dados epidémicos. O objetivo € antes chamar a atengdo para a
questdo da tamanho final de uma epidemia num ambiente periddico, que tem
sido pouco estudada de um ponto de vista tedrico.

Mesmo os modelos matematicos mais simples que tém em conta a sazona-
lidade apresentam muitas dificuldades. Ver-se-4 na sec¢do 16.1 (ver também
[20]) que para modelos de doengas endémicas, um coeficiente periddico pode
levar a oscilagdes com um periodo diferente ou mesmo a oscilagdes cadticas.

Como se viu nos capitulos anteriores, a reprodutividade % deve ser cui-
dadosamente definida em modelos periddicos de modo a que a desigualdade
o > 1 reflita a instabilidade da situagdo sem uma epidemia; a dificuldade
surge em particular para modelos com pelo menos dois compartimentos infe-
tados.

No capitulo 13, o modelo periédico S-I-R, uma simples generalizagdo do
modelo classico de Kermack e McKendrick, foi discutido:

% _ —a(t)S%, % :a(t)S%—bI, 05713 “bL (14D)
onde N é o tamanho da populagdo, S(¢) é o nimero de pessoas suscetiveis
de serem infetadas, I(¢) € o niimero de pessoas infetadas, R(7) é o nimero de
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pessoas curadas, a(r) é a taxa de contacto efetiva e b € a taxa de cura. As
condigdes iniciais sdo, por exemplo

S(t0) =So=N—1Ip, I(to)=1p, R(t) =0,

com 0 < Ip < N. A fungéo a(t) é periddica com o periodo T. Vamos supor

1 T
%O:ﬁ/() a(t)dr.

Mostramos no capitulo 13 que a propriedade do limiar da epidemia se traduz
da seguinte forma: se % < 1, entdo a tamanho final R(e0) da epidemia tende
a 0 se Iy tende a 0; se pelo contrario %, > 1, entdo

R(s0) > N(1—1/%0)

o que quer que seja 0 < Iy < N. Esta propriedade estende-se de modelos com
transmissao direta como o sistema (14.1) a modelos com transmissio vetorial
como a dengue. Na figura 13.4, foi investigado numericamente como a tama-
nho final R(e0) da epidemia dependia do tempo inicial 7y e da magnitude da
taxa de contacto a(¢). Observou-se que R(e0) podia variar até duas vezes para
0 mesmo valor de reprodutividade Z.

Ao combinar métodos numéricos e analiticos, a tamanho final da epide-
mia é estudada mais de perto no caso especial em que

at) =a(l+e¢(1))

com uma fungéo periédica (digamos, por exemplo, continua) ¢(¢) de pe-
riodo T e média zero e com um pardmetro € pequeno para que o ambiente
seja apenas fracamente sazonal. Note-se:

* Se(), Ie(t) e Re(2) as solugdes correspondentes com a mesma condi¢do
inicial (N —1I,Io,0);

* S(t), I(r) e R(r) as solugdes com a mesma condig¢do inicial mas com
e=0.

E mostrado na sec¢io 14.2 que
Re(e0) = R(e0) +Nce +o(€)

quando € — 0, onde R(0) é a tamanho final da epidemia num ambiente cons-
tante. O coeficiente de corre¢@o ¢ pode ser positivo ou negativo.
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Se ¢(¢) = cos(t), se o nimero de pessoas infetadas no inicio for pequeno
comparado com a tamanho da populagio (In < N), se Zy = a/b > 1 com %
proximo de 1 e se Iy/N < (%o — 1)?, entilo o coeficiente de corregio c é
determinado analiticamente em funcdo dos pardmetros do modelo N, Iy, a,
b, tp e ®. Verificamos que o ambiente periddico aumenta a tamanho final da
epidemia (c > 0) se a taxa de contacto efetiva verificar a(fy + ) > a, onde
o+ 7 é o momento em que a epidemia atingiria o seu pico num ambiente
constante.

14.2 Foérmula exata para o coeficiente de correcao

Sobre o sistema diferencial (14.1), vimos na sec¢do 13.3 as seguintes propri-
edades:

o Se(t)+1e(t) + Re(t) =N paratodo t > 1y

o Se(t) >0,1(r) > 0 e Re(t) > 0 para todo ¢ > o

* afungdo S,(¢) estd a diminuir e tende a um limite S (co) ;
* afuncio Re(r) estd a aumentar e tende a um limite Rg(co) ;
* afungio I (¢) tende a um limite que s6 pode ser 0.

Vamos integrar a terceira equagdo diferencial de #( ao infinito:
~+oo
Re(e0) =0 I (¢)dt.
fo
Além disso, a primeira equacao diferencial € escrita como,

Le (1)
N

1 ds.

Se dt =—a()

Assim, integremos da mesma forma para obter

Sele) __a [t -
I __4 _4
8N T, T N, e ‘c“/

Podemos substituir a primeira integral e ter em conta o que Sg(e0) = N —
R¢ (o) diz para obter
N —Rg(e) Re(eo) @ [*=

a
I - I.(t)o(t)dt =0. 14.2
C N TN e L0 (14.2)
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Quando & = 0, o tltimo termo do lado direito desaparece e reconhecemos a
equagdo cldssica para a dimensao final da epidemia num ambiente constante
(proposicao 1.3). Temos,

8/+w18(t)¢(t)dt = e/+m1(t)¢(t)dt+0(s).
Escrevendo Rg(e0) = R(o0) + Nc &+ o(€) para € — 0, obtemos

p— o0 ) — a 7 +°o
N—R( Z\I_I\IIEEJro(S)JrgR;I)JFngJrﬁg A 1(t) ¢ (1) dt +o(€) =0.

log

Os termos da encomenda € dao

—Nc Fee
m+bC+N I(l)¢(t)dt=0.
Por isso, y
a/N +°°
= NN R 7a/b/ 1. (14.3)

Recorde-se que R(eo) > N(1 — b/a). Por conseguinte, o denominador da
férmula (14.3) € positivo. O coeficiente ¢ tem o mesmo sinal que o integral
100 (1) do.

Podemos avaliar esta integral numericamente. Primeiro, usamos um soft-
ware de computacdo numérica como o Scilab para resolver o sistema dife-
rencial (14.1) com € = 0. Obtemos assim (S(#),1(7),R(¢)) para um conjunto
discreto de valores de ¢, com um pequeno passo de tempo. Em particular,
deduzimos o valor de R(e0). Depois calculamos o integral com esta mesma
discretizacdo temporal. Deduzimos o valor do coeficiente c.

Tomemos um exemplo. Assumir ¢(¢) = cos(®t) com @ = 2x/T, N =
10000, Iy = 1, T = 12 meses, @ = 10/més e b = 5/més. Entdo a reprodu-
tividade é #Zy = 2; o tamanho final da epidemia num ambiente constante
é R(e0) ~ 7968. A figura 14.2 mostra como R¢(e0) varia em fungdo de €
(0 < € < 1) quando £y toma trés valores diferentes, correspondentes a trés tem-
pos diferentes de introducdo do primeiro caso infetado na populagdo: 0,5 me-
ses, 2 meses ou 3 meses. A figura mostra também a aproximagdo R(e) +Nce
para € pequena, com o coeficiente de corre¢ao c¢ calculado segundo a férmula
(14.3). Observamos que o coeficiente ¢ pode ser positivo ou negativo, de
modo que a tamanho final da epidemia pode ser maior ou menor do que num
ambiente constante. Observamos também que durante o = 3 meses, a fun-
¢80 R¢ (o) varia em fungéo de € de uma forma mais complicada do que para
os outros dois valores de fy: em particular, esta fungdo s6 estd a diminuir
enquanto € < 0,3.
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Figura 14.2: O tamanho final da epidemia em fun¢do de € para trés valores diferentes
de 7o (linha pontilhada). Em linha continua: a aproximagdo R(ee) + Nc & por € perto
de 0.

14.3 Foérmulas aproximadas

Assumir Zy ~ 1 e Iy/N < (% — 1)?. Na secgio 1.4, foi encontrada uma
aproximacao para o nimero de pessoas infetadas:

_N (a/b—1)?
0~ 7 o [@—b)i—1—2)/2]

para todo t > ty, onde

T~

! ; log [2(N/Ip)(a/b—1)] .

E em ¢ = o+ T que a aproximagio de I(¢) atinge o seu auge. Depois

oo @@b-1722 gt 9(1)
" N/(N=R(e))—a/b Ji, cosh[(a—b)(t—to—1)/2]

dt.  (14.4)

Note-se que @ — b € pequeno e 7 é grande. Apds a mudancga da varidvel
t =ty + T+ u, notamos que a fungdo
1
cosh?[(a—b)u/2]
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€ quase zero fora da vizinhanca de 1 = 0, de modo que

/+°° O(to+7+u) N/ O(to+7+u)
v cosh?[(@—b)u/2] o0 cosh2 [(@a—b)u/2

Este ultimo integral é explicitamente calculado quando

(1) = cos(Qr).

De facto,
tecos(Qto+THu)) Fe cos(Qu) ;
Lw cosh?|(@—buyz = s+l [w cost[(@—byuj2]

uma vez que o integral com a fungéo estranha sen(Qu) cancela. De acordo
com a férmula (19.23), que iremos provar num capitulo posterior, temos

nQ
/+°° cos(Qu) d [((@—b)/2]%

e cosh?[@—byu/2 nh( ) )

onde senh(+) denota o seno hiperbdlico. Finalmente chegamos a

~ __cos[Q(io + 7)) 21Q/a
T N/N-R@)-afb ( a ) ' (14.5)

Vemos que o sinal do coeficiente de corregio ¢ € o mesmo que o de cos[Q(fp+
7)]. Assim, o ambiente periédico aumenta a dimensio final da epidemia se

a(to+7) >a

onde fy + 7 € o momento em que a epidemia atingiria o seu auge num ambi-
ente constante.

Como exemplo, tomemos 0s mesmos valores de pardmetro da figura 14.2
exceto @ = 6 por més para ter Zp = 1,2 mais perto de 1; [32, p. 240] indica
que a aproximagdo simétrica em forma de sino de Kermack e McKendrick sé
¢ satisfatéria para Zp < 1,5. A figura 14.3 compara a expressdo exata (14.3)
do coeficiente de correc¢@o ¢ com as aproximacdes (14.4) e (14.5). Com estes
valores numéricos, as duas ultimas aproximagdes sdo indistinguiveis. Todos
eles estdo tanto mais préximos do valor exato quanto % estd préximo de 1.
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Note-se que aqui Ip/N = 1074 < (%, — 1)?> = 0,04. O nimero pode ser inter-
pretado da seguinte forma: se a epidemia comecou em f9 = 0, por exemplo,
os valores dos pardmetros levariam a um pico da epidemia cerca de T ~ 6,3
meses mais tarde num ambiente constante; mas o ambiente periédico serd
desfavoravel nesse momento (estaremos na calha do fator cos Q¢); portanto, a
tamanho final da epidemia serd menor e ¢ < 0.

012 3 456 7 8 9101112

Figura 14.3: O coeficiente de corre¢do ¢ para a tamanho final da epidemia em funcio
de 19, o tempo do inicio da epidemia. Comparacdo da expressdo exata (14.3) [linha
s6lida] com as aproximagdes (14.4) [pontos] e (14.5) [linha pontilhada].

Observagdo 14.1. A férmula exata (14.3) para o coeficiente de correcdo ¢
pode ser adaptada a modelos mais complexos. Por exemplo, suponha que a
epidemia se espalha entre duas populagdes, tais como seres humanos e ve-
tores, de acordo com o esquema S-I-R, com Ny = S;(¢) +1;(¢) + R () e
N, = Sz(t) +12(l‘) +R2(t) :

d31 12 dIl I2 de
— =—a(t)S1—, —=a(®)S1——-bh1 — =b1
dr a(t) 1N27 di a(t) IN2 11, dr 11y,
ds, S, dl Ss dR;
— =—a()j =, —=a(t)j— —b1 — =bh],.
a ~ ey g T ahg —ha kb, Tgm = bl

Assumir também a(t) = a(1 +€¢(¢)) como antes. Note-se S;¢(7), I ¢(2),
etc., estas solugdes e Sy (z), I;(¢), etc., estas mesmas solugdes quando € =
0. Vamos colocar i} = Ii(fy) e ir = Ir(¢p). Podemos facilmente encontrar o
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equivalente da equacgdo (14.2), que é o sistema

Ni —Rje(o) @ Rpe(o) a /+°°
lo 1) L 22 D e [ L) () dr =0
5N g by No | Na Jy 26() (1)
N> —Roe(e0)  a Ryg(w) a [+
lo = — +—e/ Lig(t)o(t)dt =0.
S Noh b N TN, Dol

Este sistema tem solu¢des da forma Ry ¢(e0) = Ry (e0) + Ny cr € 4 o(€) para
k=1 ou 2. Com o teorema da funcao implicita, encontramos

_ -1 _ oo
Nici NRE B & ST () ¢ (¢) e

Nzc2 G R N by L) 9 (1) dt

No entanto, nio € possivel continuar como na sec¢do 14.3 porque nao temos
férmulas aproximadas explicitas para I; (¢) e I ().

Conclusao. Foi determinado analiticamente como a tamanho final da epi-
demia € afetada por uma pequena taxa de contacto peridédica quando a repro-
dutividade %y se mantém préxima de 1. Esta é uma pequena melhoria em
relacd@o aos resultados qualitativos da sec¢@o 13.3 e aos puramente numéricos
da seccdo 13.2. Os pressupostos sdo, no entanto, bastante restritivos. Em
particular, evitam casos em que ocorrem varios picos epidémicos, uma vez
que nos mantemos proximos da situagdo com um tnico pico em ambientes
constantes.
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Tamanho final das epidemias num ambiente
periodico de alta frequéncia

Um modelo de epidemia ndo linear do tipo S-I-R é estudado
quando a taxa de contacto oscila rapidamente. A tamanho fi-
nal da epidemia é proximo do obtido através da substituicdo da
taxa de contacto pela sua média. Uma aproximagdo da corre¢do
é calculada quando a reprodutividade da epidemia é proxima
de 1. A corregdo, que pode ser positiva ou negativa, é proporci-
onal tanto ao periodo das oscilagées como a fragdo inicial das
pessoas infetadas.

15.1 Introducao

Consideremos o modelo epidémico S-I-R. Seja N o tamanho constante as-
sumido de uma populagdo, S(¢) o niimero de pessoas suscetiveis de serem
infetadas no momento 7, I(¢) o nimero de pessoas infetadas, e R(¢) o nimero
de pessoas removidas da cadeia de transmissdo porque estdo curadas e imu-
nes. Assim N = S(¢) +1(¢) + R(¢). Que a(t) seja a taxa de contacto efetiva e
b a taxa de cura. Assume-se, como no modelo Kermack e McKendrick, que

s 1 dl

a - PN w

I
—a(t)SN bl, 7 =bL (15.1)
Cada individuo suscetivel de ser infetado € portanto influenciado pela pro-
por¢do I/N de individuos infetados na populacdo total, isto é, pelo «campo
médio», e ndo pela sua vizinhanca numa determinada estrutura de contacto.
No capitulo 14, estivamos interessados na influéncia que uma oscilacio
periddica de pequena amplitude da taxa de contacto a(¢) teria na tamanho
final R(e0) da epidemia. Estamos interessados no caso em que a amplitude
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¢ arbitraria mas o periodo das oscilagdes é pequeno em comparagdo com a
durag@o tipica da epidemia. Para uma epidemia com a duracio de algumas
semanas, isto representaria, por exemplo, a alternancia rdpida entre o dia e a
noite. Para uma epidemia com a durag@o de alguns meses, isto representaria
a alternancia entre dias de semana e fins de semana, especialmente para as
epidemias nas escolas. Para uma epidemia que dura varios anos ou mesmo
décadas, isto representaria a alternincia entre invernos e verdes.

Seja T > 0 o periodo das oscilagdes, um parametro que se destina a tender
para 0. Assume-se que

a(t) =a[l+¢(t/T)]

com a > 0 e uma fungdo por partes continua ¢ de tal forma que |¢(s)| < 1
para todo s, para que a taxa de contacto efetiva a(f) permanecga sempre ndo-
negativa. Assume-se ainda que a funcdo ¢ € periédica com periodo 1 e média
Zero:

/Ol(p(s)ds:O.

Assim a(t) € uma fungéo periédica do periodo T e a sua média € a. Tomemos
como condig¢des iniciais no inicio da epidemia

S(0)=N-1Ip, 1(0)=I,, R(0)=0,

com 0 < Ip <N.

A sec¢@o 15.2 mostra simulagdes deste modelo. Pode-se ver pelos exem-
plos que a tamanho final da epidemia € notavelmente préxima da obtida atra-
vés da substituicdo da taxa de contacto pela sua média. Na secc¢do 15.3, é
proposta uma explicag@o para esta proximidade, fazendo algumas suposicdes
adicionais sobre os parametros do modelo, nomeadamente que a fragdo ini-
cial de pessoas infetadas € pequena e que a reprodutividade da epidemia per-
manece proxima de 1. Esta correcdo € proporcional tanto ao periodo das
oscilagdes como a fracdo inicial das pessoas infetadas, daf a sua pequenez.

15.2 Algumas simulacoes

Consideremos o modelo S-I-R (15.1). Os pardmetros sdo escolhidos para
serem plausiveis:

 a populagdo total ¢ N = 10000 ;
* apenas uma pessoa estd infetada no inicio da epidemia (Ip = 1);

* cada pessoa tem uma média de @ = 15 contactos por més;
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* a duragdo média da infecéio é de 1/b = 1/10 meses, ou cerca de 3 dias;
* o periodo T é de 1/4 més, ou cerca de 7 dias;
* o fator periddico é
0(t/T) = kcos(Qt + y),
onde Q =2m/Te k| <1;

* o deslocamento de fase é y = —m/2 de modo que ¢ (¢/T) = ksen(Qxt)
e a taxa de contacto a(7) estd numa fase crescente em ¢ = 0.

A reprodutividade é entdo %y = a/b = 1,5 > 1, o que garante o desenvolvi-
mento de uma epidemia com uma dimenséo final R(e0) > N(1 —b/a) (capi-
tulo 13).

A figura 15.1 mostra duas simulagdes tipicas do modelo: um com k =
0 (a taxa de contacto € constante), o outro com k = 1 (a taxa de contacto
oscila). Embora as curvas para k = 1 se desviem significativamente das de
k =0 durante a epidemia, é notdvel que os tamanhos finais R(e0) em ambas as
simula¢des sdo graficamente indistinguiveis. Isto serd explicado na préxima
secg¢do.

10 000 ~
8000
6000
4000+

2000

Figura 15.1: Simulagdo de uma epidemia: S(¢), I(r) e R(¢). As linhas continuas ndo
onduladas correspondem a k = 0, as linhas onduladas pontilhadas a k = 1.

Ao reduzir o perfodo das oscilagdes (por exemplo com T = 1/8 de me-
ses), veriamos as curvas (S(¢),1(r),R(z)) para k = 1 manter as suas oscilacdes
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mas aproximarem-se da solugdo com k = 0, o que notamos (S(z),1(¢),R(z))
porque corresponde a a(r) = a. Isto é uma consequéncia do teorema da média

de Fatou [30, teorema 42]. De facto, se s =¢/T, o sistema estiver escrito
dS ST dI SI dR
(1+00) 5, o =T|a(+o(s) > —b1|, = =ToL

= _Ta
ds a N ds N
(152

com ¢(s) = cos(27s + y). Vamos colocar Z = (S,I,R) e Z= (S,I,R). O
teorema assegura que, quando T — O,

Z(s) = Z(s) = (S(s) = S(s), I(s) —I(s), R(s) = R(s)) = O(T)

por um tempo s da ordem de 1/T. Assim Z(t) — Z(t) = O(T) durante um
tempo ¢t da ordem de 1. Mais precisamente, hd constantes c, ¢, c3 € Tg todas
positivas de tal forma que para todo 0 < T < Tg e para todo ¢ > 0, temos

||Z(l‘) —Z(I)H <T [Cleczt +C3] .

Pode ser calculada uma segunda aproximacio de encomenda. Vamos es-

crever o sistema (15.2) na forma

dzZ
— =Tf(s,2
T Tf(52),

onde f(s,Z) é periédico em relagéo a s do periodo 1. Depois

_aSI/N
fO(Z)déf/1 f(s,2)ds= | asyN—»1 |,
0 b1

_ ksen(27rs—|— y) —sen(y) SI

B 2n N

[1re.2)-p@do = |, sen(2ms+v) —sen(y) 1
70 27 N

0

Note-se que o termo em sen(y) deve ser subtraido para que estas dltimas
funcdes sejam de média zero. De acordo com [30, teorema 44], temos

S(s) = 5(s) K sen(2277cts+ V) §(sl)\IT(S) o).
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1(s) = 1(s) +Tc‘zk sen(22;ts—|— V) S(sl)\lf(s) o)

e R(s) = R(s) + O(T?) durante um intervalo de tempo s da ordem de 1/T.
Por outras palavras,

() = () - AV SOIO o1 2)
1) = (1) + 2 Se“(g” ¥) S 1)\11( )+ o(1/02)

e R(t) =R(t) +0(1/Q?) durante um intervalo de tempo ¢ da ordem de 1.

Note-se que com um pequeno periodo de taxa de contacto, ndo se observa
uma curva epidémica com varias ondas grandes, ao contrario das simulacdes
do capitulo 13. Isto porque o sistema estd cada vez mais proximo do caso em
que a taxa de contacto € calculada como média, o que d4 apenas uma onda
epidémica.

15.3 Proximidade dos tamanhos finais

Ao escrever a primeira equacdo do sistema (15.1) na forma
< (10gS) = —a(t) /N
= = —a ,
dr -8
integracdo entre t = 0 e t = oo, tendo em conta as condi¢des iniciais e a
relacdo

+oo
| 16d =Ry,

encontramos, como no capitulo 14, a equagdo

N-R(e) , aR(w =
log N1 th N N/ ¢(t/T)dt =0. (15.3)

A integral oscilante [,"”I(r) ¢(z/T)dt tende a 0 quando T — 0. De facto,
sabemos, por um lado, que 1(¢) ~ I(¢). Por outro lado, pelo menos quando
¢ é um cosseno, o integral [, " 1(t) ¢(¢/T)dt tende a 0 quando T — 0. Isto
€ uma consequéncia do lema Riemann-Lebesgue [18, p. 293] e do facto da
fungdo () ser ndo-negativa e integrdvel, porque [,""I(¢)dt = R(e0)/b.

Segue-se que R(o0) — R(e0) quando T — 0. A questdo é a rapidez com
que isto acontece. A uma primeira aproximag¢ao, uma expansdo limitada da
equacgdo (15.3) como em 14 da

R(es) ~ R(e0) + i [ 100t
N/(N— R( )—a/b
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Depois € utilizada para I(¢) a expressdo analitica simétrica aproximada
em forma de sino obtida na seccdo 1.4, que assume que a reprodutividade
a/b permanece préxima de 1, sendo superior a 1, e que a fragdo inicial-
mente infetada Ip/N é pequena (In/N < 1). Sob a provével hipétese adi-
cional Iy/N < (@/b—1)? (a fracdo inicialmente infetada é muito menor do
que a reprodutividade € préxima de 1),

-\ N (a/b—1)?
10~ 7 osl@a—b—0/2’

(15.4)

onde )
log [2(N/Tp)(a/b—1)?]
TR — .
a—>b
O tempo 7 € uma aproximacao do tempo ao pico da epidemia num ambiente
constante.
Finalmente, vamos assumir

(15.5)

O(s) =kcos(2ms+y)

como na figura 15.1, que Re(-) seja a parte real de um nimero complexo e i
o nimero imagindrio habitual. Temos entdo, utilizando um resultado cldssico
sobre o célculo assimptético de integrais complexos com uma fase que nao
¢ estaciondria, de modo que o termo principal vem do limite do intervalo de
integracgdo [56, teorema 3],

oo _N(a/b—1)*k [+ cos(Qt + )
/O e/Tydt ~ ——— /o coshZ[(@—b)i—1)2"

_ N(a/b—1)%k w [T el
== 5 Re (e W/o cosh2[(@—b)(t —7)/2] dt)

_ N(a/b—1k el
T 2 Re(iQ coshz[—(&—b)f/2]>

~ N(a/b— 1)k sen(y)
2Q cosh?[(@—b)t/2]

Com a aproximagao (15.5), vemos, além disso, que
cosh?[(a—b)t/2] ~ @ b7 /4~ (N/Ip)(a/b—1)?/2,
que finalmente d4 para Q — +oo

ak sen(y) Iy

R = RO~ N =R —afp @

(15.6)
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O tamanho final R () num ambiente constante € a tnica solugdo positiva
de equagdo
l-——==(1-1p/N —_
N (- To/Njexp ( b N

(capitulo 1), que € facilmente encontrado na equagéo (15.3). Desde Iy < N,
o tamanho final R(e) depende muito pouco da condigdo inicial Iy. E dada
aproximadamente pela solucdo positiva de

R() (_ a R(e) )

- ——=exp 5 N

N

O termo de correcdo na equagdo (15.6), que pode ser positivo ou negativo
dependendo do sinal de sen(y), é portanto proporcional tanto ao 1/Q, ou
seja, ao periodo T, que é pequeno, como a fragdo Iy/N de pessoas inicial-
mente infetadas, que também € pequena. Por conseguinte, a tamanho final da
epidemia é notavelmente préxima da obtida através da substitui¢cdo da taxa
de contacto pela sua média. Isto € ilustrado na figura 15.2 com valores de
pardmetros idénticos aos da figura 15.1 para k = 1. O periodo T foi variado.
Foram também experimentadas duas condicdes iniciais: Ip = 1 e Iy = 2.

4e-04
.5e-04]
3e-044
.5e-04]
2e-04]
.5e-04
1e-04
5e-05]
0e00-
0

005 01 015 02 025

Figura 15.2: A diferenga relativa de [R(s) — R(e0)]/R(0) entre as tamanhos finais
da epidemia, em fungio do periodo T. Linhas continuas: R(eo) é estimado através
da simulacd@o do sistema de equagdes diferenciais. A aproximagdo (15.6) € mostrada
em linhas pontilhadas. Os parimetros sdo os mesmos que na figura 15.1 com k =1,
exceto que o periodo T varia entre 0 e 0,25 meses e que [y = 1 [duas curvas inferiores]
ou Ip = 2 [duas curvas superiores].
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Quando T — 0, a curva para R(e) parece ser tangente a aproxima-
¢do (15.6). Note-se na escala vertical qudo pequena € a diferencga relativa
[R(e0) — R(o0)]/R(e0). Tal como N = 10000, isto traduz-se numa diferenga
de no mdximo 1 ou 2 pessoas na tamanho final da epidemia. Note-se que a
reprodutividade a/b aqui é 1,5, portanto a aproximacéo (15.4) de Kermack e
McKendrick ainda é relativamente boa [32, p. 240].

Se o deslocamento de fase y for zero ou um multiplo inteiro do nimero
7, o termo de correcdo na equacgdo (15.6) € zero. Mas como se trata de um
caso excecional, pode ndo valer a pena encontrar um novo equivalente para a
integral acima referida f,""1(¢) ¢ (z/T) dt.

Em conclusdo, pode-se dizer que a proximidade das tamanhos finais R(eo)
e R(e) fornece alguma justificagdo para negligenciar as oscilagdes de curto
periodo em muitos modelos epidémicos e considerando apenas as taxas mé-
dias de contacto.
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Modelos para doencas endémicas

Neste pequeno capitulo, estudamos modelos em que a infecdo
pode permanecer permanentemente na populagdo: diz-se que
se torna endémica. Primeiro, mostramos que a reprodutividade
ainda é utilizada para caracterizar o limiar entre a persisténcia
da infecdo e o seu desaparecimento num modelo periddico S-1-
R com demografia. Estudamos entdo a competicdo entre dois
agentes patogénicos, por exemplo entre duas estirpes da mesma
bactéria, num modelo periodico S-I-S.

16.1 Persisténcia num modelo endémico

Considerar um modelo S-I-R periédico com nascimentos e mortalidade. Os
recém-nascidos entram no compartimento S. A mortalidade ¢ denotada por
U. Assume-se que a taxa de natalidade € igual a taxa de mortalidade. Assim

ds I

D UN—a(f)S— — 16.1
5 ~HN—al)SL—us (16.1)
dl I

dR

— =bI—uR 16.3
I M (16.3)

onde a populagio total N(z) = S(¢) +1(¢) + R(z) depende a priori do tempo.
Mas desde

dN d

o = 7 B0+ +RO)=p(N=S-1-R)=0,
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a populacio total €, de facto, constante e é simplesmente notada N. A condi-
¢fo inicial €

S(O) =N-1Ip, I(O) =T, R(O) =0,
com 0 < Iy < N. Suponha-se que a taxa de contacto efetiva a(r) é uma fungio
continua, positiva e T-periédica. A positividade das solugdes S(z), I(¢) e R(¢)
decorre do lema 16.3 no apéndice do presente capitulo. A existéncia global

destas solugdes segue-se como na prova da proposi¢@o 1.2. A linearizacdo da
equagdo (16.2) perto do equilibrio (S=N,I=0,R =0) d4

dl

—=~a(t)[-bl—ul

5 ~alt) u
Vamos posar

a
b+u’

1 T
a=— t)dt, Ho=
a=1 [ awa
Proposicao 16.1. Se %y < 1, entdo

lim 1(z) = 0.

t—foo

Se Zy > 1, entdo

. . det UN b—HL)
limsupl(¢) = lim supl(t)>a= — (1 —— ] >0.
H+ocp ®) I—eo r}It) Q b+u ( a

Demonstragdo. Assumir Zy < 1. Desde S/N < 1, temos

dl
<

= <la(t)—b— L

Por isso

1(r) < 1(0) exp ( /0 "a(s)ds — (b—!—,u)t)

eI(t) - 0 quandot — +oodesde a < b+ L.
Assumir Z; > 1. Vamos raciocinar pelo absurdo. Assumir

limsupI(z) < c.
1o

Existe € € [0; o[ de tal forma que

limsupI(?) = ot — €.
t—r+too
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Entdo existe #; > 0 tal que para todo ¢ > 1, temos 1(f) < oo — /2. Com a
equagdo (16.3), deduzimos

dR
Z—i—uR:blgb(a—e/Z)

para todo ¢ > t1. Assim
R(1) <R(11)e M) 4 (b/u)(—€/2) [1 —e—w—ﬂ)} .

O segundo membro desta desigualdade tende a (b/u)(ot — €/2) quando t —
+oo. Por conseguinte, existe f, > #; de tal forma que R(z) < (b/u) (ot — €/4)
para todo t > #,. Agora temos com equacido (16.2)

dl I
—=a(t)(N-I-R)=—-bI—pul
O = alt) (N~ 1-R) .~ bl —p
Usamos as majoracdes das fungdes I(z) e R(¢) parat >t no termo N—I1—R,
o que da
dl oa—¢e/2 bo—¢g/4
— >a(t) |1 - — I-bI—pul
d “(){ N a4 N ] K
e

1(1) > 1(12) exp (/; {a(u) [1 - “_Ng/z - % “_Ng/ﬂ - (b+,u)}du> .

Note-se que o termo dentro do exponencial é equivalente a ¢t quando t — +oo,
com

_ b+u o ae |1 b ae |1 b
c a[ m N} (b+u)+ N [2—5-4”} N {24—4“] >0

Além disso, a equacdo (16.2) mostra que

2o S0
I(t2) =Ip exp / a(t) Ydt —(b+un) >0
Jo
desde Iy > 0. Portanto I(r) — +eo quando r — oo, 0 que é impossivel desde
I(r) <N. ]

O limite inferior & € o equilibrio ndo trivial do sistema quando o coefi-
ciente a(r) é substituido pela sua média a. O comportamento das solugdes
pode ser bastante complicado, como sugere a figura 16.1: o sistema pode ser
cadtico [10, capitulo 28] para certos valores dos parametros.
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7009 11
600
500
400
300
200

100

Figura 16.1: A fungdo 1(z) em fungdo do tempo t se N = 10000, Iy = 1, a(t) =
all+ecos(2nt)],a=60,€=0,5,b=50e u=1.

16.2 Dois agentes patogénicos concorrentes

Considerar um modelo S-I-S com uma populag@o suscetivel a dois agentes
patogénicos como duas estirpes da mesma bactéria. Assumir que a infecdo
com um agente patogénico protege contra a infecdo com o outro agente pa-
togénico (fenémeno de imunizagdo cruzada). Com nascimentos e mortes a
equilibrarem-se mutuamente, isto sugere o estudo do modelo como

ds I I

2 UN-— —— = - b1 11 +by1
il al(t)SN az(t)SN uS+b1i+b 1z,
dl I

= al()SN uly—b11y,

dly, L

@ @S Rk =bb

A populagéo total N = S(#) +1;(r) + Ir(¢) permanece constante. Assume-se

que
1,(0)>0, 1,(0)>0, S(0)=N-—I,(0)—I(0)>0.

As taxas de contacto efetivas a; (¢) e ax(t) sdo fungdes T-periddicas. Nota

ai a

bitu T b

L L X
1l = — t)dt 1 — — t)dt =
a T/o a)(t)dt, a T/o a(t)dt, %)
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Proposi¢io 16.2. Suponha-se que existe uma funcdo positiva ¢(t) com uma
média igual a 1 de tal forma que a1(t) = a, §(t) e ar(t) = ar §(r). Se %1 >
K, entdo 1p(t) — 0 quando t — +oo.

Demonstra¢do. Temos

L [1dy
al(t) Iy dt

Portanto, simplificando por ¢(¢), obtemos

S 1 {ldlz

N @) +/.L+bz] .

i 1@4, +b_fi_l@+ +b
ap | Iy dt H = a | I dt H 2
Vamos integrar entre 0 e ¢:
1 Il(l‘) T 1 [ Iz(l‘)
— |log —= bi)t| =— |1 by)t| .
z [°g11(0)+(“+ 1)_ % _0g12(0)+(u+ 2)
Deduzimos

1. L) 1. L@ t( 11 ) .
—log—~% — —Jog —L = _ oo,
a C1(0) @ Ch0) Ky T ) e
Ou I;(#) < N. No primeiro membro, vemos isso I(¢) — 0 quando t — +oo.
O

A competi¢do entre estes dois agentes patogénicos resulta, portanto, no
desaparecimento daquele que tem a reprodutividade mais baixa. Se além
disso #) > 1, entdo a fung¢do I;(r) converge para a dnica solugéo positiva
T-periddica da equacao

dl,

T :al(t)h(l —I]/N) —uly —b114.
Se os dois agentes patogénicos tivessem uma sazonalidade diferente, isto €, se
arazdo ay(t)/a; (t) ndo fosse constante, entdo poderiam coexistir para alguns
valores de parametros (ver também [46, p. 152-156]).

16.3 Apéndice: sistemas positivos

Lema 16.3. Sejam f € €'(R x R™ R™) e X(t) uma solucdo de

ax

= 1 X0)
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definido para todo t > to. Assumir X(tp) =2 0 e
Vi, Vx =20, Vi, x; = 0= fi(t,x) > 0.
Entdo X(t) > 0 para todo t > 1.
Demonstragdo. Assumir primeiro X;(#y) > 0 para todo i e
Vi, Vx>0, Vi, xi = 0= fi(t,x) > 0. (16.4)

Os componentes da solugdo X(#) permanecem todos positivos pelo menos
durante um pequeno intervalo de tempo contendo #y. Vamos raciocinar pelo
absurdo. Suponha que o conjunto

E={t>1n |3, 1<i<m, X;(t)=0}

¢é ndo vazia. Seja ry = inf&. Existe i de tal forma que X;(ry) = 0. Além
disso, paratodo 1 < j<met € Jty, 1, [, temos X(r) > 0. Por um lado, temos

dX; Xi(te) —Xi(t. — € —X;(ty —€
Y(ry) = lim i(ts) = Xilts ):1m4—ii—lga
dt -0t t e—0t €

por outro lado

aX;
dt

X(ty) 20, Xi(ty) =0, (t+) = fi(t+, X(24)) > 0.

Chegdmos, portanto, a uma contradi¢do. Portanto X(¢) > 0 para todo 1 <
j <meparatodot > t.
Se s6 temos X(#p) = 0 e a hipStese lema sobre a fungéo f, entdo posamos

g (t,x) = fi(t,x) +1/n
e considerar a sequéncia de soluces X ) (¢) do sistema

ax)
dt

=" (. x" (1)

tal que XE")(IO) = X;(to) + 1/n para 1 <i < m. As funcdes g verificam a
condicdo (16.4). Do acima exposto, Xf") (#) > 0 para todo n, todo i e todo
t > typ. A continuidade de uma solu¢do em relacdo a um parimetro e em
relacdo a condicdo inicial [14, teorema 3.39] mostra que para todo i e para
todo ¢ > 1y,

X;(t)= lim X" (1) >0. O

n—r—-o0
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coeficientes periodicos
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Probabilidade de extincao num ambiente
periddico

Nesta sec¢do mostramos que para uma determinada classe de
processos de ramificacdo de vdrios tipos num ambiente perio-
dico em tempo continuo, a probabilidade de extingdo ¢é igual a
1 se e s se a reprodutividade % for inferior ou igual a 1. A
demonstragdo utiliza resultados sobre o comportamento assimp-
totico de sistemas de equagoes diferenciais cooperativos. Na epi-
demiologia, a probabilidade de extin¢do pode ser utilizada como
medida periddica do risco epidémico. Como exemplo, conside-
ramos um modelo S-E-I-R linearizado e dados sobre uma epi-
demia de sarampo em Franga. Sdo ainda discutidos modelos em
tempo discreto com potenciais aplicagdes na biologia da conser-
vagdo.

17.1 Apenas um tipo de individuos infetados

Consideremos primeiro um «processo linear de nascimento e morte» (ou me-
lhor, de infecdo e cura) com um utnico tipo de individuos num ambiente varia-
vel, como, por exemplo, em [37, 49]. Seja a(t) a taxa de contacto real e b(z)
a taxa de cura no instante ¢. Se houver n pessoas infetadas, a probabilidade
de ocorrer uma nova infe¢do durante um pequeno intervalo de tempo dr é
na(t)dt + o(dt) [linear relativamente a n]; a probabilidade ocorrer uma nova
cura é nb(t)dt + o(dt). Vamos supor que a(t +T) = a(t) e b(t +T) = b(¢)
para todo z. Seja np o nimero inicial de pessoas infetadas no instante 7y
(np > 1). A probabilidade p,(r) de termos n pessoas infetadas no instante 7 é
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uma solugdo do sistema

dpn
dt

= —la() +b(")]npn+alt) (n=1) pp1 +b(t) (n+1) puy1, n>1,

com dpo/dt = b(t) p1, pa(to) =1, se n = ng, e pu(ty) =0, se n # ng. De
facto, ha n pessoas infetadas no instante 7 + d¢ se no instante ¢ havia n — 1
pessoas infetadas e ocorreu uma infecao, ou se havia n+ 1 pessoas infetadas
€ ocorreu uma cura.

Proposicao 17.1. A fungdo geradora
g(t,x) =) pat) ¥

n=0
satisfaz g(to,x) = x"0 e
9 Jg _
3 +(1—x)[a (t)x—b(t)]a_o. 17.1)
Demonstracdo. Uma vez que
Z npu(t 17
n=>1
temos
dg dpn ,
- = X
ot ;O dt
= —falt) +b(0)) ¥ npax’ +alt) ¥ (0~ 1) pyy "
n=0 n=1
+b(t) Y, (n4+1) ppy1 X'
n=0
_ 98 208 g
f—[a(t)er(t)]xa +a(t)x aer(t)g. O

Proposicao 17.2. A esperanga do tamanho da populagdo infetada,

~+oo
= ; npn(t)

satisfaz I(tg) = ng e
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Demonstragdo. Observemos que

d ar  9?
1(;):%(;4) e E:T;;(t,l).

Tomemos a derivada parcial em ordem a x da equagdo (17.1):

) 2
I8 4 a1 )~ [al0x—b(O)]) 2+ (1-fa(t)x - b)) 25 =0

Trocando a ordem das derivadas parciais e fazendo x = 1 obtemos

d%g dg
8tax( 1)_[a(t)_b( )]ax(t 1) 0

que corresponde justamente a equagdo diferencial no enunciado da proposi-
céo. O
Proposicao 17.3. A probabilidade de extin¢do no instante t > to é dada por

no

1
1+ J! b(s)exp [f,; [b() — a(u)) du| ds

Demonstracdo. Consideremos as curvas caracteristicas da equacdo com de-
rivadas parciais linear de primeira ordem (17.1):

po(t) = | 1—

dX
= (1=X)[a()X —b(0)).
Temos entdo
L 1gex(0)] = 2. x(0) + 2 . x0) X

= %8 1. X(0)) + [1 - X(O)lale)X(0) ~ b0)] 2 (1. X(0) = 0.

pelo que g(t,X(7)) = g(t0,X(t0)) = X(#)". Considerando Y = 1 — X temos

ay
o= —a()Y(1=Y)+b(r)Y

Dividindo por Y? e fazendo Z = 1/Y obtemos

dz
— = —a(t)(Z—1)+b(1)Z,
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pelo que
g (Z(t)exp { /to 'Ibu) —a(u)]duD — _a(t) exp [ /to Ibu) —a(u)]du} .
Assim,

z)exp | [ 100) - atw] | 200
__ /IO a(s)exp { /t:[b(u) —a(u)]du] ds.

A curva caracteristica através de X(7) = 0 corresponde a Y(r) = 1 e Z(r) = 1.
Através da equagdo anterior deduzimos Z(1y), Y (o) e, finalmente,

1
X(l‘o) = l—m

1

-1 .
exp {f,ﬁ) [b(u) —a(u)}du} + Jip als)exp [f,f) [b(u) —a(u)]du} ds

Observemos que

/tot[a(S) —b(s)]exp [/t:[b(u) a(u)]du} ds

[b(u) a(u)]du} =1l—exp t[b(u) —a(u)]du.

to fo

s
=— [exp

fo

Assim, como pg(t) = g(t,0) = X(#9)"0, temos

1 "
1— .
( L+ ! b(s)exp [ 12 [b(w) —a(u)}du} ds)

po(t) =

Sejam

1T - 1T
a:f/ a(t)dt, be/ b(t)dt e @= lim po(r).
T Jo T Jo

t—r+o0

O valor w € a probabilidade de extingdo final.
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Proposiciio 17.4. Se a < b entdo @ = 1, caso contrdrio temos

no
1
o=[1- . (17.2)

14 [ b(s) exp [ J2 (b(u) — a(u)) du] ds

Demonstracdo. Se a # b entdo temos

" B
/ Ib(u) — a(u)] du ~ (b—a)s
J1p
a= b, entdo [ [b(u) — a(u_)]du ¢ uma
funcdo T-periddica de s. No caso a@ < b, ou seja, quando @ < b ou a = b,
temos

quando s — +oo. Se, por outro lado,

tb(s) exp {/S[b(u) —a(u)) du] ds — +oo

fo fp

e ® = 1. No caso @ > b, po(t) converge para o limite indicado no enunciado.
O

Observacdo 17.5. Se @ > b, entdo @ < 1 e @ é uma fungio T-periddica de
fo. Recordemos também que a reprodutividade é dada por %y = a/b para
modelos com apenas um tipo de individuos (proposic¢ao 7.14).

17.2 Varios tipos de individuos infetados

Sejam > 1 um ndmero inteiro. Sejam:

* A(f) = (A (7)) uma fungdo matricial (com valores em matrizes qua-
dradas de ordem m) com coeficientes ndo-negativos:

Vi7j7 Ai,j(t) > O,

* B(¢) = (B, ;(t)) uma fungio matricial diagonal com coeficientes néo-
negativos:
vj, Bjj(t) = 0;

* C(t) = (C;j(r)) uma fungdo matricial tal que

VZ#‘L Ci,j(t)<07 VJ, chj
i#]

* D(t) =B(#) +C(t) e M(¢t) = A(r) — D(¢).
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Os coeficientes A; ;(r) sdo as taxas de contacto efetivas, os coeficientes B ;(r)
sdo as taxas de cura ou mortalidade, enquanto que os coeficientes —C;, j(t),
para i # j, sdo as taxas de transferéncia entre compartimentos. Notemos que
—D(#) e M(#) sdo matrizes cooperativas: os seus coeficientes fora da diagonal
sd0 ndo-negativos. Vamos assumir as seguintes hipoteses:

(H1) pelo menos um coeficiente da matriz A(r) é positivo para todo t;
(H2) a matriz M(z) € irredutivel para todo ¢,

(H3) as fungdes matriciais A(z), B(7) e C(¢) so continuas e T-periddicas;
(H4) existe B > 0 tal que Vj, Vz, B; ;(t) > B.

A hipétese (H4) pode ser enfraquecida, mas de qualquer modo € mais realista
ter uma mortalidade ndo nula em cada compartimento. Recordemos que p(+)
denota o raio espectral.

Lema 17.6. Seja Z(t) a solugdo do sistema matricial
az
dt

onde I é a matriz identidade. Entdo temos p(Z(T)) < exp(—BT) < 1.

Demonstragdo. Uma vez que a matriz —D(¢) é cooperativa, segue da propo-
si¢do 2.5 que Z(¢) > 0 para todo 7 > 0. Portanto,

%izi.j(f)Z—iiD,()Zm f fD )| Ze,(0)
i=1 i=1k=1 =1 |i=1
=~ ¥ B 240 < B Y. 2400
k=1 k=1
¢ m
;Zi,;( ) < exp(—BT),
pois Z(0) = .#. Assim, temos
pZ(T) < 2T = max 3 2:,(T)
= max ZZU < exp(—BT). O

1</<m
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Consideremos agora um processo de nascimento e morte de varios tipos
associado a estas matrizes [49]. Relativamente a um pequeno intervalo de
tempo [¢; ¢+ dt], o sistema estard no estado (nj,...,n;,...,n,) no instante
t + dt num dos seguintes casos:

o sistema estava no estado (np,...,n; — 1,...,n,) no instante ¢ ¢ uma
das n; — 1 pessoas de tipo i gerou, por infe¢do, uma nova pessoa do
mesmo tipo [probabilidade (n; — 1)A; ;dr + o(dt)];

o sistema estava no estado (nl, eoni—1,0. ,nm) no instante ¢ € uma
das n; pessoas de tipo j # i infetou uma nova pessoa de tipo i [proba-
bilidade nj A; jdt +o(dt)];

o sistema estava no estado (np,...,n;+ 1,...,n,) no instante ¢ e uma
das n; + 1 pessoas de tipo i saiu dos compartimentos infetados [proba-
bilidade (n; + 1)B;;(r) dt + o(dt)];

o sistema estava no estado (ny,...,n; —1,...,n;+1,...,n,) no ins-
tante ¢ e uma das n; + 1 pessoas de tipo j # i foi transformada numa
pessoa de tipo i [probabilidade —(n; + 1)C; ;(¢) dt +o(dt)].

Se p(t,ny,...,ny,) é a probabilidade de se ter n; pessoas infetadas de tipo i
(1 < i < m) no instante ¢, entdo

dp
dt

(t,n1y. . n) :ZA,-,- (ni—)p(t,ny,...,ni—1,...,ny)
+ZA11 /ptnb -, 713"~7nm)
i#]

+2Bi7i(t) (ni+1)p(t7n17'“ani+13"'7nm)
i

_ZC,-_’j(t)(nj—Fl)p(t,nl,...,ni—1,...,nj—|—1,...,nm)
i#]j
7ZA’/ /Pl”ll, nm ZB” nzpt”h ;nm)

+ZC7J nip(t,ny,....ny).
i#]

Tomemos como condicdo inicial

1 se(ny,...,ny) = (n?,...,n,(,)l)7

0 caso contrario.

p(t()7n]a"'7nm) == {
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Proposicao 17.7. Consideremos a fungdo geradora

g(t, X1, xpm) = Z plt,nyg, ..., nm) X1

nl,...,nm>0

Entdo
% + ,Z,: [Aij(1)xj =Di (1)) (1 —xi) (igj =0
com a condi¢do inicial
g(to,x1,- ., Xm) :x1"?~~~xm"'91. (17.3)
Demonstra¢do. Temos
% = Z mfil;(t,nl, ) X1 xS
g—fi —n].‘Z.’nmn,-p(t,nl7 ) XM X

Notemos que para todo i e para todo j,

298
Z (mi— D) pt,ng,...;ni— 1, oo my)x™ L oxy™ = x; e
nyyeesftm Xi
dg
Z (mi+ 1) p(t,ng,...,ni+ 1,0 ) x)™ L oxy™ = E
ni,...,n xl
1ye-sfm
dg
Z nip(t,ng,....ny)x1" ., zxj'ga
nyyeesltim J

e que para todo i # J,

n n

E nip(t,ni,..oni— 1, ) x" L xy " =X,
ox;

Ny, J

Z (nj+Dp(t,ni,...,mi—1,..nj+ 1, ng)x " ..

.oy

XM = X
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Deduzimos assim que

% :ZAi,i([ - ag +ZA1] Xi &g

Er Yox;
dg dg
"’ZBi,i(I)Tx—ZCi,j(t)xiaTC_
i =y j

P J J
ZA,I xjag ZBi,i(l)xiafg‘*‘ZCiJ(f) .
ij i

X .
. J Dy
Xi T 8x]

Como B,-_,j(t) =0sei# j, temos

dg dg
ZA,/ _lea +ZBJ x")aT,-
dg
=) Cij(t) (xi—x;)==.
z';j ! ! 0x;j
Mas
¥ C 1) (=) 2% = ¥ Cuylt) (5= 1) 2+ 1€y 1) (1 —x)) 2%
i ’ ¥ 0xj i#] ! dx; i#) ! 7 0x;
dg dg
=Y GC i) (xi—1)=2>=-YC;i(t)(1—x))
l; i )axj ;“ 7 9x;
dg
- Zciﬁj(t) (xl 1) 8xj .
iJ
Assim, temos
0
+Z / (f)—ng(t)](l—xi)a—j:o. O
i,J g

Proposicao 17.8. A esperanca do niimero de pessoas infetadas do tipo k
(1 <k <m) no instante t,

L (1) Z mep(t,ng, ..., ny),

ny ey 20
satisfaz

dl
o =M1,

onde 1(t) = (11(t),...,Lu(t)). Além disso, 1(ty) = (n),...,nQ)

ety ).



Capitulo 17 257

Demonstragdo. Observemos que

dIk 82g
t,1,...,1 — =
1,5 1), dt  Jtdx

_ 9%

Ik(t) axk

(1,1,...,1).

Consideremos a derivada parcial com respeito a x; da equagdo diferencial
parcial da proposicdo 17.7:

dxdt + ) A (0)8.(1 —xi) = [Aij(0)x; =Dy (1)) 61} ‘ifj

+ Y (A ()% =Dy ()] (1 —x;) '
iJ i,j j i,j i axkng_ )

onde §; j = 1 se i = je & ; = 0 caso contrdrio. Trocando a ordem das deriva-
das parciais e tomando (xi,...,X%,) = (1,...,1) obtemos

d’g dg
afan (t717”'71)_2 [Akj<t) _ij(t)} ij(t,lw..,l) —07

J

pelo que
dl

E:;Mk,j(t)lj(t)- ]

Proposicao 17.9. A probabilidade de extingdo no instante T > ty é dada por

0 0

p(2.0,...,0) = [X{V(w0)] " - [XiPw0)] (17.4)
onde X\9)(t) é a solugdo do sistema
(®)
dx:
i =X (A 0X = Dy(0)] [1-X7] (17.5)

que satisfaz XV (1) = 0.

Demonstragdo. As curvas caracteristicas da equagdo diferencial parcial li-
near de primeira ordem da proposi¢do 17.7 sdo
dX;
= LA OX;=Dij(0)] (1-X).

i
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Entao temos

C180X10), . X(0))] =0

g(t, X1 (1),..., Xm(t)) = g(t0, X1 (t0), . .., Xm(t0))- (17.6)

Seja X(7)(z) a solugdo tal que X(¥) (1) = 0 (vetor nulo). Utilizando a condigio
inicial (17.3) e tomando t = 7 em (17.6), obtemos

nd o
p(2,0,...,0) = g(1,0,...,0) = {X(f)(to)}
Proposicao 17.10. Seja

o= lim p(t,0,...,0)

t—roo
a probabilidade de extingdo final e seja P(t) a solucdo do sistema matricial

% — M) D(1), D(0)=.7,

onde 9 ¢ a matriz identidade. Temos duas possibilidades:
e se p(P(T)) < 1l entdo w = 1;
e se p(P(T)) > 1 entdo » < 1.
Demonstragdo. De acordo com a proposicdo anterior, a probabilidade de ex-
tingdo  é dada por
o= (a)l)”? e (a)m)"r(l’
(7)

desde que ®; seja o limite de X, (o) quando T — +oo. O problema reduz-se,
portanto, ao estudo do sistema de equagdes diferenciais (17.5). Fazendo

Y (s5) =1-X\P (1) (17.7)
obtemos
dY(T)
=X A=) (1-Y)0) -Dije=9)| Y7, a78)

(

com condi¢do inicial Y jr) (0) = 1, para todo j e para todo T > fy.
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SejaY; j(s) = Y“+ )( ). Entdo Y(0) = Y(?(0) e Y(s) verificam o mesmo
sistema diferencial (17.8) que Y(© (s), deviqvo a hipétese (H3) sobre a perio-
dicidade dos coeficientes. Por conseguinte, Y(s) = Y(*(s) e

Y (5) = Y (s) (17.9)

paratodo s, Te j.
Apliquemos a proposi¢do 17.12 do Apéndice. Sejam F = (Fy,...,F,) e
Fj(va):Z[Alj( )(I_Y) Di-,j(T_S)]Yh
i
de modo que F;(s, Y(*)(s)) é o segundo membro da equagio (17.8).
Verifiquemos a primeira hipotese da proposicdo 17.12: o sistema

dy

— =F(s,Y
ds (5, Y)

deixa o conjunto [0; 1] invariante. De facto, se Y € [0; 1] entdo

Y;=0 =>Fj(S,Y) = Z(A,’,J’(T—S)—CL]‘(T—S))Y,‘ >0,

i]
Y;=1=F;(sY)=-Y D;j(t—s)Y;—Dj (t—s)
i#J
:7ZCIJ s)Yi—Bj(t—s JFZCZJ T—5)
i#] i#j
5)+ ) Cij(t—s)(1-Y;) <0, (17.10)
i)

sendo a desigualdade estrita na equacdo (17.10) uma consequéncia de (H4).
Pelo lema 16.3, para qualquer condi¢do inicial em [0;1]™ no instante sg, a
solugdo correspondente do sistema (17.8) permanece em [0; 1] para todo
§ > so. A desigualdade estrita (17.10) mostra também que se Y(sp) € [0;1]"
entdo Y(s) € [0; 1[™ para todo s > so.

Atendendo agora que

JF;

Tch(va):Ak,j(T*S)(lfY ) Dk/ S /kZAl] Yi,

a segunda hipdtese da proposicdo 17.12 € valida porque

VY €[0;1]", Vs, Vj £k, %(s Y) = A (t—s5) (1-Y;)—Cpj(t—5) > 0.
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Notemos agora que, para todo j # ke Y € [0;1[™, sdo vdlidas as equiva-
Iéncias

M j(T—5) = Ay j(T—5) = Cr j(T—5) >0

F;
& [Aj(t—s5)>00u —Cij(t—5) > 0] & L(s Y) > 0.
) > aYk

Por (H2), a matriz M(7 — s) € irredutivel e, portanto, a matriz Jacobiana

(F0m).,

¢ irredutivel para todo s e todo Y € [0; 1[", de modo que a terceira hipétese
da proposi¢do 17.12 é satisfeita.

Relativamente 2 quarta hipStese desta proposi¢do, para todo o € ]0;1][ e
todo Y €1]0;1]™, temos

Fj(S,(XY) = (XZ[A,’_J'(T—S) (l —(XYj) —Di’j(T—S)}Y,'
=aF;(s,Y)+a(l—a ZA,, —95)Y;Y; > aF;(s,Y)

e, por (H1), F(s,aY) # oF(s,Y).
A quinta hipétese é trivial: F(s,0) = 0.
Verifiquemos a sexta hipétese. Seja J(s,0) a matriz Jacobiana em O:

I(s,0) = (gii(s,O))j,k = (Ak,j(’c—s) —DkJ(’L'—s))J.,k ="M(t—35),

onde "M ¢ a matriz transposta de M. Para todo s e todo Y € [0;1]™,
Fj(S,Y) = Z[MJ'«,!'(T —S)Y,' — ZA,’J(T—S)Y/'Y,' < ZthJ(T_S)Yi-
' i i

1

Além disso, por (H1), F(s,Y) #J(5,0)Y se Y € ]0; 1]™.

Sejam P(t), D, (1), P3(t) e Pu(t) as solugdes fundamentais (com a matriz
de identidade como condig¢do inicial no tempo 0) de
dY Y dY ¢ dy
= e =M(t+1)Y, = = M(t+1)Y, Fi M(7—s)Y.
O segundo sistema € uma translacdo no tempo relativamente ao primeiro.
O terceiro é o adjunto do segundo (proposi¢do 7.10) e o quarto é como o
terceiro, mas com o tempo invertido. Assim,

@(T) = (1) D(T) ((7)) ", @3(T) = ['®2(T)] !, @4(T) = [3(T)] "

=M@Y,
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P(®(T)) = p(P2(T)) = D(@3(T)) P (D4(T)).

Apliquemos entdo a proposi¢io 17.12:

e se p(P4(T)) < 1 entdo o equilibrio 0 do sistema (17.8) é global-
mente assimptoticamente estével em [0; 1)”; em particular, Y(%)(s) —
0 quando s — oo

e se p(P4(T)) > 1 entdo o sistema (17.8) tem uma solucdo tnica
positiva e T-periddica, que é globalmente assimptoticamente estdvel
em [0;1]\ {0} , atraindo assim Y()(s) quando s — oo

Por (17.4) vemos que X7 (to) = p(t,0,...,0) quando n? =1len? =0,

J
para i # j. A funcdo 7 +— p(7,0,...,0) é crescente, pois

dp

t,0,...,0) = B;(t t,e;) =0,
(0.0 = L Bun)r.c)

onde ¢; = (0,...,1,...,0) é o vetor unitdrio com 1 na i-ésima coordenada.

Esta funcio também ¢é limitada superiormente por 1 por se tratar de uma pro-
babilidade. Concluimos assim que XS-T)

quando T — +-oco.

(fo) converge para um limite @; < 1
Devido a relagd@o (17.9), temos, para todo T > fy e todo o inteiro n,

(T4nT) - (74nT) o (1)
Xj (l())—l—Yj (T+nT—to)—l—Yj (’L'-i-l’lT—l‘()).
Tomando o limite quando n — oo, concluimos:

* se p(®(T)) < 1, entdo @; = 1 para todo j;

* se p(P®(T)) > 1, entdo ®; < 1 para todo . 0.

Observagdo 17.11. Os dois casos considerados na proposi¢do 17.10 corres-
pondem a Zy < 1 e %y > 1 (corolério 7.13).
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17.3 Um modelo epidémico simples para o sarampo em
Franca

Consideremos como exemplo um modelo S-E-I-R linearizado para o inicio
de uma epidemia:

O = (et mE+a()(1-9)1 (7.11)
dl
=B (b+ )L (17.12)

O numero E representa o nimero de pessoas infetadas mas nio infeciosas,
enquanto que I denota o nimero de pessoas infeciosas. O periodo médio de
laténcia é 1/c, o periodo infecioso médio é 1 /b e a mortalidade é u. A taxa de
contacto efetiva, ou seja, o produto entre a taxa de contacto e a probabilidade
de transmiss@o, é a(t). Assumimos que esta é uma funcéo positiva e periédica
de periodo T =1 ano, o que modela a sazonalidade. O nimero ¢ € a fracdo
da populacdo que € imune, quer por vacinacdo, quer por infe¢do anterior. Os
parametros ¢, b e U sdo positivos, enquanto que 0 < ¢ < 1 € ndo-negativo.
As hipéteses (H1)-(H4) na seccao 17.2 sdo satisfeitas considerando

A(t):< 0 Y )’B(t):< 0 beu )’CU)Z( _Cc(lg.gsﬁ

Vejamos agora como determinar a probabilidade de extingdo @ do processo
de nascimento e morte de varios tipos associado as matrizes (17.13), com a
condicdo inicial inteira

(E(IO)vl(tO)) 7é (070)
no instante #y. Escolhemos primeiro 7 de forma que T — fy seja grande com-
parativamente com T. Sabemos pelas relacdes (17.4), (17.7) e (17.8) que

E(1o) 1(t)
amp(r,o,o):(1-Y‘1’)(r—zo)) ’ (1—Y§T>(r—ro)) Y1714
onde
ay'?
ds
ay®

—2(s)=a(t—s) (1~ )Y\ ()(1 =Y () = b+ )Y (s), (17.16)

(5) = ~(c+ Y (s) +e Y37 (), (7.15)

para0 < s < 7T—1o, Ygr) (0)=1le YgT> (0) = 1. Estas equagdes permitem deter-
minar @ numericamente. Finalmente, devemos utilizar novamente o mesmo
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algoritmo com um valor maior de 7T para verificar se obtemos o mesmo valor
aproximado para .

Como exemplo, consideramos a epidemia emergente de sarampo em
Franca durante os anos 2008-2011 (fig. 17.1; em 2006 e 2007 houve me-
nos de 50 casos notificados). Em 2007, dada a cobertura vacinal, estima-se
que cerca de 10% dos jovens de dois anos e 7% dos jovens de seis anos em
Franga eram suscetiveis ao sarampo; em 2009-2010 cerca de 8% da popu-
lagc@o entre os 6 e os 29 anos era suscetivel [43, p. 5]. Dada a populagdo
total da Franca (65 milhdes de habitantes), podemos estimar que a populacio
suscetivel é constituida por mais de dois milhdes de pessoas. Além disso, o
nimero cumulativo de casos relatados na figura 17.1 € de cerca de 22 000,
sendo o nimero real de casos em alguns locais talvez o dobro do nimero
relatado. Assim, a populagc@o suscetivel permaneceu relativamente estdvel
durante 2008-2011, o que justifica o modelo linearizado (17.11)-(17.12).

casos / més

13000

2008 2009 2010 2011

Figura 17.1: Nimero mensal de casos notificados de sarampo [fun¢do em escada] de
janeiro de 2008 a fevereiro de 2012 (dados da [38]). Melhor ajuste [curva suave] aos
dados de janeiro de 2008 a julho de 2011.

Vamos assumir, para simplificar, que a(t) = a [1 4+ €cos(Qt — y)], com
Q=2n/T e T=1 ano. Esta expressdo é o inicio da expansdo da série de
Fourier da fungdo periédica a(z), mas poderiamos considerar outras possi-
bilidades para a(t), tais como uma fungio quadrdtica. Esta dltima classe de
fungdes seria particularmente apropriada se um estudo com estratificagdo eta-
ria dos casos indicasse uma transmissdo em contexto escolar, no entanto, ndo
parece ser este o caso. A maior incidéncia € entre as criangcas com menos de
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um ano de idade, que ainda ndo estdo na escola, enquanto a idade média dos
casos notificados era de 14 anos em 2010 € 16 anos em 2011, com a maio-
ria dos casos referentes a menores de 30 anos de idade [12]. E invulgar que
a idade média seja tdo alta para uma doenga como o sarampo. A estrutura
etdria da incidéncia reflete efetivamente a estrutura etdria da populacdo sus-
cetivel, mais do que a escolaridade: as criangas com menos de 1 ano de idade
ainda nao estao vacinadas; como foi anteriormente referido, cerca de 8% das
pessoas de 1 a 30 anos sdo suscetiveis; apenas 1-2% das pessoas entre os 30 e
0s 50 anos sdo suscetiveis [43]. Este padrio tao particular deve-se ao rapido
decréscimo na incidéncia do sarampo durante a década de 1980, na sequéncia
da recomendacgdo da vacina contra o sarampo em 1983 e da vacina VASPR
(antissarampo, parotidite e rubéola) em 1986.

Para estimar os pardmetros desconhecidos comparamos o modelo
(17.11)-(17.12), que corresponde a esperanga do processo estocdstico asso-
ciado as matrizes (17.13), com os dados entre o inicio de janeiro de 2008
(digamos, t*) e julho de 2011. Em julho de 2011 foram tomadas uma série
de medidas para controlar a epidemia, pelo que ja ndo se pode supor que os
pardmetros possam continuar a ser os mesmos que antes. O seu efeito pode
ser visto pela auséncia de uma onda epidémica no final de 2011.

Vamos assumir que 1/c¢ = 8 dias e 1/b =5 dias. A mortalidade u é ne-
gligencidvel quando comparada com b: consideramos 1/u = 70 anos. Seja
f a fracdo dos casos que sdo efetivamente notificados. Identificamos a inci-
déncia de casos notificados na figura 17.1 com a fungdo fbI(¢). Uma vez
que o sistema (17.11)-(17.12) € linear, também ¢ verificado pelas funcdes
E(t) = fE(t) e I(t) = f1(¢). O objetivo &, portanto, encontrar E(¢*), I(¢*), €,
v e o produto @(1 — ¢) de modo a que b1(t) se ajuste melhor aos dados. A
distancia aos dados € medida pela soma dos valores absolutos das diferencas
mensais de incidéncia. Isto tende a dar maior peso a onda de 2011 devido
ao seu tamanho. Em qualquer caso, os nimeros para 2008 e 2009 sdo pe-
quenos e algo irregulares, provavelmente porque foram desencadeadas varias
epidemias locais pela introdu¢@o de casos vindos do estrangeiro; ndo se pode
esperar um bom ajuste com o modelo deterministico para esta parte da curva
epidémica, que ainda nfo atingiu a sua forma «estdvel» (no sentido da teoria
da populacio estavel de Lotka). Quanto a onda de 2010, o seu pico foi atin-
gido um més mais tarde do que na onda de 2011. Esta discrepancia pode ser
devida a estocasticidade demogréfica, ou ao facto de a(z) ndo ser realmente
periddica devido a estocasticidade ambiental. Para além destas observacdes,
encontramos um ajuste relativamente bom (pelo menos para a onda de 2011)
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tendo em conta a simplicidade do modelo com

E(")=3,1(t") =2, =033, % =—0,07, a(1—¢)=6,42/més (17.17)

(ver fig. 17.1). Utilizando estes valores de parimetros, podemos simular o
processo de nascimento e morte com dois tipos. A figura 17.1 mostra apenas
a esperanca do nimero de casos por més. Na versdo estocdstica, a epidemia
extingue-se em muitas simulagdes. A figura 17.2 mostra uma simulagdo em
que a epidemia ndo se extingue e o tamanho das diferentes ondas é da mesma
ordem de magnitude que os dados da figura 17.1 (foram necessérias dezenas
de simulagdes antes de se encontrar um exemplo assim).

400014
casos / més
3500
3000 A
2500
20004
1500
1000 A

500 A

Figura 17.2: Ntmero de casos notificados cI(¢) em fungio do tempo (em meses) numa
simulag¢@o do processo de nascimento e morte utilizando os valores dos parametros
(17.17). A condigdo inicial é E(*) =3 e [(+*) = 2.

De acordo com a proposigdo 7.11, a reprodutividade %y (mantemos a
notacgdo % para o caso em que ¢ = 0) é caracterizada pelo facto de o sistema
linear periédico

dX [ —(c+p) a)(1—9)/Z
dt_( . bt i) ¢ )X (17.18)

tem um multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Numericamente ob-
temos %y ~ 1,06. Note-se que a reprodutividade % € apenas ligeiramente
superior a 1; isto porque 90% da populacdo total ja estd protegida, quer por
vacinagdo, quer por infec¢do anterior.
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Usando as equagdes (17.14)-(17.16), podemos calcular a probabilidade
1 — p(7,0,0) de o processo ndo se extinguir no instante T para um fy fixo
e T > to, comecando com uma pessoa no compartimento E, ou uma pessoa
no compartimento I no instante 7y (fig. 17.3). Como esperado, 1 — p(7,0,0)
converge para um limite 1 — @ quando T — +-oo. A figura 17.3 parece mostrar
que a extin¢do tem maior probabilidade de ocorrer durante o primeiro ano
apos fo.

1 - p(7,0,0)

Figura 17.3: A probabilidade de 1 — p(7,0,0) de o processo ndo se extinguir no ins-
tante T em fungdo de T (em meses, T > 1), a partir de uma pessoa no compartimento
E [linha continua] ou de uma pessoa no compartimento I [linha tracejada] no instante
to. Aqui ty corresponde ao inicio de setembro.

Escolhendo 7 suficientemente grande e repetindo os cdlculos para dife-
rentes valores de #y, obtemos a figura 17.4 para a probabilidade 1 — @ de que
0 processo ndo se extinga em fungdo de #y, comecando com uma pessoa no
compartimento E, ou uma pessoa no compartimento I no instante #y. Esta pro-
babilidade é mais elevada em setembro. Esta € talvez a época do ano em que
as autoridades sanitarias deveriam prestar a maior atenc¢ao aos surtos locais de
sarampo, para agirem o mais rapidamente possivel antes de desencadearem
uma grande epidemia. Noutros periodos do ano, os surtos sdo mais susceti-
veis de se extinguirem por si préprios, mesmo que a reprodutividade % seja
superior a 1.

Notemos que o pico de incidéncia para a onda de 2011 ocorreu em margo
de 2011 (fig. 17.1). A estimativa de y sugere que a taxa de contacto efetiva
a(t) atingiu o seu pico em dezembro de 2010. O minimo situado entre as
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r0.15

r0.10

r0.05

Figura 17.4: Probabilidade 1 — @ de que o processo ndo se extinga em funcdo de fg
(em meses de janeiro a dezembro) a partir de uma pessoa no compartimento E [linha
continua] ou uma pessoa no compartimento I [linha tracejada] no instante 7.

ondas de 2010 e 2011 é em agosto ou setembro de 2010, na época em que
a estimativa para 1 — @ é mais alta. Se tivéssemos utilizado principalmente
a onda de 2010 para o ajuste dos pardmetros, o pico de 1 — @ seria apenas
cerca de um més. Por isso, qualquer que seja o método utilizado, 1 — w
parece estar mais ou menos no seu maximo quando a incidéncia estd no seu
minimo e quando se inicia a retoma da incidéncia.

E claro que devemos em mente que este modelo linearizado S-E-I-R é
uma representacdo simplificada da dindmica de transmissdo do sarampo. Em
particular, ndo tem em conta a estrutura etdria e utiliza uma fun¢do sazonal
a(t) muito simples.

17.4 Reintroducao de espécies na biologia da conservaciao

Existem outras dreas da biologia populacional que utilizam processos de ra-
mificacdo, como € o caso da biologia da conservacao. Imaginemos, por exem-
plo, que uma espécie animal estd extinta numa determinada regido e € rein-
troduzida. Quantos animais devem ser reintroduzidos para que a populacio
tenha boas possibilidades de persistir? Com um processo de nascimento e
morte de tipo Unico, a probabilidade de extin¢do para uma populacio de n
individuos é ", onde a probabilidade @ é dada pela férmula (17.2). Sa-
bendo @, podemos entdo estimar o nimero inteiro n de tal forma que ®”" seja
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inferior a um certo nivel de risco; naturalmente, a reintroducio s6 faz sentido
nos casos em que ® < 1, para os quais @®" pode ser feito muito pequeno, para
uma escolha de n suficientemente grande. Outra questio é: em que altura t
do ano devem os animais ser reintroduzidos a fim de minimizar a probabili-
dade de extin¢do w? A mesma questdo surge no contexto de processos com
nascimento e morte de varios tipos num ambiente periédico, com a possibi-
lidade adicional de se perguntar que tipo de individuo deve ser reintroduzido
para minimizar a probabilidade de extincao.

Enquanto que os modelos com tempo continuo sdo muito populares na
epidemiologia, os bidlogos de conservacdo tendem a preferir modelos com
tempo discreto, por vdrias razdes. O resto desta seccdo explica brevemente
como as probabilidades de extin¢do sdo calculadas neste contexto. A justifi-
ca¢do da ligagdo entre a reprodutividade %, e a probabilidade de extingdo é
mais simples no caso do tempo discreto do que no caso do tempo continuo
da seccdo 17.2. Resulta, por um lado, de métodos conhecidos para processos
com vdrios tipos num ambiente constante e, por outro lado, de processos de
tipo tinico num ambiente deterministicamente varidvel.

Consideremos modelos com tempo discretos da forma

p(t+1)=(A()+B(1))p(),

onde A(r) e B(¢) sdo matrizes quadradas de ordem m, com coeficientes ndo-
negativos, T-periddicos em relagdo a ¢ (T € um inteiro), de tal forma que o
raio espectral da matriz B(T — 1)---B(1)B(0) é estritamente inferior a 1 e
Y;Bi j(#) <1 paratodo j. Para a versdo estocdstica correspondente, devemos

especificar as probabilidades ng )lm (t) de um individuo do tipo j dar origem

a (i1,...,in) individuos do tipo (1,...,m) entre os instantes ¢ ¢ f + 1. Assumi-
mos que as fungdes Fl(]’) ;,, (t) sdo T-periédicas em relagdo a t. Entdo A; ;(¢)
¢é igual a média
— ()
Aj(t)= X kiFg g, (0)
kl -,~~7km

O coeficiente B; ;(r) dd a probabilidade de um individuo do tipo j se transferir
para o tipo i entre os instantes ¢ e  + 1. Um individuo do tipo j no instante ¢
¢ substituido no instante # + 1 por uma populacao cuja fungdo geradora é

git X1, . xm) = Z Fglj,)...,im () x| 1 —I—ZB,-.j(t)(x,- -1)
i i

Assim, um individuo de tipo j no instante # € substituido no instante 7o + T

por uma populagio cuja fun¢do geradora G;(xy,...,x,) é obtida pela com-

posicdo das fungdes geradoras g;(,x1,...,Xy,) parat =to,...,to+T— 1. Se,
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por exemplo, T = 2, entdo

Gj(xla"'vxm) :gj(t07g1(t0+ 17x17~~7xm)a~~~7gm(t0+ 1»x17~~~7xm))'

Consideremos a populag@o nos instantes (fo + nT),>o. Sabemos pela teoria
dos processos de ramificag@o de vdrios tipos num ambiente constante [49] que
as probabilidades de extingdo ®; a partir de um individuo do tipo j no instante
1o sdo a solugao minima sobre [0; 1]” do sistema ®; = G;(®i,...,®y,), para
1 < j < m. Uma vez que

dg;
3x,»

(l‘,l,...,l) :Ai’j(t)JrBi,j(t),

podemos verificar que a matriz de médias, ou seja, a matriz Jacobiana em
(1,...,1),é

(aaf_f'u,...,n)_ =[A(to+T—1)+B(to+T—1)] - [A(to) +B(1o)].

Assumindo que esta matriz € primitiva e que as fungdes geradoras G; ndo sdo
singulares, ou seja, que nao existe uma matriz Q tal que

Gj(xt,...,xm) = ZQj,ixia
i

para todo j, a teoria mostra que (@;,...,®,) = (1,...,1) se, e s se, o raio
espectral desta matriz de médias for inferior ou igual a 1, o que € equivalente
a %o < 1, onde %, é o raio espectral da matriz o7 %!, o/ é a matriz diagonal
por blocos diag(A(0),A(1),...,A(T—1)) e & é a matriz dada pela férmula
(6.4). Com n? individuos do tipo i (1 < i < m) no instante fy, a probabilidade
de extingdo é

o= (wl)”(l) .. (wm)ngl-

Assim, as conclusdes sdo completamente andlogas ao caso de tempo conti-
nuo.

Como exemplo, consideremos um modelo apenas de um tipo, com T = 2.
Suponhamos que cada individuo gera uma descendéncia entre os instantes e
t + 1 de acordo com uma distribui¢do de Poisson de média A(r). Entfo,
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A probabilidade de extingdo a partir de um individuo no instante 0 é a menor
solugdo de @ = g(0,g(1, ®)) no intervalo [0; 1]. Do mesmo modo, a proba-
bilidade de extin¢do a partir de um individuo no instante 1 é a menor solucdo
de o = g(1,8(0,)) no intervalo [0; 1]. Ambas as probabilidades so estri-
tamente inferiores a 1 se, e s6 se, [A(1) +B(1)][A(0) +B(0)] > 1, o que é
equivalente a Zp > 1, onde % é o raio espectral da matriz

(9 ) (% )"

17.5 Conclusao

Alguns trabalhos t€ém tentado mostrar como o risco de epidemia varia nos
diferentes meses do ano. Utilizam um modelo temporal peridédico, calculam
uma «reprodutividade» Z (1), assumindo os coeficientes do modelo constan-
tes e fixos de acordo com os seus valores para t = 1, e consideram % (1)) em
fungéo de 7. O problema com este método é que % (1y) pode ser inferior a
1 para todo 7y, a medida que a doenga se torna endémica (ver sec¢do 18.2.4).
A defini¢do de reprodutividade %, utilizada neste capitulo esclarece se uma
doenca infeciosa pode tornar-se endémica (sec¢do 16.1) e como se comporta
a dimensao final nos modelos epidémicos (capitulo 13). Além disso, tem uma
interpretacdo bioldgica simples como uma taxa de crescimento assimptética
por geracdo (capitulo 7). Mas tem a aparente desvantagem de ser indepen-
dente de 1.

Propusemos uma medida alternativa de risco epidémico, a probabilidade
de o processo de ramificacdo associado a lineariza¢do de um modelo epidé-
mico ndo se extinguir. A sua principal propriedade matemadtica € o fenémeno
limite (proposi¢ao 17.10). A seccdo 17.1 ja sugeria a utilizacdo desta proba-
bilidade para aplica¢des epidemioldgicas, mas apenas considerava o caso de
populagdes de um tipo, para as quais existe uma féormula explicita. A mai-
oria dos modelos epidemioldgicos envolve varios compartimentos infetados,
como por exemplo no caso de doengas transmitidas por vetores. O risco epi-
démico em tais modelos pode ser analisado com o mesmo método numérico
que na figura 17.4.

As probabilidades de extingdo sdo também de interesse na biologia da
conservagdo, especialmente para a reintroducdo de espécies. Para algumas
espécies animais, especialmente para aves com um periodo de nidificacdo
bem definido, poderia fazer sentido utilizar modelos com estacdes do ano
para avaliar corretamente a hipétese de sucesso de uma reintroducao.
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17.6 Apéndice: sistemas cooperativos periédicos

Para uma demonstragdo do resultado seguinte, ver [85].

Proposicio 17.12. Seja F: R, x [0;1)" — R™ uma funcdo de classe €',
T-periodica em relacdo a primeira varidvel t, com as seguintes condicdes:

1. Qualquer solugdo do sistema

dx
— =F(¢ 17.19
dt ( 7'x)? ( )
com x(0) € [0;1]™, satisfaz x(t) € [0;1[" para todo t > 0;
2. Paratodoi# j e paratodo (t,x) € Ry x[0;1]™,

JF;
ij

(1,x) > 0;

3. Para todo (t,x) € Ry x [0; 1[™, a matriz Jacobiana

J(t,x) = (i(r,x))w

¢ irredutivel;

4. Para todo (t,x) € Ry x]0;1]™ e para todo a € ]0;1], F(¢,0x) >
oF(t,x) e F(t,ax) # aF(t,x);
5. Paratodot € Ry, F(t,0) = 0;
6. Para todo (t,x) € Ry x]0;1]™, F(¢,x) <J(¢,0)x e F(zr,x) # J(¢,0)x.
Seja Y(t) a solugdo de
dyY
— =J(#,0)Y(), Y(0)=.7,
dt
onde .9 é a matriz identidade. Temos dois casos:
* se p(Y(T)) < 1, entdo qualquer solucdo de equagdo (17.19) com
x(0) € [0;1]™ converge para 0;

e se p(Y(T)) > 1, entdo existe uma iinica solu¢do x*(t) da equa-
¢do (17.19) que é T-periddica e tem valores em 10;1]™. Além disso,
para qualquer solugdo x(t) da equagdo (17.19), com x(0) € [0;1]™\
{0}, x(r) —x*(t) converge para 0 quando t — +co.
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Probabilidade de extincao num ambiente
periodico lento

Para um processo linear de nascimento e morte supercriticos
com coeficientes periodicos e apenas um tipo de individuos in-
fetados, obtemos um desenvolvimento limitado para a probabi-
lidade de ndo-extingdo quando o periodo é grande ou pequeno.
Se a taxa de contacto for inferior a taxa de recuperagdo durante
parte do periodo e o periodo tende ao infinito, entdo a probabili-
dade de ndo-extin¢do tende a um limite descontinuo relacionado
com um «canard» num sistema lento-rdpido. Isto é extensivo ao
caso com vdrios tipos de individuos infetados. O ponto de des-
continuidade é determinado precisamente num exemplo com dois
tipos de individuos que provém de um modelo de transmissdo de
uma doenga transmitida por vetores.

18.1 Um tipo de individuos infetados

Considerar um processo linear de nascimento e morte (ou melhor, infecdo e
recuperagdo) com uma taxa de contacto efetiva a(¢) e uma taxa de recupera-
¢do b(t) que sdo fungdes periddicas do mesmo periodo T. Comegando com
um Unico individuo infetado no momento #(, a probabilidade de ndo-extingao,

ou seja, o complemento da probabilidade de extingdo w(tp), é

1
1+ [ b(t)exp [ J! [b(u) — au)) dul dt

717([0) =1- a)(t())

b
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se o integral no denominador € finito ou infinito (proposi¢do 17.4). Sejam
o(s) e B(s) as fungdes periddicas do periodo 1, de modo a

s=t/T, a(t)=al(s), b(t)=P(s).

Consideremos as médias

a:/ol a(s)dSZ%/O'Ta(z)dt, B:/Olﬁ(s)ds:%/:b(t)dt

Entdo 7(ty) é igual a 0 se & < B: é uma funcdo positiva T-periédica se & > B
(proposic¢do 17.4). Vamos agora colocar-nos no caso supercritico onde

o> .
Assumimos ainda que a época em que 0 processo comeca,
so =10/ T,
¢ fixa. Vamos supor
M(s0) = 7(10),  Als) = a(s) = B(s)-
Na sec¢d@o 18.1.2 provamos o seguinte resultado:

Proposicao 18.1. Se T — 0, entdo

H(so):<1—§>{1—m+T[/ﬁso+u /W (v)dvdu}uo(T)}.

Para o estudo do limite T — oo, assumir que as fungdes o(s) e B(s) sdo
regulares (digamos de classe %’!) e considerar dois casos:

* ou A(s) > 0 para todo s € [0;1] (caso fortemente supercritico);

* ou A(s) > 0 para todo s € [0;51[U]s2;1] onde 0 < 51 <sp <1le
A(s) < 0 para s € |s; ;52[ (caso fracamente supercritico);

Sem perda de generalidade, podemos assumir, para além disso, no se-
gundo caso

52
/ A(s)ds >0,
0
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como veremos a seguir. Depois hd um tnico s* € ]0;s;[ tal que
52
/ A(s)ds =0. (18.2)
S*

Provamos na sec¢dao 18.1.3 o seguinte resultado:

Proposicio 18.2. No caso fortemente supercritico para todo sy € [0; 1] e no
caso fracamente supercritico para todo sy & [s*; s2),

(Bl [, also)B(s0) - @ (s0)Blso)
H(“’)‘(l a<s0)>{1 Ta(o) AP (I/T)}dga)

No caso fracamente supercritico com sg € ]s* ) [,

H(so)Nﬁ(szoA/ $2) ( / Alu ) (18.4)

A probabilidade (18.4) tende exponencialmente rdpida a 0 quando T —
+o00. No limite, ha portanto uma descontinuidade em sg = s*. O facto de o
limite ser zero no intervalo |s*; 57| e ndo apenas no intervalo |s; ; 52| estd rela-
cionado com um fenémeno de «canard» num sistema lento, como explicado
na seccdo 18.1.5.

18.1.1 Calculo preliminar

Vejamos primeiro o processo linear de nascimento e morte. Consideremos o
integral no denominador da férmula (18.1) e anote-o

I= /+mb(t) exp {/t [b(s) —a(s)]ds] dr.

fo fp

Com as nota¢des introduzidas acima, temos

- /(:mﬁ((to +1)/T) exp {— ./IOIOHA(s/T)ds} di
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Desde #9/T = sg, posemos u =t/T e v =s/T. Entdo, utilizando a periodici-
dade das fungdes o(s) e B(s), obtemos

+oo So+u
I= T B(so+u) exp {T/ A(v) dv} du
50

:Tn): / B(so+u) exp{ /Y.SOHA(V)dv} du

J 50

so+u+n
:TZ/ﬁs0+u exp{ T/ dv}du
s0+u
_TZexp [nT(B /Bso—i-u exp{ T/ ]

Assim

so+u
J= lfexp[ = /ﬁso+u exp{ /0 A(v)dv]du. (18.5)

18.1.2 Limite T — 0

Com a expansio limitada exp(x) = 1 +x + x?/2 + o(x*) quando x — 0 no
fator antes do integral e mais simplesmente exp(x) = 1 4+ x+ o(x) no integral,
obtemos

J< 15 +T+o( )) (BT[/Olﬁ(so+u)/5:0+u1\(v)dvdu] +o(T)>.

Note-se que um termo € facilmente integrado:

/Olﬁ(so+u)/s:o+uﬁ(v)dvdu ! [(/S:“"ﬁ(v)dv)z] &

0
Deduzimos
_ B BT BT
"TaB T2 T2
T 1 so+u
"&b B(S0+u)/so a(v)dvdu+o(T).

Desde I1(so) = 1/(1417J), encontramos a férmula da proposigdo 18.1.
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18.1.3 Limite T — 4

Tomemos a férmula (18.5). O integral € da forma

1
/ G(u)e TF gy
0

com o
G(u) = B(so+u), Flu)— / A(v)dv.

S0

Podemos aplicar o método de Laplace desde T — +oo. Temos
F(u) =A(so+u), F'(u)=AN(so+u).

Caso altamente super-critico

Primeiro, assumir A(s) > 0 para todo s € [0; 1]. Entdo F'(u) > 0 para todo
u € [0; 1], F(u) tem o seu minimo em u = 0 e € F(0) = 0. Além disso, F(u) =
dou+ ¢ u* +o(u?) quando u — 0 com @y = A(sp) e ¢ = A'(s9)/2. Além
disso, G(u) = Wy + w1 u+o0(u) quando u — 0 com Wy = B(so) e w1 = B'(s0).
De acordo com um teorema de Erdélyi [55, p. 85],

1
~TF(u) gy, _ o-TFO) (€0, €1 (1
/0 Gu)e TF0) gy = ¢ (T +T2+0<T2>> (18.6)

co=Wo/¢o, c1= (o1 —201%%)/%;-

Assim, como exp[T(f3 — @)] é exponencialmente pequeno, a férmula (18.5)

A
) Bs) , a(s0)B(s0) — @ (30)Bs0)
A(so) T[A(s0)]?

Juntamente com I(sp) = 1/(1+7), derivamos a férmula (18.3).

com

J= +o(1/7).

Caso fracamente super-critico

Agora assumam que existem sy e sy taisque 0 < sy <sp < 1le

A(s) < 0 para todo s € |5y ;52],
A(s) > 0 para todo s € |0;51[U]s2; 1[.

Como

/OIA(s)ds:éc—B>O,
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temos .
52
/ A(s)ds>0 ou / A(s)ds > 0. (18.7)
0 52

Se mudarmos o tempo por uma traducdo, suponhamos que a primeira desi-
gualdade é verdadeira.
Depois hd um tnico s* € [0;s1] tal que

/sjz Alu)du=

De facto, note-se /(s) a fungéo definida no intervalo [0;s;] por

= /;2 A(u)du

Depois 7' (s) = —A(s) < 0 para s € [0;s1[. Além disso, h(0) > 0 desde a
primeira desigualdade (18.7) e A(s;) < 0. Portanto, existe um dnico s* €
]0;s1[ tal que A(s*) = 0.

Consideremos primeiro o caso em que 0 < so < s1. A funcdo F(u) estd
a aumentar para u € [0;s] — so], a diminuir para u € [s; —s9;52 — So] € a
aumentar novamente para u € [sy — so; 1]. A fungdo F(u) tem, portanto, um
minimo local em s, — s9. Recorde-se que F(0) = 0.

Se sp € ]0;5*[, entdo F(s2 —so) > 0. Portanto u = 0 continua a ser o
minimo global da fun¢do F(u) no intervalo [0;1]. A expansdo assimptGtica
(18.6) permanece vdlida, assim como a férmula (18.3).

Se por outro lado sg € ]s*;s1[, entdo F(s2 —s¢) < 0. O minimo global da
fungdo F(u) no intervalo [0; 1] estd em u = s — s,

F(s2—50) =0, F'(s2—50)=A(s2)

/] G(u)e T gy ~ Blso)vm o~ TF(s2-50)
0 2TA/(S2)

quando T — oo, segundo o método de Laplace [56]. Assim

T 5(520/1/ e ( / Alu )

eI(so) =1/(147J) ~ 1/J quando T — oo, que dd a férmula (18.4).
Consideremos agora o caso em que s; < so < s2. A fungéo F(u) estd a
diminuir no intervalo [0;s2 — so] e depois a aumentar no intervalo [s — so; 1].
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O seu minimo no intervalo [0; 1] é portanto atingido em u = s — sp, COMO NO
caso anterior. A formula (18.4) ainda ¢é valida.

Consideremos finalmente o caso em que 57 < so < 1. A fun¢do F(u) estd a
aumentar no intervalo [0; 1 +s1 — s¢], a diminuir no intervalo [1 457 —so; 1 +
s3 — So] e a aumentar no intervalo [1 4+ s, — so;1]. Por conseguinte, tem um
minimo localem 1 +sy —sp €

1+s2
F(l+sz—so)>/ A(s)ds >0
1

de acordo com a primeira desigualdade (18.7). O seu minimo global no inter-
valo [0; 1] é portanto atingido em u = 0. A férmula (18.3) aplica-se.
18.1.4 Exemplo

Vamos levar
B(s)=B >0, a(s)=a[l +kcos(27s)|

com @ > Be0<k<1.0caso fortemente supercritico corresponde a &(1 —
k) > B. Se em vez disso @(1 —k) < B3, entdo s; < 57 sdo as duas solu¢des no
intervalo [0; 1] da equagéo

cos(2ms) = —(1— B /&) /k,
nomeadamente

_ arccos(—(1—B/a)/k)

1= 2%

€10;1/2[, sp=1—s;.

O limiar s* é a solugdo no intervalo [0;s; [ da equagdo

sen(27msy) — sen(27s™)

=0.
2r

(@—PB)(s2—s*)+ ak

A férmula na proposi¢do 18.1 da

o= (1B (1 BT cntom o)

(04

quando T — 0. Se &(1 —k) > B ouse &(1 —k) < B e so & [s*;52], entdo a
féormula (18.3) da

B ><1 27 & B k sen(27sp)

a(so) = +0(1/T)>

I(so) = (1 - * Ta(so)[ex(so) — B2
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quando T — +oo. Se @(1 —k) < B e 5o € |s*;52[, a férmula (18.4) d4

24/ —aksen(2msy)
BT

quando T — +eo, 0u A = & — B.

Considerar em particular B = 1, & = 3 e k = 0,5. Entdo &(1 —k) > .
A figura 18.1 mostra os resultados para dois valores do periodo: T =10,5 e
T = 50. A probabilidade de ndo-extingéo I(sp), dada pela férmula (18.1), é
estimada pela integragdo numérica com o software Scilab. Pode-se ver que a
férmula aproximada da proposi¢do 18.1 e a férmula aproximada (18.3) ddo
melhores aproximagdes de I1(sg) do que os termos de ordem 0. No entanto,
€ de notar que para T — 4o, a aproximacdo (18.3) se afasta um pouco de
I(s0) na proximidade do seu minimo.

sen(2msg) —sen(27sy)
2n

I(sg) ~ exp |TA(so —s2) + akT

Figura 18.1: Dois exemplos. Para T = 0,5, a probabilidade de ndo-extingéo I(sp)
dada pela férmula (18.1) [linha sdlida], a férmula aproximada da proposicdo 18.1
[linha pontilhada com linhas curtas] e o prazo de encomenda 0, 1 — 3/ [linha pon-
tilhada com linhas longas]. Para T = 50, a probabilidade de ndo-extin¢do I1(sg) dada
pela férmula (18.1) [linha sélida], a férmula aproximada (18.3) [linha pontilhada com
linhas curtas] e a ordem 0 prazo, 1 — B(so)/c(so) [linha pontilhada com linhas lon-
gas].

Tomemos agoraB =1,0=3,k=0,75¢ T =100. Entdo &(1 —k) < ﬁ_,
s* 0,347, s; ~ 0,424 e 55 = 0,576. As varias férmulas aproximadas sdo
mostradas na figura 18.2. A probabilidade de ndo-extin¢do tende a um limite
descontinuo, dado pelas curvas tracejadas com linhas longas por s < s* e
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s > 57, e que € 0 no intervalo |s*;s,[. H4 um pequeno problema em ligar as
aproximacdes a sop = s, 0 que sugere que se olhe mais de perto para o que
estd a acontecer neste ponto.

0 02 04 06 08 1

Figura 18.2: Como o caso T = 50 na figura 18.1 mas com T =100 e k =0.75. A
formula aproximada (18.4) por s* < s < s, estd pontilhada com linhas curtas.

Como no caso em que 53 < 5o < 1, vemos no caso especial em que so = 52
a fungdo F(u) tem o seu minimo global em [0; 1] em u = 0. Mas desta vez,
F'(0) = A(s2) = 0. De acordo com o método de Laplace [56],

W) gy B(s2)VET

1
J~T / G(u)e ™F
0 ZA/(SQ)

para que I1(sy) = 1/(1+17J) ~ 1/J quando T — +oo. A férmula (18.4) per-
manece vdlida quando so = s2. A decadéncia exponencial para 0 quando
50 € ]s*;52[ é substituida por uma decadéncia em 1/+/T no ponto s5.

18.1.5 Ligacao com os «canard»

A férmula (18.1) para a probabilidade de ndo-extingdo 7(f)) no momento
to € de facto obtida da seguinte forma: se #; > #p, a probabilidade de que
o processo partindo de um individuo infetado no momento #y se extinga no
momento #; éigual a z(t; —#p) comz(0) =0e

dz

e [b(t1 —t) —a(t; —1)z(6)](1 —z(¢)) (18.8)
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no intervalo ¢ € [0;¢; — 1] (proposi¢do 17.9 modulo uma mudanga de varié-
vel). E porque esta equagio de Riccati é explicitamente solvivel que obtemos
a formula (18.1) para a probabilidade de nao-extin¢ao

7'5(1‘0) =1 —tlgrﬂwz(l‘l —l‘o).

Tomemos por exemplo t; = #p +nT com n um ndmero inteiro positivo. A
equagdo (18.8) € entdo escrita

Sejam s =1 /T e z(t) = x(s). Temos

X T[B(s0+n—s) — x(so - s)x(5)] (1 —x(s)

sobre o intervalo s € [0;n]. Isto pode ser escrito como um sistema auténomo
lento e rapido:

 —T[B(s0-+ 1) — s+ —y)x(s)] (1~ x(5))
dy_y
ds

para s € [0;n], com x(0) = 0 e y(0) = 0. Finalmente,

II(so) = w(tp) =1— lim x(n).

(s0) = 2(1g) = 1 — Tim_x(n)
Agora, quando T — 4o, vemos neste sistema lento-rdpido que x(n) — 1 ou
x(n) = B(so)/0(so). O facto de x(n) permanecer no ramo a priori instdvel
1 para s* < 59 < s1 € portanto o mesmo fenémeno que o chamado «canard»

(«pato» em portugués) no estudo dos sistemas lentos-rdpidos. Recordar a
defini¢do [45, p. 182] :

«Num campo de R?, podem existir trajetérias que se mantém
infinitamente préximas da curva lenta durante um tempo signifi-
cativo (ndo infinitamente pequeno) ao longo de um arco atrativo,
seguido de um tempo significativo passado ao longo de um arco
repulsivo. Tal trajetéria é chamada [...] um canard.»

A relacdo (18.2) que liga s* a s, € a «relagdo entrada-saida» correspondente
[13].
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18.2 Varios tipos de individuos infetados

A estimativa da probabilidade de extin¢gdo de uma populacdo é uma questdao
de biologia e epidemiologia da conservacdo. Neste ultimo caso, populacio
significa populagdo infetada. Um modelo matematico cldssico para estudar
este tipo de problema € o dos processos lineares de nascimento e morte com
um ou mais tipos de individuos [37, 49]. Em muitas situagdes, contudo, a
sazonalidade do ambiente deve ser tida em conta, o que leva ao estudo de
tais processos quando os coeficientes sdo funcdes periddicas do tempo (ca-
pitulo 17). Algumas populagdes ou epidemias t€m coeficientes cuja escala
temporal ¢ relativamente curta em comparagdo com a sazonalidade anual;
leva-se portanto a considerar o limite onde o periodo dos coeficientes é muito
grande. Quando os parametros sdo subcriticos durante parte do periodo (di-
gamos a estacao desfavordvel), a probabilidade de extin¢cdo em func¢do da es-
tacdo em que o processo comega tende para um limite descontinuo. O ponto
de descontinuidade ¢ antes do inicio da estagdo desfavoravel.

Na sec¢do anterior, apenas foi estudado o caso de um tipo de individuo.
Observou-se que a descontinuidade na probabilidade de extingdo esta relaci-
onada com a presenga num sistema dinamico lento e rapido de um «canard»,
ou seja, uma trajetéria que segue um arco atrativo durante um certo tempo
antes de seguir um arco repulsivo. Um exemplo com dois tipos de individuos
inspirados por um modelo de transmissdo de doencas transmitidas por vetores
¢ discutido abaixo. O ponto de descontinuidade da probabilidade de extin¢do
¢é determinado com precisao.

Na sec¢do 18.2.1, € apresentado o modelo populacional de processos line-
ares de nascimento e morte com coeficientes periddicos e varios tipos de indi-
viduos. Explica-se que a probabilidade de extin¢do estd relacionada com um
sistema de equagdes diferenciais comuns. Quando o periodo tende ao infinito,
uma mudanga de varidvel transforma este sistema num sistema lento-rapido
com um periodo fixo.

Na secgdo 18.2.2, € apresentado um exemplo com dois tipos de indivi-
duos. As simulagdes numéricas sugerem que a probabilidade de extin¢do
tende a um limite descontinuo e que o ponto de descontinuidade é determi-
nado por uma condi¢do que envolve o integral do valor préprio dominante de
uma determinada matriz. Para uma demonstracao com as ferramentas de ana-
lise ndo padronizada de que € de facto esta condigdo que determina o ponto de
descontinuidade, referimo-nos a [9]. Na seccdo 18.2.3, é apresentado outro
exemplo, desta vez com quatro tipos de individuos. Uma simulagdo numérica
sugere que uma condi¢do do mesmo tipo ainda determina o ponto de descon-
tinuidade. Ainda ndo hd demonstragdo num quadro geral quando o nimero
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de tipos de individuos € estritamente superior a dois.

18.2.1 Modelo

Considerar um processo linear de nascimento e morte com tipos m (m > 1)
num ambiente periddico. Que T > 0 seja o periodo do ambiente. Damos trés
fungdes matriciais A(¢), B(¢) e C(r) de ordem m e periodo T com os seguintes
pressupostos:

* para todo i e todo j, A; j(t) > O representa a taxa a que individuos de
tipo j geram novos individuos de tipo i;

* matriz B(r) é diagonal e B; ;(f) > 0 é a taxa a que os individuos do tipo
Jj deixam de estar infetados;

e paratodoi# j, C; j(t) <0e —C; j(r) é ataxa a que individuos de tipo j
se transformam em individuos de tipo i;

e para todo j,
Cjj(t) ==Y Ci (1);
i#]
* se D(r) =B(r) + C(r) e se Z(z) for a solugdo do sistema

dz
i —D(t)Z(r)

com condi¢@o inicial Z(0) = .#, onde .# é a matriz de identidade, de-
pois p(Z(T)) < 1,

* amatriz M(r) = A(¢) — D(¢) é irredutivel para todo .

Mais precisamente (ver capitulo 17), se p(¢,ny,...,ny,) é a probabilidade
de ter n; individuos do tipo i para todo 1 < i < m no momento ¢ (0s n; sdo
nimeros inteiros) e se g(z,xy,...,x) é a fungdo geradora correspondente,
entdo

dg

d
(Tf +§'[A;./(t)x/' DO a7 =0

Suponha que no momento inicial #y existem n? > 0 individuos infetados
do tipo i (os n? sdo inteiros) para todo 1 < i < m com

n?}l.

on

i=1
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Podemos assumir 0 < 79 < T. Vimos em 17 que a probabilidade o(1p,#;) de a
populacido infetada estar extinta no momento #; > fy, ou seja, de ndo restarem
individuos dos diferentes tipos, € dada por

0 0
o(to,11) = [z1 (11 —10)]"1 -+ [z2m (01 — 20)]"™",
onde z(r) = (z;(1))1<i<k € a solugdo do sistema diferencial

dz;

— (O =YDt =)= Aji( =)z (t)][1 = (1))

no intervalo 0 < ¢ < 7] — fy com a condigdo inicial z;(0) = 0 para todo i (pro-
posicdo 17.9 modulo uma mudanga de varidvel).

A expectativa I(t) = (I; (¢),...,1,(t)) do nimero de individuos de dife-
rentes tipos no momento ¢ verifica

dl
— =M(z)I(z

= MI0)
e L(to) = n? para todo k (proposi¢do 17.8). Que ®(¢) seja a solugdo do sis-

tema
dd

dt
com a condi¢@o inicial ®(0) = .#. Quando p(P(T)) < 1, a probabilidade de
extingéo @(fo,#;) tende para 1 quando #; — +oo. Quando p(P(T)) > 1, esta
probabilidade tende a um limite estritamente inferior a 1, mas que depende
de 79 de uma forma peri6dica (proposigdo 17.10).
Considerar as funcdes periddicas A(s), B(s) e C(s) do perfodo 1 de tal
forma que

=M(t)D(¢)

s=1/T, A(t)=A(s), B(t)=B(s), C(r)=C(s).

Suponha-se novamente que so = fp/T € fixo. Da mesma forma, assumir #; =
to +nT, onde n > 1 é um ndmero inteiro fixo. O objetivo é estudar, para
1 <i<m,o limite

Qi(s0) = lim zi(t —to) =_lim zi(nT)

T—+oo

em fungdo de sg, com 0 < 5o < 1. O niimero Q;(so) é também o limite quando
T — o0 de ®(1p,11), a probabilidade de extingdo apds n perfodos em que se
parte de um tnico individuo infetado do tipo i na estagdo sy = #p/T. Note-se
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que o foco aqui € a probabilidade de extin¢do e ndo, como na sec¢do 18.1, no
seu complemento, a probabilidade de ndo-extin¢do. Seja

e=1/T, D(s)=B(s)+C(s), M(s)=A(s)—D(s), x(s)=z(r).

Entao

‘Zz (s) = ;[1 5] [Brilsotn—3) Azl tn—s)x(s)] (189
no intervalo 0 < s < n com x;(0) = 0 para todo i. Além disso, z nT) x(n).
Recordar de passagem que 0 < x;(s) < 1 para todo i e todo 0 < s < n (ver
capitulo 17).

Quando T — 40, isto €, quando € — 0, o sistema (18.9) pode ser escrito
como um sistema auténomo lento-rdpido com m varidveis rapidas x;(s) (1 <
i < m) e uma varidvel lenta x,,11(s) = s tal que dx,,11 /ds = 1.

A matriz Jacobiana do lado direito do sistema (18.9), para a solug@o esta-
ciondria trivial x; = 1 para todo i, é "M(so +n —s), onde 'M(-) denota a matriz
de transposicdo da matriz M(-).

A matriz l\A/[(s) ¢ irredutivel e os seus coeficientes fora da diagonal sdo
tgdos nﬁo—negatAivos. Portanto, existe uma constante ¢ tal que as matrizes
M(s) +c.# e "M(s) + c.# sdo ndo-negativas. De acordo com o teorema de
Perron-Frobenius, estas matrizes t€m um raio espectral que € um valor proprio
real comum. Registemo-lo A(s) + c. E estritamente maior do que o médulo
de todos os outros valores préprios e, portanto, também a sua parte real. As
matrizes M(s) e 'M(s) tém, portanto, também um valor préprio real comum
A(s), que € estritamente superior a parte real de todos os seus outros valores
proprios.

18.2.2 Exemplo

Vamos levar

Ao=(9 %) Bo=(5 §) co-o

com o(s) >0, >0,y>0ed >0;afuncdo a(s) é periddica com periodo 1
e continua. Este modelo estocdstico € inspirado no modelo deterministico
linearizado para uma doenga vetorial na seccio 9.4.1:

g:< —YB O‘(j/ST) >I:l\7[(t/T)I. (18.10)
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Os vetores infetados sdo do tipo 1; as pessoas infetadas sdo do tipo 2. O pa-
rametro a(s) € a taxa a que as pessoas infetadas transmitem a sua infe¢do aos
vetores quando picadas; esta taxa € periddica porque a populagdo de vetores
suscetiveis é periddica. O pardmetro § € a taxa a que oS vetores morrem.
O parimetro ¥ é a taxa a que os vetores picam. O pardmetro d € a taxa de
recuperagdo das pessoas infetadas. O sistema (18.9) é entdo escrito

6%(5):ﬁ“*"1(”]*Yxl(S)U*@(S)L (18.11)
8%(@ =06l —xa(s)] —a(so+n—s)[1 —x1(s)]x2(s). (18.12)

Note-se que os segundos membros cancelam em dois casos: ou x| (s) =1 ¢
x(s)=1,ou

1+ a‘# +2
_ _ (so+n—s) YR Y
x1(s) =x7(s) = 1_’_% e x(s)=x(s)= 1+a(S0gn_s) . (18.13)

Os dois valores préprios da matriz M(s) séo reais:

_ —(B+8) £/ (B+8)*+4[a(s)y—BF]
As(s) = > :

O valor préprio dominante é A(s) = A, (s). Note-se que A_(s) < 0 para
todo s.

Assumir que existe uma estacdo desfavordvel para a transmissdo da epi-
demia, ou seja, hd 51 e 5o com 0 < 51 < s> < 1 tal que

aésgy <1 ouseja A(s)<0 se s€E]si;sl, (18.14)
aésgy >1 ouseja A(s)>0 se s€]0:s[Ulsa;1]. (18.15)
Assumir ainda que
1
/ A(s)ds > 0. (18.16)
0
Como exemplo, consideremos a(s) = &(1+kcos(27s)) com & > 0, |k| <
le
o(l—k)y a(l+k)y
55 <l< 55



Capitulo 18 287

Esta dltima condi¢do garante que hd uma estac¢do desfavoravel. Mais especifi-

camente, vamos escolher & =3,k =0,75, B =2, y=1¢e § = 1. Estes valores
ndo sdo muito realistas, mas realcam o fendmeno. Temos entdo s; ~ 0,323

e s =~ 0,677. Podemos verificar numericamente que a condicao (18.16) é

verificada. Tomemos T = 1000, n = 3 e sg = 0,25.
A figura 18.3 mostra a solucdo do sistema (18.11)-(18.12) com a con-

dicdo inicial x1(0) = x2(0) = 0. De um ponto de vista numérico, utiliz4-
mos o software Scilab e resolvemos o sistema verificado por log(1 —x;(s))
e log(1 —x(s)) antes de voltarmos as varidveis iniciais. As curvas lentas
também foram tracadas (18.13)). Note-se o seguinte:
* nas proximidades de s = 0, as curvas s@o quase verticais (ndo visiveis
na figura);
* as solugdes x| (s) e x2(s) tendem a tornar-se periddicas;
* x1(s) e x2(s) estdo entdo muito préximos de 1 ndo sé para valores de s,
tais como A(so+n —s) < 0, nomeadamente para s € |so+ 1 —s2;50 +
1 —s1[, mas também para s € |so+ 1 — 51550+ 1 —s*[ com 55 — 1 <
s* <51, onde A(sop+n—s) > 0 (hd um «canard»).

1.8 1
i Py
18 e ey 1o
1.4 1 T '
(L [

1.24 5
" n R4 ’ [} ¥ .

’

x BN

0.8 \
0.6 s

. )
04{ @
0.2

Figura 18.3: Em fung@o de s, as curvas x (s) e x(s) [linhas s6lidas], as curvas lentas
x7(s) e x3(s) [linhas tracejadas] e um pedago da fungdo s +— 14 [0 | A(so+n—

u) du [linhas mistas].

A figura 18.4 mostra como as probabilidades de extin¢do apds n perio-
dos, x1(n) e xp(n), variam com sy. As curvas derivadas das férmulas (18.13)
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também sdo tragadas

1+ 22 1+8
)= =5 e ) =~
B )

A figura 18.4 sugere que x;(n) e x3(n) tendem, quando T — +eo, a limites
que sdo 1 no intervalo so € |s*;s2[; além disso, os limites sdo descontinuos no
ponto sp = s*. O problema ¢ determinar s*.

0.8 1

0.6 1

0.4 : 50 .

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 18.4: Em fungio de s, as probabilidades de extingéio apds n periodos x| (n) e
x(n) [linhas sélidas], as férmulas para x}(n) e x5(n) [linha pontilhada], e um pedago
da fung@o so — 1+ [ A(s) ds [linha mista].

Pode ser demonstrado com as ferramentas de andlise ndo-padrio (ver [9]
para detalhes) que as solugdes x;(s) e x2(s) na figura 18.3, que estdo muito
proximas de 1 para

def
péso+1—sz<s<so+1—s1,

desviar-se abruptamente da vizinhanca de 1 para
def
s=qg=so+1—s5" >s0+1—s

de tal forma que
q
/ A(so+n—s)ds=0.
P
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Por outras palavras, estas solugdes desviam-se da vizinhancade 1 em s = g =
5o+ 1—s* de tal forma que

52
/ A(s)ds = 0.
S*
E esta equacio que determina de forma tinica s*. De facto, se posarmos

h(s) = / Al du,

entdo temos A(s1) < 0 por causa da condigdo (18.14), #'(s) = —A(s) < 0 por
s € |sp — 1;s1[ por causa da condicdo (18.15) e

h(sa—1) = /2: Als)ds = /OIA(s)ds >0

por causa da condic@o (18.16). Existe, portanto, um dnico s* € |s, — 1 ;51| tal
que A(s*) = 0. No exemplo, encontramos numericamente s* 2= 0,079.

Observagdo 18.3. A condicdo (18.16) ndo estd relacionada com um possivel
cardcter supercritico do sistema (18.10) [multiplicador de Floquet dominante
superior a 1]. De facto, se tomarmos por exemplo ¢ = 0,7 em vez de ¢ =
1, verificamos numericamente que o multiplicador de Floquet dominante é
p(®(T)) ~ 1,025 > 1 enquanto que [y A(s)ds =~ —0,016 < 0.

18.2.3 Generalizaciao

Este estudo estende-se provavelmente a problemas com mais de duas equa-
¢oes rapidas e uma lenta. Consideremos, por exemplo, o sistema linearizado
com quatro equagdes rapidas em § 9.4.2

—(y+u) 0 0 w(/T)

dl Y -u 0 0 e
i 0 B -5 0 I=M(/T) 1,
0 0 4 —a

onde ¢ >0,8>0,7y>0,8>0,u>0e y(-) >0 éuma fungio periddica
do periodo 1. Este é também um modelo para a transmissdo de uma do-
enga transmitida por vetores; os dois primeiros componentes representam os
vetores infetados na fase latente e infeciosa, enquanto os dois tltimos compo-
nentes representam as pessoas infetadas na fase latente e infeciosa. O sistema
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(18.9) com € = 1/T toma a forma

dx1

e ()= v+l —x(s)] = vl —xls)],

2 (5) = ull —xa(s)] - Bra(s)]1 — ()]
5%(5) = O[1 —x3(s)] — O[1 — xa(s)],
8%@) = o[l —x4(s)] — w(so+n—s)[1—x1(s)|xa(s).

A conjetura € que a funcdo input-output ainda € dada pela férmula
52
/ A(s)ds =0, (18.17)
S*

onde A(s) é o valor préprio real dominante da matriz M(s), conforme ve-
rificado num exemplo numérico (fig. 18.5). Os valores dos pardmetros sio
a=1,B=1,y=1,6=1,u=1, y(s) =3 x(140,75cos(2ns)),n=3¢
T =2000. A equagio caracteristica para os valores préprios A da matriz M(s)

z

c
A+y+)A+u)(A+8)(A+a)=Bydy(s).

Deduzimos que A(s) < 0 se e s6 se

Brw(s) <1
ap(y+u)

que ocorre numericamente para s; < s < sp com s1 ~ 0,323 e s =~ 0,677,
como no exemplo numérico da seccdo 18.2.2 (mera coincidéncia). Com a
férmula (18.17) encontramos s* ~ 0,047, que parece corresponder bem ao
salto brusco da probabilidade de extingdo na figura 18.5.

b

18.2.4 Conclusao

Um ponto importante a lembrar é que os resultados sobre o comportamento
do sistema envolvem integrais de um valor préprio ao longo de intervalos. Em
particular, o valor deste valor préprio num determinado momento nao informa
diretamente sobre o comportamento do sistema. E bem conhecido na teoria
de Floquet que um sistema periédico s6 pode ter valores proprios negativos
em cada instante e ainda assim ser instavel. Este é o caso, por exemplo, do
sistema periddico do periodo 1

ar

— =M(1)1
dt ()7
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Figura 18.5: Em fung@o de s, as probabilidades de extin¢do apés n periodos xj(n),
x(n) assim como x3(n) e x4(n) que sdo indistinguiveis [linhas sélidas], as curvas
lentas [tracejadas] e um pedago da funcdo sy — 1+ fo’ A(s)ds [linha mista].

com

M(t):M1:<_3] 1_/22), n<t<n+1/2,n=0,1,2...,

M(t):M2:< ;/12 _32 ) n+1/2<t<n+1,n=01.2...

Os valores proprios %ﬁ destas matrizes sdo ambos negativos. Mas pode-
mos verificar numericamente que o raio espectral da matriz de monodromia
®(1) verifica

p(@(1) =p (eMz/zeMl/z) ~ 126> 1,

o que significa que a solu¢do nula € instavel.

Durante a epidemia de coronavirus de 2020, contudo, ouvimos regular-
mente anuncios sobre uma «reprodutividade» didria ou semanal, que é apenas
uma apresentagao ligeiramente diferente do valor préprio instantaneo.
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Modelo estocastico S-I-S num ambiente periédico

No modelo estocdstico S-1-S com uma taxa de contacto efetiva a,
uma taxa de cura b < a e um tamanho populacional N, a ex-
pectativa T do tempo que leva uma epidemia a morrer é tal que
(log7)/N converge para c =b/a— 1 —log(b/a) quando N tende
para o infinito. Se a taxa de contacto efetiva a(t) é uma fun-
¢do periddica cuja média é superior a b, entdo (logt)/N con-
verge para um novo limite que estd relacionado com uma equa-
cdo de Hamilton-Jacobi periodica no tempo. Quando a funcdo
a(t) é sinusoidal com uma pequena amplitude, com uma grande
frequéncia ou com uma frequéncia muito pequena, é possivel ob-
ter formulas aproximadas para este limite analiticamente. Estes
resultados sdo ilustrados por simulagées numéricas.

19.1 Modelo

O modelo estocastico S-I-S com coeficientes constantes foi estudado na sec-
¢d0 5.2. Com o método BKW, vimos como surgiu a liga¢gdo com um sistema
Hamiltoniano e como o limite quando N — 4o do tempo médio de extingdo
foi ligado a uma 6rbita heteroclinica deste sistema. Um ambiente temporal
periddico influencia esta 6rbita heteroclinica. Neste capitulo, serd calculada a
corre¢do do tempo médio de extingdo devido a uma perturbacio periddica de
pequena amplitude, baixa frequéncia ou alta frequéncia.

Consideramos o modelo de epidemia S-I-S com uma taxa de contacto
efetiva a(t) que é uma fungio T-periddica e cuja média € estritamente superior
a b (fig. 19.1). Este modelo pode representar, por exemplo, a propagacdo de
uma infe¢do bacteriana que ndo confere imunidade numa escola com uma
periodicidade semanal devido a fins de semana ou uma periodicidade anual
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devido a feriados e sazonalidade. Este é, naturalmente, apenas um primeiro
passo para modelos mais realistas.

Figura 19.1: Uma simulaciio do modelo estocdstico quando a taxa de contacto € pe-
riédica e a solu¢do do modelo deterministico associado (19.4).

Na seccdo 19.2, os cdlculos informais sugerem que o tempo médio de
extin¢do 7, comecando com uma pessoa infetada no momento 0, € tal que

logt k.t . s
N Njwcforgnt%s (¢,0 )forgntlélTOgng (2,x). (19.1)

A fung¢do S*(#,x) é uma solugdo T-periédica da equagdo de Hamilton-Jacobi

25 25
(9[+H(t,x,ax) 0 (192)

para 0 < x < 1 com a condic@o de borda mista

as
S(¢,0) =0, E(t’ 1) = +oo.

O Hamiltoniano é

H(t,x,p) =a(t)x(1—x) (e’ — 1)+ bx(e™? —1)
=x(1—eP)a(t) (1l —x)e” —b]. (19.3)
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Quando
a(t) = ao[l +ecos(Qx)]

com Q =27/T, ap > b e |e| < 1, podemos posar
co=>b/ay—1—1log(b/ay).

A seccdo 19.2 mostra que

nQ|e|

Cro——= 3o
ap senh (aﬁ—b)

quando ¢ estd perto de 0,
C=cy— |8‘(1 —b/ao)
quando Q < ap e

((l() - b)2 &2

C%Co— 1292

(1 +2b / ao)

no limite de alta frequéncia € >> ag. Pode-se conjeturar que C é sempre in-
ferior a cp: varia¢Oes sazonais tenderiam a favorecer a extin¢do de doengas
infeciosas. Mais precisamente, um ambiente periddico leva a uma diminui-
¢do exponencial do tempo médio de extingdo. A seccdo 19.3 ilustra estes
resultados com simulacdes numéricas. A sec¢do 19.4 acrescenta algumas ob-
servagoes.

19.2 Calculos analiticos

19.2.1 Equacao diferencial parcial Hamilton-Jacobi

Equacio principal e teoria do Floquet. Suponha que a(f) é uma fungio
positiva continua T-periédica com

Esta é uma condi¢@o necessdria e suficiente para a solu¢do da equacdo do
campo médio
dl

5 =a)1(1=1/N) - bl (19.4)
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converge para uma fungdo periddica e positiva (fig. 19.1). Caso contrdrio, a
solugdo converge para zero.
Seja P, () a probabilidade de I(r) = n. A equagéo mestre,

dP,
dt” =a(t)(n—1)[l — (n—1)/N]P,_,
—[a(t)n(1 —n/N)+bn]P,+b(n+1)P,4, (19.5)
é vélido para 0 < n < N se definirmos P_; =0 e Py4+1 = 0. Claro que sim,
N
Y Pu(r)=1
n=0

O sistema (19.5) também esta escrito

ap

— =M()P
dt ()7

onde P(z) é o vetor (P, (¢))o<n<N € M(?) é a matriz quadrada da ordem N + 1

0| b 0 0 - 0
0| —b—a(r)(1-%) 2b 0 0
M(@)=| 0 a(t)(1— %) —2b—2a(t)(1-%) 3b 0
0 0 0 0 —bN

Esta matriz tem a estrutura de blocos

w-(3teir)

onde Q(z) é uma matriz quadrada de ordem N. Que X(7) e Y(¢) sejam as
matrizes de solugdo dos sistemas

dX dyY
TEMOX, X(0)= A, So=Q0)Y, Y(0)= s,

onde ¥\ é a matriz identitdria da ordem N. Os multiplicadores de Floquet
de M(¢), ou seja, os valores préprios da matriz X(T), formam um conjunto
que ¢ a unido de {p = 1} e o conjunto de multiplicadores de Floquet da
matriz Q(z). A matriz Q(¢) é cooperativa: os coeficientes fora da diagonal sdo
ndo-negativos. Esta matriz é também irredutivel uma vez que os elementos
logo acima e abaixo da diagonal sdo todos positivos. Por proposi¢do 2.8,
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todos os elementos da matriz Y(¢) séo positivos para todo r > 0. Pelo teorema
de Perron-Frobenius, o raio espectral y; da matriz Y(T) é um valor préprio
positivo e o subespago préprio associado € de dimensdo 1. Além disso, temos
(1, 1,...,1)Q(¢) = (—b, 0, 0, ...,0). Assim paratodoie jentre l e Ne
todot > 0,

d ¢ Ny X
EiZIYi,j(l‘)*igi dr *;IE]Qi,k(t)YkJ(I)
N [N
=L [ZQ ()] Ye(t) =—=bY1;(r) <0.
k=1 |i=1

A fungdo cuja derivada calculdmos é, portanto, estritamente decrescente. Te-
mos

= p(Y(T)) <|[Y(T)|1 = maXZIYu )= maXZYu

<m2_1XZY,',j =1.
o

Por conseguinte A; = (logy;)/T < 0. O vetor (1,0,0,...,0) é um estado
estaciondrio para o qual P(¢) converge quando r — +co. O objetivo é estimar
a proximidade entre A; e 0 quando N — oo,

Seja v um vetor préprio da matriz X(T) associado ao valor préprio uj =
eMT. Podemos escolher v para que v, > 0 para todo 1 < n < N. Assim, temos
X(T)v = eMTv. Vamos colocar 7(1) = e %X (r)v. Entio

dn

Z(t) =—-Mn(t) +M(t)m(z).
Além disso, m(T) = e MTX(T)v
periédica. Vamos colocar (1) =

=v = 7(0). Portanto, a funcdo () é T-
(m,(1))o<n<n- Depois

)Vlﬂ:n +

=a(t)(n—1)1—(n—1)/N)m,_;
—la(t)n(1 =n/N)+bn|m, +b(n+1)Tyy 1 . (19.6)

dt

Somando estas equacdes, obtemos

af1 Z ﬂn + Z n'n = 7
portanto

N N
Y m(t)=e M"Y m,(0)
n=0 n=0
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Mas o primeiro membro € uma fungio T-periddica. Isto sé é possivel se o
segundo membro for identicamente zero. Por isso

N N
Y m(t)=0 e m()=-Y m().
n=0 n=1
Mas a equagdo (19.6) com n = 0 também mostra que

d
Mmo(t) + 2 — by (1),
dt
Integrando durante um periodo e utilizando a periodicidade de 7y (¢), obtemos

T T
A :bfo m (1) dt - Jo m(r)dt (19.7)

o mo(tyde XN Jo malt)de”

Solucao BKW e equacao de Hamilton-Jacobi. Quando N é grande, va-
mos tentar uma solu¢io BKW da forma

7'Cn(t) ~ efNS(t,x)
para 1 <n <N, onde x =n/N e S(z,x) é uma fungdo continua de ¢ e x para
0 <x < 1, que é T-periédica em relagdo a ¢. Entdo

dm, as _NS
— &~ -N—(¢ (t:%)
dt at ( 7‘x)e I

T (1) 7 e NS00 2 exp (Nsm - ff(t,x)) ,
X

Tu—1(t) =~ exp (—NS(I,x) + gi(t,x)) )

Vamos colocar o(t,x) = a(t)x(1 —x) e B(x) = bx. A equagio (19.6) é entdo
escrita

dm, _

M,
170+ dt

Na(t,x—1/N)m,_1 —N[oe(t,x) + B (x)]m +NB (x+1/N)m, 11 .
Mantendo apenas os termos dominantes, podemos utilizar o(z,x — 1/N) =~
o(t,x) e B(x+1/N) = B(x) para obter

dar,
A, + P No(t,x)[my—1 — T0a] + NB (x) [T1 — 7] -
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Uma vez que se espera que o valor préprio A; seja exponencialmente pe-
queno, ele pode ser negligenciado no primeiro membro. Injetando a forma
BKW e dividindo por Ne NS(%) | obtemos a equacio de Hamilton-Jacobi

% +a(t)x(1 —x) {exp (i) - 1} +bx [exp (_?%Sc) — 1] =0 (19.8)

para 0 < x < 1. Isto é da forma (19.2) com um Hamiltoniano periédico no
tempo H(¢,x, p) dado pela férmula (19.3).

Condicdes nos bordos. Desde H(z,0,p) = 0, temos %(I,O) =0. Assim
S(¢,0) é uma constante Sy independente de . Uma vez que a equag@o (19.8)
envolve apenas derivados parciais de S(z,x), as suas solugdes sdo definidas
dentro de uma constante aditiva; recorde-se que o vetor préprio v de X(T) é
definido dentro de uma constante multiplicativa. Podemos, portanto, escolher
So = 0, daf a condicao Dirichlet:

S(1,0) = 0. (19.9)

Além disso, uma vez que 7,(¢t) = 0 para n > N e uma vez que a férmula
(5.10) num ambiente constante mostra que S(1) € finito enquanto %(1) =
~+o0, impomos a «restri¢do de estado»

as
Zo(t,1) =+ (19.10)

Propriedades do Hamiltoniano. O Hamiltoniano H(z,x, p) é convexo em
p, uma vez que

9°H -
W(l,x,p) =a(t)x(1—x)e’ +bxe ? > 0.
p

Além disso, H(z,x, p) — +o0 quando |p| — 4o desde que 0 < x < 1. Note-se
que H(z,x,0) = 0. A funcdo de Lagrange é

L(t,x,v) = max{pv —H(z,x,p)}.
P

Quando 0 < x < 1, temos L(¢,x,v) = p,v— H(z,x, px) com p, uma solucéo
Unica de

H
V= E(I,x,p*) =a(t)x(1 —x)e’* —bxe P=.
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Esta é uma equacdo polinomial de grau 2 em e”*. Isto da

L(t,x, V) = p*v—a([)x(l _x) (eﬁ* _ 1) — bx (efp* o 1)

v vZ+4a(t)x(1 —x)bx
=vlog ( * \/Za—ft?x((lt)(xl) )b > +a(t)x(1—x)+bx
vt /v +4da(t)x(1 —x)bx B 2a(t)x(1 —x)bx
2 v4 V2 +da(t)x(1—x)bx

Para x = 1, temos

L(¢,1,v) = +oo se v>0,
L(z,1,0) =0
L(t,1,v) = —vlog(—v/b) +v+b se v<O.

Para x = 0, temos L(¢,0,v) = o0 se v # 0 e L(¢,0,0) = 0. Para x préximo
de 0, note-se contudo que L(#,x,v) ~ —vlogx. Assim, para 7 > 0 pequenas
e para qualquer fungio & € €1([0,1];[0;1]) tais que &(8) = 0, temos

/(JGML(s,é(s),Zf) ds%—/:miilogé(s)ds:—/Oé(em)logédé,

que € finito.

Solucdes para a equacio de Hamilton-Jacobi. Para uma dada condicdo
inicial So(x), a fungdo

S(t,x) =inf{ /;L(s,é(s),é'(s))dsﬂLle:oSo(é(G));
0<0<t, Ec?([0,1]:]0:1]), 6 =00u&(0) =0, E() :x}

€ uma solucgdo de viscosidade de (19.8) com condicdes de borda mista (19.9)-
(19.10) tal que S(0,x) = Sp(x) [11]. Esta é a fungéo de valor de um problema
de tempo de saida em x = 0 com a «restricdo de estado» em x = 1. Uma
solugdo temporal periddica S*(z,x) de (19.8)-(19.10) € assim dada por um
ponto fixo do operador da evolugéo acima referida: S*(0,x) = S*(T,x).
Note-se, no entanto, que ndo existe uma singularidade. De facto, conside-
remos o caso especial em que a(t) = ag é constante. Neste caso, existem dois
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tipos de solucdes de viscosidade estaciondria S*(x): por um lado, existem
solucdes da forma

xlog(b/ap) +x+ (1—x)log(1—x)+y

com uma constante ¥y < 0, que diferem apenas através da constante 7, sendo a
solugdo com ¥ = 0 a dnica a verificar o estado da borda em x = 0 no sentido
classico; por outro lado, existem solugdes da forma

min{0,xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(1 —x) + v}

com uma constante ¥ tal que 0 < ¥ < ¢p. As ultimas solugdes sdo identica-
mente zero perto de x = 0 e por isso ndo ddo o valor certo para C.

Para a equacdo temporal periddica (19.8) com condi¢des de borda mista
(19.9)-(19.10), pode-se conjeturar que tem solugdes de viscosidade S*(z,x)
que sdo T-periddicas em relag@o a ¢, que ndo sdo identicamente zero perto
de x = 0, e que diferem apenas por uma constante (dando assim a mesma
C). E uma solugio que é escolhida como a solu¢gio BKW. Como sugerido
na figura 19.4 abaixo, a condi¢do da borda em x = 0 deve ser entendida no
sentido da viscosidade, uma vez que a fungdo S*(z,x) pode ndo ser continua
emx = 0.

Comportamento do valor préprio A; quando N é grande. Voltemos a
férmula (19.7). Temos

loal(h) _logb Loy ([ e[y [
N - N +N10g A m(t)dt Nlog r; A m,(t)de | .

Note-se que

e~ NS*(1,1/N) est*(t,o*)

~
~

(1) ~

para N grandes. Portanto

1 T
hl — min S*(z.0"
Nlog (/0 nl(t)dt) N7 T min S*(z,0M)

0<t<T

por causa da féormula de Laplace para a avaliagcdo assimptética dos integrais
[56]. Da mesma forma, como

T, (l) ~ efNS* (¢,n/N) ,

temos

1 o [T L
Nlog(Z/O ﬂn(t)dt> Nﬁw_orélt%oggls (¢,x)
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log(—

og(—A1) _c
N N—+oo

com a constante C dada pela féormula (19.1).

Tempo médio de extingdo. O tempo médio de extingdo 7,(¢) a partir de n
pessoas infetadas no tempo ¢ € uma solugio T-periddica do sistema
dr,
—1= d—tn +bnt,—1—la(t)n(1—n/N)+bn|t,+a(t)n(l —n/N) T,

(19.11)

para 1 <n <N, com 7(¢) = 0. Este sistema envolve a transposi¢do 'Q(¢)

da matriz Q(t). Sejam T(¢) = (7,(¢))1<n<n, Z(t) = (Tu(t))1<cnen € 1 =

(1,1,...,1). Entéo

dm dt
M+ —=Q(nw, —-1=—+'Q()7.
F+ =, Q)
Seja (-,-) o produto escalar habitual dos vetores reais. Depois

~ ~

4@ = (S0 + (7 90 = (QWET) ~ M {73~ (1)~ (7.'Q0)2)

Os termos envolvendo Q(¢) e 'Q(¢) cancelam. Integrando durante um periodo
e utilizando a periodicidade das fungdes 7(¢) e 7(¢), obtemos
T, ~
Jo (7, 1)

@R
Isto sugere que o tempo médio de extin¢do T, comegando por exemplo com
uma pessoa infetada no tempo 0, é da mesma ordem de magnitude que
—1 / 3,1 .
log(t
g(r) |
N No+oo

19.2.2 Orbita heteroclinica

Recordar que a equacdo Hamilton-Jacobi (19.2) pode ser resolvida pelo me-
nos localmente através da resolucao simultianea do sistema Hamiltoniano

dx OJH
dp _ oM (19.13)

dt ~  ox
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€ equacao
% :P(f)gll—yl(f,x(f)ap(f)) —H(t,x(t),p(t))

com as condi¢des iniciais

0=, p0)= 22 0.10),  2(0) =5(0.x)

para que z(¢) = S(t,x(t)). Neste caso,

oH

a—(t,x,p) =a(t)x(l—x)e’ —bxe ?, (19.14)
p

JH

ot p) =al) (1-20) (¢ = 1) +b (e 1),

Vamos primeiro procurar uma solucéo nao trivial T-periddica tal que x =0
e

dp JH Cpyfp
—_— = —— =- — —1).
S 1,0,0) = —(a(t) ~be ) ("~ 1)

Ao postar p =log(1 + g), obtemos uma equagio diferencial de Bernoulli que
pode ser facilmente resolvida. Isto da a solucdo T-periddica

e—bt—}—./'é a(s)ds

e (0) _1

+/0ta(5) exp <_b([_s)+/sta(u)du> ds} 1>’

pr(t) = 10g<1 +

onde

| —exp (be+ T a(s) ds>

i /OTa(s) exp (—b(T—s) +/STa(u) du) ds

A solug@o periddica (0, p*(r)) € instdvel. De facto, postando x(r) = %(¢) e
p(t) = p*(t) + p(¢) e linearizando as equagdes, obtemos

d (% _( a@t)er)—per® 0
dt\ p) \ 2a(t)(E-1) —a(t)e?" O 4 pe=r" (1)

ASTRRSH
N———
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Os multiplicadores de Floquet sdo

—exp/ —be P dr

e 1/f, daf a instabilidade.
Segundo, procuremos uma solugfo nio trivial T-periddica, tal que p =0

d JH

df 5, (E00) =ale)x(1 =)~ bx.
Esta € a equagcdo de campo média do modelo S-I-S. A tnica solucdo T-
periddica e ndo-zero é

¥ 1) = LEO) exp (bt _ /0 "a(s) ds)
+/ exp< tu)/ula(s)ds) du]

1 —exp (bT — fOT a(s) ds)

/OTa(u) exp <b(T u) — /uTa(s) ds> du

A solugdo periddica (x*(¢),0) é também instdvel. De facto, postando x(z) =
x*(t) +%(t) e p(t) = p(¢) e linearizando as equagdes, obtemos

d (x\ ([ a@)l—=2x*1t)]—b a(t)x*(t)[1 —x*(¢)] +bx*(t)

dt( Z )_( 0 —a(t)[1 —2x*(1)] +b )( )
Os multiplicadores de Floquet sdo novamente inversos uns aos outros, daf a
instabilidade.

Recordar da sec¢d@o 5.2 que num ambiente constante existe uma Or-
bita heteroclinica no plano (x, p) que liga os pontos estaciondrios (x*,0) =
(1->/a,0) e (0,p*) = (0,log(b/a)) quando a > b. Pode-se esperar a exis-
téncia de uma drbita heteroclinica (x(¢), p(¢)) que liga as solu¢des periddicas
(x*(1),0) e (0, p*(¢)), pelo menos para uma pequena amplitude da perturba-

¢ao periddica. Esta 6rbita especial pode ser obtida numericamente através de
um método de tiro e depois temos

—1

com

x*(0) = (19.15)

TR

c= / +°°{ tx(t) B()) —H(,20), (1)) | di (19.16)
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Meétodo de perturbacdo. Quando a fungdo a(¢) é uma constante ag, note-se

(Xo(t), po(t))

a 6rbita heteroclinica que liga os pontos estacionarios
(x%,0) = (1=b/ap,0) e (0,p*) = (0,log(b/av)).

Esta 6rbita € tal que ag (1 — x)e” —b = 0, como se pode ver pela expressdo
(19.3) do Hamiltoniano. Usando esta equag@o para expressar p em termos de
x e inserindo o resultado na equacdo (19.12), obtemos

d
d—); =bx—apx(l —x).

A solugdo é

1 a -1
— (ag—b)(t—19) 0 _ alag=b)(t—t0)
0= e R (1-e )] .

Escolhendo, por exemplo x(#y) = (1 — b/ap)/2, obtemos

PN 1—b/ag o 1 + ela0=b)(1=10)
00 = g © P = T

Assumir
a(t) =apl[l +€¢(1)]

com ag > b, € pequena e ¢(¢) fungdo T-periddica tal que

T
/ ¢(r)dr=0.
0
O Hamiltoniano pode ser escrito como
H([,)C,p) = HO(X, p) +¢&H, (taxvp)v

onde Hy(x, p) é idéntico a expressdo (19.3) exceto que a(t) é substituido por
ap e onde
H; (t7-xap) = aO(P(t)x(] _x) (ep - 1)

Temos
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Por isso
. 0H, . PN
p([) ap (tax(t)7p(t))_H(tax(t)7p(t))
. . dxp dxi o
[Po+€pi1+ }[dt te— -t } 0(X0, Po)
JH R JdHy o~
— %1 =2(t,%0, P0) — € P1 —=— (1,0, Po) — € H (£,K0, po) + -
ox ap
~ dfo de 8H0 dx1
=po— —H € ——(t,x £po—
Po— 0(X0, o) + Pl[dt 8p(’ Po) | + Pod
dp(),\ 8H0 ~ o~ dﬁo ~ o~
_ t —— | —eH(t
+€ i —X] — &X 1[ ox (t,X0, po) + dr eH(t,X0, po) +

__dxp d o~
=pPo—- —Hp (X07P0)+8d (pox1) — eHy(t,X0, po) + -

Vamos posar
co=>b/ay—1—1log(b/ay).

Entdo

[ A0 G 50,50 10,7050 |

o0
~oc—¢€ Hi (2,%0(¢), po(t))dt.

Seja I'(1p) o segundo membro. Temos

Cr rrtlin (1)
0
para € proximo de 0. Neste caso, (1 —Xp)e”® = b/ap. Portanto

-+oo
Tlto) =co—eao | 9()Ro(e) [b/ao — 1+ Fo(r) dr
~+et=b/an) [ ot ullan b)) -

Assim I'(#p) € uma fungdo T-periddica de g tal que

T
/ F(to)dlo =0
0
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Considerar a expansdo da série Fourier da fungio ¢ (),

~+oo

o)=Y, te,

k=—oco

com Q =27/T, ¢p = 0 uma vez que a média de ¢(r) é zero e ¢_ = ¢; (o
nimero conjugado complexo). Depois

o ke, [ Maw et
— _ 0 apg=b
F(IO)*CO‘FE(l b/aO)k;w¢ke /_oo et (]+eh)2 du
Foo ) knQ
=co+€(l—b/ap) Z (PkeletOL
[ senh ( akoﬂ_gb)

(ver apéndice 19.5). Em particular se
9(1) = cos(Cu),

depois ¢+ = 1/2 e ¢ = 0 caso contrdrio. Assim

TQ Qf
T(1o) :co—l—eLQO). (19.17)
/3
ap senh (arb)
Recordar que o sistema perturbado é da forma
d JH oH d JH JH
t_ 2 Lo 700 201 (19.18)

—=—4e&— = €

dt  dp + dp’ dt dx ox ’
e que Xo(7) e po(t) dependem apenas de ¢ — fo; por isso a fungdo Melnikov
[24,8§ 4.7.3]1 ¢

. Foo &Hl 8H0 (9H1 (9H() —~ ~
///(IO)*/ —(9)68P+(91)(9)C:|(t»x0(t)7170(t)) dt

Feof OH,dxy OJH,dpy]|, ., . -

T T 9, g |\l 1)) dt
o | Ox dr  Jp di (#,%0(t), po())
_ [ ot dpy
e L ox dty ap dty

]u&mxmo»w:-.

Usando (19.17), obtemos
wQ sen(Qtp)

jl(to):‘mseml(ag'ﬂb).
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Assim, a fungdo . (fy) passa por O para to = kn/Q (k inteiro). Por conse-
guinte, a orbita heteroclinica existe pelo menos para € pequenos.

O minimo de I'(fp) em (19.17) é obtido para 1o = T/2 se € > 0 e para
to = 0 se € < 0: em ambos os casos obtemos

Q€|
Q
agp senh (ag—b)

para € proximo de 0. Quando a pulsacio Q é pequena (e o periodo T grande)
de modo que Q < ag, entdo (19.19) mostra que

Crco— (19.19)

Crco—|e|(1—b/ay), (19.20)

que é independente de Q. Esta férmula é a mesma que a obtida através da
substitui¢do de a = ap(1 — |¢|) pela férmula (5.12):

b b b b
———1l—-log——~=——1—-log— —|g|(1 —b/ap) +o(e
i ey 2 ~[e|(1~b/a) +ofe)

ao(l — |8|) ao
para € préximo de 0. Desde senh(x) > x para todo x > 0, podemos ver que o
valor aproximado de C dado pela férmula (19.20) é sempre inferior ao dado
pela formula (19.19).

Limite de alta frequéncia. Assumir agora Q > ap, ainda com ¢(r) =
cos(Q¢). O sistema (19.18) estd escrito

% _ ‘;I;O(x, p) + aoe cos(Q)x(1 —x)e”
dp  JHy

i —W(x,p) —apecos(Qr)(1—2x)(e? —1).

Seguindo o método de Kapitsa [42, § 30], deixemos

x(t) =X(@)+&(1),  pt) =P()+n(),

onde X e P sdo varidveis lentas, enquanto & € 1) sdo oscilagdes pequenas mas
rapidas. Os termos de oscilagdo rapida devem ser equilibrados:

d d
d—f ~ ape cos(Q)X (1 — X)e®, dit] ~ —agecos(Q)(1—2X) (e —1).
Tomando X e P como constantes durante o curto periodo T =27 /Q, obtemos

E(t) ~ %sen(m)x(l ~X)eP, ()~ _%sen(gz)a —2X)(eP —1).
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Isto sugere a transformagéo

€
x=X+ % sen(Qr)X (1 —X)e?

2.2
€ £
p=P— "2 sen(Q)(1-2X)(e" — 1) + %@(I,X,P),
onde a fungdo ®(7,X,P) é escolhida para que a transformagdo seja quase
candnica [42, § 45], ou seja, para que os parénteses de Poisson satisfacam a
condicao

dxdp dxdp

{ort =535~ 2pax = 14 0(a}/Q%). (19.21)
Desde
{x.r}
202 oD
=[1+ % sen(Qr) (1 —2X)e | {1 - % sen(Qr)(1 — 2X)ef + “f;ap]
202 od
- {% sen(Qr)X(1— X)ep] {261028 sen(Qr) (e’ — 1) + ag;ax] ,
a condi¢do (19.21) estd escrita
242 242
_ age ) 2 op  G5€° 0P
{x,p}=1- o S (Q1)(1=2X)%e™ + o7 9p
2.2
- 26102—(2 sen?(Q)X(1 —X)eP (e’ — 1) +o(af/Q?) = 1 +0(a}/ Q7).
Por isso
P

== sen’(Qr) [(1 —2X)%e? +2X(1 —X)e (" - 1)].

Para ter ®(¢,X,0) = 0, temos de escolher
®(1,X,P) = sen*(Q) [(1—2X)* (e — 1)/2+X(1 - X)(e" —1)7] .

A fungdo geradora do segundo tipo F,(z,x,P) desta transformagdo [64, capi-
tulo 7], de tal forma que

JdF,

OF
grz _ 2 2 72: 2 2
JP X+0(a0/Q )7 ox p—f—O(ClO/Q )’
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¢é dada por

Fs(t,x,P) = xP — % sen(Q)x(1—x) (P — 1)
a%t‘fz 2 2P
+ 502 Sen (Q)x(1 —x)(1—2x)(e™ —1).
Seja H(t,x,y) = h(t,X,P). O novo Hamiltonian é

JF,
h(t,X,P)+W.

Na média de um periodo T = 27/Q deste Hamiltoniano, o segundo termo
anula desde jOT % dt = 0 e apenas os restos efetivos Hamiltonianos

_ 1 T
ACXP) = /O h(1,X,P)d.

Um célculo laborioso utilizando o facto de % fOT sen”(Qt)dt = 1/2 levar a

202

_ S
AX,P)~X(1-eF) [ao(l —X)e’ —b+ ZOQZ{—aOX(l —X)2e®+

+b(1 —X)(1 -2X)e? —bX(1 —-X)(e" —1) —b(1 —2X)2}

Obtemos a perturbada 6rbita heteroclinica impondo que o termo entre parén-
teses é zero. Esta 6rbita liga (X%,0) a (0,P}), com

« b(ag — b) 82 « agp (ao — b)82
X; ~ (1~ bjap) [1 e DEN b ~tog(b/ag) + LU DE
A acdo ao longo desta 6rbita heteroclinica é
0
C= [ PdX.
Xz
Outro célculo enfadonho conduz finalmente a
- (ao — b)282
Uma vez que a fungiio u +— (1 —u)?(1 +2u) é inferior a 1 no intervalo 0 <
202
u < 1, o termo de correcdo para C é sempre inferior a fg—gz, o que € pequeno

desde Q > ag por suposicdo. Como esperado, uma populacdo sujeita a uma
perturbacdo de alta frequéncia tem pouca dependéncia da amplitude € dessa
perturbacdo.
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19.3 Calculos numéricos

Multiplicadores de Floquet. O valor préprio A; pode ser estimado dire-
tamente calculando os multiplicadores de Floquet da equagdo mestre (19.5)
com um software como Scilab que resolve numericamente equacdes diferen-
ciais ordindrias e calcula os valores préprios das matrizes. De facto, e*T é o
valor préprio com a segunda maior parte real, sendo a primeira 1. Podemos
entdo tracar —log(—A;) em fungdo de N. O declive desta curva da um valor
aproximado da constante C.

A oérbita heteroclinica. Um método de tiro dd a 6rbita que liga (x*(¢),0)
a (0,p*(¢)), tomando a condigdo inicial x*(0) dada pela férmula (19.15) e
um valor negativo muito pequeno para p(0). Variamos este valor até obter
uma solugéo (x(z),p(¢)) que tende a tornar-se periddica, isto é, com x(¢) a
aproximar-se de 0 e p(kT) a aproximar-se de p*(0) para k grande (mas ndo
demasiado grande para evitar a instabilidade numérica). Pode-se entdo usar a
integral (19.16) para calcular a constante C numericamente.

O método com a equacio diferencial parcial. Também se pode calcular
uma solugdo periédica S*(,x) da equagdo de Hamilton-Jacobi (19.2) utili-
zando métodos numéricos da teoria da solugdo de viscosidade. Por exemplo,
que Az seja 0 passo do tempo e Ax o passo do espago. Que S’ seja uma apro-
ximagdo de S(mAt, jAx), onde j e m sejam nimeros inteiros tais que m > 0 e
0 < j<JcomJ=1/Ax. Podemos usar o esquema do tipo Godunov

gl _gm §m_gm §gm _gm
J J Af. i J Jj—1 Y+l I\ _
A + (m t, jAx, A A 0,

onde o Hamiltoniano numérico ¢ (¢,x,p~, p*) é dado por

~ 4y ) min{H(t,x,p); p~ <p<p*} se p~<pT,
Axp.p) = { max{H(z,x,p); p* <p<p~} se pt<p.
Uma vez que H(z,x, p) é convexo em relac@o a p, a segunda expressio envol-
vendo um méximo é igual a max{H(¢,x, pT),H(¢,x,p” ) }. Quanto & primeira
expressdo envolvendo um minimo, note com equagio (19.14) que H(z,x, p)
tem um minimo em relag@o a p quando ‘3—;[ = 0, ou seja, quando

— ﬂfllo b
P=r =3 ga(t)(l—x)'
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Portanto
H(r,x,p") se p~ <p"<p,
min{H(r,x,p); p~ <p<p*'}=9 H(t,x,p ) se p"<p <p',
H(t,x,pj) se p-<pt<pt.

Para as condigdes de borda, fixamos Sff =0 e (S}'— S} ,)/Ax = K com um
grande valor para K. A etapa temporal Ar deve ser bastante pequena em
compara¢do com Ax. Como condi¢do inicial, tomdmos

S(0,x) = xlog(b/ap) +x+ (1 —x)log(1 —x),

ou seja, a solucdo estaciondria regular quando a fungfo a(r) é substituida pela
sua média temporal. Uma vez que a solucio do problema nao estaciondrio
tenha chegado a um regime periddico, podemos estimar

C= rrltinS*(t,O+) - IItlinS*(t,x).

Exemplo. Assumir a(t) = ag(1 + €cos(2nt/T)) com T = 1 semana. Con-
siderar primeiro o caso em que ap = 20 por semana e b = 5 por semana. A
duracdo média da infecdo é de 1/b = 1,4 dias. Assim %y = ao/b=4>1
e co=>b/ag—1—1log(b/ap) ~ 0,636. A figura 19.2 mostra —log(—A;) em
funcdo de N para € = 0,2, 0,5 ou 0,8 e N = 10, 20, ..., 60, calculado utili-
zando multiplicadores de Floquet. As linhas correspondem a uma regressao
linear dos ultimos 3 pontos N = 40, 50, 60. As inclinacdes destas linhas, que
dao estimativas de C, sdo respetivamente 0,524, 0,364 e 0,225 para € = 0,2,
0,5e0,8.

Neste exemplo, os pardmetros ap ¢ Q = 27/T sdo da mesma ordem de
grandeza; este ¢ um caso de frequéncia intermédia. Espera-se, portanto, que
a formula (19.19) dé uma boa aproximacdo para C quando € é pequena. A
figura 19.3 mostra as seguintes curvas em funcio de € para0 < € < 1:

* o cédlculo de C com a 6rbita heteroclinica e o cdlculo de C com a equa-
¢30 de Hamilton-Jacobi usando Ax = 0,002 e Ar = 0,0002 (estas duas
primeiras curvas sdo quase indistinguiveis);

* os valores de C obtidos na figura 19.2 (notar como caem sobre as duas
curvas anteriores);

* a férmula aproximada (19.19);

* a aproximacdo de baixa frequéncia (19.20).
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607 - 10g(-A)
501
401
30-
20-

10+

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Figura 19.2: Célculo dos multiplicadores de Floquet da equacdo mestre: —log(—A;)

em funcdo de N por € = 0,2, 0,5 ou 0,8 e N = 10, 20, ..., 60. O nimero C € o declive
destas linhas. Valores dos pardmetros: T =1, ag =20, b = 5.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 19.3: Frequéncia intermédia: o nimero C calculado utilizando a 6rbita hetero-
clinica [linha sélida] ou a equa¢do Hamilton-Jacobi [linha pontilhada com linhas lon-
gas] (as duas curvas sdo quase indistinguiveis), os multiplicadores de Floquet como
na figura 19.2 [pontos], a férmula aproximada (19.19) [linha pontilhada com tragos
curtos] e a férmula de baixa frequéncia (19.20) [linha mista], em fun¢do de €. Os
mesmos valores dos parametros da figura 19.2.
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Pode-se ver que a féormula (19.19) permanece préxima de C mesmo quando
€ é apenas moderadamente pequena.

Figura 19.4 mostra uma solu¢do periédica S*(¢,x) da equagio de
Hamilton-Jacobi, tracada em fungéo de x para diferentes valores de ¢, quando
€ = 0,5. Note-se a descontinuidade da solugdo a x = 0. Um zoom préximo
de x = 0 mostraria que S*(¢,0™) é de facto periédico no tempo, de modo que
a condi¢do no limite S*(7,0) = 0 s6 pode ser satisfeita num sentido fraco.

015%(t, )
~0.4

-0.21
-0.3{\
-0.4
-0.5]
-0.67

-0.7

Figura 19.4: Uma solugéo periédica, S*(¢,x), da equacdo Hamilton-Jacobi, tracada
em fungdo de x por = 0 [linha sélida], 7 = T/4 [linha tracejada com tragos longos],
t = T/2 [linha tracejada com tragos curtos] e t = 3T /4 [linha mista]. Os mesmos
valores de parametro que na figura 19.2 e € = 0,5.

Figura 19.5 considera um exemplo de alta frequéncia: ap = 2 por semana
e b =1 por semana. Assim Zy =2 e ¢y ~ 0,1931. Neste caso, Q =~ 6,28
por semana é um pouco superior a ag. O nimero C € calculado utilizando
a 6rbita heteroclinica e a féormula de alta frequéncia (19.22) em fun¢do de €
por 0 < € < 1. O acordo é bom em toda a gama de valores de €. Finalmente,
a figura 19.6 mostra a 6rbita que liga (x*(¢),0) a (0, p*(¢)) para os mesmos
valores dos parametros com € = 0,1.

19.4 Observacoes

» Estimativas mais precisas podem ser obtidas com a solugao refinada de

BKW
T (1) ~ @ NSoltn/N) =S (/N
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0.1935 1
0.193 4
0.1925 4
0.192 4
0.1915 4
0.191+
0.1905 +

0.19
0.1895 +
0.189 4
0.18850

£

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 19.5: Regime de alta frequéncia: C calculado utilizando a érbita heteroclinica
[linha sélida] e a férmula de alta frequéncia (19.22) [linha pontilhada] em func¢do de
€. Valores dos pardmetros: T=1,a9 =2,b=1.

0.6
0.4 #(t)
0.2

ST
—~

o~
=

O.
0.2
0.4
0.6

0.8 ————r ¢

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

~,

Figura 19.6: Os componentes ¢ — x(¢) e t — p(¢) da 6rbita heteroclinica (x(¢), p(r))
que liga as duas soluc¢des periddicas (0,p*(r)) e (x*(¢),0). Os mesmos valores dos
parametros da figura 19.5e € = 0,1.
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Inserindo

2
nm(r)zeXp( NSo(e./N) — 22 (1n/N) — 2k 5 (1. /N)

19S;
—Si(t,n/N) — ———(t,n/N
1(7”/ ) Nax(vn/ ))
e uma expressdo semelhante para 7,_;(f) em equagdo (19.6), e sepa-
rando os termos de grau superior, obtemos a equacdo de Hamilton-
Jacobi (19.8) para So(z,x) e a equagdo de transporte

asl 959 _ 9 851

W + [a(t)x(l —x)e ox — bxe  ox :l W
_ 9% x(1—x) 928 950 x 928y
=a()e [1—2+ S| theT A S+ S

para S;(z,x). As fungdes So(t,x) e Si(¢,x) devem ser calculadas nume-
ricamente.

» Seja a fun¢do geradora

g(t,x) = Z P,(1)x"

com 0 < x < 1. Depois g(z,1) = 1 para todo 7. Um simples célculo a
partir do sistema (19.5) mostra que

0 a(t)x 2?2
8 1) (b M - atr) 4 R0 S

para 0 < x < 1. No regime quase estaciondrio, esperamos g(t,x) =
14+eMy(t,x) com w(z,x) periédicos em ¢, w(r,1) =0 e

a\l)x 2
0o 20 4 4 22

oy
A — =(1- b —x (1 —x)==.
Wt = x)(+N R b
Assim A; é também o maior valor préprio ndo-zero deste problema
parabdlico. Esta poderia ser uma forma de provar mais rigorosamente

os resultados assimptéticos relativos a Ay para N grandes.
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* Ao postar P, (1) = #(t,x) oux =n/N e executar uma expansio de Tay-
lor a ordem 2 da equagdo mestre (19.5), obtém-se a equagdo Fokker-
Planck ou equacio de difusao

2
aa? 21\1 ;xz [(a(r)x(1 —x) +bx) c@]—%[(a(f)X(l—@—”x) Zl-

Da mesma forma, posando para o tempo médio de extingdo T,(f) =
7(t,x) ou x = n/N, o sistema (19.11) conduz ao problema do adjunto

ot ot 1 0%t
1= 0T a0 -2 5] 95 ka1 ) 45 T

Contudo, mesmo no caso de coeficientes 1ndependentes do tempo, es-
tas equacdes nio ddo o valor correto de C; o valor tende a ser correto
apenas quando a reprodutividade % estd proxima de 1.

» Uma vez que o tempo médio até a extingdo é T ~ eN, pode dizer-
se com grande simplificagdo que este tempo é pequeno se N < 1/C
e grande se N> 1/C. O ndmero 1/C faz assim lembrar a no¢do de
dimensao critica de uma comunidade, «o limiar populacional abaixo do
qual um agente causador de doencas nao pode persistir localmente ao
longo do tempo sem um fornecimento externo de casos contaminados»
[35]. Mas é de notar que no modelo S-I-S, ndo existe um limiar real,
ou seja, bifurcacdo, quando o tamanho N da populagdo varia. Isto é
bastante diferente do fenémeno que distingue o caso subcritico (ag < b)
do caso supercritico (ag > b), onde existe um limiar real.

19.5 Apéndice

Demonstremos

—+oo u
du € 2
/_oo © (1+eu)2 du= senh(mA) (19.23)

Primeiro, e /(14 ¢*)? = 1/[4 cosh?(u/2)] é uma fungio par. Isto combinado
com a integra¢d@o por partes mostra que

—+oo i eu —+o0 eu
[m (S mduzz/o COS(AM)mdM
o oo +o0
_p|ZeosAu T, / Asen(du)
I+e* |, 0 1+4e*

20 e~ sen(
_1f21/ e "sen(Au)
I+e
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Ao expandir na série 1/(1+e™"), obtemos

/+°°e“"7"‘" du=1-22Y (~1)" /Me*("“)"sen(x )d
u=1— — u)du
oo (14e4)? = 0
~+oo (_l)n+l
—1222y
+ ,Z;)/IZJr(nH)Z

A soma desta série pode ser calculada tomando z = izrA na férmula de Euler
[80]
1 (- 2z
=T Z(_l)nzz g2’
o que é verdade para qualquer nimero complexo z tal que z # n7w (n inteiro).
Como sen(ird) = isenh(7A), obtemos

A
senh(mA)

Foo n
_ 2y (1)
=1+21 n;/lhrnz

e o resultado € o seguinte.
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Este livro fornece uma introdu¢do a modelacdo matemdtica de epide-
mias. As origens deste assunto remontam ao século XVIII, mas foi a
pandemia do coronavirus que o trouxe de volta a linha da frente.

A primeira parte trata dos modelos cldssicos S-I-R e S-E-I-R e, em
particular, da determinacdo do dimensdo final e do pico epidémico.
A reprodutividade %, desempenha o papel do parametro critico. A
epidemia sé ocorre se este parametro for superior a 1 e desaparece se
a fracdo da populacdo vacinada estiver acima de um limiar facilmente
calculado com base neste parametro. As outras duas partes do livro
tratam da influéncia das estacdes do ano sobre a propagacao de epide-
mias e a persisténcia de doengas endémicas, quer de um ponto de vista
deterministico quer de um ponto de vista estocéstico.

Este livro € um dos poucos livros em portugués que apresenta em de-
talhe a modelagdo matemdtica de epidemias. Destina-se a estudantes
de graduagdo e pds-graduacdo e a todos aqueles para os quais a pan-
demia do coronavirus despertou a curiosidade sobre a modelacdo de
epidemias.
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