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Sur la noethérianité locale des foncteurs
polynomiaux

Aurélien Djament* et Antoine Touzé!

25 novembre 2022

Résumé

Soient A un anneau commutatif de type fini et £ un anneau commutatif
noethérien. On montre que, dans la catégorie des foncteurs des A-modules
projectifs de type fini vers les k-modules, tout foncteur polynomial de type
fini est noethérien et posséde une résolution projective de type fini.

Abstract

Let A be a finitely-generated commutative ring and k a noetherian
commutative ring. We show that, in the category of functors from finitely-
generated projective A-modules to k-modules, each finitely-generated poly-
nomial functor is noetherian and has a finitely-generated projective reso-
lution.

Mots-clefs : foncteurs polynomiaux, foncteurs polynomiaux stricts, noethéria-
nité, résolutions projectives de type fini.

Classification MSC 2020 : 16P40, 18A25, 1805, 18G10, 20G43.

Introduction

Introduits par Eilenberg et MacLane [9] au début des années 1950 a des fins
de topologie algébrique, les foncteurs polynomiauz entre catégories de modules
n’ont cessé de montrer leur intérét dans plusieurs branches des mathématiques :
non seulement en topologie algébrique (avec de nouvelles motivations apparues
a partir de la fin des années 1980 — cf. [I3]), mais aussi en théorie des repré-
sentations [12, [I4] ou en cohomologie des groupes [10] I, 21 [7, [B]. Des liens
féconds ont été mis en évidence, & partir des années 1990, entre les foncteurs
polynomiaux stricts (dont la définition est donnée dans un contexte trés gé-
néral au § et les représentations et la cohomologie des groupes algébriques
11, 22, 24, 27, 23]. Intuitivement, les foncteurs polynomiaux ordinaires (& la
Eilenberg-MacLane) sont aux foncteurs polynomiaux stricts ce que les fonctions
polynomiales sont aux polynoémes formels. Un foncteur d’oubli exact et fidéle
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associe & tout foncteur polynomial strict un foncteur polynomial ordinaire, mais
méme entre catégories de modules sur des anneaux trés raisonnables, une struc-
ture polynomiale stricte sur un foncteur polynomial ordinaire n’existe pas tou-
jours (et n’est pas nécessairement unique) : les foncteurs polynomiaux stricts
possédent des propriétés de structure plus rigides et plus accessibles que les
foncteurs polynomiaux ordinaires, et leur cohomologie est plus facile & calculer,
donnant lieu a des interactions fécondes — cf. [10 26].

Dans le présent article, on s’intéresse aux propriétés de ﬁnitudeﬂ notamment
a la propriété noethérienne, des foncteurs polynomiaux, ordinaires ou stricts,
entre catégories de modules sur des anneaux raisonnables.

Un théoréme remarquable de Putman, Sam et Snowden [17, [20] montre que
la catégorie F(A, k) de tous les foncteurs (sans condition polynomiale) depuis
les A-modules projectifs de type fini sur un anneau A vers les k-modules est
localement noethérienne si A est un anneau fini et k un anneau noethérien. En
revanche, si 'anneau A est infini et ’anneau &k non nul, il n’est pas difficile de voir
[6, prop. 11.1] que la catégorie F(A, k) n’est jamais localement noethérienne.

La sous-catégorie Pol(A, k) des foncteurs polynomiauzr de F(A, k) posséde
bien plus souvent que F(A, k) de bonnes propriétés de finitude : il est ainsi
facile de voir que Pol(A, k) est localement finie lorsque 'anneau A est fini et
que k est un corps, et localement noethérienne si le groupe additif sous-jacent
a A est de type fini et 'anneau k noethérien, juste en examinant I’évaluation
des foncteurs sur A” pour n assez grand (cf. [6] lemme 11.10] ou [4, prop. 4.8]).
Toutefois, Pol(A, k) n’est généralement pas localement noethérienne, méme si
A et k sont des anneaux noethériens, et ce type de probléme de noethérianité
ne semble guére avoir été étudié jusqu’alors.

L’un des résultats principaux du présent article est le théoréme suivant :

Théoréme 1. Si A est un anneau commutatif de type fini et k un anneau
commutatif noethérien, alors la catégorie Pol(A, k) est localement noethérienne.

Le théoréme précédent est une version légérement simplifiée du théoréme [5.8]
du corps de larticle. Il s’obtient a partir de trois ingrédients différents :

1. un résultat analogue de noethérianité pour des foncteurs polynomiaux
stricts, le théoréme qui se déduit du théoréme d’E. Noether de pré-
servation par invariants sous ’action d’un groupe fini de la propriété
de type fini pour les algébres commutatives sur un anneau commutatif
noethérien (cela fait U'objet du §[3) ;

2. des résultats de notre travail récent [5] donnant des conditions suffisantes
pour qu'un foncteur de Pol(A, k) posséde une résolution projective de
type fini dans F(A, k), dont on déduit au § un critére pour que I'image
dans F(A, k) d’'un foncteur polynomial strict de type fini posséde une
résolution projective de type fini;

3. un théoréme fondamental de structure des foncteurs polynomiaux da a
Pirashvili [I5] (rappelé a la fin du § qui implique que, modulo des
foncteurs polyomiaux de degré strictement inférieur & d, tout foncteur
polynomial de degré d de Pol(A, k) posséde une structure polynomiale

stricte.

1. Pour des rappels sur les propriétés de finitude utiles dans les catégories de foncteurs, on
pourra consulter par exemple [6l partie IV] et [5].

{thil}



Le deuxiéme ingrédient nous permet d’établir, en méme temps que le théo-
réme (les deux résultats s’obtiennent de fagon imbriquée par une récurrence sur
le degré polynomial), le résultat suivant, qui constitue une version légérement
simplifiée du théoréme [5.2] donné en fin d’article :

Théoréme 2. Si A est un anneau commutatif de type fini et k un anneau
commutatif noethérien, alors tout foncteur de type fini de Pol(A, k) posséde une
résolution projective de type fini dans F(A, k).

Le théoréme [2) est significatif au vu des liens entre I’homologie des groupes
linéaires et I’homologie des foncteurs : ceux-ci concernent des foncteurs polyno-
miaux, mais font apparaitre de I’algébre homologique dans la catégorie F(A, k).

Le troisiéme ingrédient susmentionné est lié & la notion de recollement de
catégories abéliennes (cf. par exemple [10]), qui est essentiellement équivalente
a I’étude des quotients d’une catégorie abélienne par une sous-catégorie biloca-
lisante et des adjonctions associées. Il ne semble toutefois pas exister de critére
général simple pour qu'un recollement de deux catégories abéliennes localement
noethériennes soit localement noethérien ; dans le cas du recollement de Pirash-
vili associé aux foncteurs polynomiaux de degré au plus d, c’est une propriété
bien particuliére des adjonctions associées qui permet de conclure (en utilisant
les deux autres ingrédients) : elles s’obtiennent & partir de 'adjonction entre
effets croisés et précomposition par la diagonale itérée, qui sont des foncteurs
exacts, et action d’un groupe fini (le groupe symétrique &4). Ces arguments
sont mis en ceuvre dans la section [ qui contient les principaux théorémes de
Particle.

Remarque. Malgré leurs titre et sujet similaires, le présent article et [4], qui
traite principalement de foncteurs polynomiaux sur des catégories non additives,
se recoupent trés peu tant dans leurs résultats que leurs méthodes.

L’article de Draisma [8] montre pour sa part un théoréme de noethérianité
topologique pour des foncteurs polynomiaux stricts sur un corps commutatif
infini. La encore, les méthodes et résultats de ce travail et du notre sont indé-
pendants.

Remerciements. Les auteurs ont bénéficié du soutien partiel de 1’Agence
Nationale de la Recherche, via le projet ANR ChroK (ANR-16-CE40-0003), le
Labex CEMPI (ANR-11-LABX-0007-01), et, pour le premier auteur, le projet
ANR AlMaRe (ANR-19-CE40-0001-01). Ils ne soutiennent pas pour autant le
principe de ’ANR, dont ils revendiquent la restitution des moyens aux labora-
toires sous forme de crédits récurrents.

Conventions. Dans tout cet article, k désigne un anneau commutatif.

Sauf mention du contraire, les produits tensoriels de base non spécifiée sont
pris sur k.

On note Ab la catégorie des groupes abéliens. Si A est un anneau, on note
A-Mod la catégorie des A-modules a gauche et P(A) la catégorie des A-modules
a droite projectifs de type fini.

On note k[—] le foncteur de k-linéarisation des ensembles vers k-Mod.

{thi2}



1 Foncteurs polynomiaux ordinaires

SiC et & sont des catégories, avec C essentiellement petite, on note Fet(C, E)
la catégorie des foncteurs de C vers £. Si £ est abélienne, il en est de méme pour
Fct(C, &) ; nous nous intéresserons principalement au cas ou £ = k-Mod, auquel
cas on notera F(C; k) pour Fet(C, k-Mod), et plus particuliérement au cas ou
C = P(A) pour un anneau A — on notera F(A, k) pour F(P(A); k). On renvoie
par exemple a [6] § 1.2] pour quelques généralités classiques sur ces catégories.

Si A est une catégorie préadditive essentiellement petite et £ une catégorie
abélienne, on note Add (A, £) la catégorie (abélienne) des foncteurs additifs de A
vers £, et Add(A; k) := Add(A, k-Mod). Ainsi, Add(P(A), Ab) ~ A-Mod. Si
de plus A et € sont k-linéaires, on note Addy (A, £) la sous-catégorie (abélienne)
des foncteurs k-linéaires de Add(A, E). Cette situation généralise la précédente
au vu de lisomorphisme canonique Fct(C, &) ~ Add(k[C],£), ou k[C] désigne
la catégorie k-linéaire ayant les mémes objets que C et dont les k-modules de
morphismes s’obtiennent en linéarisant les ensembles de morphismes de C.

Si A est une k-algébre et A une catégorie préadditive k-linéaire, la ca-
tégorie Addg (A, A-Mod) est engendrée par les foncteurs A(a,—) ® A ou a
parcourt les objets de A. Ces foncteurs sont projectifs et de type fini. Un
foncteur F' de Addy(A, A-Mod) est de type fini (i.e. 'application canonique
cobim Hom(F,—) o ® — Hom(F, col}im ®) est injective pour tout foncteur @ :

J — Addy (A, A-Mod), o J est une petite catégorie filtrante) si et seulement
'l est quotient d’une somme directe finie de tels foncteurs.

Si lon suppose que A est une catégorie additive (essentiellement petite) et
que & est une catégorie abélienne, on dispose de la notion fondamentale de fonc-
teur polynomial dans Fct(A, ), due a Eilenberg et MacLane [9, chap. II|. Les
foncteurs polynomiaux de degré au plus d forment une sous-catégorie épaisse,
stable par limites et colimites, de Fct(A4, £), notée Pol (A, £) ; elle est constituée
des foncteurs F tels que cry,1(F) = 0, ot crgyy : Fct(A,E) — Fet(A€)
désigne le (d+1)-iéme effet croisé. On note aussi Poly(A, B) := Polys(P(A), B),
quand A et B sont des anneaux.

On renvoie a [0, §2| pour davantage de rappels sur les foncteurs polyno-
miaux ; nous aurons notamment besoin des notions et résultat suivants, dus a
Pirashvili [I5], pour lesquels on suit la présentation de [0, §2.6] (auquel on
renvoie pour plus de détails). La restriction de cry & Poly(A,E) prend ses
valeurs dans la sous—catégorielﬂ Add, (A, E) ~ Add(A®?4 &) de Fet(A4E)
des multifoncteurs additifs par rapport & chacune des d variables. De plus
crq(F) est symétrique en ces variables : on dispose d’isomorphismes naturels
cra(F)(agy, - -+ a01)) = cra(F)(ay,. .., aq) pour toute permutation o € &y,
compatibles & la composition des permutations; on note XAdd,(A, £) comme
dans [6], §2.6] la catégorie des multifoncteurs de Addy(A, £) munis de tels iso-
morphismes, et Crg : Poly(A,E) = LAdd,(A,E) le foncteur induit par cry. On
note

Ay :3BAddg(AE) = Poly(AE) (1)

composé du foncteur d’oubli Y Addy(A4,E) — Addy(A,E) et de la précomposi-
tion par le foncteur de diagonale d-itérée A — A?; la structure symétrique sur

2. Si A et B sont des catégories préadditives, A ®yz B désigne la catégorie préadditive ayant
les mémes objets que A X BB et dont les morphismes sont donnés par (A®zB)((a,bd), (a’,b")) :=
Ala,a’) ®z B(b,b).

{sect-fct}
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les objets de ¥ Addy(A,E) munit A; d’une action du groupe symétrique &g.
L’énoncé suivant est une reformulation d’une partie du théoréme fondamental de
Pirashvili [I5] th. 2.1]E|identiﬁant la catégorie quotient Poly(A, E)/Pola—1(A,E)
aYAdd,(A,¢).

Proposition 1.1 (Pirashvili). Le foncteur Cry : Polg(A,E) — XAddy(A,¢E)
est adjoint a gauche au foncteur Agd, ot l’exposant indique les invariants sous
Uaction du groupe &4. De plus, pour tout foncteur F' de Poly(A,€E), le noyau
et le conoyau de lunité F — AS?Crq(F) appartiennent a Polg_1(A,E).

2 Foncteurs polynomiaux stricts

Si d est un entier naturel, on note Fg, ou simplement I'? il n’y a pas d’am-
biguité possible sur ’anneau de base, ’endofoncteur des k-modules de d-iéme
puissance divisée. On renvoie & [18, chap. III] pour la définition et les propriétés
de base de ces foncteurs. Rappelons simplement que I'? est un foncteur poly-
nomial de degré d, qui préserve les épimorphismes et les colimites filtrantes, et
que l'on dispose d’un morphisme naturel T4(V) — (V®4)S4 qui est un isomor-
phisme si V' est un module plat. Le foncteur I‘g est compatible au changement
de 'anneau de base k en le sens suivant : si k — A est un morphisme d’anneaux,
avec A commutatif, on dispose d’un isomorphisme I'4 (A ®; V) ~ A @, T¢(V)
naturel en le k-module V' [I8] th. II1.3].

Le foncteur Fz posséde une structure canonique d’endofoncteur monoidal
symétrique de la catégorie monoidale symétrique (k-Mod, ®, k). Cela permet de
relever I'{(A) en un endofoncteur des k-algébres (voir [19] pour une description
détaillée). De méme, si A est une catégorie k-linéaire, on définit une catégorie k-
linéaire T'¢.A ayant les mémes objets que A et dont les morphismes sont donnés
par (IT'¢.A)(a,b) :=T'%¢(A(a,b)) et la composition par

T4 (A(a,b)) @ TL(A(b,¢)) = T¢(A(a,b) @ Ab, c)) — T¢(A(a, )

ou la premiére fléche est induite par la structure monoidale de FZ et la seconde
par la composition de A.

Définition 2.1. Soient A une petite catégorie k-linéaire, £ une catégorie abé-
lienne k-linéaire et d € N. On note Py (A, ) la catégorie Addy(T'¢(A),E). Ses
objets sont appelés foncteurs polynomiaux stricts homogénes de degré d sur k
de A vers &.

On note Py (A; k) pour Pgi (A, k-Mod) ; lorsque A et B sont des k-algébres,
on note Py, (A, B) pour Pur(P(A), B-Mod).

Cette notion a été introduite originellement, dans le cas de Pqi(k, k), par
Friedlander et Suslin [I1} §2] (lorsque k est un corps, généralisé aussitot au cas
d’un anneau commutatif quelconque dans [22]) ; on pourra également consulter
[25] §2.1] pour des généralités sur ces catégories.

Remarque 2.2. On peut définir des foncteurs polynomiaux stricts « naifs » de
la méme maniére en remplacant le foncteur I'Y par le foncteur des tenseurs sy-
métriques homogenes de degré d (invariants de la d-iéme puissance symétrique

3. Pirashvili donne le résultat dans le cas ou A = P(A) et £ = Ab, mais la méme démons-
tration vaut dans le cas général.

{pr-pira}
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sous l'action de &,). Les deux notions coincident si A est k-plate, i.e. si tous
les k-modules A(a, b) sont plats. La plupart des résultats que nous démontre-
rons pour les foncteurs polynomiaux stricts valent également pour les foncteurs
polynomiaux stricts naifs, mais ces derniers sont bien moins importants : en ’ab-
sence d’hypothése de platitude, les tenseurs symétriques ont beaucoup moins de
bonnes propriétés fonctorielles que les puissances divisées, qui sont reliées a la
géométrie algébrique [22].

Le résultat suivant se déduit du théoréme de Gabriel-Popescu, de la méme
fagon que dans le cas particulier classique ot A = B = k est un corps [11]
th. 3.2].

Proposition 2.3. Soient A et B des k-algébres et n > d > 0 des entiers. Alors
le foncteur d’évaluation en A% induit une équivalence de catégories k-linéaire

Par(A, B) = (T¢(M,,(A)) ® B)-Mod.

Remarque 2.4. Les algébres I'4(M,,(A)) sont des généralisations des algébres
de Schur classiques.

On peut également montrer que la catégorie Poly(A, B) est équivalente a
une catégorie de modules sur un certain anneau [I5] cor. 1.1], mais cet anneau
est peu maniable, de sorte que ce dernier résultat ne nous aidera pas dans le
présent travail, contrairement & la proposition |2.3]

On dispose d’un morphisme k-linéaire naturel k[V] — T¢(V) [v] > vl

(ot la notation vl est celle de [I8, §I11.1]) en le k-module V, compatible aux
structures monoidales symétriques, d’oit un foncteur k-linéaire k[A] — I'¢(A)
qui induit par précomposition un foncteur k-linéaire

ia: Pan(A &) = Addy (T (A), ) — Addy(k[A],E) ~ Fct(A, E)

qui, comme tout foncteur de précomposition, est bicontinu (et en particulier
exact). Comme k[A] — T'¢(A) est essentiellement surjectif, iy est également
fidéle. Son image essentielle est incluse dans Poly(A, £). Si d! est inversible dans
k, alors iq est plein et son image essentielle est stable par sous-quotient, mais
ce n’est pas vrai en général.

Proposition 2.5. Soient A une catégorie additive essentiellement petite et
E une catégorie de Grothendieck, toutes deux k-linéaires. Un foncteur F de
Pai(A,E) est de type fini si et seulement si le foncteur iq(F) de Fct(A,E) est
de type fini.

Démonstration. Si V est un k-module, le morphisme k-linéaire naturel

P EVISTIV)  (orv] e ool

r
i1+ +ir=d
015000080 >0

est surjectif. On en déduit, pour tout objet a de A, une transformation naturelle
surjective
P KA, —) - ia(TAfa, -)) -

it tin=d
i14enyin>0

{pr-eqSchur}
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11 s’ensuit que P’adjoint a droite j4 de iq (qui existe par la théorie générale des
extensions de Kan) est muni pour tout objet a de A de monomorphismes

jaF)a) = @ F(a®)
i1+ +ir=d
i1 esin>0

naturels en le foncteur F' de Fct(A,E). Par conséquent, si ® est un foncteur
depuis une petite catégorie filtrante J vers Fct(A, £), le morphisme canonique

col}im jao® — ja4 (col}im <I>> est un monomorphisme. Cela entraine formellement

que le foncteur iy préserve les objets de type fini.
La réciproque découle de ce que i4 est exact, cocontinu et fidéle. O

On dispose d’'un autre foncteur fondamental reliant les foncteurs polyno-
miaux stricts aux foncteurs (multiadditifs) ordinaires. Pour alléger les notations,
nous ne l'explicitons que dans le cas de I'anneau de base des entiers, qui seul
nous servira, en lien avec la proposition

Si A est une catégorie additive essentiellement petite et £ une catégorie abé-
lienne, la précomposition par le foncteur additif canonique T'¢(A) — A®? (ou
la puissance tensorielle est prise sur Z) fournit un foncteur exact Addy(A4,E) ~
Add(A®? E) — AdA(TL(A),E) = Paz(A,E); la précomposition par le fonc-
teur d’oubli YAddy(A4,E) — Addy(A, E) fournit un foncteur

Ag:BAddy (A, E) = Pazl(A,E) (2)

muni d’une action de &4, qui reléve le foncteur Ay : Addg(A, E) — Polg(A,E)
introduit en alafin dela section au sens ol I’on dispose d’un isomorphisme
Sg-équivariant Ay ~ i3 0 Ag.

3 Noethérianité locale des foncteurs polynomiaux
stricts

Le théoréme principal de cette section repose sur le résultat classique suivant.

Proposition 3.1 (Noether). Supposons que k est noethérien et que A est une
k-algébre commutative de type fini, munie d’une action d’un groupe fini G par
automorphismes d’algébre. Alors la k-algebre AS des invariants est de type fini.

Si de plus V' un A-module de type fini muni d’une action de G par automor-
phismes k-linéaires tels que g.(a.v) = (g«a).(g«v) pour tout (g,a,v) € Gx AxV
(ou Uétoile indique laction de G sur A ou V et le point action de A sur V),
alors V& est un AC-module de type fini.

Démonstration. La premiére assertion est un théoréme classique de Noether, cf.
par exemple [2, chap. V, §1, th. 2]. Pour établir la deuxiéme, on note d’abord
que, si A est une k-algébre commutative de type fini et V un A-module, alors
V est un A-module de type fini si et seulement si la k-algébre commutative
VxA:=Va&A (ouV est un idéal de carré nul) est de type fini. Or, si V
est muni d’une action de G vérifiant la condition de ’énoncé, on dispose d’un
isomorphisme de k-algébres (V x A)¢ ~ V& x A%, de sorte que la deuxiéme
assertion s’obtient en appliquant la premiére & V' x A. O

{eq_Dt}

{snstr}
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On rappelle qu’une k-algébre commutative est dite essentiellement de type
fini si elle est isomorphe & la localisation relativement a une partie multiplicative
d’une k-algébre commutative de type fini (par exemple, un corps commutatif de
type fini est une algébre commutative essentiellement de type fini sur Z). Une

k-algébre est dite finie si le k-module sous-jacent est de type fini.
{th-pstrnoeth}
Théoréme 3.2. Supposons que l'anneau k est noethérien, que A est une k-

algébre commutative essentiellement de type fini et que L est une A-algébre finie.
Alors pour tout d € N, la catégorie de foncteurs polynomiaux stricts Pax(L, k)
est localement noethérienne.

Démonstration. En vertu de la proposition il s’agit de montrer que I'*(My(L))
est une algébre noethérienne a gauche.

On commence par le faire dans le cas o A est une k-algébre de type fini et
plate. Dans ce cas ['%(A) ~ (A%9)S¢ est une algébre de type fini, et (V®4)Sq
est un T'%(A)-module de type fini pour tout A-module de type fini V, par la
proposition Il s’ensuit que T'Y(V) est également un I'*(A)-module de type
fini, car tout A-module de type fini est quotient d’'un A-module libre de type fini,
qui est k-plat, et T'? préserve les épimorphismes. Or My(L) est un A-module
de type fini, donc I'Y(M4(L)) est une algébre finie sur 'algébre commutative de
type fini T'%(A), c’est donc une algébre noethérienne (4 gauche et a droite).

Tl existe par hypothése n € N, un idéal I de ’algébre de polynomes k[z1, . .., z,]
et une partie multiplicative S de I’algébre quotient k[z1,...,z,]/I tels que A ~
(klzy,...,z,]/)[S™']. L'image inverse S de S par la projection k[z1, ..., x,] —
klz1,...,2,]/I est une partie multiplicative de k[zq,...,z,], et on a A ~
(klz1, ... 2] [5‘*1])/][5‘*1}. Supposons que L est engendré comme A-module
par une partie finie E. Soient R la sous-k[x1, ..., z,]-algébre de L engendrée par
E (ouVon voit L comme k[x1,...,x,]|-algébre via le morphisme k[z1, ..., z,] —
A) et T I'image de S dans R : T est une partie multiplicative centrale de R, et
L~ R[T7Y.

Comme k[zq,...,z,] est une k-algébre commutative de type fini plate et
R une k[zy,...,xz,]-algébre finie, le début de la démonstration montre que
I'Y(Mg4(R)) est une algébre noethérienne. La conclusion provient alors des iso-
morphismes canoniques

I (Ma(L)) = T (Ma(R)[T™1]) = T (Ma(R)[(T') 1],
ott Tl désigne la partie multiplicative centrale {t[4 |t € T} de T'%(R). O

Remarque 3.3. Plus généralement, si k, A et L vérifient les hypothéses du théo-
reme[3.2] alors la catégorie Py (P (A), £) est localement noethérienne pour toute
catégorie de Grothendieck k-linéaire localement nothérienne £.

4 La propriété pf.
{snpfi}
Pour n € N, on dit qu’un objet X d’une catégorie abélienne £ engendrée par
des objets projectifs de type fini vérifie la propriété de n-présentation finie —
en abrégé pf, — s’il existe une suite exacte P, - P,_1 — -+ — P —- X — 0
ol les P; sont projectifs de type fini. On dit qu’un objet vérifie la propriété pfoo
sl satisfait pf, pour tout n € N. On renvoie par exemple a [5, § 1] pour plus de
détails sur la propriété pf,, ; on note pf,,(€) la classe des objets de £ la vérifiant.



Avant de donner le résultat principal de cette section, nous aurons besoin
d’un lemme général qui permettra de contourner des problémes posés par le
comportement de la propriété pf, par changement de base non plat en présence
de propriétés de noethérianité.

Lemme 4.1. Supposons que k est noethérien. Si C est une petite catégorie
préadditive et F un foncteur noethérien de Add(C;Z), alors Tors(F,k) est un
foncteur de type fini de Add(C; k).

Démonstration. Comme ’anneau k est noethérien, 'idéal de ses éléments de
Z-torsion est de type fini, donc annulé par un entier N > 0. Il s’ensuit que le
morphisme naturel

&P Homgz (Z/n, k) @z Tor{(F,Z/n) — Tory(F, k)

n

de Add(C; k) déduit de la fonctorialité de Tor?, ou la somme directe est prise
sur I’ensemble fini des diviseurs strictement positifs de N, est un épimorphisme.
La conclusion provient donc de ce que Homy(Z/n, k) — k est un k-module de
type fini et Tor?(F,Z/n) ~ Homgy(Z/n, F) < F est un foncteur de type fini de
Add(C;Z), puisque k et F sont noethériens. O

Théoréme 4.2. Soient d € N et A une petite catégorie additive. On suppose
que l'anneau k est noethérien et que les catégories Pz (A; k) et Add(A;Z) sont
localement noethériennes.

Si F' est un foncteur de type fini de Pygz(A;k), alors ig(F) appartient
pf o (F (A K)).

Démonstration. Soit a un objet de A. Comme le foncteur A(a, —) est de type
fini dans la catégorie localement noethérienne Add(.A;Z), son sous-foncteur de
Z-torsion est de type fini, de sorte qu’il est annulé par un entier N > 0.

Notons Aby la sous-catégorie pleine de Ab constituée des groupes abéliens
de type fini dont le sous-groupe de torsion est annulé par N. Cette catégorie est
équivalente & P(Ay), ou Ay désigne anneau des endomorphismes du groupe
abélien Z & @ Z/n ou la somme directe est prise sur les diviseurs strictement
positifs n de N. Comme le groupe abélien sous-jacent a Ay est de type fini,
[5, cor. 6.18] et la proposition montrent que la restriction 4 Aby de F(Zi
appartient & pf__(F(Aby;Z)).

Comme les endofoncteurs Z[—] et 'Y de Ab commutent aux colimites fil-
trantes, on en déduit que la restriction de F% aux groupes abéliens dont le sous-
groupe de torsion est annulé par N posséde une résolution dont chaque terme
est une somme directe finie de foncteurs de la forme Z[Ab(V, —)], ot V appar-
tient & Aby. Il s’ensuit que I'4(A(a, —)) posséde une résolution dont chaque
terme est une somme directe finie de foncteurs de la forme Z[A], ou A est un
foncteur de type fini, donc vérifiant la propriété pf.., de la catégorie localement
noethérienne Add(A;Z). Un tel foncteur Z[A] appartient a pf  (F(A;Z)) en
vertu de [5], prop. 7.1]. Par conséquent, I'¢(A(a, —)) appartient & pf . (F(A;Z)).
On conclut en montrant les propriétés (H}) et (H2) ci-dessous
(H}) Va € Ob A I'd(A(a,—)) ®z k € pf,,(F(A;k))

(H2) pour tout F' € ObPy.z(A; k) de type fini, i4(F) € pf, (F(A; k))
selon le schéma de récurrence sur n € N suivant :

(Hy) = (Hy) = (Hy )

{1m-pfi_chgb}

{th-pfiP}



L’initialisation (H}) est triviale, 'implication (H.) = (H2) est formelle (cf. [5]
prop. 1.7]), et I'implication (H2) = (H},,) s’établit au moyen du lemme
(appliqué & la catégorie préadditive C = I'4(\A)), en utilisant 5] cor. 1.6] (et la
proposition , qu’on applique & la tensorisation par k sur Z d’une résolution
projective de type fini (qui est nécessairement Z-libre) de I'}(A(a,—)) dans

F(A;Z). Cela termine la démonstration. O

5 Noethérianité locale des foncteurs polynomiaux
ordinaires

Notation 5.1. Si A est un anneau, on désigne par Ay la k-algébre A ®z k.

5.1 Premier théoréme de finitude

Le théoréme suivant constitue une vaste généralisation de [5, cor. 6.18]. Sa
démonstration utilise les foncteurs Ay et Ay introduits en et respective-
ment.

Théoréme 5.2. Soit A un anneau noethérien a gauche. On suppose que k est
noethérien et qu’il existe une k-algébre commutative essentiellement de type fini
L telle que Ay soit une L-algébre finie. Alors tout foncteur polynomial de type
fini F de F(A, k) est noethérien et appartient & pf (F(A,k)).

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur le degré polynomial
d de F. Le résultat est trivial pour d < 0, on peut donc supposer d > 0 et
Passertion établie pour les foncteurs de Poly—1(A, k). Comme F est de type fini,
le foncteur AyCrq(F) est également de type fini dans F(A, k) (ou Polq(A, k)).
Il s’ensuit, grace & la proposition que le foncteur AdCrd(F ) est de type
fini dans Py (A, k) ~ Pg.k(Ak, k). Par le théoréme cela entraine que son
sous-foncteur AdeCrd(F) est de type fini. Le théoréme montre alors que
AZ*Cry(F) ~ id(AdeCrd(F)) appartient a pf__(F (A, k)).

Par la proposition il existe dans F(A, k) une suite exacte 0 =T — F —
AZ*Cryg(F) — X — 0 avec T et X dans Polg_1(A, k). Quotient du foncteur
de type fini Aderd(F), X est de type fini, et appartient donc a pf__ (F(A4,k))
par I'hypothése de récurrence. Le fait que F' soit de type fini, Aderd(F ) de
présentation finie et X dans pf,(F (A4, k)) implique formellement [5, prop. 1.5]
que T est de type fini. L’hypothése de récurrence montre donc que 1" appartient
a pf(F(A,k)), et B, prop. 1.5] que F appartient également a cette classe de
foncteurs.

Ainsi, tout foncteur de type fini F de Polys(A, k) est dans pf_(F(A,k)),
et en particulier de présentation finie dans F(A, k). Cela implique qu'un tel
foncteur est noethérien : si G est un sous-foncteur de F, alors F//G, quotient de
F, est de type fini et dans Poly(A, k), donc de présentation finie dans F(A, k),
donc G est nécessairement de type fini, d’ou le théoréme. O

5.2 Deuxiéme théoréme de noethérianité

Nous allons voir que I'on peut s’affranchir de I'hypothése de noethérianité
de A dans I’énoncé précédent pour obtenir la noethérianité locale de Poly(A, k)
(théoréme ci-aprés), mais pas pour la propriété pf., (remarque ci-dessous).
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Remarque 5.3. Supposons que k est un corps de caractéristique p > 0 et considé-
rons 'anneau commutatif A = Q/ZxZ extension de carré nul de Z par le groupe
abélien Q/Z. Alors Ay ~ k, de sorte que toutes les hypothéses du théoréme
sauf la noethérianité de A, sont vérifiées. Pour autant, I'idéal des éléments de A
annulés par p n’est pas de type fini, de sorte que la catégorie additive P(A) ne
vérifie pas la condition (T3 ,) de [5 §5.1]. Ainsi, [5 th. 5.9] montre qu'il existe
un foncteur additif de type fini dans F(A, k) qui ne vérifie pas la propriété pfe.

La généralisation de la propriété noethérienne donnée par le théoreme [5.2]
se déduira de celui-ci par I'intermédiaire de quelques lemmes simples que nous
donnons maintenant. Les premiers relévent de la seule théorie des anneaux.

Dans I’énoncé suivant, si A est un anneau, on note A, 1’idéal bilatére de A
constitué des éléments de Z-torsion.

Lemme 5.4. Tout anneau commutatif noethérien k est isomorphe au produit
direct d’une Z[S™1]-algebre A telle que A/Aior soit fidélement plate sur Z[S™1],
pour une certaine partie multiplicative S de Z, et d’un nombre fini d’anneaux
dont la caractéristique est une puissance d’un nombre premier.

Démonstration. Si k est de caractéristique non nulle, le résultat est clair, on
suppose donc k de caractéristique nulle. Soit S la partie multiplicative de Z
constituée des entiers qui sont inversibles dans anneau quotient k/kio,. Il est
clair que k/ko, est une Z[S~!]-algébre fidélement plate.

Si p est un nombre premier appartenant a .S, il existe x € k et des entiers
i € Net m € N*, avec m étranger a p, tels que mp'(1 — pz) = 0. Quitte a
modifier z, on peut supposer que m = 1 — en effet, toute identité de Bézout
pa +mb = 1 implique 0 = p*(1 — pa)(1 — px) = p'(1 — py) avec y = a + = — pax.
L’élément pia® de k est alors idempotent, de sorte que k est isomorphe au produit
de k/(p'x?), dont la caractéristique est une puissance de p (car p' = p'tlz), et
de k/(1 — p'z?), dans lequel p est inversible. Comme ko, n’a une composante
p-primaire non nulle que pour un nombre fini de nombres premiers p (puisque
c’est un idéal de type fini de k), en itérant cette décomposition, on obtient le
résultat souhaité. O

Les énoncés suivants, classiques, sont laissés en exercice.

Lemme 5.5. Soient K — L un morphisme d’anneaur commutatifs fidélement
plat et A une K -algébre. Si la L-algébre AQx L est noethérienne & gauche, alors
A est noethérienne a gauche.

Lemme 5.6. Soient A un anneau et I un idéal bilatére nilpotent de A, de type
fini comme idéal o gauche. Si Uanneau A/I est noethérien & gauche, alors A est
noethérien a gauche.

Le lemme suivant s’établit facilement par récurrence sur le degré polynomial
d & partir de la proposition [1.1

Lemme 5.7. Soient A une catégorie additive essentiellement petite, £ une ca-
tégorie abélienne et d € N.

1. Si la multiplication par tout élément d’une partie multiplicative S de 7
est un isomorphisme dans £, alors le foncteur canonique A — A[S™1]

induit une équivalence Polg(A[S™1],E) = Poly(A,E).
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2. Sila multiplication par un entier n > 0 est nulle dans £, alors la réduction
modulo n® dans A induit une équivalence Polg(A/nt,E) = Poly(A,E).

Théoréme 5.8. Soit A un anneau. On suppose que k est noethérien et qu’il
eziste une k-algébre commutative essentiellement de type fini L telle que Ay soit
une L-algebre finie. Alors tout foncteur polynomial de type fini de F(A, k) est
noethérien.

Démonstration. L’hypothése entraine que I’algébre Ay, est noethérienne (a gauche
et a droite).

Supposons d’abord que la caractéristique de k est une puissance non triviale
d’un nombre premier p. L’anneau Ax/p ~ (A/p) ®z/, (k/p), quotient de A,
est noethérien, donc A/p lest également (lemme 7 et A/pY est noethérien
pour tout N € N (lemme . Le théoréme montre donc que la catégorie
Polyg(A/p", k) est localement noethérienne pour tous d, N € N, de sorte qu’on
conclut par le lemme [5.7)2}

Supposons maintenant que k est une Z[S~!]-algébre telle que k/kior soit
fidélement plate, pour une partie multiplicative S de Z. Alors la noethéria-
nité de Ay entraine celle de A ®z (k/kior) =~ A[S™'] ®z15-1) (k/ktor), donc
de A[S™Y] (lemme , de sorte que le théoréme implique que la catégorie
Pola(A[S™'], k) est localement noethérienne pour tout d. Le lemme|[5.7][]jmontre
qu’il en est de méme pour Poly(A, k).

La conclusion découle des deux cas particuliers précédents et du lemme [5.4}

O

5.3 Quelques applications
Application 5.9. Sik est un corps commutatif, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
1. le corps k est de type fini;
la catégorie Polg(k, k) est localement noethérienne;
la catégorie Polgi1(k,Z) est localement noethérienne ;

la catégorie Py.z(k, k) est localement noethérienne ;

o s L

la catégorie Pyi1.z(k,Z) est localement noethérienne.

En effet, comme un corps commutatif de type fini est un anneau commutatif
essentiellement de type fini, la premiére assertion implique les autres par les
théorémes et La réciproque se déduit du fait que si k est un corps
commutatif et n > 2 un entier, alors 'anneau k®2" n’est noethérien que si k est
un corps de type fini, ainsi que des observations générales suivantes.

Si la catégorie Poly(A, k) est localement noethérienne, alors la catégorie
quotient Pol;(A, k)/Pol;_1(A, k) est localement noethérienne pour tout entier
i < d, d’ou I'on déduit facilement en utilisant la proposition que la k-
algébre A?i est noethérienne & gauche. L’analogue de la propositi pour les
foncteurs polynomiaux stricts montre de méme que, si Py, (A, B) est localement
noethérienne, ot A et B sont des k-algébres, alors A®? @ B est noethérienne a
gauche.

Remarque 5.10. Lorsque d! est inversible dans Ay, le recollement de Pirashvili
devient trivial, de sorte qu’il y a équivalence entre la noethérianité locale de
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Poly(A, k) et le caractére noethérien a gauche de A" pour tout i < d. Nous
ignorons si c’est encore le cas si 'on omet 'hypothése d’inversibilité de d! dans
Aj. Comme, de surcroit, le probléme de la préservation de la noethérianité par
produit tensoriel pour des k-algébres (méme commutatives et lorsque k est un
corps) est notoirement difficile, trouver une condition nécessaire et suffisante
simple sur 'anneau A pour que Poly(A, k) soit localement noethérienne semble
hors de portée.

Application 5.11. Nos résultats permettent d’améliorer [3], cor. 6.22]. En effet, la
méme démonstration que celle de [5], combinée au théoréme montre que si
A est une algebre finie sur un anneau commutatif essentiellement de type fini et
I un idéal bilatére nilpotent de A dont le groupe additif sous-jacent est de type
fini, et que anneau A/T vérifie la propriété de finitude (HGLF) de [5], alors A
vérifie également (HGLF).

Par exemple, si R est une algébre finie sur un anneau commutatif essentiel-
lement de type fini, que R vérifie (HGLF) et que V un (R, R)-bimodule dont le
groupe abélien sous-jacent est de type fini, alors I’extension de carré nul R x V
vérifie (HGLF).
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