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A-QUIDDITE ET SOUS-GROUPES ENGENDRES PAR UN NOMBRE
ALGEBRIQUE

FLAVIEN MABILAT

REsuME. Lors de son travail consacré aux frises de Coxeter, M. Cuntz a initié I’étude de la notion de
A-quiddité et a posé le probléme de ’étude de cette derniére sur certaines sous-parties de C. L’objectif
de ce texte est d’apporter quelques nouveaux éléments de réponse dans le cas de divers sous-groupes
monogénes de (C,+) engendrés par un nombre algébrique. En particulier, on étudiera les cas des sous-
groupes engendrés par a + bv/k.

AssTracT. During his work devoted to Coxeter’s friezes, M. Cuntz initiated the study of the notion
of A-quiddity and raised the problem of the study of this over some subsets of C. The objective of
this text is to bring some new elements of response in the case of some cyclic subgroups of (C,+) gen-
erated by an algebraic number. In particular, we will study the cases of subgroups generated by a+bvk.

Mots clés : A-quiddité ; groupe modulaire ; sous-groupe monogéne ; nombre algébrique
Classification : 05A05

« L’homme intelligent se mesure a ce qu’il sait ne pas comprendre. »
Edouard Herriot, Notes et Mazximes

1. INTRODUCTION

Apparus au tout début des années soixante-dix sous la plume du mathématicien britannique H. S. M.
Coxeter afin d’étudier les formules de Gauss associées au Pentagramma mirificum (voir [4]), les frises de
Coxeter se sont rapidement affranchies de leur role d’outil intermédiaire. Aujourd’hui, elles constituent
un objet d’étude & part entiére dont les ramifications couvrent une myriade de sujets différents (voir
par exemple [15]). Ceci explique que de trés nombreux travaux soient consacrés a ces objets et a leurs
applications. En particulier, un des principaux levier d’action pour étudier ces derniers est la considération
de ’équation matricielle ci-dessous :

M, (ay,...,ay) = in ! fnt ! M ! = —Id.
1 0 1 0 1 0
En effet, les solutions de cette équation sont celles qui sont utilisées dans la construction des frises de
Coxeter (voir [1] et [6] proposition 2.4). On va ici s’intéresser en particulier & la généralisation ci-dessous
de I’équation évoquée précédemment :

(E) M,(a,...,a,) = £Id.

Key words and phrases. A-quiddity ; modular group ; cyclic subgroup ; algebraic number.
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L’étude des matrices M, (a1, ..., a,) est d’autant plus intéressante qu’elles interviennent dans de multiples
branches des mathématiques, notamment dans I’étude des fractions continues ou du groupe modulaire
(voir par exemple [16]).

Les solutions de cette équation matricielle sont nommées A-quiddités. Afin d’obtenir une descrip-
tion compléte de ces derniéres sur un ensemble donné R, on introduit une notion d’irréductibilité dont
le but est de réduire I’étude des solutions de (F) & un nombre restreint d’éléments. L’objectif naturel est
alors de connaitre ’ensemble des A-quiddités irréductibles sur R, ou de fagon plus modeste d’avoir des
informations sur celles-ci.

Dans cette optique, on dispose déja de certains résultats. V. Ovsienko a obtenu une construction
récursive des solutions de (F) sur N* (voir [16] Théorémes 1 et 2) tandis qu’un certain nombre de résul-
tats ont été démontrés pour le cas des anneaux Z/NZ (voir [9, 11, 12, 13]). Cependant, la plupart des
théorémes de classification concernent des sous-ensembles de C, en lien avec un probléme ouvert soulevé
par M. Cuntz (voir [5] probléme 4.1). On dispose ainsi d’une description compléte des A-quiddités irré-
ductibles sur N (voir [5] Théoréme 3.1), sur Z (voir [6] Théoréme 6.2), sur Z[«] (voir [10] Théoréme 2.7)
et sur certains sous-groupes monogénes de (C,+), notamment ceux engendrés par vk (voir [14]). Afin
d’avoir une présentation compléte, la plupart de ces résultats seront rappelés dans la section 3.2.

Notre objectif dans ce texte est de poursuivre ’étude initiée dans [14] en obtenant de nouveaux
résultats de classification des A-quiddités irréductibles sur certains sous-groupes monogénes de (C,+).
Pour effectuer cela, on commencera par rappeler dans la section 2 les définitions dont on aura besoin
dans la suite et on donnera quelques éléments préliminaires dans la section 3. Ensuite, on démontrera
dans la section 4 deux premiers résultats de classification utilisant les éléments conjugués d’un nombre
algébrique, dont un concernant les a+bv/k. Pour terminer, on prouvera dans la derniére partie un résultat
permettant d’obtenir facilement toutes les A-quiddités irréductibles sur un sous-groupe monogéne dont
le générateur appartient & une région donnée du plan complexe.

2. DEFINITIONS ET RESULTATS PRINCIPAUX

Dans cette section, on va fournir les éléments essentiels de ce texte. Dans un premier temps, on va
rappeler I’ensemble des définitions et des notations dont on aura besoin dans la suite. Dans un second
temps, on énoncera les résultats principaux qui seront démontrés dans les sections suivantes. Dans tout
ce texte, R est un sous-magma de C, c’est-a-dire une sous-partie de ’ensemble des nombres complexes
stable par addition. Si w € C, on note < w >:= {kw, k € Z}, le sous-groupe de (C,+) engendré par w.
On commence par définir formellement le concept de A-quiddité.

Définition 2.1 ([5], définition 2.2). Soit n € N*. On dit que le n-uplet (a1,...,a,) d’éléments de R est
une \-quiddité sur R de taille n si (aq,...,ay,) est une solution de (E), c’est-a-dire si (a1, ...,a,) vérifie
My(ai,...,a,) = £Id. En cas d’absence d’ambiguité, on parlera simplement de \-quiddité.

En vue de I’étude des A-quiddités, on rappelle les deux définitions ci-dessous :

Définition 2.2 ([5], lemme 2.7). Soient (n,m) € (N*)2, (a1,...,a,) un n-uplet d’éléments de R et

(b1,...,bm) un m-uplet d’éléments de R. On définit l'opération suivante :
(al,...7an) (5) (bh...,bm) = (a1 +bm,a2,... ,An—1,0n +b1,b2,...7bm,1).
Le (n +m — 2)-uplet ainsi obtenu est appelé la somme de (ay,...,a,) avec (by,...,by).

Exemples. On considére ici R=7. On a :
— (-1,2,4)® (3,0,1) = (0,2,7,0) ;
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— (-2,1,3,1)® (2,3,1) =(—1,1,3,3,3) ;
— (2,1,0,2) & (1,-3,2,5,1) = (3,1,0,3,-3,2,5) ;
—n>2, (a1,...,a,) ® (0,0) = (0,0) & (a1, ...,a,) = (a1, ..., ay).
@ est une opération non commutative et non associative (voir [20] exemple 2.1). En revanche, elle est

particuliérement utile pour I’étude des A-quiddités car elle vérifie la propriété remarquable suivante : si
(b1, ..,bm) est une A-quiddité sur R alors la somme (aq,...,a,) ® (b1,...,by) est une A-quiddité sur R

si et seulement si (aq,...,a,) est une A-quiddité sur R (voir [5, 20] et [9] proposition 3.7).

Définition 2.3 ([5], définition 2.5). Soient (a1,...,a,) et (by,...,b,) deux n-uplets d’éléments de R. On
dit que (ay,...,an) ~ (b1,...,by) si (by,...,b,) est obtenu par permutations circulaires de (ay,...,an)
ou de (ap,...,a1).

On vérifie aisément que ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des n-uplets d’éléments de
R (voir [20], lemme 1.7). Par ailleurs, si un n-uplet d’éléments de R est une solution de (E) alors tout
n-uplet d’éléments de R qui lui est équivalent est aussi une solution de (E) (voir [5] proposition 2.6).
Muni de ces définitions, on peut définir la notion d’irréductibilité précédemment évoquée.

Définition 2.4 ([5], définition 2.9). Une A-quiddité (c1,...,c,) sur R avec n > 3 est dite réductible s’il
existe une A-quiddité (by,...,b;) sur R et un m-uplet (a1,...,an,) d’éléments de R tels que

— (c1y-yen) ~ (a1, .. am) @ (by,...,b),

— m>3etl>3.

Une A-quiddité est dite irréductible si elle n’est pas réductible.

Remarque. Dans le cas ou 0 € R, (0,0) est une A-quiddité sur R. Cependant, celle-ci n’est jamais
considérée comme étant irréductible.

Uue fois cette notion définie, I’objectif principal de I’étude de I’équation (F) est d’obtenir une descrip-
tion compléte des solutions irréductibles. On posséde déja un certain nombre de résultats de classification
des A-quiddités irréductibles, dont plusieurs abordent le cas des sous-groupes monogénes (voir [5, 10, 14]
ainsi que la section 3.2). En particulier, I'un de ces résultats résout entiérement la question de la classifica-
tion pour le cas des sous-groupes engendrés par un nombre transcendant, c’est-a-dire un nombre qui n’est
racine d’aucun polynéme non nul & coefficients entiers. Notre premier objectif est donc naturellement
d’avoir des informations pour les sous-groupes engendrés par un nombre algébrique. Cette étude nous
permettra notamment de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2.5. Soit w € C algébrique. Si w a un élément conjugué de module supérieur a 2 alors
lensemble des \-quiddités irréductibles sur < w > est :

{(0, kw, 0, —kw), (kw,0, —kw,0); k € Z}.
Avec ce résultat, on déduira le résultat de classification ci-dessous :

Théoréme 2.6. Soit (a,b, k) € Z* avec a # 0, b # 0 et k > 2. On suppose que a+bvV'k # +1. L’ensemble
des \-quiddités irréductibles sur < a + bVk > est :

{(0,1(a 4+ bVk),0, —l(a + bVE)), (I(a + bVE), 0, —l(a + bVk),0),1 € Z}.

Ces deux théorémes sont démontrés dans la section 4. Notons par ailleurs que les résultats de classifi-
cation déja connus (voir section 3.2) permettent de considérer les cas exclus dans le théoréme précédent
et donc de régler entiérement la question de la classification pour ces sous-groupes.

On s’intéressera pour terminer aux cas de certains nombres complexes non réels en démontrant le
résultat ci-dessous :
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Théoréme 2.7. Soit w = a + ib € C. On suppose que |ab| > 1. L’ensemble des \-quiddités irréductibles
sur < w > est :

{(0, kw, 0, —kw), (kw,0, —kw,0); k € Z}.

Ce théoréme est prouvé dans la section 5.

3. RESULTATS PRELIMINAIRES

Le but de cette partie est de collecter un certain nombres d’éléments utiles pour la suite et d’énoncer
plusieurs théorémes de classification précédemment évoqués. On en profitera également pour fournir
quelques éléments plus généraux sur les solutions de I’équation (F).

3.1. Premiers résultats. On débute cette section en donnant la liste des A-quiddités sur C lorsque
1<n<d4.

Proposition 3.1 ([6], exemple 2.7). — (E) n'a pas de solution de taille 1.
— (0,0) est la seule solution de (E) de taille 2.
— (1,1,1) et (—1,—1,—1) sont les seules solutions de (E) de taille 3.

— Les solutions de (E) pour n =4 sont les 4-uplets suivants (—a,b,a, —b) avec ab =0 (c’est-a-dire
a=0oub=0) et (a,b,a,b) avec ab = 2.

Pour obtenir les A-quiddités de petites taille sur un sous-magma R de C, il suffit d’adapter la proposition
précédente aux éléments appartenant & R. Par exemple, si 0 ¢ R alors il n’existe pas de A-quiddité de
taille 2 sur R.

Proposition 3.2 ([14], proposition 3.3). Soient G un sous-groupe de C.
i) Une A-quiddité sur G de taille supérieure a 5 contenant 0 est réductible.
it) Si 1 ¢ G alors les A\-quiddités sur G de taille 4 sont irréductibles.

Afin de classifier les solutions de (E), on a besoin d’informations sur les composantes de ces derniéres.
Pour cela, on dispose notamment du théoréme ci-dessous qui est un ingrédient central des preuves de la
plupart des résultats de classification :

Théoréme 3.3 (Cuntz-Holm, [6] corollaire 3.3). Soit (a1,...,a,) € C" une \-quiddité. 3(i, j) € [1;n]?,
i # j, tels que |a;| < 2 et |a;| < 2.

Remarques. i) La constante 2 donnée dans le théoréme précédent est optimale. En effet, pour tout
e €]0,2], on peut construire une A-quiddité sur R dont toutes les composantes sont de module supérieur
a 2 — e (voir [10] proposition 3.5).

ii) En revanche, il n’existe pas de constante s pour laquelle il existe nécessairement une composante
plus grande que s, méme si ces derniéres sont toutes non nulles. En effet, posons pour tout n > 2,

v, —1
v, = 2sin(Z) et B, = .
" 1 0

Soit € > 0. On a lirf vy, = 0. Ainsi, il existe n € N, n > 3, tel que 0 < v, < e Le polynéome
n—-+0o0

caractéristique de B, est xp, (X) = det(B,, — XId) = X? — v, X + 1. Le discriminant de ce polynoéme

est A =v2 —4 < 0.Donc, xp, a deux racines complexes conjuguées x; et zy avec :



A-QUIDDITE ET SOUS-GROUPES ENGENDRES PAR UN NOMBRE ALGEBRIQUE 5

B,, a deux valeurs propres distinctes : ie™ % et —ie’ . Ainsi, B, est diagonalisable et (B,)?" = (—1)"Id.
Donc, le 2n-uplet formé uniquement de 2sin(Z) est une A-quiddité sur R dont toutes les composantes
sont non nulles et inférieures a e.

Dans la suite, on utilisera également une formule donnant les coefficients de la matrice M, (a1, ..., a,)
4 l'aide de déterminants. Pour cela, on donne les notations suivantes :

On pose K_; =0 et Ky = 1. Soient n € N* et (aq,...,a,) € C". On note

a1 1
1 a9 1
Kn(a17 7an) =
1 Ap—1 1
1 an
K,(a1,...,a,) est le continuant de ay,...,a,. On dispose de ’égalité suivante (voir [3]) : Soient n € N*
et (a1,...,a,) € C™.
K,(a1,...,a,) —Kn_1(ag,...,a,)
M, (a yeeey @ = n ’ ym n ) s Un .
n( 1 n) (Knl(a1,...,an1) — n,g(ag,...,an,l)

Pour obtenir une expression du continuant sous la forme d’un polynoéme, on peut utiliser un algo-
rithme simple nommé algorithme d’Euler. Celui-ci fonctionne de la maniére suivante (voir par exemple
[3] section 2). K,(a1,...,a,) est la somme de tous les produits possibles de aq,...,a,, dans lesquels
un nombre quelconque de paires disjointes de termes consécutifs est supprimé. Chacun de ces produits
étant multiplié par (-1) puissance le nombre de paires supprimées. On considére donc d’abord le produit
a1 X ... X an. Puis, on soustrait tous les produits de la forme a; X ...a;_1 X ;42 X ... X a,. Aprés, on
ajoute tous les produits possibles de a1, ..., a,, dans lesquels deux paires disjointes de termes consécutifs
ont été supprimées et on poursuit de la méme facon.

Cela donne, par exemple, pour n =4 : K4(a1, a2, as,as) = a1a2a304 — a3a4 — a1a4 — ajag + 1.

3.2. Résultats de classification. Comme on I’a évoqué dans les sections précédentes, on dispose déja
d’un certain nombre de théorémes de classification sur des sous-ensembles R de C. Dans les cas ou R est
un sous-anneau, on a les deux résultats ci-dessous :

Théoréme 3.4 (Cuntz-Holm, [6] Théoréme 6.2). Les \-quiddités irréductibles sur l'anneau Z sont :

{(17 ]-7 1); (717 717 71)3 (Ovm70’ 7m)7 (mv Oa —m, O)a meZ— {:l:l}}
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Théoréme 3.5 ([10], Théoréme 2.7). Soit o un nombre compleze transcendant. Les A-quiddités irréduc-
tibles sur l’anneau Z[c] sont :

{(1,1,1),(—17—1,—1),(O,P(a),O,—P(a)),(P(a),O, —P(Ol),O);P € Z[X] - {il}}

En plus du résultat sur Z =< 1 >, on posséde plusieurs résultats concernant les cas des sous-groupes
monogenes. Le premier d’entre-eux est une conséquence simple du théoréme 3.3.

Proposition 3.6 ([14], proposition 3.10). Soit w un nombre compleze vérifiant jw| > 2. L’ensemble des
A-quiddités irréductibles sur < w > est :

{(0, kw, 0, —kw), (kw,0, —kw,0); k € Z}.

Notons que cette proposition combiné au théoréme 3.4 permet d’effectuer la classification des \-
quiddités irréductibles sur les sous-groupes engendrés par un entier (voir [14] corollaire 3.11).

En ce qui concerne les cas des sous-groupes monogénes engendrés par un nombre complexe trans-
cendant, on dispose d’une classification compléte.

Proposition 3.7 ([14], proposition 3.12). Soit o un nombre complexe transcendant. L’ensemble des
A-quiddités irréductibles sur < a > est :

{(0, ke, 0, —ka), (kar, 0, =k, 0); k € Z}.
Dans le cas des nombres algébriques, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.8 ([14], Théoréme 2.5). Soit k € N.
i) Si k=0.(0,0,0,0) est la seule \-quiddité irréductible sur < 'k >.

i1) Si k = 1. Les \-quiddités irréductibles sur < V1> sont :
{(1,1,1),(-1,-1,-1),(0,a,0, —a), (a,0,—a,0);a € Z — {£1}}.
i1) Si k = 2. Les \-quiddités irréductibles sur < V2 > sont :
{(V2,V2,v2,V2), (=2, =2, -2, —/2), (0,av/2,0, —a/2), (av/2,0, —a/2,0); a € Z}.
i) Si k = 3. Les A-quiddités irréductibles sur < V3 > sont :
{(V3,V3,V3,V3,V3,V3), (—V3, V3, V3, V3, —V3, —V3), (0,aV/3,0, —aV/3), (aV/3,0, —aV/3,0); a € Z}.
v) Si k > 4. Les \-quiddités irréductibles sur < 'k > sont :
{(0,aVk, 0, —aVk), (aVE,0, —aVk, 0); a € Z}.

Pour d’autres résultats de classification, on peut consulter [5, 14].

3.3. Solutions de taille paire. L’objectif de cette section est de fournir un certain nombre d’éléments
permettant de montrer que toutes les A-quiddités sur un sous-groupe G sont de taille paire. On commence
par le résultat suivant :

Proposition 3.9. Soit G un sous-groupe de C. Si toutes les \-quiddités de taille paire sur G ont une
de leurs composantes égale a 0 alors toutes les \-quiddités sur G sont de taille paire et l’ensemble des
A-quiddités irréductibles sur G est

{(0,970, 79); (9307 79»0);9 € G}
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Démonstration. Soient n € N, n impair et (a,...,a,) € G" une A-quiddité.
Mop(ay, ... ap,a1,...,a4,) = My(a1,...,a,)* = Id.
Ainsi, (aq,...,an,a1,...,a,) est une solution de (F). Par hypotheése, elle contient 0 et donc (ay,...,a,)

contient 0. On en déduit que toutes les A-quiddités sur G contiennent 0.

Par la proposition 3.2, toutes les solutions de (E) sur G de taille supérieure a 5 sont réductibles. De
plus, 1 ¢ G, sinon (1, 1,1) serait une solution sur G ne contenant pas 0. Comme G est un sous-groupe de
C, —1 ¢ G. Donc, les A-quiddités sur G de taille 4 sont irréductibles (proposition 3.2) et il n’en existe pas
de taille 3 (proposition 3.1). Enfin, puisque toutes les solutions contiennent 0, il n’existe pas de solution
de la forme (a, b, a,b) avec ab = 2.

Ainsi, les A-quiddités irréductibles sur G sont celles données dans 1’énoncé, ce qui implique nécessai-
rement, que toutes les solutions sur G sont de taille paire.
O

Remarques. i) La réciproque est fausse. Par exemple, toutes les solutions de (E) sur < V2 > sont de
taille paire mais elles ne contiennent pas toutes 0 (voir Théoréme 3.8).

ii) Il existe bien sir des cas ou des A-quiddités de taille impaire existent, comme pour G = Z. On

peut également montrer que de telles solutions existent pour G =< ¢ > avec p = 1+2\/g le nombre d’or.
En effet, on montre, par un simple calcul, que (o, ©, @, @, @) et (—p, —p, —p, —p, —p) sont des A-quiddités
sur < ¢ >. Malheureusement, on ne posséde pas de classification des solutions de (F) irréductibles sur
ce sous-groupe. Toutefois, on peut émettre la conjecture suivante :

Conjecture. L’ensemble des \-quiddités irréductibles sur < ¢ > est :
{(QOa PP P, 50)3 (790a -, =¥, =¥, 7@)7 (Oa k@v Oa 7]“0)7 (k<P7 07 7]{:()07 0)7 k € Z}

On peut également montrer que les solutions sont toutes de taille paire en s’intéressant directement &
la forme des matrices M, (a1, ...,ay,). On propose ici deux exemples.

Proposition 3.10. i) Les \-quiddités sur < e T > sont de taille paire.
i1) Les A-quiddités sur < % > sont de taille paire.

Démonstration. 1) Soit n un entier naturel impair. Supposons par 'absurde qu’il existe une A-quiddité
(a1,...,an) sur < e > avec pour tout i € [1;n] a; = k;e® (k; € Z). Il existe € € {—1,1} tel que

K,(a1,...,an) —K,_1(ag,...,a,)
eld= M,(a1,...,a,) = AT " T .
(@ ) (Kn_lml, o tne)) —Kna(az,. . )
En particulier, on a K, (a1,...,a,) = €. Or, par 'algorithme d’Euler, K,,(a,...,a,) est une somme dont

chacun des termes est un produit d’un nombre impair de a; (et éventuellement de -1). On factorise cette
somme par ¢4 et on regroupe dans chaque terme les e 4 restants (qui sont en nombre pair). Chaque terme
se réduit donc & un entier multiplié par 1 ou par 4. Ainsi, K, (a1,...,a,) est de la forme e (u + iv)
avec (u,v) € Z>.

De plus, e%(u +iv) = Kp(ay,...,a,) =¢, donc u # 0 et v # 0. Ainsi,

e%(u+iv)‘ = |u +iv] = Vu2 +v2 > V2.

Ceci est absurde. Donc, les A-quiddités sur < e'T > sont de taille paire.

1:|6|:
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ii) Soit n un entier naturel impair. Supposons par l’absurde qu’il existe une A-quiddité (aq,...,a,) sur
< % > avec pour tout i € [1;n] a; = % (ki € Z). 1 existe € € {—1,1} tel que
K,(a1,...,an) —K,_1(ag,...,a,)
eld= M,(a1,...,ap) = nAT " oo .
n(@ n) (Kn1(a17~~7an1) —Ky—2(az,...,an—1)
En particulier, on a K, (a1, ...,a,) = €. Or, par algorithme d’Euler, K, (a1, ..., a,) est une somme dont
chacun des termes est un produit d’un nombre impair de a; (et éventuellement de -1). On factorise cette
somme par % et on regroupe dans chaque terme les % restants (qui sont en nombre pair). Chaque

terme se réduit donc & un entier multiplié par une puissance de % Ainsi, il existe un rationnel z tel que
_ 1
Kn(al, . ,an) = ﬁl‘

Donc, K, (a1,...,a,) € R—Q. Or, K,(a1,...,a,) = ¢ € Q. Ceci est absurde. Ainsi, les A-quiddités
sur < % > sont de taille paire. -

Nous allons maintenant tenter d’obtenir dans les sections suivantes de nouveaux résultats de classifica-
tion des A-quiddités irréductibles sur des sous-groupes monogenes engendrés par des nombres algébriques.

4. UTILISATION DES ELEMENTS CONJUGUES D’UN NOMBRE ALGEBRIQUE

L’objectif de cette section est d’utiliser le caractére algébrique de certains nombres pour démontrer
des résultats de classification des A\-quiddités irréductibles, en particulier ceux donnés dans les théorémes
2.5 et 2.6.

4.1. Démonstration des théorémes 2.5 et 2.6. On commence cette sous-partie en rappelant quelques
éléments qui nous seront utiles pour la suite (voir [8] chapitre III, section 1.3).

Si « est un nombre complexe algébrique alors :

— Il existe un unique polynome unitaire P € Q[X] tel que si R € Q[X] vérifie R(a) = 0 alors R est
un multiple de P dans Q[X].

— Ce polynome P est irréductible sur Q[X] et on Pappelle le polynome minimal de « sur Q.
— Les racines sur C du polynéme minimal de « sont les éléments conjugués de a.

Notons par ailleurs que I’ensemble des nombres complexes algébriques est infini et dénombrable (voir par
exemple [2] et [8] corollaire ITI.57).

On peut maintenant démontrer le résultat ci-dessous :

Proposition 4.1. Soient o un nombre complezxe algébrique et B un de ses éléments conjugués. On note
Q) (resp. Q(B)) Uensemble des \-quiddités sur < a > (resp. sur < 8 >). Si Q(«) # 0 alors Q(B) # 0
et Uapplication :
0 : Q) — Q(B)
(k1o ... k) — (k1B,...,knp)

est une bijection.

De plus, 0 établit également une bijection entre l’ensemble des A-quiddités irréductibles sur < o > et
Uensemble des A-quiddités irréductibles sur <  >.
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Démonstration. Si a € Q alors a = 3 et le résultat est vrai. On suppose donc que « ¢ Q, en particulier

o, B # 0.

Soient P le polynome minimal de a sur Q et (k1q, ..., kpa) € Q(«). 1l existe € € {+1} tel que

K, (kia, ... kya) —Kn_1(kaa, ... kpa)
Kn_l(kla,...,kn_la) - n_Q(kga,...7kn_1a) ’

Posons R(X) = K,(k1 X, ..., k,X) — e. Par l'algorithme d’Euler, R(X) est un polynome en X. De plus,
R(a)) = 0. Donc, R est un multiple de P dans Q[X], c’est-a-dire qu'il existe U € Q[X] tel que R = UP.
En particulier, R(3) = U(8)P(B) = 0. Ainsi,

Kn(k1B,. .., knf) = €.

eld = M, (ki«a,..., ko) = (

On montre de la méme fagon que :
— Kyp1(k1B, .. kn—1B) = Kn-1(k2f3, ..., knf8) = 0;
— Ky _o(kefB, ..., kn_18) = —e.
Donc, (k18,...,kn83) est une solution de (E) sur < 3 >. Ainsi, Q(8) # 0 et 6 est bien définie.

Si (k18,...,knB) € Q(B) alors, comme « est un élément conjugué de 8, on a, par ce qui précéde,
(k1o ..., kpa) € Q(a) et O(kray, ... kpa) = (k1S ..., kn8). Ainsi, 0 est surjective.

Soient ((k1cv, ..., kya), (Ko, ..., kha)) € Q(a)? tels que O(kiq,. .., kya) = 0(Kja,..., kL a). Pour tout
i € [1;n], ki = k. Comme S # 0, k; = ki et (kia,...,kpa) = (Kla,... Kkl «a), c’est-a-dire 0 est
injective. Ainsi, 0 est bijective.

On va maintenant montrer que 6 établit une bijection entre l’ensemble des A-quiddités irréductibles
sur < « > et I’ensemble des A-quiddités irréductibles sur < £ >.

Soit (k1cv, ..., kpa) € Q(a) tel que O(k1q, ..., kpa) est réductible. Il existe 1,1 > 3, (a1, ...,a8) € Q(5)
et (16,...,bp0) € Q(PB) tels que :

(k1B, .. knfB) ~ (a1, ..., a1B)® (b1, ..., by B) = ((a1+br)B,a2B, ..., a1-18, (a1 +b1) B, b2, ..., bir—13).
Ona:

(kray ... kna) ~ ((a1+by)a, asa, ..o a—1a, (ai+b1)a, baay, .. by —1a) = (@10 .. @) B (b, ..o bpa).

Comme (b1 3,...,bp8) € Q(B), (hra, ..., bpa) € Q(a) et donc (kya, . . ., ko) est réductible. Ainsi, I'image
d’une solution irréductible par 6 est irréductible.

Soit (k1cv,. .., kna) € Q(a) réductible. 1l existe 1,1’ > 3, (a1a,...,qc) € Q(a) et (bra, ..., bpa) € Q)
tels que :

(k1c, ... kpa) ~ (a1, ..., a)®(bray, . .., bpa) = ((a1+by ), asay, . .. a1, (a+by) o, bacy, . .. by —qa).

On a:

O(kic, ... kna) = (k1B,..., knB) ~ (a1 + b)) B, a28, ..., a1—158, (a; + b1) 8,020, ... ,byr_15).
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Donc, 9(1610[, ceey kna) = (alﬁ, RN alﬁ) ©® (blﬁ, ey bl/ﬂ).

Comme (bhia,...,bpa) € Q(a), (b15,...,bp03) € Q(B) et donc (ki ..., kya) est réductible. Ainsi, 6
établit une surjection entre les éléments irréductibles de Q(a) et ceux de Q(3).

Donc, 6 établit une bijection entre l’ensemble des A-quiddités irréductibles sur < a > et ’ensemble
des A-quiddités irréductibles sur < 8 >.
O

Muni de cette proposition, on peut maintenant prouver les théorémes 2.5 et 2.6.

Démonstration du théoréme 2.5. Soit a un nombre algébrique. On suppose que « a un élément conjugué
B de module supérieur & 2. Comme |3| > 2, on a, par la proposition 3.6, que ’ensemble des solutions
irréductibles de (E) sur < B > est {(0,k3,0,—kp), (kB,0,—kf3,0),k € Z}. Par la proposition 4.1, 6
établit une bijection entre les A-quiddités irréductibles sur < a > et celles sur < 8 >. Donc, ’ensemble
des solutions irréductibles de (E) sur < a > est {(0, ka, 0, —ka), (ka, 0, —ka, 0), k € Z}.

O

Le théoréme 2.6 se déduit du théoréme 2.5.

Démonstration du théoréme 2.6. Soit (a,b,k) € Z* avec a,b # 0 et k > 2. On pose w = a + bk et
on suppose que w # +1. Si w € Z* alors |w| > 2 et, par la proposition 3.6, ’ensemble des A-quiddités
irréductibles sur < w > est celui donné dans ’énoncé. Si w = 0, le résultat est déja connu (Théoréme 3.8
i)). On suppose donc maintenant w ¢ Z, c’est-a-dire bv/k ¢ Q. Quitte & remplacer w par —w, on peut
supposer que a > 1. On distingue deux cas :

— Si b > 1 alors w > 2. Par la proposition 3.6, 'ensemble des A-quiddités irréductibles sur < w >
est celui donné dans I’énoncé.

— Si b < —1. Posons P(X) = X2 —2aX +a? — b’k = (X — (a + bVk))(X — (a — WE)) € Z[X].
Comme a + bWk,a — bVk ¢ Q et P est de degré 2, P est irréductible sur Q[X]. Donc, P est
le polynéme minimal de w sur Q et a — bv/k est un élément conjugué de w. Or, a — bvVk > 2.
Donc, par le théoréme 2.5, 'ensemble des A-quiddités irréductibles sur < w > est celui donné
dans I’énoncé.

g

Exemple. {(0,k(1 —v/2),0, k(1 — v/2)), (k(1 — v/2),0,—k(1 —+/2),0),k € Z} est ’ensemble des \-
quiddités irréductibles sur < 1 — /2 >.

Remarque. On dispose en fait de la classification compléte des A-quiddités irréductibles sur < a+bvk >
quelles que soient les valeurs de a, b, k. En effet, si b = 0 ou si k € {0, 1} alors la classification est donnée
par le corollaire 3.11 de [14] et si @ = 0 alors la classification est donnée par le théoréme 3.8 et la
proposition 3.6.

4.2. Applications. L’objectif de cette sous-partie est d’utiliser le théoréme 2.5 pour d’obtenir d’autres
résultats de classification. On commence par la proposition suivante qui n’est qu’un exemple, parmi bien
d’autres, des applications directes possibles du théoréme 2.5 :

Proposition 4.2. Soit w = 1—7§/H L’ensemble des \-quiddités irréductibles sur < w > est

{(0, kw, 0, —kw), (kw,0, —kw,0), k € Z}.
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Démonstration. Posons P(X) = X?—-X -3 = (Xf%)(XfHT‘/ﬁ) € Q[X]. Comme 1=Y11 1+Vil ¢

2 2 07 2
Q et P est de degré 2, P est irréductible sur Q[X]. Donc, P est le polynéme minimal de w sur Q et, 1

est un élément conjugué de w. Or, HT‘/H > 2. Donc, par le théoréeme 2.5, I'ensemble des A-quiddités
irréductibles sur < w > est celui donné dans 1’énoncé.
O

On peut également utiliser le théoréme 2.5 pour obtenir des résultats de classification sur certains
sous-groupes monogenes sans connaitre précisément les éléments conjugués. Pour cela, on utilisera le
résultat classique rappelé ci-dessous :

Théoréme 4.3 (Rouché, [17] et [19] corollaire 8.6.3). Soient U un ouvert de C, a € U et r > 0 tels
que D(a,r) :={z € C, |z—a| < r} C U. Soient f et g deuz fonctions holomorphes sur U vérifiant
|f(2) — g(2)| < |g(2)| pour tout z appartenant au cercle de centre a et de rayon r. Alors f et g ont le
méme nombre de zéros (comptés avec leur multiplicité) dans D(a,r) :={z € C, |z —a|] <r}.

On aura également besoin de critéres d’irréductibilité. Pour les exemples qui seront considérés, on fera

usage des deux qui sont rappelés ci-dessous.
Théoréme 4.4 (Critére d’Eisenstein, [8] Théoréme 1.52). Soit P(X) = Y"  a; X" € Z[X] avecn > 1 et
an # 0. On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que :

— pour tout i dans [1;n — 1] p divise a; ;

— p ne divise pas a, ;

— p? ne divise pas ao.
Alors P est irréductible dans Q[X].
Théoréme 4.5 (Critére d’irréductibilité d’Osada, [21] Théoréme 1.8.6). Soient p un nombre premier et

P(X)=a,X"+...+a1 X +p € Z[X] avecn > 1 et a, # 0. Sip > |a1|+...+|an| alors P est irréductible
dans Q[X].

Bien entendu, il existe une myriade d’autres résultats d’irréductibilité que 1’on pourrait utiliser comme
le critére de Perron (voir [21] Théoréme 1.8.1), le critére de Dumas (voir [7]) ou bien d’autres encore.

On détaille maintenant, comme annoncé, deux cas utilisant les éléments précédents :
— Soit w une racine de A(X) = X°+10X* +5X? +5. Par le critére d’Eisenstein, A est irréductible

sur Q[X]. Donc, A est le polynome minimal de w sur Q. Posons B(X) = 10X*. Soit 2z € C avec
|z =2.0n a:

|A(2) — B(2)| = |2° +52° + 5| < [2” + 5|2 + 5= 77 < 160 = | B(2)|.
Par le théoréme de Rouché, A a quatre racines dans D(0,2). Ainsi, A a une racine de module

supérieur ou égal & 2. Donc, on peut classifier les A\-quiddités irréductibles sur < w > avec le
théoréme 2.5.

— Soit w une racine de C(X) = X7 + 5X6 + 2X3 — X2 + X + 11. Par le critére d’Osada, C est
irréductible sur Q[X]. Donc, C est le polynéme minimal de w sur Q. Posons D(X) = 5X5. Soit
z€Cavec |z| =2.0n a:

|C(2) = D(2)| < |2|" + 2|2 + |2 + |2| + 11 = 161 < 320 = |D(2)|.

Par le théoréme de Rouché, D a six racines dans D(0,2). Ainsi, D a une racine de module
supérieur ou égal a 2. Donc, on peut classifier les A-quiddités irréductibles sur < w > avec le
théoréme 2.5.
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Remarques. i) Dans les deux exemples précédents, on a utilisé le théoréme de Rouché. Cela dit, on peut
évidemment essayer de se servir d’autres résultats de localisation des racines de polynémes, comme par
exemple le théoréme de Sturm (voir [18]).

ii) Les différents exemples présentés dans cette section montrent que le théoréme 2.5 permet de pro-
céder a la classification des A-quiddités irréductibles dans une kyrielle de cas différents qui auraient sans
doute étaient difficiles & considérer avec des méthodes plus directes.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.7

On va maintenant démontrer le dernier théoréme présenté dans la section 2 en utilisant une méthode
proche de celle utilisée dans [14] pour démontrer le théoréme de classification sur < vk >.

Preuve du théoréme 2.7. Soit w = a +ib € C avec |ab| > 1. Notre objectif est de montrer que toutes les
solutions de (F) sur < w > de taille paire contiennent un zéro.

Soient m = 2n > 4 un entier naturel pair et (aq,...,ay,) une A\-quiddité sur < w >. Pour tout i € [1;m],
a; = k;w avec k; € Z. Supposons par ’absurde qu’aucune composante de (ay, ..., a.,) soit nulle.

Puisque (a1, ...,a;) est une A\-quiddité, il existe e € {£1} tel que

K(al,...,am) —Kpm—1(ag,...,am)
eld = M, (a1,...,a,) = B L .
m(a1 ) (Km1(a1, cosme1) —Kpoo(az, .., amo1)
Grace a lalgorithme d’Euler, on sait que Ko, (kyw, kow, ..., kan_1w, kopw) est une somme de produits

des kjw (et potentiellement de -1). Dans chaque terme d’une de ces sommes, pour chaque j impair k; est
suivi d’un k; avec [ pair. On effectue alors la manipulation suivante :

kjwkw = k;(kw?).
Cela conduit & 1’égalité suivante :
K2n(k1wa ]{7211), R anflw» an”LU) = K2n(k17 k2w27 cey k2n717 anw2)~

En procédant de la méme maniére, on a : Ko, _2(kow, . .., kay_1w) = Kop_o(kow? ks, ... kop_ow?, kan_1)
(car pour pour chaque j impair, k; est précédé d’un k; avec [ pair).

On procéde de fagon analogue pour les autres termes de M,,(a1,...,a,). Par Palgorithme d’Euler,
Kop—1(kiw, kow, ..., kop—1w) est une somme de produits des k;w (et potentiellement de -1). Pour cha-
cun des termes de cette somme, deux possibilités existent :

— le terme est de la forme k;w avec j impair;

— le terme est un produit de 2v 41 éléments du type kjw avec v + 1 indices j impair. Pour chaque
m pair ky, est précédé d’un k; avec [ impair. On effectue alors la manipulation suivante :

kywk,w = ky(kpw?).

On obtient ainsi 0 = Ko, _1(kiw, kow, ..., kan_1w) = wKay,_1(k1, kow?, ... kon_1). Ceci implique que
0= Ka,_1(k1,kow?, ..., kap_1). De la méme maniére, on obtient 0 = Ko, _1(kow?, k3, . .., kopw?).
Ainsi, (kq, kow?, ... kan_1, kenw?) est une solution de (E) sur C.

Par le théoréme 3.3, cette solution contient un élément de module strictement plus petit que 2. Or,
|w?| = lw|? = a2 + b2 > 2|ab| > 2 et tous les k; sont non nuls. Ainsi, les seules composantes de module
strictement plus petit que 2 ne peuvent étre que des k; (avec j impair). Donc, il existe j impair tel que
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k; = £1. En utilisant les deux identités Ms(a,1,b) = Ma(a—1,b—1) et M3(a,—1,b) = —Ms(a+1,b+1),
on peut "réduire" tous les 1 contenus dans (ki, kow?, ..., kon_1, kanw?). On obtient ainsi une nouvelle
solution de (E) sur C dont les composantes sont nécessairement de la forme :

— k; avec j impair et |k;| > 2;
— kjw2 avec j pair;
— kjw2 + 1 avec j pair;

— kjw2 + 2 avec j pair.
Par le théoréme 3.3, cette nouvelle A\-quiddité contient un élément de module strictement plus petit que

2. Celui-ci appartient nécessairement aux deux derniéres catégories. Calculons le module pour ces deux
possibilités. On a :

— |kjw? £1| = |(k;(a® — b%) £ 1) + 2ik;ab| = \/(kj(a2 —b?2) £1)2 + 4a?b?k} > 2 |k;] ad] > 2,

— |kjw? £2| = |(kj(a® — b%) £+ 2) + 2ik;ab| = \/(kj(a’Z —b?) +2)? + 4k3a2b? > 2|k;] ab] > 2.

Ainsi, toutes les composantes de la solution obtenue en supprimant les £1 dans (ky, kaw?, ..., kan_1, konw?)
sont de module supérieur ou égal & 2. Ceci est absurde. Donc, toutes les solutions de (E) sur < w > de
taille paire contiennent un zéro.

Par la proposition 3.9, le résultat est démontré.
O

Exemples. On peut appliquer le théoréme que nous venons de démontrer aux sous-groupes suivants :
. 3 7. 1 .

<1+i>, <§—gi> < g5+ V3>

Dans le graphique ci-dessous (construit avec le logiciel Maxima), on a représenté le cercle de centre
0 et de rayon 2 et les courbes d’équation y = % ety = —%. Si w € C est a lextérieur du cercle alors
les A-quiddités irréductibles sur < w > peuvent étre classées avec la proposition 3.6. Si w appartient
aux zones hachurées alors on ne peut pas utiliser la proposition 3.6. En revanche, on peut classifier les
A-quiddités irréductibles sur < w > avec le théoréme 2.7.

3
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