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Résumé — Dans ce travail, nous considérons le probléme de reconstruction de phase, qui consiste & recouvrer un signal de dimension n a partir
des modules de ses m mesures linéaires. Nous présentons une nouvelle approche permettant de se passer de la Lipschitz continuité globale
du gradient de I’objective non-convexe a minimiser. Pour ce faire, nous introduisons un algorithme de descente miroir non-euclidienne via la
divergence de Bregman d’une entropie bien choisie. Nous montrons que lorsque le nombre de mesures m est suffisamment grand, alors avec
grande probabilité, pour presque toute initialisation, I’algorithme de descente miroir, converge linéairement avec un taux indépendant de la
dimension n, permettant ainsi de recouvrer le signal original a un changement de signe pres. Nous énongons nos résultats pour deux types de
mesures: Gaussiennes iid et celles obtenues par des masques codés pour des transformées de Fourier aléatoires.

Abstract — We consider the problem of phase retrieval that consists in recovering an n—dimensional real vector from the magnitude of its m—
linear measurements. This paper presents a new approach allowing to lift the classical global Lipschitz continuity requirement on the gradient
of the non-convex objective to minimize. We propose a mirror descent algorithm based on a wisely chosen Bregman divergence. We show
that when the number of measurements m is large enough, for almost all initializers, the mirror descent algorithm converges linearly with a
dimension-independent convergence rate. Consequently, the original signal can be reconstructed exactly up to a global sign change. We state our
results for two types of measurements: iid standard Gaussian and those obtained by Coded Diffraction Patterns (CDP) for Randomized Fourier
Transform.

1 Reconstruction de phase déterministe  manicre garantie ; voir [7] pour une revue. Ces relaxations ne
passent hélas pas a 1’échelle méme pour des problemes de taille
modérée. Dans [5], le flot de Wirtinger a été introduit pour ré-

La reconstruction de phase est un probleme inverse mal posé  oydre le probleéme non-convexe de reconstruction de phase.
qui a de nombreuses applications, notamment la cristallogra- 11 s’agit d’un algorithme de descente de gradient en complexe
phie, I'imagerie par diffraction, I'astronomie, la microscopie, jpj(alisé suffisamment proche de I’ensemble des minimiseurs
et bien d’autres; voir [10] pour une revue. Il s’agit de recons-  gohaux, et pour lequel des garanties de reconstruction peuvent
truire un signal de dimension 7 a partir des modules de ses e gtablies pour des mesures aléatoires. L’algorithme que nous

m mesures linéaires. La principale motivation applicative de proposons s’inscrit dans cette lignée mais présentera des avan-

notre travail vient de 1’ optique et concerne la reconstruction du tages importants, notamment 1I’indépendance du pas de des-
profil des irrégularités de surfaces presque lisses. La diffusion o6 et du taux de convergence de la dimension 7.

blanche [1] est une technique idéale pour les imager car rapide

et non-invasive pour les surfaces optiques. . .
Plusieurs algorithmes de reconstruction de phase ont été pro- 1.1  Formulation du probleme

posés dans la littérature, notamment 1’algorithme de réduction

d’erreur de Gerchberg-Saxton et ses variantes comme Fienup.

Ces algorithmes sont des versions en contexte non-convexe d’al- Reconstruire un signal £ € R™ a partir de

Considérons le probleme de reconstruction de phase :

gorithmes d’optimisation tels que la projection alternée, Dyks- yr = |(ar, 2|2, 7€ [m]. P)
tra ou Douglas-Rashford; voir [2]. L’analyse des garanties de

convergence et de reconstruction (exacte) de ces algorithmes Les vecteurs (a; )¢y, dans R™ ou C", sont appelés les vec-
reste toutefois difficile. Dans sa forme la plus générale, le pro-  teurs de mesures. Le probleme (P) peut étre reformulé comme
bleme de reconstruction de phase (voir (P)) peut €tre vu comme le probleme d’optimisation suivant :

un programme quadratique non-convexe réputé NP-difficile. m

Toutefois, toute une classe de relaxations convexes, comme min { f(z) def i ( yr — | (ar, z) ‘2>2 . 1

PhaseLift ou Phasecut, a été développée pour les résoudre de z€R" 4m "



La fonction f est C'*(R™) mais évidemment non-convexe. De
plus f n’est pas a gradient globalement Lipschitz, ce qui pros-
crit I'utilisation d’une descente de gradient simple. C’est la rai-
son principale pour laquelle nous proposons de modifier la géo-
métrie du probleme en allant vers une descente de gradient dite
miroir. Pour cela, nous considérons la fonction 1, appelée en-
tropie, proposée dans [3]

a1 1
Y(x) = ZIIIH4+§IIIHQ, ()

La fonction v est fortement convexe et C'(R"). Cette fonc-
tion jouera un rdle fondamental permettant de généraliser la
notion de Lipschitz continuité du gradient (en fait le lemme dit
de descente), en introduisant une relation d’ordre entre les di-
vergences de Bregman de f et de v (voir Définition 1.1).

Rappelons que la divergence de Bregman associée a ¢ €
C1(R™) est définie par :

Dy(z,z) = o(x) — o(2) — (Vo(2),z — 2), Y,z eR™
3)

La définition suivante, introduite dans [3], étend la propriété de
Lipschitz continuité du gradient d’une fonction g relativement
a une entropie ¢ :

Définition 1.1. (L—régularité relative) Un couple de fonc-
tions C1(R™), (g, ¢), satisfait la propriété de L—régularité re-
lative s’il existe L > 0 tel que L¢ — g soit convexe, i.e.

Dy(x,z) < LDy(x,z), Vx,zeR". )

Le lemme suivant suit d’un calcul direct.

Lemme 1.2. Le couple (f,v) vérifie la L—régularité relative
avec L > 3 max ||a,|".
1<r<m

Ce lemme donne toutefois une estimation grossiere. Dans le
cas de mesures aléatoires, nous fournirons une borne bien plus
précise.

Nous introduisons aussi une généralisation de la notion de
forte convexité locale relativement a une entropie.

Définition 1.3. (Forte convexité relative locale) Une fonction
g sera dite localement fortement convexe par rapport a ¢ en un
point z € R™ s’il existe un voisinage 1V, de x et o > 0 tels que
g — o¢ soit convexe sur V, , i.e.

Dy(z,z) > ocDy(x,2), VzeV,. 5)

Le schéma itératif que nous proposons pour résoudre (1) est
résumé dans 1’ Algorithme 1 qui implémente une descente mi-
roir avec backtracking.

1.2 Garanties déterministes

Supposons dans cette section que la suite (x)gen est gé-
nérée par Algorithme 1. Pour énoncer les résultats de conver-
gence, on rappelle la notion suivante.

Algorithm 1: Descente Miroir pour la reconstruction
de phase

Parametres : o € R, Ly > 0, k > 0 (petit),n > 1;
Initialisation : o € R";
fork=0,1,--- do
repeat
Ly Li/n, e = 1225

Tr1 = VU© (Vo (ar) — 7V (k) ;
until Df($k+1,$k) > Lka(.’L'k+1,xk);

Définition 1.4. (Topologie f—attentive) Soit x* un minimi-
seur de f, x € R™ est dans le voisinage de x* dans la topologie
f —attentive, si pour tout r > 0, il existe u €]0,7[ et u > 0 tel

que : [z —a*|| < wet f(x) €]f(x%), f(2*) + pl.
Nous avons les résultats de convergence suivants.

Théoréme 1.5. Soit (xy)ren une suite générée par I’Algo-
rithme 1. Les assertions suivantes sont vraies :

(i) la suite (f(x1)), ey converge.

(ii) la suite (xy)ren est de longueur finie et converge vers un
point critique de f.

(iii) Soit x* une minimiseur global du probleme (1), et sup-
posons que le point initial x( est dans le voisinage de x*
dans la topologie f—attentive, alors,

(a) Ir > 0, tel que Vk € N, x, € B(a*,r) et x), —

T,

(b) De plus, si f est localement o-fortement convexe
par rapport a ¥ alors, 3q €]0, 1[ et C > 0 tel que
vk € N

|z —2*|* < C (1 — @)F Dy(x*,30).  (6)

Lorsque le pas descente v, = PT“, ou L est une estimation
de la constante de L—régularité relative (voir Lemme 1.2 pour

une estimation grossiére), ona ¢ = o(1 — k)/L €]0, 1].

Esquisse de preuve (voir [8] pour les détails). Tout repose sur
la relation de descente suivante, qui découle du Lemme 1.2 et
de la mise a jour de zj, dans 1’algorithme,

Dy (u, xpy1) + vk (f(xpg1) — f(u) < Dy (u, )
— Dy (u, xr) — (1 = Lg) Dy (g g1, 21),  (7)

valable en un v € R" quelconque. On applique ensuite (7) en
u = x, pour avoir (i). Pour (ii), on utilise aussi le fait que f est
algébrique et que ) est fortement convexe. Pour les assertions
dans (iii), on on applique (7) en u = x*, et on utilise (i) pour
avoir (a). La forte convexité relative locale de f par rapport v
et la forte convexité de cette derniére donne ensuite (b). O]

2 Cas des mesures aléatoires

L’idée directrice maintenant est de vérifier que les conditions
du Théoreme 1.5, en particulier celles de (iii), sont vérifiées



avec grande probabilité lorsque les (a,),c[,) sont tirées aléa-
toirement a partir d’une distribution appropriée, avec m suffi-
samment grand. Nous étudions ici deux types de mesures aléa-
toires :

1. Mesures Gaussiennes : les (a;),c[m) sont i.i.d suivant
une loi Gaussienne standard.

2. Mesures CDP [4] : ce modele est inspiré par 1’image-
rie diffractive. Il consiste a moduler le signal avant d’en
prendre la transformée de Fourier. Dans ce cas, pour j €
{0,....,n—1}etp € {0,..., P — 1}, les mesures sont
données par

n—1 2

Yip = IFDp)[f]1? = |Y_ allldy[fle™>™ | . ®)
£=0

Le nombre de mesures est alors m = n P, et les D), sont

des matrices diagonales de diagonale d, € R™ qui sont

des copies i.i.d d’un vecteur aléatoire d. Ces derniers

vérifient :
Hyp. 2.1. (a) 3M > Otel que |d| < M ;
(b) Conditions de moments : E (d) = 0 et E (|d|*) =
2 (E ()"
A titre d’illustration, on peut utiliser d = {—1,0, 1} avec
probabilités {1, 1, 11

2.1 Garanties pour les mesures aléatoires

Le probleme de reconstruction de phase sur R™ souffre d’une
ambiguité puisqu’un signal ne peut étre construit qu’a un chan-
gement de signe global pres. Pour le signal original £ € R"
dans (P), on pose alors X = {£7} et

dist(z, X) = min {||x + Z|| ; ||z — Z||} .
Nous sommes en mesure d’énoncer notre résultat principal.

Théoreme 2.2. Soit & > 0 suffisamment petit. Supposons que
le nombre de mesures m est suffisamment grand
ie.m > C(8)nlog(n)3.
1. Cas de mesures Gaussiennes : avec grande probabilité,
pour presque toute initialisation xy de I’Algorithme 1,
dist(zg, ) — 0 et AK > 0 assez grand tel que Vk > K

dist*(zy, X) = O (0 5), pe€lo1. 9

En particulier, si Algorithme 1 est initialisé par la mé-
thode spectrale de I’Algorithme 2, alors avec grande pro-
babilité (9) est vraie pour tout k > 0.

2. Cas de mesures CDP : avec grande probabilité, pour
presque toute initialisation xq de I’Algorithme 1, les ité-
rées convergent vers un point critique qui n’est pas un
point selle stricte. De plus, si Algorithme 1 est initialisé
par la méthode spectrale de I’Algorithme 2, alors avec
grande probabilité (9) est vraie pour k > 0 mais avec un
taux ps €0, 1] différent.

Clairement, des lors que zq est tiré uniformément dans R”,
notre algorithme convergera vers Z a un signe global pres, avec
une vitesse local linéaire. Une propriété remarquable de notre
approche est que le taux de convergence linéaire local est indé-
pendant de la dimension n du signal, alors que flot de Wirtinger
proposé dans [5] posséde un taux de convergence 1 — ¢/n.

Algorithm 2: Initialisation spectrale.

Input: y.,r=1,...,m

Output: x

Soit X* = =it

Prendre o comme un vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre de la matrice
Y =13 y,araf renormalisé & ||z = A.

Esquisse de preuve dans le cas Gaussien (voir [8] pour les détails).

La preuve repose sur I'utilisation du Théoréme 1.5 et du théo-
reme de la variété centrale. Pour cela, nous opérons en plusieurs
étapes :

1. Nous savons que zj, converge vers un point critique par
Théoréme 1.5(ii). On peut montrer que pour m suffi-
samment grand, avec grande probabilité, 1’objective f ne
possede que deux minima globaux en £ et des points
selles avec une courbure strictement négative dans au
moins une direction. Ainsi, comme par [9, Corollaire 7],
on sait que ’ensemble des x( pour lesquels zj, converge
vers de tels points selles stricts est de mesure de Le-
besgue nulle, on obtient la premiere assertion.

Pour montrer la convergence linéaire locale (9) :

2. L-régularité relative : on montre tout d’abord que pour
& > 0 suffisamment petit, si le nombre de mesures m est
suffisamment élevé, alors avec grande probabilité :

Dy(z,2) < (34 0)Dy(z, 2),Vz,z € R"™. (10)

La preuve passe par une inégalité de concentration sur
la hessienne de f autour de son espérance, et ensuite en
bornant 1’écart entre cette derniere et I’espérance de la
hessienne de ). Observons que cette estimation est bien
meilleure que celle du Lemme 1.2 puisqu’elle est indé-
pendante de la dimension 7 et des observations (y..) ¢ [m]-

3. f estlocalement fortement convexe relativement a v avec
grande probabilité. En effet, pour § > 0 suffisamment
petit, si le nombre de mesures m est assez grand, alors
avec grande probabilité Je > O petit tel que :

Vz € B(z,€), %Dw(f,x) < Dy(Z,x). (11)

4. Pour conclure, puisque dist(xg, Z) — 0, il existe K > 0
assez grand, qui dépend de ¢, tel que pour tout £ > K,
x), sera au voisinage de + dans la topologie attentive.
11 suffit enfin combiner Théoréme 1.5(iii) avec une borne
d’union assurant que les trois événements ci-avant sont
simultanément vrais avec grande probabilité.



(a) Reconstruction sans bruit (b) Reconstruction avec bruit
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FIGURE 1 — Reconstruction a partir du modele CDP.

5. Pour la derniere assertion, I’initialisation spectrale de I’ Al-
gorithme 2 assure que z sera au voisinage de £ dans la
topologie attentive avec grande probabilité si le nombre
de mesures est suffisamment grand.

2.2 Stabilité au bruit 0

Les résultats plus haut peuvent étre étendus pour montrer la
stabilité a un bruit additif. L’ objectif dans ce cas est de recons-

N

truire £ € R™ a partir de

yr = (ar, ) |* +er, 7€ [m], (Noisy-PR)

ou e € R™ est le bruit, qui satisfait ’hypothese suivante sur le
rapport signal sur bruit :

Hyp. 2.3. 3¢, > 0 suffisamment petit telle que |¢]| . < s [El

Nous avons donc le résultat suivant assurant la reconstruc-
tion stable au bruit dans le cas de mesures Gaussiennes, que
nous énoncons sans fournir de preuve compte tenu de la limi-
tation de place.

Théoreme 2.4. Soit 6 > 0 suffisamment petit. Supposons que
(2.3) est vraie et que le nombre de mesures m est suffisamment
grand ie.
m > C(0)nlog(n). Si I’Algorithme 1 est initialisé avec la
méthode spectrale de I’Algorithme 2, alors avec grande pro-
babilité, on a,

2
el

dist®(zy, X) < O((1 — p5,5)k)’+ O , ps.c €)0,1].

3 Expériences numérique

Reconstruction de signaux et d’images La Figure 1 montre
les résultats de construction d’un signal de taille n = 128 a
partir de m = [128 x log(128)%] mesures suivant le modele
CDP, sans et avec du bruit respectivement. La Figure 2 montre
le résultat de reconstruction (sans bruit) pour une image 2D
256 x 256 représentant une surface de rugosité a partir de me-
sures CDP avec 100 masques.

Nous voyons clairement I’accord de ses simulations avec nos
prédictions théoriques.

Comparaison avec d’autres algorithmes Nous avons aussi
comparé notre algorithme avec le flot de Wirtinger de [5], et la
méthode du sous-gradient de Polyak utilisée et analysée dans

(a) Surface originale (b) Surface reconstruite

FIGURE 2 — Reconstruction de la surface de rugosité a partir de simulations.

Recovery Rate

FIGURE 3 — Diagramme de transition de phase pour les mesures CDP.

[6]. Cette derniere ne peut s’appliquer que pour des mesures
sans bruit. Nous présentons les diagrammes de transition de
phase de chaque algorithme en Figure 3. On considere qu’un
signal est parfaitement reconstruire si ’erreur relative est plus
petite que 10~°. On trace le pourcentage de réussites parmi 100
instances du probleme tirés aléatoirement pour chaque nombre
de mesures/masques.
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