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Jan Ptaszycki (1854-1912)

Streszczenie. Jan Ptaszycki byl polskim matematykiem pracujacym
w Petersburgu w latach 1876-1912. W Polsce jest zapomniany, a w
Rosji uwazany zazwyczaj za rosyjskiego matematyka, znanego tam
jako Iwan Lwowicz Ptaszycki. W rosyjskiej literaturze historyczno-
matematycznej, w zaleznosci od autora, podaje sie, ze Ptaszycki byl ro-
syjskim matematykiem lub, rzadziej, polskim matematykiem, na przy-
kiad u Lokoé¢ (2015, 2018). Wazne informacje o Ptaszyckim pochodzg
z nekrologéw K. A. Posse (1912) i S. Dicksteina (1912) oraz ze wspo-
munien I. Ja. Depmana (1960), ktorzy znali go osobiscie. Chcemy
przyblizy¢ wspdlczesnemu czytelnikowi tego zapomnianego polskiego
matematyka pracujacego w Petersburgu. Po oméwieniu jego biografii
krétko omawiamy jego prace matematyczne. Na zakonczenie artykutu
cytujemy artykuly i ksiazki zwigzane z dorobkiem naukowym Ptaszyc-
kiego oraz podajemy pelna liste prac i ksiazek, ktére opublikowal a
takze liste prac, gdzie mozna znalezé informacje o nim.

2010 Klasyfikacja tematyczna AMS (2010): 01A55, 01A60, 01A70,
01A73, 13N99.

Stowa kluczowe: Jan Ptaszycki, biografie, Uniwersytet Petersburski,
historia matematyki w Rosji, catkowanie w postaci skonczonej, alge-
bra rézniczkowa.

1. Wstep. Jan Ptaszycki byt polskim matematykiem pracujacym
w Petersburgu w okresie 1876-1912. W Polsce jest on wrecz zapo-
mniany, a w Rosji uwazany na ogét za matematyka rosyjskiego, znany
tam jako Iwan Lwowicz Ptaszycki. Nie ma o nim zadnego artykutu w
polskiej Wikipedii, natomiast w rosyjskiej sa az trzy. W historyczno-
matematycznej literaturze rosyjskiej, zaleznie od autora, podaje sie, ze
Ptaszycki byt matematykiem rosyjskim lub, co rzadsze, matematykiem
polskim jak np. w | Ji] ]. Po polsku informacje o nim znaj-
dujemy w opracowaniach stownikowych | Nl N L1 ]
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oraz nekrologu napisanym przez S. Dicksteina | |, natomiast w je-
zyku rosyjskim w pracach [Pt2], [Pt3], [Pt4], [Ju6g], | | J,
[ | 1 nekrologu napisanym przez K. A. Posse | | (przedrukowa-
nym w [Pt3], bez podania autora artykulu). Podkreslamy, ze wazne
informacje dotyczace Ptaszyckiego pochodza z nekrologéw K. A. Posse
[ ] 1S. Dicksteina | | oraz ze wspomnien 1. Ja. Depmana | l,
to jest od oséb, ktore go znaly osobiscie.

Ptaszycki w 1876 roku ukonczyt Uniwersytet w Petersburgu i pozo-
stal pracownikiem tego uniwersytetu do konca zycia, uzyskujac magi-
sterium (polski doktorat) w 1881 roku i rosyjski doktorat (polska habi-
litacja) w 1888 roku. Zostal mianowany profesorem nadzwyczajnym w
1897 roku i zwyczajnym w 1901 roku. Od 1880 roku uczyt w gimnazjum
meskim im. cara Aleksandra II w Peterhofie oraz od 1883 roku wykta-
dal na uniwersytecie i od 1891 roku takze w Michajtowskiej Akademii
Artyleryjskiej.

Gléwne jego prace byly poswiecone problemowi tzw. catkowania w
postaci skonczonej rézniczek rozmaitych typow: algebraicznych, niewy-
miernych, eliptycznych i innych.

Chcielismy przyblizy¢ czytelnikowi tego zapomnianego, matematyka
polskiego pracujacego w Petersburgu. StaraliSmy si¢ dotrze¢ do jego
prac i osiggnie¢ w matematyce jak rowniez do informacji o jego dzia-
talnosci. Po opisie jego biografii, omawiamy skrotowo jego prace ma-
tematyczne. Na koncu prezentujemy peiny spis opublikowanych prac i
ksigzek Ptaszyckiego, liste prac gdzie mozna znalez¢ informacje o nim
oraz cytujemy artykuty i ksiazki zwiazane z jego dorobkiem naukowym.

2. Biografia Jana Ptaszyckiego. Jan Ptaszycki! urodzit si¢ 2
wrzesnia 1854 roku (21 sierpnia 1854 roku wedtug starego stylu), wedtug
zrodetl archiwalnych, we wsi Nabierezna, w powiecie Wereja, w guberni
moskiewskiej!! w polskiej ziemianskiej rodzinie Leona, zarzadcy ma-
jatkow Wittgensteinéw i Elzbiety z Roszczewskich (zob. | , str. 3]
i , str. 3]).

Miat brata Stanistawa Ludwika Ptaszyckiego (12 IV (31 III) 1853
Nabierezna—20 XII 1933 Warszawa, pochowany 3 dni p6zniej w Bielsku
Podlaskim), ktory byt filologiem, historykiem i archiwista (zob. [ 1)
oraz dwie siostry: Jadwige (ur. 28 IX 1855-7) i Antonine-Marie (ur.

I'Nazwisko bywa pisane Ptaschitzki, Ptaschitzky, Ptaschytskij, Ptashishki, Pta-
shitski, Ptashitskii, Ptashitsky, Ptashytski, Ptaszickij, Ptaszitsky, Ptaszyckij, a
imiona wraz z imieniem odojcowskim (otczestwom) jakie znalezliémy to Ivan Lvo-
vich, Iwan Lwowicz i Jean Lvovich.
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27 VIII 1862-7).

Wyksztalcenie podstawowe otrzymat w domu pod kierunkiem matki.
W 1860 roku rodzina przeniosta sie na Litwe, poczatkowo do Wilna by
pozniej zamieszka¢ w majatku Baranowice pod Bielskiem na ziemi gro-
dzienskiej. Tutaj Jan spedzit dziecinstwo. Do gimnazjum klasycznego
uczeszczal w Wilnie, ktére ukonczyl ze ztotym medalem w 1872 roku.
Po ukoniczeniu gimnazjum w Wilnie udat si¢ do Petersburga, gdzie po-
zostal na state. Jego brat Stanistaw po dtugim pobycie w Petersburgu
w 1918 roku wrécit do Polski i zamieszkal w Lublinie.

=

1: Cztery zdjecia Jana Ptaszyckiego

W latach 1872-1876 Jan studiowal matematyke na Wydziale Fizycz-
no-Matematycznym Uniwersytetu Petersburskiego, gdzie wéwczas wy-
ktadali P. L. Czebyszew, A. N. Korkin, O. I. Somow, E. I. Zolotariow
i Polak Julian Sochocki?. Zwlaszcza prof. Sochocki okazal mu wielka

ZPafnutij Lwowicz Czebyszew (1821-1894), Aleksandr Nikotajewicz Korkin
(1837-1908), Osip Iwanowicz Somow (1815-1876), Jegor Iwanowicz Zolotariow
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zyczliwo$é (zob. [Dil2, str. 241-242]) i Ptaszycki zostal jego ulubio-
nym uczniem (zob. [Di28, str. 106]). Sam Ptaszycki byt wdzieczny
Zototariowowi za duza pomoc w poczatkach swojej kariery naukowej
(zob. [De60, str. 52]).

W 1876 roku, bedac studentem czwartego roku, za rozprawe O cal-
kowaniu rézniczek algebraicznych w postaci skonczonej Ptaszycki otrzy-
mal pierwsza nagrode ustanowiona z okazji I Zjazdu Rosyjskich Lekarzy
i Przyrodnikéw w wysokosci 110 rubli (zob. [17, str. 34]. Studia ukon-
czyt ze stopniem kandydata w 1876 roku i pozostal na uniwersytecie
przez dwa lata, aby przygotowaé sie do egzaminu na stopien magistra,
otrzymujac przy tym stypendium.

Jak podaje I. Ja. Depman® [Dc60] po dwdch latach stazu na Uni-
wersytecie Petersburskim, w latach 1878-1879 Ptaszycki przebywal w
Paryzu. W 1880 roku zostat mianowany nauczycielem matematyki w
Gimnazjum w Peterhofie koto Petersburga i petnit te obowiazki do roku
1890.

W 1881 roku zong Jana Ptaszyckiego zostala Felicja Zawadzka® (18
V 1849-20 TV 1922 Leszno).Byta ona corka ksiegarza wilenskiego Adama
Zawadzkiego (1814-1874) i Wincenty Agnieszki Zawadzkiej z domu Zi61-
kowskiej (1819-1894). Panstwo mtodzi mieszkali poczatkowo w Nowym
Peterhofie i tam sie urodzit ich pierwszy syn.

2: Zdjecia Felicji Ptaszyckiej — zony Jana Ptaszyckiego

Malzenistwo miato dwdch synow: Jana-Feliksa (30 V 1882-1954) i

(1847-1878), matematycy rosyjscy i Julian Karol Sochocki [Sokhotski] (1842-1927),
polski matematyk, od 1882 roku profesor Uniwersytetu w Petersburgu.

3Twan Jakowliewicz Depman (1885-1970), rosyjski matematyk i pedagog. W
latach 1907-1912 student Uniwersytetu Petersburgskiego.

4Felicja Marja Alexandra Helena Ptaszycka z d. Zawadzka.
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Adama (1885 Petersburg—1918 Petersburg)®. Pierwszy syn zajmowal sie
historig i literatura polska (w latach 1900-1904 studiowal na Wydziale
Historyczno-Filologicznym Uniwersytetu Petersburskiego), a drugi byt
inzynierem elektrotechnikiem i zostat rozstrzelany przez bolszewikéw w
petersburskiej fabryce Siemensa (zob. [Ch106, str. 151 82]).

3: Zdjecia synow Ptaszyckiego: Jana i Adama

Dziatalnos¢ Polonii petersburskiej od drugiej potowy XIX wieku do
okresu rewolucji 1917 roku opisana zostala w ksiazce [07], gdzie znajdu-
jemy tez artykuly Ptaszyckich — brata Stanistawa i Jana-Feliksa, syna
Jana.

W 1881 roku Ptaszycki uzyskatl stopien magistra na podstawie pracy
O catkowaniu w postaci skonczonej rézniczek niewymiernych [P3], a pro-
motorem byt Aleksandr Nikotajewicz Korkin. Przypomnijmy, ze stopien
magistera w tamtym czasie w Rosji znaczyt troche wigcej niz doktorat
w Polsce (por. [10, Dodatek A, str. 199-200]). W 1883 roku zostat do-
centem prywatnym”?. Jednak sytuacja materialna docenta prywatnego
nie byta tatwa, gdyz nie otrzymywat on pensji. Méwito sie, ze oficjalne
stanowisko docenta prywatnego jest znacznie nizsze niz nauczyciela w
gimnazjum.

W roku 1885 rozpoczat wyktady na Uniwersytecie Petersburskim.
Byly to: geometria wykreslna (1885-1899), funkcje eliptyczne (1885-
1912), geometria analityczna (1890-1912) i zastosowanie rachunku cal-
kowego w geometrii (1905-1912). Od 1891 roku wykladat takze w Mi-
chajlowskiej Akademii Artyleryjskiej (1891-1912) i w Szkole Michajto-
wskiej ! (1891-1895), a byly to teoria réwnan rézniczkowych i wybrane

5Zona Adama byla Wanda Paulina Ptaszycka z d. Januszkiewicz, secundo voto
Szacitlo (1888 Poniewiez, Litwa—1984 Warszawa) i mieli oni cérke Haline Marie
Chojnacka z d. Ptaszycka (11 IV 1916 Petersburg—10 XI 2009 Warszawa).
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dzialy z réznych dziedzin matematyki.

Uczniowie Ptaszyckiego oceniali jego wyktady jako ,dzieto dosko-
nate”. Wiadomo, ze wyktady byly przemyslane do ostatniego szcze-
géhu. Nie zawieraly niczego zbednego. Na pytanie dlaczego w miejsce
jego krotkiego wyktadu z teorii funkcji eliptycznych francuskie wyktady
zajmuja wiele tom6éw? Ptaszycki odpowiadal (zob. [De60, str. 53-54]):

Wyktady powinny zawiera¢ tylko to co potrzebne. Francuzi nie
moga sie obej$¢ bez elokwencji i literatury. WezZcie ich elegancka
literature. Co autor to talent i geniusz. A co po nich zostanie za
dwadziescia lat? Chyba tylko kilkanascie stron Maupassanta.

Litograficzne wydania wyktadow Ptaszyckiego w latach 1896-1909
dotyczyty geometrii analitycznej [P 14], [P15], [P 19], [P20], [P23], [P20],
zastosowania rachunku catkowego w geometrii [P22], [P24] i funkcji elip-
tycznych [P25].

(a) Jan Ptaszycki w ogrodzie (b) Jan, Adam i Felicja Ptaszyccy.

4: Jan Ptaszycki w ogrodzie oraz Jan, Adam i Felicja Ptaszyccy.

W 1888 roku Ptaszycki uzyskal rosyjski stopien doktora matema-
tyki czystej na podstawie pracy O catkowaniu w postaci skonczonej roz-
niczek eliptycznych [P6], a promotorem byt Julian Sochocki (zob. [60,
str. 105]). W tym samym roku Ptaszycki zostal wybrany cztonkiem
korespondentem Charkowskiego Towarzystwa Matematycznego i w tym
tez roku zostaly wydrukowane w Komunikatach Towarzystwa (Soobsz-
czenia Charkowskiego matematiczeskogo obszczestwa) jego dwie prace
[P8] 1 [P9]. Odnotujmy, ze wspoétpraca Ptaszyckiego z Towarzystwem
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w Charkowie rozpoczeta sie juz w 1884 roku, kiedy to Komunikaty To-
warzystwa opublikowaly jego prace [P1]. Dodajmy, ze komunikaty byty
pismem o bardzo wysokim poziomie naukowym.

W 1890 roku Ptaszycki byt wéréd zatozycieli Petersburskiego To-
warzystwa Matematycznego, a juz w 1893 roku zostal cztonkiem za-
rzadu Towarzystwa. Od 1901 roku petnit funkcje sekretarza Wydziatu
Fizyczno-Matematycznego Uniwersytetu Petersburskiego.

Od 5 maja 1894 roku byt cztonkiem korespondentem Akademii Umie-
jetnosci w Krakowie.

Prace Ptaszyckiego byty znane we Wtoszech, gdyz w 1908 roku —
roku Miedzynarodowego Kongresu Matematykow w Rzymie — zostat on
cztonkiem nr 767 prestizowego wloskiego towarzystwa matematycznego
Circolo Matematico di Palermo, razem z innymi piecioma matematy-
kami rosyjskimi: Kaganem, Krytowem, Kojalowiczem, Soninem i Sin-
cowem®.

Jan Ptaszycki byl ponadto (zob. [Pt5]): czlonkiem Towarzystwa
Fizyczno-Matematycznego w Kazaniu, cztonkiem Niemieckiego Towa-
rzystwa Matematycznego i cztonkiem Rosyjskiego Towarzystwa Astro-

nomicznego.
W 1896 roku byl, wspélnie z A. A. Markowem’, recenzentem dok-
toratu Dmitra A. Grawe® (zob. [60, str. 197]).

W 1897 roku zostal mianowany profesorem nadzwyczajnym uniwer-
sytetu w Petersburgu, w roku 1901 profesorem zwyczajnym, a w roku
1907 otrzymatl godno$é¢ profesora zastuzonego.

W sprawozdaniu uniwersyteckim za 1908 rok znajdujemy nastepu-
jace dane o Ptaszyckim (zob. | , str. 13]):

nagrodzony Orderem $wietej Anny 2 i 3 stopnia oraz Orderem
Swietego Stanistawa 2 i 3 stopnia, emerytura 300 rubli wynagro-
dzenia [miesiecznie, placone przez 10 miesiecy w roku (uwaga
autoréw)|, za wyktady 1200 rubli i za bycie sekretarzem Wy-
dziatu 600 rubli rocznie, w sumie 4800 rubli. Wyznanie rzymsko-
katolickie, doktor matematyki czystej, na Wydziale od 1 stycznia
1880 r., w obecnej randze od 1 stycznia 1892 roku; profesor nad-
zwyczajny od dnia 14 wrzeénia 1901 r.; profesor zwyczajny od

SWieniamin Fiedorowicz Kagan (1869-1953), Aleksiej Nikolajewicz Krylow
(1863-1945), Borys Michajlowicz Kojalowicz (1867-1941), Nikolaj Jakowlewicz So-
nin (1849-1915), Dmitrij Matwiejewicz Sincow (1867-1946).

"Andriej Andriejewicz Markow [Markov, Markoff] (1856-1922), matematyk ro-
syjski.

8Dmitri Aleksandrowicz Grawe [Grave] (1863-1939), matematyk rosyjski, profe-
sor uniwersytetu w Kijowie.
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5: Kopia listu Ptaszyckiego do Samuela Dicksteina z 27 kwietnia 1907
roku.

16 grudnia 1902 r.; zastuzony profesor od dnia 25 pazdziernika
1907 r. Od 1 grudnia 1907, pracownik kontraktowy.

Wyktadéw Ptaszyckiego, A. A. Markowa i J. Sochockiego stuchat
Dmitrij Dmitriewicz Morduchaj-Bottowski (1876-1952) i z wielka wdzie-
cznoscig je wspominal méwiac, ze zyli w blasku Czebyszewa i on sam
uwazal si¢ za wnuka naukowego Czebyszewa ([11, str. 162]). Od 1902
roku, pod wptywem prac Ptaszyckiego, publikowal on prace dotyczace
catek abelowych ([12]) i recenzentami jego rozprawy magisterskiej, obro-
nionej 10 grudnia 1906 roku na Uniwersytecie Petersburskim, byli J. L.
Ptaszycki i D. F. Seliwanow (zob. [14, str. 163])°.

Wyniki Ptaszyckiego opublikowane w zagranicznych czasopismach
[P2] 1 [P10], [P11], [P12], dotyczace calek abelowych i uogdlniajace mie-
dzy innymi rezultaty Hermite’'a'® o catkach hipereliptycznych spowo-
dowaly, ze jego nazwisko stato sie znane w Europie. Prawdopodobnie
dzieki temu Ptaszycki znalazt sie w delegacji matematykow, wystanej
do Paryza na Drugi Miedzynarodowy Kongres Matematykéw (Paryz,
6-12 sierpienn 1900), gdzie byt on nawet jednym z sekretarzy kongresu.

9Dmitri Fiedorowicz Seliwanow [Selivanov] (1855-1932), matematyk rosyjski.
10Charles Hermite (1822-1901), matematyk francuski.
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Moze warto w tym miejscu wymienic¢ caty delegacje rosyjska obecng na
Kongresie: M. A. Tichomandrycki (Charkéw) z zaproszonym odczytem,
I. W. Mieszczerski (Petersburg), J. L. Ptaszycki (Petersburg), O. Sabi-
nina (Moskwa), W. I. Schiff (Petersburg) z mezem Piotrem (matema-
tykiem i putkownikiem), D. F. Seliwanow (Petersburg), D. M. Sincow
(Ekaterinostaw), G. K. Sustow (Kijow), A. W. Wasiliew (Kazan) i N.
A. Zabudski (Petersburg)'!.

[. Ja. Depman opisuje jeszcze jedno zdarzenie zwigzane z Ptaszyc-
kim | , str. 54-55]. W 1911 roku matematyk Jakow Wiktorowicz
Uspienski (1883-1947) obronil prace magisterska. Wydawalo mu sie
jednak, ze obrona nie byta dostatecznie dobra i ze mogtby wystapic
lepiej, dlatego tez zwrdcit sie do sekretarza wydziatu Ptaszyckiego z
zapytaniem, czy nie mozna by uzna¢ obrone za nieodbyta. Ptaszycki
odpowiedzial:

Dlaczego sie martwicie? Jakie rzeczywiste, pomimo formalnego,
ma znaczenie obrona, w szczegolnosci to, jak ona przeszta? Obec-
nie, wiele oséb mdwi, ze formalnie sa prawostawnymi. Wy tez
bedziecie formalnie magistrem nauk matematycznych. Wszystko
inne zalezy nie od formalnych uprawnien, ale od waszych kon-
kretnych prac.

Cale zycie Ptaszyckiego byto po$wiecone pracy naukowej i nauczaniu
na dwoch wyzszych uczelniach. W zyciu cechowaty go prawos¢, prostota
i tagodnosé w stosunkach z ludZzmi. Jak pisze Dickstein (| , str.
247]):

Powodowany dobrocia serca i zyczliwoscia dla ludzi wspieral rada
i czynem kazdego kto zwrécil sie do niego o pomoc.

Ptaszycki zmart 30 kwietnia (17 kwietnia wedtug starego stylu) 1912
roku w Petersburgu. W nekrologu Konstantyna Aleksandrowicza Posse
(1847-1928) czytamy (zob. | , str. 252)):

Smier¢ przyszla niespodziewanie, zwlaszcza dla tych, ktérzy znali
go blisko. W poniedziatek 26 marca, w drugi dzien Wielkanocny,
jak zwykle przebywali u niego koledzy i znajomi. Nikomu nie
przyszto do glowy, ze na drugi dzien bedzie juz w lézku i po

HMatwiej Aleksandrowicz Tichomandrycki (1844-1921), Iwan Wsiewotodowicz
Mieszczerski (1859-1935), Olga Sabinina, prawdopodobnie cérka Jegora Fiodorowi-
cza Sabinina (1883-1909)?, Wiera Iosifowna Schiff (1860-1919), Piotr Aleksandro-
wicz Schiff (1848-1909), Gawril Konstantinowicz Sustow (1857-1935), Alexander
Wasiliewicz Wasiliew (1853-1929), Nikolaj Aleksandrowicz Zabudski (1853-1917).
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krotkiej chorobie, po trzech tygodniach, umrze w szpitalu gdzie
zostal przewieziony za rada lekarzy na kilka godzin przed smier-
cia. Rodzaj choroby nie zostat dokladnie okreslony, ale jak mo-
wia, nastapil zawal serca.

Na pogrzebie i na uroczystej mszy pogrzebowej w katolickiej katedrze
sw. Katarzyny uczestniczyli niemal wszyscy jego koledzy z Wydziatu
oraz z Akademii Artyleryjskiej. Obecnych tez byto wielu studentéw Na
grobie studenci ztozyli wieniec z napisem Drogiemu nauczycielows © przy-
jacielowi. Studenci Ptaszyckiego rzeczywiscie stracili w nim nauczyciela
i przyjaciela, zawsze ciepto i przyjazne odnoszacego sie do nich.

Szczatki Ptaszyckiego zostaly zlozone na cmentarzu Antokolskim w
Wilnie przy kosciele $w. Piotra i Pawta, gdzie sa tez groby jego rodziny.
Napis jaki sie znajduje na nagrobku:

6: Nagrobek Jana Ptaszyckiego w Wilnie

StP. Jan Ptaszycki, Doktor matematyki, Zastuzony profesor Uni-
wersytetu Petersburskiego, Czl. Akademji Umiejetnosci w Kra-
kowie, ur. 21/yyr 1854 1 2m.17/1v 1912

Ani uczynit blizniemu swemu zlego i zelZywosci nie przyjal prze-
ciw blizniemu swemu, Ps. 14, 3.

Po jego $mierci pojawily sie dwa nekrologi. Pierwszy [Pol2], napi-
sany po rosyjsku, przez profesora matematyki uniwersytetu w Peters-
burgu i kolege Ptaszyckiego, K. A. Posse (przedrukowany w [Pt3] bez
podania autora), a drugi [Dil2], po polsku, napisany przez Samuela
Dicksteina (1851-1939), ktéry otrzymal informacje od jego syna Jana-
Feliksa i brata Stanistawa oraz korzystal z tekstu Posse. Dickstein na-
pisal (zob. [Dil2) str. 241]):
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7: Groby rodziny Jana Ptaszyckiego w Wilnie.

Jan Ptaszycki zyl i dziatal z dala od kraju ojczystego, ale zyt
mysla o nim: synéw swoich, dzi§ juz samoistnie pracujacych, w
mitosci ku krajowi chowal, a umierajac, ksiggozbiér swoj mate-
matyczny przekazal Bibliotece Jagiellonskiej w Krakowie, pol-
skich bibliotek macierzy.

Spora czes¢ jego biblioteki rzeczywiscie sie tam znajduje, ale z nie-
wiadomych powoddéw czes¢ jego biblioteki znalazta sie w kilku innych
bibliotekach naukowych w Polsce. Pelnego katalogu ofiarowanego przez
niego ksiegozbioru nie ma do dzisiaj.

Pomimo tego, ze Ptaszycki jest w Polsce zapomniany, w literaturze
naukowej (gtéwnie rosyjskiej) jego nazwisko jest obecne i znajdujemy je
na przyktad w nastepujacych ksiazkach badZ pracach: [JuG8], [Lolbal,
[Lol5b], [Lol6], [Od14], [Sh46] oraz [5], [6], [7], [9], [L1], [14], [15], [16],
[17], [26], [27], [31], [38], [39], [42], [43], [44], [47], [48], [49], [56], [57],
[58], [60], [66] i [70].

W dokumencie z 17 marca 1914 roku (zob. [Pt1]) znajduje si¢ in-
formacja, ze zostata ustanowiona nagroda imienia Iwana Lwowicza Pta-
szyckiego, ktorego synowie Jan i Adam ztozyli w banku 2500 rubli na 5%
i ten procent ma stanowi¢ coroczng sume nagrody dla studenta za naj-
lepsza prace na Wydziale Fizyczno-Matematycznym Cesarskiego Uni-
wersytetu Petersburskiego. Nagroda ma by¢ przyznana po raz pierwszy
za 1915 rok. Jak czytamy w [30] pierwszym stypendysta imienia Jana
Ptaszyckiego na Uniwersytecie Petersburskim zostatl Jan Jankowski®*.
Niestety nie mamy dalszych informacji dotyczacych tej nagrody. Praw-
dopodobnie ze wzgledu na wybuch pierwszej wojny swiatowej nie byta
juz ona wiecej przyznawana, a po rewolucji przestata istniec.
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3. Dorobek naukowy Jana Ptaszyckiego. Pobieznie, doro-
bek naukowy Jana Ptaszyckiego opisali w jego nekrologach znajacy go
osobiscie: A. K. Posse | | (po rosyjsku), S. Dickstein | ] (po pol-
sku) oraz na str. 55-58 | | I. Ja. Depman, ktéry bedac studentem
stuchat jego wyktadéw. Nieco bardziej szczegdétowo dorobek naukowy
Ptaszyckiego byt omawiany w latach 2015, 2017 i 2018 przez drugiego
autora [01], [62], [03] na konferencjach z historii matematyki. Dodajmy,
ze | Ji] ] sa dobrym wstepem do wejscia w $wiat jego prac.

Ptaszycki opublikowat niewielka ilo$¢ prac. Mozna je podzieli¢ na
trzy kategorie: dysertacje (dwie), pojedyncze artykuly (pietnascie) i
teksty wykladéw (osiem). Przy czym jesli chodzi o artykuly, to czesto
Ptaszycki publikowal z drobnymi zmianami ten sam artykut po rosyj-

sku, po francusku i po polsku. Prace [P7], [P8] i [P10] to w istocie
ta sama praca. To samo odnosi si¢ do prac [’12] i [’13] oraz do prac
[P16] 1 [P18]. Praca [P5] to skrécona wersja pracy [P1]. Tak wiec w
istocie Ptaszycki opublikowat tylko dziesie¢ artykutow. Za wyjatkiem
pracy [’1] poswieconej mechanice i pracy [P21] dotyczacej teorii liczb
(zob. [50]), wszystkie pozostale prace Ptaszyckiego dotycza analizy.

W réznych swoich pracach, Ptaszycki w nowy, czesto prostszy sposob,
opisal niektére odkrycia swoich poprzednikow i uzupetnit je wlasnymi
wynikami.

Prace Ptaszyckiego byly gtéwnie poswiecone problemowi catkowania
w postaci skoniczonej funkeji algebraicznych (w 6wezesnej terminologii,
rézniczek) i pokrewnych, tzn. problemowi znajdowania postaci catek
nieoznaczonych (funkcji pierwotnych) takich funkcji.

Wspolcezesng epoke w tej dziedzinie zapoczatkowal Niels Henrik Abel
(1802-1829). Jego bardzo oryginalnym kontynuatorem byl Pafnutij
Lwowicz Czebyszew (1821-1894). W nieco innym kierunku poszty prace
Joseph’a Liouville’a (1809-1882), ktéry jest tworca ogdlnej teorii catko-
wania w postaci skonczonej. W XIX wieku, tematem tym zajmowato sie
wielu znakomitych matematykow. W dzisiejszych czasach, ze wzgledu
na rozwdj algebry komputerowej, temat ten stal sie ponownie aktualny
(zob. [22], [23] oraz [68]). Szczegdltowo opisana historie tej dziedziny do
polowy XX wieku mozna znalezé¢ w [39)].

Czebyszew mial wielu uczniéw, wérdd nich Ptaszyckiego. W pracy
[0, str. 844] wymienionych jest ich jedenastu za$ w pracy [11, str. 113],
czternastu i za kazdym razem Ptaszycki jest wymieniony. Ptaszycki jest
jednym z dwbch uczniéow (a raczej naukowych wnukéw) Czebyszewa,
drugim byt I. P. Dotbnia!? ktérzy poswiecili sie prawie wylacznie pro-

2Twan Pietrowicz Dotbnia (1853-1912), rosyjski matematyk, profesor Akademii
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blemowi catkowania w postaci skonczonej.

Temu zagadnieniu poswiecit Ptaszycki prace magisterska [°3], prace
doktorskg [P6] oraz wiekszo$¢é pozostalych prac. Ptaszycki jest bez-
posrednim kontynuatorem Czebyszewa, w zakresie problematyki catko-
wania w postaci skonczonej i nie jest mozliwe wyjadnienie rezultatow
Ptaszyckiego bez choc¢by pobieznej znajomosci wynikéw Czebyszewa w
tej dziedzinie.

Jezeli dana jest calka nieoznaczona, to funkcje podcatkows tatwo
odtworzy¢ przez rozniczkowanie. Udowodnienie, ze catka nieoznaczona
danej funkeji, np. funkeji e”*, nie moze by¢ wyrazona w terminach funk-
cji ,elementarnych”jest zupetnie innym zadaniem, gdyz musi powigzac
istnienie calki ,elementarnej” ze specjalng formg funkcji podcatkowe;j.

Zacytujmy stynne stwierdzenie Laplace’a z 1814 roku [32, 2 wyd.
(str. 7), 3 wyd. (str. 5)] (zob. tez [10, str. 138]):

... la différentiation laissant subsister les quantités exponentielles
et radicales, et ne faisant disparaitre les quantités logarithmiques
qu’autant qu’elles sont multipliées par des constantes, on doit
en conclure que l'intégrale d’une fonction différentielle ne peut
contenir d’autres quantités exponentielles et radicales que celles
qui sont contenues dans cette fonction ...

W przektadzie na polski:

...zatem rézniczkowanie nie unicestwiajac wielkosci wyktadni-
czych i pierwiastkowych, za$ likwidujac wielkoéci logarytmiczne
tylko wtedy gdy sg one pomnozone przez stale, powoduje ze caltka
funkcji rézniczkowalnej nie moze zawieraé¢ innych wielkoéci wy-
ktadniczych i pierwiastkowych niz te ktore sg zawarte w tej funk-
cji ...

Wypowiedz ta zostata, po raz pierwszy, udowodniona przez Liou-
ville’a w [35], najpierw w przypadku algebraicznych funkeji podcatko-
wych [33], [34], a nastepnie dla bardziej ogdlnych klas funkeji w [30].

Opis fascynujacej historii twierdzen Liouville’a znajdujemy w ksiazce
Liitzena [37, Rozdzial IX, str. 351-422], natomiast przystepne omdwie-
nie na przyktad w pracach [12], [13] 1 [11]. Prace [10], [53], [74] 1 ksiazka
[22] otwieraja wspoOlczesny etap w rozwoju teorii Liouville’a catkowa-
nia w postaci skonczonej. Doskonaltym wprowadzeniem w ten temat sa
ksiazki [52] oraz [10], [29].

Gorniczej w Petersburgu.
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Chociaz dowody podane przez Liouville’a byly w istocie poprawne,
to niektére z poje¢ ktorymi si¢ postugiwalt nie byty zdefiniowane w spo-
sob dostatecznie precyzyjny. Chodzi tu przede wszystkim o klasyfikacje
funkcji przestepnych (zob. [65, str. 112-123], [15, str. 366-384]). Do-
piero wprowadzenie do tej tematyki przez Ostrowskiego' w [10] cial
rozniczkowych i ich rozszerzen, pozwolito poda¢ definicje i dowody nie
budzace zadnych zastrzezen oraz otworzylo wspodtczesng epoke w tej
dziedzinie.

Wréémy teraz do lat 1820-1870, gdy Abel, Liouville i Czebyszew
zajmowali si¢ catkowaniem w postaci skonczonej. Oprocz wyzej wy-
mienionych zrédel, wymiefimy prace Czebotariowa!® [15], gdzie autor
podaje dowody rezultatéw Abela, Liouville’a i Czebyszewa, w duchu
analizy klasycznej. Praca ta jest przedrukowana prawie bez zmian w
§53 ksiazki [16], ktora niestety do tej pory nie doczekata sie przekladu
na jezyk obcy. Przegladowy artykut Gotubiewa'® [25] tez dotyczy tego
tematu (zob. takze [0] 1 [11, str. 120-121]).

Rezultaty Czebyszewa byly poprzedzone twierdzeniami Abela i Liou-
ville’a. Omoéwienie rezultatéw Ptaszyckiego poprzedzimy wiec omowie-
niem twierdzen Abela, Liouville’a i Czebyszewa.

3.1. Twierdzenia Abela—Liouville’a. Wszystko rozpatrujemy
w dziedzinie zespolonej. Zgodnie z duchem poczatku XIX wieku ,wszyst-
kie funkcje sa algebraiczne” , nawet jesli wtedy to nie byta prawda (funk-
cje trygonometryczne, wykladnicze). Uzywamy standartowych ozna-
czen. Jedli K jest ciatem, to K[z, xo, . . ., 2x] 0znacza pierscien wielomia-
néw zmiennych 1, o, . . ., xx 0 wspolezynnikach z K, zas K(zq, za, ..., zx)
oznacza ciato funkcji wymiernych zmiennych 1, xo, . . ., £ 0 wspotezyn-
nikach z K.

Definicja 1. Niech v = (z1,3,...,7;) € Ck. Funkcja y = y(x) jest
algebraiczna jesli speinia ona rownanie wielomianowe

W(x,y) = wo(z)y® +wi(2)y* ' + ...+ ws(z) =0, (1)

gdzie w; € Clz],0 <i < s,wg # 0. Bez ograniczenia ogdlnosci mozemy
zatozyé, ze wielomian W jest nierozkiadalny.

Gdy k = 1, otrzymujemy standartowa definicje funkcji algebraicznej
jednej zmiennej. W dalszym ciagu, o ile nie bedzie to jawnie powie-

13 Aleksander Ostrowski (1893-1986), matematyk urodzony w Kijowie, profesor
uniwersytetu w Bernie w Szwajcarii.

14Nikotaj Grigoriewicz Czebotariow (1894-1947), rosyjski i radziecki matematyk.

15Wiadimir Wasiliewicz Gotubiew (1884-1954), rosyjski i radziecki matematyk.
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dziane, méwiac o funkcjach algebraicznych mamy na uwadze wytacznie
funkcje algebraiczne jednej zmiennej.

Czesto funkcje algebraiczne wyrazaja sie za pomocg skonczonej liczby
algebraicznych operacji takich jak dodawanie, odejmowanie, mnozenie,
dzielenie i potegowanie wielomianéw zmiennej x, przy czym wyktadnik
potegi jest zawsze liczbg wymierng.

Na przyktad, funkcja wymierna y = f}% p,q € Clx] jest algebra-
iczna, gdyz jest rozwiazaniem réownania ¢(x)y — p(z) = 0, a takze n-ty
pierwiastek z wielomianu y = {/p(z) jest funkcja algebraiczna ponie-
waz jest rozwigzaniem réwnania y” — p(x) = 0. Funkcja ktéra nie
jest algebraiczna nazywa si¢ funkcjg przestepng; takimi sa na przyktad
exp(z),In(z) i funkcje trygonometryczne sinz,cosz,tgx. Wszystkie
funkcje rozpatrujemy w dziedzinie zespolonej, zatem w dalszym ciagu
funkcje trygonometryczne nie beda brane pod uwage, gdyz wyrazajg sie
one przez funkcje wyktadnicza exp(z).

Analogia pomiedzy liczbami algebraicznymi nad cialem liczb wy-
miernych Q i funkcjami algebraicznymi (nad ciatem funkcji wymiernych
k-zmiennych C|x]) jest oczywista. Podobnie jak liczby algebraiczne nad
Q tworza cialo algebraicznie domkniete, funkcje algebraiczne tez two-
rzg cialo algebraicznie domkniete (zob. np. [064], §6.5; w przektadzie
rosyjskim z 1976 roku jest to §41).

Co rozumiemy przez catkowalnos$é w postaci skoriczonej? Pierwszy
rozdzial ksigzki J. H. Davenporta [22] zaczyna sie od sformutowania
nastepujacego problemu.

Problem. Kiedy dla danej funkcji algebraicznej mozemy
znaleZé (istnieje) wyrazenie zloZone z funkcji algebraicznych,
ich logarytmow i ich eksponent, ktorego pochodna réwna sie
danej funkcji i jak znaleZc¢ takie wyrazenie. O ile zas takie
wyrazenie nie istnieje, jak tego dowiesc.

Innymi stowy, majac dang funkcje algebraiczna jednej zmiennej y =
y(x), kiedy jej funkcja pierwotna [ y(x)dz wyraza sie za pomoca funkcji
algebraicznych, ich logarytmow i exponent. Jak znalez¢ takie wyrazenie.
O ile za$ ono nie istnieje, jak tego dowiesc.

Czesciowe odpowiedzi na te pytania podali Abel i Liouville, zas z
teoretycznego punktu widzenia petlng algorytmicznag odpowiedz podali
Risch [50] i [51] oraz Davenport [22].

Mozna tez rozpatrywac bardziej ogdlny problem, pochodzacy od Lio-
uville’a, w ktorym zamiast catkowania funkcji algebraicznych rozpatruje
sie catkowanie ogdlniejszych klas funkcji.
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Teoria catkowania w postaci skonczonej jako osobna dziedzina ma-
tematyki, zostala stworzona przez Liouville’a, ktéry w szeregu swoich
prac z lat 1833-1841 wprowadzit klase funkcji elementarnych. Jest ona
zdefiniowana poprzez skoriczona liczbe operacji arytmetycznych (doda-
wania, odejmowania, mnozenia, dzielenia) na funkcjach algebraicznych,
wyktadniczych, logarytmicznych, statych oraz ich superpozycji.

Funkcje elementarne obejmuja takze funkcje trygonometryczne i hi-
perboliczne, poniewaz moga by¢ one wyrazone zespolonymi funkcjami
wyktadniczymi i logarytmicznymi. Bezposrednio z definicji wynika,
ze zbiér funkcji elementarnych jest zamkniety ze wzgledu na operacje
arytmetyczne, superpozycje i rézniczkowanie, ale nie jest zamkniety ze
wzgledu na branie granicy i sum nieskonczonych. Jak dowiédt Liouville
w [33], funkcje elementarne nie sa zamkniete ze wzgledu na catkowanie,
tzn. caltka nieoznaczona z funkcji elementarnej nie musi by¢ funkcja
elementarng. Dowody, ze catki z funkcji e, ﬁ, %, Si;m nie moga by¢
funkcjami elementarnymi znajdujemy na przyktad w [11, str. 153-155],
[02, str. 48-49 dla pierwszych trzech funkcji] i [54, str. 971-972].

My, podobnie jak Abel, Czebyszew i Ptaszycki ograniczymy sie wy-
tacznie do catkowania funkcji algebraicznych.

Z uprzednio sformutowanego stwierdzenia Laplace’a wynika, ze funk-
cja pierwotna funkcji algebraicznej nie moze zawieraé¢ cztonéw wyktad-
niczych.

Dos$wiadczenie nabyte na poczatku studiow pokazuje, ze funkcje
pierwotne funkcji algebraicznych, o ile je mozna wyliczy¢, sa zawsze
postaci

wo(x) + Zai log wi(z), (2)

gdzie {w;(x) }o<i<k sa funkcjami algebraicznymi, zas$ {a; }1<i<r € C. Wy-
bér podstawy logarytmu nie odgrywa tutaj zadnej roli.

Przyktlad 1. Przyktad calki z funkcji algebraicznej, ktorej catka jest
funkcja algebraiczna:

/ dx l T
(az? + B)3¥% B\ /ax? +p

+C, 3 #0 (zob. Fichtenholz [21, §283]).

Przyklad 2. Przyktad catki z funkcji algebraicznej, ktora ,catkuje sie
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w logarytmach”:

/ vr+1+2 ir — 1 (t—1)2 2 2t +1

— —arctan —— + C

Cr1)?—verl TR rt+l V3 /3
(zt = +vx +1,z0b. Fichtenholz [241, §278])
=In (t—1)° L In V3 _ ! n V3
P4+i+1 Bi VB+(1+20)i Vi V3—(1420)i

Dlatego tez w XIX wieku, zamiast mowi¢ o catkowaniu w postaci
skonczonej funkcji algebraicznych moéwiono takze o ich cafkowaniu w
logartymach. My tez bedziemy uzywaé tej terminologii, gdy catka funk-
cji algebraicznej jest postaci (2). Idac za J.H. Davenportem ([22, str.
54]) bedziemy nazywaé catke funkcji algebraicznej czysto algebraiczna,
jesli w (2) nie ma cztonéw logarytmicznych, zas gdy w (2) wg = 0,
bedziemy nazywac taka catke czysto logarytmiczna.

Czesto mowi sie o catkowalnosci calek abelowych, tzn. catek postaci:

[ Wyt ds, ®)

gdzie W jest dowolng funkcjg wymierng dwoch zmiennych z i y zwiag-
zanych réwnaniem algebraicznym F(z,y) = 0, F jest wielomianem,
F € Klz,y], a cialo K = C, np. gdy F(z,y) jest wielomianem nieroz-
ktadalnym zmiennej y

F(z,y) = wo(2)y® +wi(2)y* ' + ...+ wy(x)

ktérego wspdtezynniki w;(z),7 = 0,1,...,s, sa funkcjami wymiernymi
zmiennej . Catki abelowe sa naturalnym uogoélnieniem catek eliptycz-
nych, ktére powstaja, gdy F(x,y) = y* — P(z), gdzie P(x) jest wielo-
mianem stopnia 3 lub 4. Jedli wielomian P jest stopnia wiekszego niz
4, to odpowiadajace im calki nazywaja si¢ catkami hipereliptycznyma.

Przyktadem takiej catki jest catka pseudohipereliptyczna badang juz
przez Abela:

2™+ b™ .+ by + by,

dx.
\/$2m+2 + &1$2m+1 + .4 A2m+1T + A2m+2

Tutaj

2+ bz™ L+ by + by,
W(z,y) = ,

Yy
F(z,y) = y? — (22 + a2 + ...+ . o1 ® + Qo).




48 Jan Ptaszycki (1854-1912)

Calki funkcji algebraicznych [ v(x)dz, gdzie v = v(z) jest funkcja
algebraiczna 1 calki abelowe (3) reprezentum te samg klase caltek. Jed-
nak stosowanie catek abelowych pozwala ,parametryzowac¢” calki, np.
catki abelowe [ \/b(x— dx, gdzie R jest ustalonym wielomianem, zas b

jest wielomianem, ktéry moze sie zmieniac.
Catkowalno$¢ w postaci skonczonej jest nadzwyczaj czuta na zmiane
parametrow od ktorych zalezy funkcja podcatkowa.

Przyktad 3. Catka abelowa

1
dx
Vat —6x3 4+ 1322 — 122 + 4

(4)

catkuje si¢ elementarnie (w postaci skoficzonej), gdyz z* — 623 + 1322 —
122 +4 = (x — 1)*(x — 2)%. Natomiast jak wynika z twierdzenia 5
Czebyszewa, ktoére przytoczymy pdzniej
1
10704 = dl’ (5)
Vot — 623 + 1322 — 122 + 3,96

nie caltkuje sie w postaci skonczonej (w logarytmach).

Podstawowe twierdzenie o catkowaniu w postaci skonczonej funk-
cji algebraicznych zostato udowodnione w 1834 roku przez Liouville’a
[35]. Ale przed Liouvillem twierdzenie to w szczegblnych przypadkach
sformutowat i dowiédt Abel [1], [3].

Podajemy to twierdzenie w sformutowaniu Czebotariowa [15, str.
235-236| oraz [10, str. 355-356], ktére lekko precyzujemy. To twierdze-
nie uzasadnia wzor (2).

Twierdzenie 1 (Abel-Liouville). Niech y = y(x) bedzie funkcjq alge-

braiczng. Jezeli

/y(x)da: = ®(x,logw;(),logwsy(x),. .., logw(z)), (6)

gdzie {w;}1<i<k sq funkcjami algebraicznymi jednej zmiennej, ® jest
funkcjq algebraiczng (k + 1)-zmiennych oraz k > 1 jest najmniejszq
liczbg calkowitq takq, Ze zachodzi (0).

(1.1) Wtedy istnieje taka funkcja algebraiczna wy = wo(x) i takie stale
{ai}lgigk S C, ze

/y(x)dx = wo(x) + Z a; logw;(x). (7)
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(1.2) O ile zachodzi (7), to istniejq takie funkcje wymierne {W;}o<i<k €
C(z,y) i state {c;}1<i<k € C, Ze

/y(x)dx = Wo(z,y(x)) + Z c;ilog Wi(z,y(x)). (8)

Dow6d w duchu analizy klasycznej mozna znalezé w [15] oraz w §53
ksiazki [16]. W podreczniku [15, str. 366-384], ktory bardzo polecamy,
jest przytoczony nieco zmodyfikowany dowdd Liouville’a. Sformutujemy
teraz

Twierdzenie 2 (Abel 1826). Niech b, R € Clx] i R nie ma zer wie-

lokrotnych. Jedli calka [ \;%dx jest czysto logarytmiczna (tzn. jest

postaci (7) z wo(z) = 0), to wtedy
b(x) ., _ p+qy/R(x)
———dxr = A log ————=, (9)
vV E(z) p—qv/ R(z)
gdzie A € C, p,q € C[z]. Ponadto, p* — ¢*R = const. Bez ograniczen
mozna przyjeé, ie p?> — >R = 1.

Twierdzenie to Abel sformutowal na koncu [1], ale zapowiedzianego
dowodu nigdy nie opublikowal. Twierdzenie to jest szczegdlnym przy-
padkiem twierdzenia 6 Czebyszewa, ktére sformutujemy w czesci 3.b i
ktére jest dowiedzione w [18]. Szkic wspotezesnego dowodu twierdzenia
2 mozna znalez¢ w [25, §4].

Nieco po6zniej Abel sformutowal bardziej ogdlne twierdzenie doty-
czace przypadku wymiernych funkcji b.

Twierdzenie 3 (Abel 1828). Niech P,QQ,R € C[z] i R nie ma zer

wielokrotnych. Jesli catka [ ﬁ%dz catkuje sie w logarytmach, to

wtedy

P(z) P = 5 pi+avVR
/ VA YT gV LGl — T (0)

gdzie p;,q; € Clz],0<i <k, C; € C,1 <i<k.

Abel sformutowal to twierdzenie w liécie do A.-M. Legendre’a'® z 25
listopada 1828 roku ([2]) i dowidd? to twierdzenie tylko dla wielomianow

16 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), matematyk francuski.
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R stopnia 3 lub 4 ([3]). Pelny dowdéd wynika z rezultatéw Abela i
pézniejszych rezultatow Liouville’a ([15, str. 369-376]).

W [1], pod koniec §1, Abel formutuje nastepujacy problem.
b(x)
R(x)
gdzie b, R sa wielomianami zmiennej x i R nie ma pierwiastkéw wielo-
krotnych, takie ze

Problem Abela. Znalez¢ wszystkie catki postaci I = f dx,

@) g A o POV EE) 1
/ VR *p— /R "

gdzie A € C,p,q € Clz].

W zwigzku z powyzszym problemem, Abel sformutowatl dwa twier-
dzenia w pewnym sensie odwrotne do twierdzenia 2. Twierdzenia te w
sposéb nie caltkiem jawny pojawiaja sie w [1].

Twierdzenie 4. Jezeli p,q, R € Clz| i R nie ma zer wielokrotnych
oraz p* — ¢*R = 1, to wtedy zawsze mozna znalezé wielomian b taki, ze
zachodzi wzor (11).

Rozwigzanie problemu Abela sprowadza sie zatem do znalezienia
wszystkich par wielomianéw (p, q) takich, ze p* — ¢*>R = 1. To réwna-
nie jest wielomianowym analogiem réwnania Pella-Fermata x? —y?D =
1,DeN,VD ¢ Q, dobrze znanego w teorii liczb. Liczba VD rozwija sie
w okresowy od pewnego miejsca utamek tancuchowy i dzieki temu roz-
winieciu mozna znalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania Pella—Fermata
w liczbach catkowitych.

Jak poinformowatl nas Christian Houzel, Abel podat procedure, ktéra
o ile rozwiniecie w utamek laficuchowy vR od pewnego micjsca jest
okresowe i symetryczne (tzn. jesli od pewnego miejsca {ry,ra,...,7,}
jest okresem to r; = rp11-;,1 < i < p), a tak na ogél nie jest, po-
zwala znalezé wszystkie rozwiazania réwnania p> — ¢?R = 1 ([1, §14]).
Niestety, do dzisiaj nieznane jest kryterium na okresowos¢ (od pewnego
miejsca) rozwiniecia na utamek tancuchowy VR.

W przypadku, gdy R € Q|z], deg R = 4, takie kryterium odkryt
Czebyszew ([19], [25]).

Twierdzenie 5 (Abel 1826). Niech R(x) bedzie wielomianem bez zer

wielokrotnych, deg R = 2p + 2. Istnienie wielomianu b(x), degb =

p takiego, Ze zachodzi wzdr (11) jest réwnowazne temu Ze rozwiniecie
R(z) na utamek lancuchowy jest od pewnego miejsca okresowe.
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Dowdd mozna znalezé w pracach Czebotariowa [15, §3], [16, §53] i
w pracy Schinzla [55], z ktorej dowiadujemy sie, ze warunek na stopnie
wielomianéw R i b pojawia sie na str. 200, zas warunek, ze R nie ma
pierwiastkow wielokrotnych pojawia si¢ na str. 187 niemieckiego wyda-
nia [1]. Warunki te jednak nie wystepuja w sformutowaniu twierdzenia,
ktére podaje Abel. Szczegdtowe opracowanie prac Abela mozna znalezé
w pracy C. Houzela [28].

3.2. Twierdzenia Czebyszewa. Celem Czebyszewa bylo uzy-
skanie konstruktywnych procedur do zdecydowania czy catka abelowa
moze by¢ wyrazona w postaci (7) i jesli tak jest, to jak doktadnie wyli-
czy¢ funkcje wg, wy, ..., wg. Czebyszew wprowadzit kilka oryginalnych
metod badania tego problemu, ale jego ostateczne rozwigzanie zostato
podane dopiero w latach 1969-1970 przez R. H. Rischa przy uzyciu al-
gebry rézniczkowej. Jego rozwiazanie jest podstawa programow algebry
komputerowej catkowania wyrazen pisanych w postaci skonczonej, jak
te w programach Maple lub Mathematica (zob. [50], [51] 1 [22], [23],
[10]). Teoria ta zostata znacznie udoskonalona przez J. H. Davenporta
(122).

W przesztosci ten problem nie byt prosty do rozwiazania. Dla przy-
ktadu N. G. Czebotariow w swojej matematycznej autobiografii [17, str.
16] opowiada, ze w mtodosci pracowal nad tego rodzaju problemami pod
wplywem D. A. Grawe. Znalazl rodzaj algorytmu do obliczania wyra-
zen algebraicznych, ktéry wymaga diugich rachunkéw (zob. [17, str.
17-20]) i dla wyjasnienia podat dwa przyktady (zob. [17, str. 20-22]):

11,4
fo + Fat + z? _1da;:x(x4_1)2/3+(3,
(22 +1)%(z* — 1)1/3 2 +1
8zt + 5x° — 162* — 202 — 922 dx? + 4z + 4
2. dx = 3/4 4 C.
J (22 — 1)2(z4 + 23)1/4 L= 1 (x* + 2%)3/* +

Obecnie, uzywajac Maple, z programem opartym na teorii Rischa
rezultaty te uzyskuje sie natychmiastowo.

Rezultaty Czebyszewa o catkowaniu funkcji algebraicznych zostaty
oméwione w artykule Gotubiewa [25]. My wybierzemy pewne z nich.
Odnotujmy, ze wiele rezultatéw Czebyszewa byto uzyskanych rownolegle
do wynikéw Liouville’a ale byty one uzyskane odmiennymi metodami.
Dodajmy, ze Czebyszew prawie nie czytal prac innych matematykow za
wyjatkiem prac Abela.

Czebyszew badal w szczegdtach problem Abela oraz pewne jego
uogdlnienia i w swojej podstawowej pracy o catkach abelowych [18]
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otrzymal nastepujace gtéwne twierdzenia (zob. [25, Tw. 1, str. 110] i
szkic dowodu na stronach 108-109 oraz [25, Tw. III, str. 110]. Zob. tez

[P3]).

Twierdzenie 6 (Czebyszew 1853). Niech P(x),Q(z), R(x) bedg wie-
lomianami przy czym R(x) jest wielomianem, ktorego krotnosci zer sq
mniejsze od m (m > 2). Jesli calka

/ _PE 4
Q(z) X/ R(x)
jest czysto logarytmiczna to catka ta jest sumq wyrazen postaci
Alog{p(x, 3/ R(x)) - ¢*(x, 0 ¥/ R(x))
o (2, 0® R/R(x)) " (2,0 R/ R(2))},

gdzie p(x,t) jest wielomianem dwdch zmiennych x i t, a o pierwiastkiem
pierwotnym rownania x™ — 1 =0, A € C oraz liczba s takich wyrazen
wystarczajgeych do wypisania catki jest:

<d dy deg—L __ < 1
s < degQ(z), gdy egQ(x)W ,
=d +1, gdy deg—L2@__ > _1,
s = degQ(x) gdy degy S >
W przypadku Q(z) = 1 i m = 2, twierdzenie 6 redukuje sie do
twierdzenia 2 Abela. Dlam = 2, = —1 jest pierwiastkiem pierwotnym
oraz

/ \5% dr = A [1og o(z,VR) —log o(z, —\/}_?)]

ol VB) )+ g(a) VR()
oo, —VR) " F pla) — (o) y/R()

Jako natychmiastowa konsekwencje powyzszego twierdzenia, otrzy-
mujemy:

Alog

Twierdzenie 7 (Czebyszew 1853). Niech P(x), R(z) bedg wielomia-
nami i niech wszystkie zera R(x) sq o krotnosSci mniejszej od m oraz

degP(x) < deg ¥/ R(x) — 1, to calka

/ sz(zx(L) e

nie moze byé wyrazona w logarytmach.
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Z tego twierdzenia natychmiast wynika, ze dla kazdego 0 < ¢ < %6,
catka abelowa

1

dx,
Vit — 623 + 1322 — 120 + ¢

a wiec w szczegdlnosci catka (5) Iy o4 nie catkuje sie¢ w logarytmach.
Gdy w twierdzeniu 7 wezmiemy m = 2 oraz degR(x) = 4, to otrzy-
mujemy twierdzenie Liouville’a o tym, ze catki postaci:

V1-—22

dz
/\/(1—22)(1—k2z2 V(1= 22)(1 — k222)

dz (k #0)

nie moga by¢ wyrazona przez funkcje elementarne.

Druga cze$é rozprawy Czebyszewa [18, §IX] zawiera zastosowanie
ogoblnych twierdzen do catkowania rézniczek dwumiennych. Dowdd do-
statecznosci ponizszego twierdzenia znajduje si¢ zwykle w podreczni-
kach oraz kursach analizy dla studentéw.

Twierdzenie 8 (Czebyszew 1853). Calka dwumienna

/xm(a + ba")P dx,

gdzie a,b € R, zas wyktadniki m,n,p sq liczbami wymiernymi wyraza
sie w postaci skoriczonej wtedy 1 tylko wtedy, gdy co naymniej jedna z
liczb p, ™ i p + ™ jest calkowita.

Dostatecznosé, czyli te trzy przypadki catkowalnosci znat whasciwie
juz Newton ([24, str. 41]), a na pewno Euler, ale w 1853 roku Czebyszew
udowodnit, o wiele trudniejsza czes¢ twierdzenia, czyli koniecznosé, wy-
kazujac, ze nie ma innych przypadkéw oprécz powyzszych trzech (zob.
dowdd w15, §2] 1 w [15, str. 37-39]).

W tej dziedzinie mozemy jeszcze wymieni¢ dwie prace Czebyszewa
z lat 1865 i 1867 (zob. [20], [21] i [25, str. 112-114, 120]) w kté-

P2)_ 4, gdzie p(x), R(x) sa

Y R(x)

wielmianami, catkuje si¢ w logarytmach, a w szczegolnosci kiedy catka

f T
Vad +ax? +b

PrzejdZzmy teraz do rezultatow Ptaszyckiego.

rych badal on problem kiedy catka [

catkuje si¢ w logarytmach.
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3.3. Twierdzenia Ptaszyckiego. Wigkszos¢ prac Ptaszyckiego
to bezposrednia kontynuacja badan Czebyszewa. Ptaszycki upraszcza i
podaje bardziej szczegdltowy opis wielu jego rezultatow. Odnosi sie to
przede wszystkim do jego pracy doktorskiej [I73] i habilitacyjnej [0].

Przynajmniej jeden z rezultatow Ptaszyckiego mozna uwazac za kla-

syczny. Twierdzenie to znajdujemy wraz z dowodem w pracy [P11, str.
263] po francusku oraz po polsku w [P13, str. 73-74]. Praca [’13]
jest istotnie rozszerzona i ulepszona wersja pracy [P11]. Rezultat ten
pojawil sie wezesniej w pracy doktorskiej [°3, Twierdzenie na str. 38].

Twierdzenie 9 (Ptaszycki 1888). Niech
R(z) =(x —a1)" (z —a)™ - ... - (x —as)"™, gdzie a; # a; dla i # j,

ny,Na, ..., Ns 8¢ liczbami naturalnymi lub zerem, ale nie wszystkie rowne
zeru, 1 niech W = W (x,t) bedzie funkcjg wymierng dwdch zmiennych.
Catka

I= /W(w, VR(x))dx, gdzie meN, m>2

daje sie zapisa¢ w postaci skoniczonej dla kazdej funkcji wymiernej W
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

albo R(z) = (x — a;)™ (12)
b R(z) = (x —a;)" (x — a;)™"™ dla pewnych 1 < i # j <s.

Dowdéd. (Ptaszycki [P11, str. 264-270], [P 13, str. 73-74]). Bez-
posrednie catkowanie w obu przypadkach (12) jest dos¢ proste, co po-
kazuje dostateczno$¢. Koniecznosé Ptaszycki dowodzi przez pokazanie,
ze nastepujace trzy catki nie moga by¢ zapisane w postaci skonczone;j:

dx
W [~ ,
V(x—a)m(x—ag)" ... (T —ag)"
gdy ny +ny +...ng >m,
s—2 d
® | ro ,
Y (r—a)(z —ag)™ - ... (x— ag)™
gdy ni+ni+...ng=mis>3,
s—2 d
© [ i ,
Y(r—a)(x —ag)™ - ... (x— ag)™

gdy ni+ni+...ng<mis>2.
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Dowdd teraz wynika z twierdzenia Abela i z podejscia Czebyszewa
do twierdzen typu Abela. |

Twierdzenie Ptaszyckiego 9 jest cytowane w ksiazce Hardy’ego [27,
str. 34].

Drugie twierdzenie udowodnione przez Ptaszyckiego jakie chcemy
zacytowaé¢ pojawito sie z dowodami w trzech jego pracach w jezyku
francuskim [PP10, str. 396], polskim [’7, str. 82] i rosyjskim [I’8, str.
60-61]. Praca [IP10] jest skrocona wersja pracy [P7] i pokrywa sie (poza
drobnymi szczegdtami) ze stronami 81-85, a dalsze strony 86-90 za-
wieraja dodatkowe informacje. Z kolei praca [’8] jest rosyjska wersja
pracy [P7], a w [P9] podany zostal prostszy dowdd gléwnego twierdze-
nia z [°8, z czedei 3-5]1°. Zagadnieniem tu wystepujacym zajmowali sie
wezesniej Abel, Liouville, Briot i Bouquet (1859, 1875), Zeuthen (1880),
Raffy (1883, 1885) oraz Humbert (1887)'".

Twierdzenie 10 (Ptaszycki 1888). Niech z = z(x) bedzie funkcjq alge-
braiczng zdefiniowang przez nierozkladalne rownanie

2" o1 (2)2" 4 op(2) 2" 2 A o1 ()2 + on(T) = 0,

gdzie {p;(x) 11<i<n $¢ funkcjami wymiernymi zmiennej x oraz niech P =
P(z) bedzie wielomianem. Przypus$émy, Ze calka

_ )
]_/P(x)d (13)

jest funkcjq algebraiczng. Wtedy

[ z(2)
I_/P(x) dx (14)

. XO + Xlz + X2252 + ...+ Xn,lz”_l

Y Y
gdzie Y, Xo, X1,..., X1 sqg wielomianami zmiennej x.
Jednak jawne wypisanie wielomianéw Y, Xg, X1, ..., X,,_1 zmiennej

x nie jest proste, zatem zamiast tego podamy trzy przyktady znajdujace
sie w [P7, str. 86-90] jak réwniez w [P8, str. 68-73].

17Charles Auguste Briot (1817-1882), matematyk i fizyk francuski; Jean-Claude
Bouquet (1819-1885), matematyk francuski; Hieronymus Georg Zeuthen (1839-
1920), matematyk dunski; Louis Raffy (1855-1910), matematyk francuski; George
Humbert (1859-1921), matematyk francuski.
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Przyktad 4. Niech z = z(x) bedzie zdefiniowane przez nierozktadalne
réwnanie 23 — 3z 4+ 2z = 0. Stosujac twierdzenie 10 otrzymujemy

L = /z(:c) dx = Z:cz(a:) - 222(56).

Przyktad 5. Niech z = z(x) bedzie zdefiniowane przez nierozktadalne
réwnanie 23 — 3zz + 23 = 0. Stosujac twierdzenie 10 otrzymujemy

I = / () de = 2220~ 52 @)

Bezposrednim rézniczkowaniem sprawdzamy, ze catki Iy i I5 sg po-
prawnie policzone.

Przyklad 6. Niech z = z(x) bedzie zdefiniowane przez nierozkladalne
rownanie 22 —22%z + 2% —2* — 1 = 0. Zalézmy, ze [ z(x)dz jest funkcja
algebraiczna. Stosujac twierdzenie 10 otrzymujemy

1 1
[3:/@111::—61'3—0:64—04— 52(:0),

T

jednak przez zrézniczkowanie tej rownosci widzimy, ze ré6wnosé¢ ta nie
moze by¢ spetniona. Dlatego tez catka I3 nie jest funkcjg algebraiczna.

Oméwilismy wezesniej prace Ptaszyckiego [P7], [P8], [P9], [P10],
[P11] i [P13] wiec teraz oméwimy krotko zawarto$é pozostatych jego
prac, odkladajac oméwienie jego pracy magisterskiej [°3] i doktorskiej
[P6] na sam koniec.

Pierwsza jego opublikowana praca byt artykul [P1], gdzie wyliczyt
orbity uktadu ztozonego z trzech punktow materialnych o tej samej ma-
sie, ktory poruszajac sie na plaszczyznie spetnia pewne dodatkowe wa-
runki.

W drugiej swojej pracy [’2] prostuje niedoktadnosé Leo Konigsber-
gera (1877)'® tzn. pokazuje, ze jego rezultat nie jest poprawny, przyta-

18Leo (Léon) Konigsberger urodzit si¢ 15 X 1837 w Poznaniu (Posen), a zmarl 15
XII 1921 w Heidelbergu, gdzie w latach 1884-1914 byl profesorem na tamtejszym
uniwersytecie.
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czajac konkretny przyktad, w ktorym — whrew temu co twierdzi Konigs-
berger — catka wyraza si¢ przez logarytmy. Przytoczmy ten przyktad:

1 1
+ dz
z\/z3+gz'2+4z+1 \/z3+%z2+4z+1

1 }lz2+2z+1—\/z3+322+4z+1
=-1
18

(15)

%22+22+1+\/z3+322—|—4z+1

Konigsberger twierdzit, ze powyzsza catka nie wyraza sie w logarytmach.
Zauwazmy, ze z twierdzenia 7 Czebyszewa wynika iz catka [ SQd—Z
\/ 23452244241

nie calkuje sie w logarytmach. Z wzoru (15) natychmiast wynika, ze
catka [ Z\/ﬁ takze nie catkuje sie w logarytmach, a to nie
wynika z twierdzenia Czebyszewa, gdyz w tym przypadku wielomian
R(z) = 2*(z* + 22* 4+ 4z + 1) posiada pierwiastek podwojny z = 0.
Dodajmy, ze Maple 16 nie jest w stanie scatkowaé catki (15).

W pracy [’4] Ptaszycki podaje prosta metode dowodzenia niekto-
rych rozwinieé¢, podawanych przez Hermite’a w jego , Kursie Analizy”w
I’Ecole Polytechnique i praca [I’5] to skr6cona francuska wersja pracy
[P4]. W [P13] zajmuje sie sprowadzeniem do postaci normalnej catki

[ Wi ¥/RG@) d.

gdzie W (x,t) jest funkcja wymierna z i ¢, tzn. do sumy calek postaci
| Q(L dx, gdzie P, Q, R sa wielomianami zmiennej z. Praca [I’12]

) "N/ R(x)

to skrécona wersja pracy [P13].

W pracach [P16] i [’18] Ptaszycki zajmowal si¢ problemami kiedy
catki abelowe wyrazaja si¢ w postaci skonczonej. Wykazuje, do ja-
kich probleméw natury algebraicznej to zadanie moze by¢ sprowadzone
i identyfikuje te przypadki, w ktérych moze byé ono catkowicie rozwig-
zane. Praca [’10] jest lekko przeredagowang pracg [I’18]. Praca [P17]
jest poswiecona zagadnieniu, ktore dotyczy krzywych algebraicznych i
ktore w 1894 roku postawil E. Goursat'”.

Ostatnia praca Ptaszyckiego [’21] to notatka z teorii liczb doty-
czaca dowodu twierdzenia wypowiedzianego bez dowodu przez Jaco-
biego. Niestety, jak zauwazyt Andrzej Schinzel [56, str. 93], twierdzenie
sformutowane tak jak w [P21] jest trywialnie prawdziwe. Praca [P21]

19Edouard Jean-Baptiste Goursat (1858-1936), matematyk francuski.
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jest cytowana na str. 130 i 174 w ksiazce Franz Lemmermeyer, Binary
Quadratic Forms. An FElementary Approach to the Arithmetic of El-
liptic and Hyperelliptic Curves, 2010. ZnalezliSmy ja w internecie, ale
brakuje w niej strony 130. Nie wiemy czy ta ksiazka byta opublikowana.

3.4. Praca doktorska i habilitacyjna Ptaszyckiego. Ze wszyst-
kich prac Ptaszyckiego, bez zadnego watpienia, najwazniejszymi sa jego

praca doktorska [P3] i habilitacyjna [P0]. Praca [P0] jest szczytem jego
dokonan matematycznych.
Praca [I’3] jest poswiecona nastepujacemu problemowi.

Kiedy [ #\g})@ dx, gdzie P,Q, R € C[z] \ {0}, degR > 3, R nie

ma pierwiastkéw wielokrotnych, m € N,m > 2, catkuje sie w logaryt-
mach? Tzn. kiedy

&dx:wox y a; log w;(x
/Qmmm) 2+ D artog (o)

gdzie {w; }o<i<k — funkcje algebraiczne, w; € C(z,vy), {a;}1<i<x C C.
Problemem tym zajmowat sie intensywnie Czebyszew, ktéry rozpa-

trywal tylko przypadek P, @, R € Q[z]. W 1874 roku Zototariow ([69])

przenidst, przynajmniej po czesci, rezultaty Czebyszewa z Q[x] na C[z].
Czebyszew jednak nie podal pelnych dowodow swoich rezultatow.

Gléwnym celem [P3] jest ich podanie, czasami upraszczajac podejscie
Czebyszewa. [P’3] sktada sie z dwdch rozdziatéw. Sa one bardzo tech-
niczne. Pewne pojecie o rezultatach [73] daje lektura wstepu (str. i-iv),

szczegdtowego spisu tredci oraz stron 107-108.

Tematem [6] sa calki eliptyczne fﬁjﬁdz, gdzie P,Q, R €
Clx], degR = 4, R nie ma pierwiastkow wielokrotnych.

Z twierdzenia Abela wiemy, ze jezeli [ Q%ﬁ catkuje sie w logaryt-
mach to wtedy zachodzi wzér (10). Powstaje zatem problem jawnego
wypisania tej calki lub pokazania, ze ta catka nie wyraza sie w loga-

rytmach. Ten problem byt juz rozpatrywany w [P3]. Jest on nadal
szczegbtowo badany w [P0]. Jednak gtéwnym tematem [P6] jest (zob.

[25])-

Problem Abela—Czebyszewa. Niech a < b < ¢ < d bedg liczbami
rzeczywistymi. Kiedy istnieje taka liczba rzeczywista A, ze

x4+ A
dz
V(z —a)(z —b)(z —c)(x—d)

(16)

wyraza sie w logarytmach. Problem ten byl juz badany przez Abela [1].
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Zauwazmy, ze z twierdzenia 7 Czebyszewa wynika ze o ile stata A ist-
nieje to jest ona jedyna. Problem ten powstaje w sposob naturalny gdy
probujemy scharakteryzowadé calki pseudo-eliptyczne, tzn. takie calki
eliptyczne ktore wyrazaja siec w logarytmach. Temat ten byt bardzo
popularny w XIX wieku (zob. [27, p. 65]).

Dwie trzecie pracy [P0] (str. 51-149) jest poswiecone problemowi
Abela—Czebyszewa. Znajduja sie tam dowody wielu rezultatow Czeby-
szewa 1 Zototariowa [31], ktére dotycza tego problemu. Dowody sa cze-
Sciowo uzupelnione i uproszczone. Pewne pojecie o rezultatach [P0] daje
lektura wstepu (str. iii-vi) oraz szczegdtowego spisu tresci. Osiagnie-
cia Zototariowa zwiazane z problemem Abela—Czebyszewa sg opisane w
[31].

Szczegblowe opisanie zawartosci [P3] 1 [P6], niewatpliwie zastuguje
na oddzielna prace. Wedtug opinii dwoch wysmienitych rosyjskich ma-
tematykow i znaweoéw analizy klasycznej praca [P0] jest dzietem bardzo
udanym. Oto co pisza o [’6] N. G. Czebotariow (1932) i N. I. Achiezer
(1946).

N. G. Czebotariow (zob. [70, str. 355]) w komentarzach do pracy
Zototariowa , Teoria liczb zespolonych catkowitych z zastosowaniami do
rachunku catkowego” (1874), ktére znajduja sie w drugim tomie dziet
Zototariowa pisze:

7 pozniejszej literatury o catkach pseudoeliptycznych nalezy wy-
roznié dysertacje J. Ptaszyckiego O catkowaniu w postaci skon-
czonej rozniczek eliptycznych (Sankt-Petersburg, 1888), ktéra
zawiera znakomicie sporzadzony wyktad wszystkich rezultatow
dotyczacych tego tematu (Abel, Czebyszew, Zolotariow), korzy-
stanie z ktérej moze znacznie ulatwi¢ czytanie tego dzieta [tzn.
dzieta Zolotariowa (uwaga autoréw)].

N. I. Achiezer® ([5, str. 175]) pisze:
Czytelnik znajdzie dobrg prezentacje rezultatéw Abela, Czeby-
szewa 1 Zolotariowa w rozprawie J. Ptaszyckiego O calkowaniu
w postaci skoriczonej rézniczek eliptycznych (Sankt-Petersburg,
1888).

Nie mniej znakomity W. I. Smirnow?" ([59, str. 56] pisze:
W naukowej spusciznie wielkiego P. L. Czebyszewa (...) cykl
prac o calkowaniu w postaci skonczonej jest nieco wyizolowany.
(...) Glebokie idee z tych jego prac byly daleko rozwiniete przez
(...) E. L. Zolotariowa, A. N. Korkina i I. L. Ptaszyckiego.

20Naum Ilicz Achiezer (1901-1980), matematyk radziecki.
2'Wiadimir Iwanowicz Smirnow (1887-1974), matematyk rosyjski i radziecki.
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Podziekowania

Dzickujemy Janowi Chojnackiemu®? z Michalowa-Grabina k. War-
szawy za udostepnienie zdje¢ 5-6, 9-10 1 12-13 z prywatnego archiwum
rodzinnego oraz za pozwolenie na ich opublikowanie, Andrejowi S. Osi-

powowi z Petersburga za skopiowanie i przestanie dokumentéw [Pt1] i
nekrologow [Pt3], | ], Danucie Ciesielskiej z Warszawy za informa-
cje o ksiazce [P20] i o Janie Chojnackim, Walerianowi Piotrowskiemu z

Warszawy za znalezienie i skopiowanie listu Ptaszyckiego do Dicksteina
(skan 5) oraz Natalii Loko¢ z Petersburga za list z 30 maja 2018 roku,
w ktérym oprécz informacji o pracach | ], [ Ji] |, otrzy-
malidmy z jej badan archiwalnych poprawne miejsce urodzenia Jana
Ptaszyckiego. Dzickujemy takze Siergejowi A. Dowbyszowi z Moskwy
za dyskusje dotyczace dowodu twierdzenia Abela—Liouville’a. Christian
Houzel z Paryza przekazal nam cenne informacje dotyczace prac Abela
i Liouville’a, za co mu bardzo dziekujemy. Dziekujemy tez Andrzejowi
Schinzlowi z Warszawy za uwazne przeczytanie naszej pracy. Zdjecia
1-4, 6 1 8 pochodza z domeny publicznej. Byty one tez umieszczone w
nastepujacych publikacjach: zdjecie 1a — R. Bélling, A Photo Album for
Weierstrass, Vieweg, Wiesbaden 1994, str. 5; zdjecie 1b — Acta Math.

[PtD, str. 165]; zdjecie 1¢c — Depman | , str. 53], Duda | , str.
378], Juszkiewicz | , str. 385] oraz rosyjska Wikipedia i [Pt4]; zdje-
cie 1d — Dickstein | , str. 242], Dianni-Wachulka | , str. 234]
i Odyniec | , str.14]; zdjecie 2a — MyHeritage oraz ksiazka | ,

str. 15]; zdjecie 3b — MyHeritage. Zdjecie 3a znalezlismy w ksiazce [07,
str. 252]; zdjecia 6 1 7 sa tez w domenie publiczne;.

4. Cytowane artykuly, odczyty i ksigzki oraz informacje®’

[1] N. H. Abel, Uber die Integration der Differential-Formel pdx/v/'R,
wenn R und p ganze Funktionen sind, ,Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik”, 1 (1826), 185-221; Przedruk Sur l'intégration
de la formule différentielle pdx/\/ﬁ, R et p étant des fonctions

22Jan Chojnacki (ur. 24 sierpnia 1948), dziennikarz muzyczny, popularyzator
i miloénik bluesa, producent i wydawca. Jego pradziadkiem byl Jan Ptaszycki.
Prowadzi strone w MyHeritage: od Zawadzkich do Chojnackich, gdzie znajdujemy
wiele zdje¢ Ptaszyckich.

23Nazwiska autoréw prac napisanych po rosyjsku, sa najpierw napisane w trans-
krypcji polskiej, nastepnie w nawiasie kwadratowym [-] w transkrypcji angielskiej
(czasem francuskiej lub niemieckiej) o ile rézni si¢ ona od polskiej i w nawiasie zwy-
klym (-) w oryginalnej pisowni rosyjskiej. Transkrypcja podana w [-] jest taka, jaka
jest uzywana w MatSciNet.
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entiéres, [w:] ,Oeuvres completes de N. H. Abel”, Tome 1, Christia-
nia, 1839, Chapter VI, 33-65; ,Oecuvres completes de Niels Henrik
Abel”, Tome 1, Christiania, 1881, 104-144. Cytowanie na str. 48,
49, 50, and 51.

[2] N. H. Abel, Lettre a Legendre (25 XI 1828) [w:] ,,Ocuvres completes
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,Oeuvres completes de Niels Henrik Abel”, Tome 2, Christiania, 1881,
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nal fiir die reine und angewandte Mathematik”, 4 (1829), 236-277;
Przedruk [w:] ,Oeuvres completes de N. H. Abel”, Tome 1, Chri-
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Henrik Abel”, Tome 1, Christiania, 1881, Chapter XXVIII, 104-144,
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[4] N. H. Abel, Théorie des transcendentes elliptiques, [w:] ,Oeuvres
completes de N. H. Abel”, Tome 2, Christiania, 1839, Chap. XIV, 93—
184; ,Oeuvres completes de Niels Henrik Abel”, Tome 2, Christiania,
1881, Chapter XIII, 87-188. Cytowanie na str. 58.

[5] N.I. Achiezer [N. I. Akhiezer] (H. U. Axuesep), Epamxui 0630p
mamemamuyeckuxr pabom II. JI. Yeowwesa, [ B:] TI. JI. Yebn-
mes, ,,/I306pananie MaTemMaruyeckue Tpy el , ['ocynapcrBenHoe
M30aTEeILCTBO TEXHUKO-TEOPETUYECKOR nurepaTypsbl, MockBa—
Jlenunrpan [Krotki przeglad prac matematycznych P. L. Czebyszewa,
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ZSRR], 1932 [Ptaszycki, str. 355]. Cytowanie na str. 41 and 59.

A. Przypisy koncowe

A.1. Zwykle jako miejsce jego urodzenia podawane jest: Kuzowo,

w powiecie medynskim, w gubernii moskiewskiej | , str. 241] lub
Kuzowo w gubernii moskiewskiej | , str. 292], | , str. 288]. Cza-
sami jest tylko odnotowane, ze urodzil si¢ w gubernii katuskiej | ,
str. 14] albo gubernii wilenskiej | , str. 247], [Pt3, str. 10], [ ,
str. 52] i podobnie w ksiazce [00, str. 193], gdzie autor powotuje sie
na [Pt2] i | |. Mamy réwniez: w Kurowie, gub. katuska w | i

[ |. Ponadto w Acta Mathematica [Pt5, str. 102] i ksiazce [9, str.
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269] miejsce urodzenia to Wyszgorod. Jak pisze, na podstawie swo-
ich badan archiwalnych, pani N. W. Loko¢ w pracach | I, [ l,
[ Ji] ], 1 co wyjasnita szczegdtowo w liscie z 30 maja 2018 roku,
obaj bracia Jan i Stanistaw urodzili sie we wsi Nabierezna.

A.2. Docent prywatny (niem. Privatdozent) oznacza osobe, ktora
otrzymata od wyzszej uczelni prawo wykladania (veniam legendi) na
niej pewnego okreslonego przedmiotu, nie jest jednak urzednikiem pan-
stwowym czyli nie jest optacany z jej funduszy, lecz z optat studentéw,
ktorzy zapisywali sie na jego wyktady i zajecia. Docent prywatny mogt
by¢ wybrany i powotany na stanowisko profesora nadzwyczajnego lub
zwyczajnego, badz docenta etatowego. Ten system zostal przejety, z
niewielkimi zmianami, we wszystkich niemieckojezycznych krajach, w
Rosji, w krajach skandynawskich, czesciowo we Wtoszech i na Batka-
nach oraz na polskich uniwersytetach.

A.3. Michajtowska Szkota Artyleryjska: uczelnia wojskowa utwo-
rzona w 1820 roku, ktérej jednym z celow, poczynajac od 1855 roku,
byto przygotowanie elewow do studiowania w Michajlowskiej Akademii
Artyleryjskiej, wyzszej uczelni wojskowej utworzonej tego samego roku.

A.4. Jan Jankowski (1893-1925) zmart 7 maja 1925 roku w Wil-
nie. Dzien wcze$niej podczas egzaminu maturalnego z matematyki w
gimnazjum imienia Joachima Lelewela byla strzelanina oraz wybuchta
bomba i Jan zostal cigzko ranny, a nastepnego dnia zmart w szpitalu.
Byta to najwigksza w polskiej historii strzelanina w szkole i jedna z
pierwszych w Europie z tak duza liczba zabitych (pieciu zabitych i dzie-
wieciu rannych).

A.5. Odnotujmy, ze w 1879 roku Ludwik Antoni Birkenmajer
(1855-1929) opublikowal prace [3] O catkowaniu algebraicznem funkcji
algebraicznych i jej tytut jest prawie taki sam jak tytuty prac Ptaszyc-
kiego [P7], [P&]. W tym samym roku Birkenmajer obronil doktorat
na Uniwersytecie Lwowskim na podstawie pracy O ogélnych metodach
catkowania funkcyj algebraicznych i przestepnych. Pomimo zbieznosci
tytutoéw, prace te sa catkowicie odmienne. Praca Birkenmajera jest na-
pisana w duchu Liouville’a i nie porusza tematéw szkoty Czebyszewa.
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B. Spis artykuléw i ksigzek Ptaszyckiego®®

[P1] Sur un probléme de mécanique [O pewnym zadaniu z mechaniki,
»,Nouvelles Annales de Mathématiques”(2), 18 (1879), 279-281. JFM
11.0649.01 Cytowanie na str. 42, 56, and 78.

[P2] Extrait d’une lettre a M. C. Neumann [Z listu do C. Neumannal,
»,Mathematische Annalen”, 16 (1880), no. 2, 264-266 [St.-Petersburg,
22 listopada 1879]. JEM 12.0372.01 Cytowanie na str. 38 and 56.

[P3] 06 uwmezpuposanuu 8 KoHewHOM 8ude UPPAUUOHAALHBE OUP-
pepernyuanos, Tunmorpa¢pusa Vmneparopckoir Arxanemun Hayk,
Camkr-Tlerepbypr [O calkowaniu w postaci skonczonej 16zni-
czek niewymiernych, Drukarnia Cesarskiej Akademii Nauk, St.-
Petersburg] 1881, vi4108 str., rosyjskie magisterium [polski dokto-
rat]. Cytowanie na str. 35, 43, 54, 56, 58, and 59.

[P4] O pasznoacernuu 6 pso Makaoperna nexomopus Gynkyui co MHo-
2uMU nepemennMu, ,,CoobImenns 1 MPOTOKOILI 3ace nanuii Ma-
TEMATUYECKOro obmecTBa npu VMmeparopckoM XapbKOBCKOM
yauBepcurere” [O rozwinieciu w szereqg Maclaurina pewnych funkcji
wielu zmiennych, ,Komunikaty i Protokoéty z Posiedzenia Towarzy-
stwa Matematycznego przy Cesarskim Charkowskim Uniwersytecie” |
1 (1884), 73-79. Cytowanie na str. 37, 42, and 57.

[P5] Sur quelques formules données dans le “Course d’Analyse de
I’Ecole polytéchnique de M. Hermite” [O niektorych wzorach zawar-
tych w ,Wykladach z Analizy Hermite’a w Szkole Politechnicznej”|,
,Bulletin des Sciences Mathématiques”(2), 10 (1886), no. 2, 30-32.
Cytowanie na str. 42 and 57.

[P6] 06 unmeepuposanuu 6 Koweurom 8ude INAUNMUYECKUT OUP-
pepenyuanos, Tunorpapua VMmneparopckoit Arxanemun Hayk,
Cankr-Ilerepbypr [O catkowaniu w postaci skonczonej réziniczek
eliptycznych, Drukarnia Cesarskiej Akademii Nauk, Petersburg] 1888,
viii+152 str., rosyjski doktorat [polska habilitacja]. Cytowanie na str.
36, 43, 54, 56, 58, and 59.

25Prace badz ksiazki oznaczone gwiazdka * sg to pozycje, ktérych autorzy nie wi-
dzieli osobiscie, a o ktérych wiedza badz z katalogu Rosyjskiej Panstwowej Biblioteki
w Moskwie badz z innych zrédet. Wiele pozycji z ponizszej cytowanych w bibliografii
na str. 60-79 jest swobodnie dostepnych w Internecie. W szczegdlnosci dotyczy to
prawie wszystkich prac matematycznych Ptaszyckiego.
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[P7] O calkowaniu algebraicznem rézniczek algebraicznych, ,Prace
Matematyczno-Fizyczne”, 1 (1888), 81-90 [wystana: Zegiestow, w
lipcu 1888]. JEM 20.0296.03 Cytowanie na str. 42, 55, 56, 71, and 78.

[P8] 06 anzebpauuweckom unmezpuposaruu anzebpauveckus Ougd-
pepernyuanos, ,,Coodbmenns XapbLKOBCKOI'O MaTEMaTUYECKOIO
obmectsa” [O calkowaniu algebraicznym rézniczek algebraicznych,
,Komunikaty Charkowskiego Towarzystwa Matematycznego”] (2), 1
(1888), 61-73. JEM 20.0296.03 Cytowanie na str. 36, 42, 55, 56,
and 71.

[P9] 06 00noli meopeme ommocumenvro aszebpauueckur uHmezpa-
08, ,,Coobmenus XapLKOBCKOTO MaTEMaTUYECKOTO obImecTBa”’
[O pewnym twierdzeniu dotyczgcym calek algebraicznych, ,,Komuni-
katy Charkowskiego Towarzystwa Matematycznego”] (2), 1 (1888),
74-77. Cytowanie na str. 36, 55, and 56.

[P10] Sur lintégration algébrique des différentielles algébriques [O al-
gebraicznym catkowaniu rézniczek algebraicznych], ,,Acta Mathema-~
tica”, 11 (1888), 395-400. JEM 20.0296.02 Cytowanie na str. 38, 42,
55, and 56.

[P11] Extrait d’une lettre adressée a M. Hermite [Z listu do Hermite’a),
,Bulletin des Sciences Mathématiques”(2), 12 (1888), 262-270. JFM
20.0295.02 Cytowanie na str. 38, 54, and 56.

[P12] Sur la réduction de certaines intégrales abéliennes a la forme
normale [O redukcji pewnych calek abelowych do postaci normalney),
»,Mathematische Annalen”, 33 (1889), 600604 [wystana: Peterhof 10
lutego 1889]. Cytowanie na str. 38, 42, and 57.

[P13] O sprowadzaniu pewnych calek abelowych do postaci normalnes,
»Prace Matematyczno-Fizyczne”, 2 (1890), 57-74 [wystana: Peterhof
w marcu 1889]. JEM 22.0484.02 Cytowanie na str. 42, 54, 56, 57,
and 78.

[P14]* Kypc anasumuueckoi zeomempuu. Jlexyuu npue.-doy. HU. JI.
IImawuyxozo, wusn. cryn. A. P. I'pacce, mamucano or pyku.
JIutorpa¢us, Canrr-IlerepOyprcruii ['ocynapcrBenHLIE Y HU-
Bepcuret [Kurs geometrii analitycznej. Wyktady pryw.-doc. Ptaszyc-
kiego, wydane przez studenta A. R. Grasse, napisane recznie. Lito-
grafia, Petersburski Uniwersytet Panstwowy]|, Petersburg, 1896, 480
str. Cytowanie na str. 36.
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[P15]* Kypc amasumuueckoi zeomempuu. Jexyuu npue.-doy. . JI.
IImawuyrozo, wu3n. cryn. fl. ®. Porapckoro, mamrorpadusd,
Cankr-Ilerep6yprekuii 'ocynapcrBennnii Y uusepcurer |[Kurs
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[P18] Obwue npedroxncenus o6 unmezpuposaHuy 8 KoneuHoM eude
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42,57, and 78.
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[P22]* IIpusoxcernus unmezpasvrozo ucuucaenus x eeomempuu: Ilo
aexyugm npod. H. JI. IImawuyrozo, WVI3zmamme V3marenancroro
Komurera npu Pus.-Mar. Pak. Camkr-Ilerepbyprckoro I'o-
CyIapCTBEHHOTO Y HUBepcurera, jurorpadu [Zastosowania ra-
chunku catkowego w geometrii: wyktad prof. Ptaszyckiego, Wydanie
Komitetu Wydawniczego przy Wydziale Fiz.-Mat. Panstwowego Uni-
wersytetu Petersburskiego, litografia], Petersburg, 1909, 139 str. Cy-
towanie na str. 36.
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e Mszmarennckoro Komurera mpu Pus.-Mar. Pax. Cankr-
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WUY K020, coct. ctyn. B. Komapos, 4-uznanume., W3na-
une WMzmarennckoro Komwurera npu Pus.-Mar. Pax. Cawmkr-
[Terepbyprcrkoro I'ocymapcTBeHHOTO Y HUBEPCUTETA, JIUATO-
rpadu [Geometria Analityczna: wedlug wykladéw prof. Ptaszyckiego,
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Lech Maligranda and Jan Strelcyn

Abstract. Jan Ptaszycki was a Polish mathematician working in St.
Petersburg in the period 1876-1912. In Poland, he is forgotten, and in
Russia considered generally as a Russian mathematician, known there
as Ivan Lvovich Ptaszycki. In Russian literature about history of math-
ematics, depending on the author, it is reported that Ptaszycki was a
Russian mathematician or, more rarely, a Polish mathematician as,
for example, in Lokot (2015, 2018). The important information about
Ptaszycki comes from the obituaries of K. A. Posse (1912) and S. Dick-
stein (1912) and from the memoirs of I. Ja. Depman (1960), that is
from people who knew him personally. We wanted to make known to
the contemporary reader this forgotten Polish mathematician working
in St. Petersburg. This article tries to reach his work and achieve-
ment in mathematics as well as information about his activity. After
discussing his biography, we briefly discuss his mathematical work. At
the end of this paper, we quote articles and books related to Ptaszycki
scientific achievements and we present a full list of his published works
and books, and also references where one can find information about
him.
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