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Résumé :

Dans cet article, nous introduisons un paradigme d’ap-
prentissage des parametres des reégles d’un systeme a base
de regles possibilistes en fonction d’une donnée d’entrai-
nement. Pour tout systtme composé de n regles possi-
bilistes paralleles, nous introduisons un systeme d’équa-
tions noté (X,), analogue au systéme d’équations de
Farreny-Prade, ol ’inconnue est un vecteur dont les com-
posantes sont les parametres des régles qu’on doit dé-
terminer en fonction d’une donnée d’entrainement. Nous
établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le systéme (X,,) admette des solutions. Dans ce cas,
on montre qu’il existe une unique solution maximale et
une unique solution minimale. Enfin, nos résultats sont
illustrés par un exemple.

Mots-clés :

Théorie des possibilités, apprentissage, systeme a base
de régles, systemes d’équations floues
Abstract:

In this paper, we introduce a paradigm for learning the
parameters of the rules of a possibilistic rule-based sys-
tem according to a training datum. For any system com-
posed of n parallel possibilistic rules, we introduce a sys-
tem of equations denoted (X,,), analogous to the Farreny-
Prade equation system, where the unknown is a vector
whose components are the parameters of the rules that
must be determined according to a training datum. We
establish the necessary and sufficient conditions for the
system (X,,) to have solutions. In this case, we show that
there is a unique maximal and a unique minimal solution.
Finally, our results are illustrated by an example.

Keywords:

possibility theory, learning, rule-based system, systems
of fuzzy equations

1 Introduction

La théorie des possibilités traite les informa-
tions incompletes ou imprécises [3, 4] a I’aide
de deux mesures duales appelées possibilité et
nécessité. Ces mesures permettent de distin-
guer ce qui est possible sans étre tout a fait
certain et ce qui est certain dans une moindre
mesure. Dans [5], Dubois et Prade ont récem-
ment mis 1’accent sur le développement de mé-
thodes d’apprentissage possibilistes qui seraient
compatibles avec le raisonnement basé sur des

regles. Dans ce but, ces auteurs ont rappelé
le systtme d’équations min-max de Farreny
et Prade [7], qui a été proposé€ pour dévelop-
per les capacités explicatives des systemes a
base de regles possibilistes. Ce systeme d’équa-
tions est composé d’un vecteur d’entrée qui
contient les degrés de possibilité des prémisses
des regles, d’'une matrice contenant les para-
metres des regles, qui sont des degrés de pos-
sibilité¢ conditionnels entre la prémisse et la
conclusion de chaque regle, et d’un vecteur de
sortie, qui décrit la distribution des possibili-
tés de sortie d’une inférence. Dubois et Prade
ont souligné que le systeme d’équations asso-
cié a une cascade, i.e, un systeme utilisant deux
ensembles chainés de regles possibilistes paral-
leles, peut étre décrit par un réseau de neurones
min-max [5].

Suite a ces travaux, les auteurs de [2] ont ré-
cemment donné une construction canonique des
matrices régissant le systeme d’équations de
Farreny-Prade (voir aussi [1]). Ils ont étendu ce
systeme d’équations au cas d’une cascade en
établissant une relation entrée-sortie entre les
deux systemes d’équations associés a chaque
ensemble de regles possibilistes paralleles. Ils
ont montré également qu’une cascade peut Etre
représentée par un réseau de neurones expli-
cite de type min-max. Cependant, les auteurs
ne fournissent pas de méthode pour I’appren-
tissage des poids du réseau, qui sont les pa-
rametres associés a chaque regle. Nous mon-
trons, dans cet article, que I’apprentissage de
ces parametres en fonction des données d’en-
tralnement peut se réaliser par la résolution d’un
systeme d’équations déduit du systeme initial.
Dans notre cadre, une donnée d’entrainement



est une paire constituée d’un vecteur d’entrée et
d’un vecteur de sortie du systeme d’équations
initial, qui sont instanciés. Les composantes du
vecteur d’entrée sont les degrés de possibilité
des prémisses des regles et le vecteur de sortie
décrit une distribution des possibilités de sor-
tie ciblée. Les degrés de possibilité associés a
chaque prémisse de regle sont supposés étre
normalisés, i.e, pour une regle donnée, le de-
gré de possibilité de sa prémisse ou celui de sa
négation, est égal a un.

Larticle est structuré comme suit. Nous com-
mencons par rappeler le systeme d’équations de
Farreny et Prade [7] associé a un systeme de
regles possibilistes et sa généralisation par [2]
(Section 2). Dans la section 3, a un ensemble
de n regles possibilistes paralleles, nous asso-
cions un systéme d’équations noté (%,), qui
est analogue 2 celui de Farreny et Prade. Etant
donné une donnée d’entrainement, nous mon-
trons que les solutions de ce nouveau systeme
d’équations sont des vecteurs dont les compo-
santes attribuent une valeur cohérente a chaque
parametre d’une regle. Dans la section 4, nous
énoncons le résultat principal, qui est formulé
dans le Théoreme 1 : nous déterminons 1’en-
semble des solutions de (33,,), on dit alors que le
systeme (X,,) est compatible. Enfin, nous illus-
trons nos constructions par un exemple (Section
5) et concluons par quelques perspectives.

2 Rappels

Dans cette section, nous rappelons la définition
d’un systeme a base de regles possibilistes pa-
ralleles et, en suivant [2], le systeme d’équa-
tions généralisé associé a ce systeme. Nous
montrons une propriété utile du vecteur de sor-
tie de ce systeme d’équations qui est déduite de
la normalisation des degrés de possibilité des
prémisses des regles.

2.1 Systeme a base de regles possibilistes

Un systeme a base de regles possibilistes est
composé d’un ensemble de n regles possibi-

listes paralleles R, R, ---, R". Chaque régle
R est de la forme : “si p; alors ¢;”, ol p; est sa
prémisse et ¢; sa conclusion. La regle est mu-
nie d’une matrice de propagation de I’incerti-

7(gi|p:) W(Qz‘hﬁi)] _ {1 5i:| ..
m(=qilpi) (=g —p:) rg 17
et r; sont appelés les parametres de la regle, voir
[5, 6].

tude

La prémisse p; est une proposition de la forme
“a;(z) € PB;”. Lattribut a; est appliqué a un
élément x et son information est représentée
par une distribution des possibilit€s 7, ()

D,, — [0,1], ou D,, est le domaine de I’at-
tribut a;. Nous supposons que la distribution
des possibilités ) est normalisée c’est-a-
dire, il existe u € D,, tel que m, ) (u) =
1. Les degrés de possibilité de la prémisse p;
et de celui de sa négation sont définis par la
mesure de possibilit€ II déduite de 7, (,) par

m(pi) = T(F) = supyep, Ta;(2)(w) et m(—p;) =
II(P;) = Sup,cp Ta,(x)(u) respectivement, ol
P, est un sous-ensemble de D, et P, son com-
plément. On les note respectivement \; et p; et
on a max(\;, p;) = 1.

Si la prémisse est composée, i.e, p; = p1; A
-+ A Pk.i, ON POSE \; = rninf:1 m(pji) et p; =
max’_, w(=p;;), voir [5], et nous avons tou-
jours max(A;, p;) = 1.

La conclusion g; est une proposition de la forme
“b(z) € Q;”, oubestattribut de sortie et (); est
un sous-ensemble de son domaine Dy,. Le degré
de possibilité de g; et celui de sa négation sont
respectivement notés «; et ;. Ils sont donnés

23]k ]

ou ’opérateur LIN2* utilise min comme pro-

min
duit et max comme addition. En conséquence
de max(\;, p;) = 1, nous avons :

a; =max(s;, \;), (1a)
Bi = max(r, p;), (Ib)
et max(ay, 3;) = 1. (1c)



Enfin, la distribution des possibilités de I’attri-
but b associé a la regle R’ est :

Ty () = Qi (u) + Bipig;(u) Yu € Dy,

ou pq,, Hig,; sont les fonctions caractéristiques
de Q; et @, respectivement. Avec n regles, la
distribution des possibilités de sortie est obte-
nue par une combinaison conjonctive basée sur
min :

2.2 Systeme d’équations

Dans [7], un systeme d’équations noté¢ OV =
MREIV a été formulé, ou OV et IV sont
respectivement nommés les vecteurs de sor-
tie et d’entrée. Dans le cas de n regles,
une construction canonique des matrices régis-
sant ce systeme d’équations a été donnée par
[2]. Le systeme d’équations résultant est noté
O, = M,Omn[ . Lopérateur (I utilise
max comme produit et min comme addition.
Les matrices O,,, M, et I,, sont de taille (2", 1),

(2",2n) et (2n, 1) respectivement.

Pour ¢+ = 1,2,...,n, les composantes
) zZ _ .

du Vecj[eur d’entrée I, = , [9]] 1<j<i .sont
construites selon les degrés de prémisses
)\17 )\Qa T 7>\i et p1,p02, ", Pi- La matrice
]\4}- = [mkjhgkgi’léjg% est associée aux para-
metres des regles sq, Sg,...,8; €t ry, o, ..., Ty,
et elle est également notée M;(s;, ;).

e Pour v = 1, on prend [; = {/p\l} et M, =
1

S1 1
1 1 ’

e Pour ¢ > 1, I est de taille

(2°,1) et on définit M; de taille (2¢,2i) par la
construction de matrices par blocs suivante :

S; 1
| M | S; . % 1 .
M; = {Mi_l RJ’O Si= 1. .|leth =
S; 1

Ty (1))

sont de tailles (2°71, 2).
1 r;

Dans le vecteur de sortie O; = [Ol(j)]lgkggi, pour
1 = 1,2,...,n, chaque coefficient 0,(;) est égal
au produit matriciel min — max de la kieme
ligne de M, par I;.

Dans [2], il est décrit comment nous pouvons
réduire les matrices M; et O; de maniére a ce

qu’elles aient au plus min(card(Dy), 2°) lignes.

On remarque :

Proposition 1 Au moins un coefficient de O,,
est égal a un.

Ceci peut tre vu comme suit. D’apres le pre-
mier théoreme de [2], tout coefficient ofg") de O,,
est de la forme :

0,(6") = min(y, Yo, - - -

,Yn), oy € {a, B}.
Puisque nous avons max(ay, §;) = 1 pour i =
1,2,...,n, voir (1), on peut trouver un coef-
ficient de O,, dont les 7y, 7s,...,, sont tous
égaux a un.

3 Systeme d’équations pour I’ap-
prentissage

Pour apprendre les parametres des regles
$1,89,...,8, et rq,ro, ..., 1, en fonction des
données d’apprentissage, nous commengons
par introduire un nouveau systeme d’équations
qui est analogue au systeme O,, = M, 1m0 [ .
Dans ce nouveau systetme noté (X,,), I’incon-
nue est un vecteur composé par les parametres
des regles. Ces deux systemes d’équations sont
liés au sens suivant : ils utilisent le méme se-
cond membre qui décrit la distribution des pos-
sibilités de sortie, et les matrices de ces deux
systemes d’équations sont définies par la méme
construction inductive. En donnant des for-
mules explicites pour calculer les coefficients
des matrices impliquées dans les deux systemes



d’équations, nous établissons une équivalence
entre eux.

3.1 Définition du systemes d’équations
(Xn)

Nous construisons un systeme d’équations ana-
logue a O,, = M, U 1, qui a la forme sui-
vante :

(L) : Y =T,0"n X, (2)
ou:
=
(&
y=|7|z0,etx=|r2|. @3
Yan sy
_rn_

La matrice ', M, (N, p;) est de taille
(2",2n) et est obtenue en remplagant s; par \;
etr; par p;pouri = 1,2,... ndans M,(s;,1;).
A1

L m
i = 2,3,...,n est de taille (2°,2i) et est dé-
finie par la construction de matrices par blocs
suivante :

En prenant 'y = [ , la matrice I'; pour

T | A
Fi - |:Fi_1 PZ:| Y (4)
Y| 1 p;
Ao 1 1 p
ou A, = | etP;, = |. sont de
A1 L ps

taille (2°71, 2).
Avec les notations de (3), nous établirons (Pro-
position 3) :

O, =M0"] «— Y =0,00MX. (5

max max

3.2 Coefficients de I',,

Pour donner des formules explicites pour les co-
efficients de I',,, nous prenons les notations sui-
vantes.

Fixons [ = [, = {1,2,--- ,2"}et J = J, =
{1,2,--- ,n}. A chaque élement j € .J, nous
associons une partition de [ :
I= \J L (6)
Seln_]‘
ou I,,_; = {1,2,...,2"7} et pour chaque s €

I,_;, onprend I ; =] (s — 1)27, s27].

Nous formons ensuite les partitions de [, qui
nous permettent d’obtenir les coefficients de
r,:

L=IP"ur ; jel, (7)
ou :
n, T T
= 1
SEIn_j
avec I[; =] (s —1)27, (s — 1)2/ + 277 '], et
n, L 1
r=J 1
SEIn_j

avec I, =] (s —1)27 + 2771 s27].

Nous utiliserons le résultat suivant :

Pour chaque 1 < 7 < n — 1, la partition [,, =

I;"T U IJ’?’L définie par j peut-étre déduite a par-

tir de la partition de I, ; = {1,---,2"7'} =

I;“LT U I}lfl’L par la relation suivante :
=1 Um0 (8a)

[ =1 U 7 (8b)

oll Ton—1 est I’application k +— k + 271,

Avec ces notations, on pose :
I, = Mn()\i,pi) = [%,j](z’,j)elnxhn 9

Proposition 2 Pour k € I,, et j € J,, les coef-
ficients de 1", sont donnés par :

N siker
T sike ot
1 sikerrt
Th2j = pj sike€ I;-L’L .



Preuve 1 Ce résultat est prouvé par récurrence
sur n en utilisant (4) et (8).

Proposition 3 Avec les notations (3), on a :

Op =M, [, =Y =T,0""X. (11)
Preuve 2 Elle utilise la commutativité de la
fonction max et la Proposition 2 appliquée aux
deux matrices I, et M,,.

Dans ce qui suit, nous étudions le systeme (%,,),
voir (2), ou I',, = M,,(\;, p;) et au moins un co-
efficient de Y est égal a un, selon la Proposi-
tion 1.

4 Apprentissage des parametres des
regles d’un systeme a base de
regles possibilistes

Le travail fondateur de Sanchez [9] et les ré-
sultats de [8] pour la résolution des systemes
d’équations floues de type min — max, seront
appliqués pour I’apprentissage des parametres
de regles en fonction des données d’entraine-
ment. Nous rappelons que toute solution du sys-
teme d’équations (X,,), voir (2), attribue une
valeur a chaque parametre des regles. Dans
cette section, nous calculons d’abord la solu-
tion minimale potentielle de (¥,,) et rappelons
la condition nécessaire et suffisante de Sanchez
pour que (3,,) soit compatible. Nous donnons
une description complete de 1’ensemble des so-
lutions de (X,), qui entraine qu’il existe une
unique solution maximale. Ces résultats sont
énoncés dans le Théoreme 1.

4.1 Solution minimale potentielle de (,,)

Nous utilisons le produit € défini par :

Jy st z<y
ey = { 0 si x>y dans [0, 1].
Nous avons les propriétés utiles suivantes dans
[0,1]

max(zey,, reys) = remax(yr, y2), (12a)

max(z, rey) = max(x,y). (12b)

Nous rappelons que la correspondance x
1 — définie sur [0, 1] permute les deux produits
matriciels (™0 et (1M2% voir [2]. 1l est égale-
ment facile de vérifier que la méme application
permute le produit € et le produit de Godel clas-

sique :

{1 sia <b
a—gb= . .
b sinon

Les systemes d’équations qui utilisent les pro-
duits ™" ou ™2 sont étudiés dans [8].

max min

Par un résultat fondamental de Sanchez [9], la
solution minimale potentielle de (3,,) est don-
née par le vecteur-colonne suivant :

Erb=TiOmay = |7 | (13)

Dans la relation (13), la matrice I, est la trans-
posée de la matrice I',, et I’opérateur [J"** est
le produit matriciel ou e est le produit et max
I’addition.

Proposition 4 Pour chaque j = 1,2,...,n, les
coefficients de E™" sont donnés par :

b 7T b 7J—
epty = Neyl T eret = preyt, (14

T L
=maxy; et y; = maxy;. (15)
ier’ el t

Preuve 3 Elle s’obtient par un calcul direct qui
utilise (12a) et la Proposition 2.

Dans ce qui suit, le vecteur-colonne E™ sera
utilisé pour rappeler la condition nécessaire et
suffisante de Sanchez [9] pour la compatibilité
de (3,).



4.2 Condition nécessaire et suffisante pour
la compatibilité de (X,,)

Pour caractériser la compatibilité de (3,,), nous
introduisons le vecteur-colonne suivant :

Y = L, Omin prod — [Yi]1<i<an. (16)

max

Par les travaux de Sanchez [9], le systeme (X,,)
est compatible si et seulement si :

Y =Y. (17)

Proposition 5 Pour : = 1,2,...,2", le coeffi-
cient yj; de Y est donné par :

max()\j,y;”T) sii€ ];L’T
max(pj,y?’L) sii € ]f’L '

(18)

y; = min z;; ; 2 =
Yi 1<5<n ij s <ij {

ol y?’T et y;-L’L sont définis dans (15).

Preuve 4 Elle s’obtient par un calcul direct qui
utilise (12b) et Proposition 4.

On déduit de cette proposition que Y >V, ce
qui signifie :

Vie{1,2,....2"}, i >y, (19)

Nous énon¢ons maintenant les principaux résul-
tats pour la résolution du systeme (%,,) :

Théoréme 1 Si le systeme (3,,) est compatible,
ona:

i) L'unique solution minimale est le
vecteur-colonne E™ de (13).

ii) Il n’y a qu’une seule solution maxi-

male :
e’f’T
ey’
EM =17 |. (20)
T.L’
62n
oupourj =1,2,....n:
nt  _ nT

n, n,L
ey =Yy; and erT =y, 2D

iii) Un vecteur colonne X = [xy]1<p<on est
une solution du systeme (%,,) si et seule-
ment Si :

E™ < X < BT, (22)
ce qui signifie :

Vk e {1,2,--- 2n}, eZ’i <ap < eZ’T.

Nous rappelons que si le systeme (3,,) est com-
patible, Sanchez a montré que E™' est son
unique solution minimale [8, 9].

La preuve du Théoreme 1 se compose de deux
parties. Dans une premiere partie, nous compa-
rons la compatibilité du systeme (3,,) et celle
du systeme a 2"~ équations suivant :

(Sp—1) : T O X' = B,
ou les coefficients de son second membre B =

[b;]1<i<on-1 sont définis a partir de ceux du se-
cond membre Y de (X,) :

b; = max(y;, Yi on—1).

Nous établissons un lien entre la compatibilité
et I’ensemble des solutions des deux systemes
(3,) et (S,—1), ce qui nous permet de ramener
la résolution de (3,,) a celle de (S5,,—1).

Dans une seconde partie, nous itérons la
construction (¥,) ~» (S,_1), ce qui permet
d’obtenir une suite (3;)1<x<, de systemes dont
le terme en & = n est le systeéme initial. La
preuve du Théoréme 1 pour le systeme ()
est facile car la matrice de ce systéme comporte
deux lignes et deux colonnes. En se basant sur
les résultats de la premiere partie et un raisonne-
ment par récurrence, nous établissons les énon-
cés du Théoreme 1.

S Exemple

Nous considérons un systeme composé€ de n =
3 regles possibilistes paralleles et de la donnée



d’entrainement suivante :

[0.3]
BN [0.1] 1
| |1 ~os
ol = los] &Y = o3
A3 1 0.7
o] |03 0.3
0.7)
Le systeme (33) : ['30min X est
(0.1 11 1 1 1
1 11 1 1 1 [ 5]
010 1 1 08 1 1 T
111081 1| L |
Y= 0111 1 1 0.3 o )
1 11 1 1 03 S3
01 1108 1 03 7y
|1 11 08 1 03]
et le systtme (Xg) = (S3) = B = [pmin X7
0.3 01 1 1 1 51
1 . . 1 1 1 1 min |71
0.3 B = 0.1 1 1 08 D S
0.8 1 1 1 08 T

Le calcul de la solution minimale potentielle de
chaque systeme s’obtient par :

=T =03, Pt =0t =1,
yr =03 =1, L=t =08,
vy =1, vt =07,

Donc :

et

3,T 2, 3,1
O;l))l¢el b — \L = )\163?/1 363 o 622¢$ = plﬁy% J_,
= et = My e = et = paeyy

= \3€y; 5T et eg’i = ,036y§’L

Le systeme (X3) est compatible : par exemple

on peut facilement vérifier que nous avons Y =
[aOmin 34 =y,

max

La solution maximale de chaque systeme est :

- 347 o
%T 0.3
627T 1
E&T _ 627T — 1
et 0.8
eg7T 1
_egﬁ_ 10.7]
et e
et 0.3
27T
eg’T 1
_QQ’T_ 08
31 _ 3T 31 _ 3.1
ngl 3 3¢y1 2€¢2 3L 3¢y1 ’633T:
€3 =Yy = =Yy .65 =y et
50 51
€6 =Yz -
A partir du Théoréme 1, on déduit que X =
S1
(&1
s ) ) )
TQ est une solution si et seulement si :
2
53
_713_.
0.3 5] [0.3]
0 T1 1
0 < S9 < 1
0| = |rey| — |08
0 S3 1
1 0.7 | 73] 10.7]

1e.,5 =03,0<ry<0.8etrs =0.7.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit un pa-
radigme d’apprentissage des parametres des
regles d’un systeme a base de regles possibi-
listes, en résolvant un systeme d’équations ana-
logue a celui de Farreny et Prade. L"approche



proposée s appuie sur les méthodes et résultats
de résolution de systemes d’équations floues
de type min-max. Pour un systeme d’équations
compatible, nous avons déterminé 1’ensemble
complet de ses solutions et déduit qu’il a une
solution maximale unique. En tenant compte du
résultat de Sanchez, si notre systeme d’équa-
tions est compatible, alors ses solutions extré-
males sont uniques. Pour notre systeéme d’équa-
tions, comme dans [2], il est possible de ré-
duire le nombre de lignes de la matrice I',, (et
Y’). Comme perspectives pour 1’apprentissage,
nous pouvons trouver des moyens de fusion-
ner des ensembles de solutions provenant de
plusieurs données d’entrainement. Dans le cas
d’un systeme non compatible associé a une don-
née d’entrailnement, nous pouvons également
rechercher la meilleure approximation de la dis-
tribution des possibilités de sortie ciblée dont le
systéme correspondant est compatible.
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