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Les transducteurs ultrasonores piézoélectriques micro-usinés (PMUTs) sont aujourd’hui utilisés dans de 
nombreuses applications comme la biométrie ou l’imagerie médicale ultrasonore. Une cellule PMUT est formée 
d’une plaque, vibrant au-dessus d’une cavité. Cette plaque comprend un film piézoélectrique permettant 
l’actionnement du dispositif, une couche structurelle inerte de maintien et deux électrodes. L’objectif de ce travail 
est de développer un circuit électromécanique équivalent d’une cellule PMUT circulaire vibrant dans l’air. La 
méthode s’appuie sur la résolution de l’équation des plaques (théorie des plaques minces de Kirchhoff Love) par 
une technique de différences finies. Le couplage électromécanique est introduit de façon classique, à travers les 
équations de la piézoélectricité où seul le mode « 31 » est considéré. Les paramètres du modèle électromécanique 
complet sont obtenus par une équivalence en énergie avec le modèle exact selon l’approche de Foldy. Une 
validation théorique est présentée et deux cas de simulations sont traités afin de se confronter à des résultats connus 
de la littérature. Ces simulations permettront d’évaluer l’impact de la nature des électrodes et du matériau 
piézoélectrique sur les performances du transducteur PMUT.  

1 Introduction 

Les transducteurs ultrasonores piézoélectriques micro-
usinés (PMUTs) sont utilisés pour de nombreuses 
applications comme la biométrie [1, 2, 3], l’imagerie 
ultrasonore ou encore la thérapie médicale [4, 5, 6]. Par 
ailleurs, ces technologies ont aussi trouvé de nombreuses 
applications dans l’air, on peut à ce titre souligner les travaux 
de D. A. Horsley [7]. Un transducteur PMUT est formé de 
plusieurs centaines de cellules connectées électriquement en 
parallèle et réparties de façon à former une surface 
rayonnante à la géométrie désirée. La modélisation des 
performances d’un transducteur PMUT est une étape 
essentielle de la chaine de valeur de ce type de composant. 
En l’occurrence, avant le lancement d’un lot de composants 
PMUT il est indispensable d’avoir défini la taille et la 
géométrie des cellules PMUT à fabriquer afin de répondre 
aux spécifications visées. 

En première étape, la stratégie de modélisation d’un 
transducteur PMUT nécessite de construire le schéma 
électroacoustique équivalent d’une cellule. Cela permet de 
réduire les coûts de calcul à seulement 4 degrés de liberté par 
cellule : tension et courant sur le port électrique et 
déplacement moyen et force sur le port acoustique. Sur la 
base de travaux menés préalablement pour des transducteurs 
CMUT (Capacitive Micromachined Ultrasonic Transducers) 
[8], l’objectif de cette étude est de développer un modèle 
électrique équivalent d’une cellule PMUT de forme 
circulaire. Il s’agira d’utiliser une approche mixte où les 
équations sont résolues numériquement par une technique de 
différences finies afin de construire le quadripôle équivalent 
d’une cellule PMUT. 

Plusieurs méthodes ont par ailleurs déjà été développées, 
elles sont majoritairement basées sur une résolution 
analytique des équations comportementales de la plaque. [9, 
10]. Ces mêmes modèles permettent de modéliser des 
structures plus complexes, notamment des transducteurs 
comportant plusieurs électrodes [11, 12].  

Pour cette étude, nous commencerons par présenter les 
équations comportementales d’une cellule PMUT puis, une 
fois résolue par différences finies, l’implémentation du 
schéma électroacoustique équivalent sera réalisé. Nous 
proposons une validation théorique du modèle développé en 
confrontant les résultats obtenus avec des solutions 
analytiques établies pour des géométries simples. Enfin, une 
exploitation plus fine sera menée afin d’évaluer l’impact de 
la topologie de l’électrode sur l’efficacité du dispositif. Les 

performances serons ensuite simulées pour différents types 
d’électrodes (Aluminium, Or et Platine) et différents types 
de matériaux piézoélectriques (Titano-Zirconate de Plomb,  
Nitrure d’Aluminium  et Oxyde de Zinc) [13], [14].  

2 Présentation du modèle 

2.1 Etude comportementale d’un PMUT 

La figure 1 montre le schéma d’un Transducteur 
Ultrasonore Piézoélectrique Micro-usiné (PMUT) circulaire. 
L’encadrement noir sur cette figure correspond à la partie 
vibrante modélisée du transducteur. Dans la suite du 
document cette partie vibrante sera désignée sous le nom de 
« plaque ». Cette plaque est constituée d’une couche 
piézoélectrique recouverte de part et d’autre part deux 
électrodes permettant d’appliquer une tension d’excitation. 
L’ensemble est déposé sur une couche inerte qui est 
généralement du silicium.  

L’étude comportementale d’un PMUT de forme 
circulaire s’appuie sur la résolution des équations de la 
théorie des plaques minces de Kirchhoff Love [15]. 
Conformément à la géométrie du problème, l’analyse d’une 
structure multicouche circulaire est réalisée en coordonnées 
polaires avec le système (r, θ, z). Pour notre modélisation, 
nous faisons l’hypothèse que les matériaux constituant toutes 
les couches sont isotropes. D’après la théorie classique des 
plaques, il est supposé que : 

 
1. Les variations de contraintes (tenseur T) sont négli-

geables (contraintes nulles sur les surfaces) : 𝑇𝑧𝑧 =
𝑇𝑟𝑧 = 𝑇𝜃𝑧 = 0 ; 

2. Les déformations (tenseur S) en cisaillement trans-
verse sont négligées : 𝑆𝑟𝑧 = 𝑆𝜃𝑧 = 0 ; 

3. Le déplacement se fait uniquement selon la direc-
tion transverse (z) et la direction radiale (r) : 𝑢𝜃 =
𝑇𝑟𝜃 = 0. 

Par ailleurs, on considère que le champ électrique E est 
principalement orienté selon la direction z. Par conséquent, 
la même hypothèse est faite pour le déplacement électrique 

D. On a alors : 𝐸𝑟 = 𝐸𝜃 = 0 et 𝐷𝑟 = 𝐷𝜃 = 0. 
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Les déformations selon les directions r et θ à une 

distance z du plan neutre (figure 1) sont données ci-dessous : 
 

𝑆𝑟𝑟 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑟

− (𝑧 − 𝑧𝑛)
𝜕2𝑊

𝜕𝑟2
, (1) 

 

𝑆𝜃𝜃 =
𝑢0
𝑟
− (𝑧 − 𝑧𝑛)

1

𝑟

𝜕𝑊

𝜕𝑟
, (2) 

 
où w, u0, r, z et zn sont respectivement la composante du 

déplacement transversal, la composante du déplacement 
radial, le rayon de la plaque, la position de la couche suivant 
la direction z et la position du plan neutre. Le plan neutre 
est défini comme le plan ne subissant ni compression ni 
élongation. Il a pour expression : 

 

𝑧𝑛 =

∑
ℎ𝑘
2 − ℎ𝑘−1

2

2
𝐸𝑘

1 − 𝜎𝑘
2𝑘

∑ (ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)
𝐸𝑘

1− 𝜎𝑘
2𝑘

, (3) 

 
où hk, σk et Ek, sont respectivement la position supérieure 

de la couche, le coefficient de Poisson et le module d’Young 
de la kième couche.  

Le champ des moments en flexion (M) s’obtient à partir 
des contraintes exercées sur la plaque de la façon suivant :  

 

𝑀 = (
𝑀𝑟𝑟

𝑀𝜃𝜃

) =∑ ∫ (𝑧 − 𝑧𝑛) [
𝑇𝑟𝑟
𝑇𝜃𝜃

]𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

,
𝑘

  (4) 

 
où les composantes Mrr et Mθθ sont respectivement les 

moments de flexion suivant r et θ et Trr et Tθθ sont 
respectivement les contraintes suivant r et θ. 

En considèrent le problème axisymétrique, les équations 
comportementales du déplacement transversal et du 
déplacement radial données par J.N. Reddy [16] peuvent 
être simplifiées de la façon suivante :  

 

1

𝑟

𝜕2(𝑟𝑀𝑟𝑟)

𝜕𝑟2
−
1

𝑟

𝜕𝑀𝜃𝜃

𝜕𝑟
= 𝜌𝑠

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
− 𝑞  (5) 

 

−
1

𝑟
[
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑁𝑟𝑟)−𝑁𝜃𝜃] = −𝜌𝑠

𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

, (6) 

 

où q est la pression extérieure, 𝜌
𝑠
= ∑ 𝜌

𝑘
ℎ𝑘

𝑛
𝑘=1  la masse 

surfacique et Nrr et Nθθ sont respectivement les forces 
radiales suivant r et θ. Le déplacement radial u0 est 
généralement très faible devant le déplacement transverse  et 
peut donc être négligé [16]. 

En combinant les équations (1)-(4), il en résulte la forme 
générale de l’équation comportementale d’un PMUT : 
 

∇2(𝐷𝑒𝑞∇
2𝑊)+

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝐷𝑒𝑞(𝜎𝑒𝑞 − 1))

1

𝑟

𝜕𝑊

𝜕𝑟
+

𝜕

𝜕𝑟
(𝐷𝑒𝑞(𝜎𝑒𝑞 − 1))

1

𝑟

𝜕2𝑊

𝜕𝑟2
− ∇2𝑀𝑝 = 𝑞 − 𝜌

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
, (7)

 

 
Avec : 
 

𝐷𝑒𝑞 =∑
𝐸𝑘

(1 − 𝜎𝑘
2)

𝑘

(
ℎ𝑘

3 − ℎ𝑘−1
3

3
− (ℎ𝑘

2 − ℎ𝑘−1
2)𝑧𝑛 + (ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)𝑧𝑛

2) , (8)

 

 

𝜎𝑒𝑞 =
1

𝐷𝑒𝑞
∑

𝐸𝑘𝜎𝑘
(1 − 𝜎𝑘

2)
𝑘

(
ℎ𝑘

3 − ℎ𝑘−1
3

3
− (ℎ𝑘

2 − ℎ𝑘−1
2)𝑧𝑛 + (ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)𝑧𝑛

2) , (9)

 

 
où Deq est la rigidité flexionnelle équivalente, σeq le 

coefficient de Poisson équivalent, Mp le moment 
piézoélectrique et 𝛻2 l’opérateur Laplacien. 

En supposant le champ électrique Ez constant entre les 
deux électrodes, les termes Ez, et Mp sont donnés par les 
expressions suivantes :  

 

𝐸𝑧 =
𝑉

ℎ𝑝 − ℎ𝑝−1
, (10) 

 

𝑀𝑝 = −
𝐸𝑝𝑑31𝑉

(1 − 𝜎𝑝)
[
(ℎ𝑝 + ℎ𝑝−1)

2
− 𝑧𝑛] , (11) 

 

où V est la tension appliquée, hp, hp-1, 𝐸𝑝 =  
1

𝑠11
𝐸 , 𝜎𝑝 =

−
𝑠12
𝐸

𝑠11
𝐸  et d31 sont respectivement, pour la couche 

piézoélectrique, la position supérieure de la couche, la 
position inférieure de la couche, le module de Young, le 
coefficient de Poisson et la constante piézoélectrique.  

Le modèle présenté ci-dessus est résolu par la méthode 
des différences finies permettant de discrétiser les équations. 
L’écriture sous forme matricielle de l’équation 
comportementale du déplacement transversal [W] devient :  

 
[𝐾𝑚][𝑊]+ [𝐾𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑠][𝑊] − [𝛻2𝑀𝑝] = 𝜔2[𝑀][𝑊], (12) 

 

Figure 1 - Schéma représentant les couches d'un PMUT, 
avec rm le rayon de la plaque, re le rayon de l’électrode 
supérieure, zn la ligne neutre et h la position de la couche.   
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Ici [Km] est la matrice de rigidité de la plaque résultant de 
la discrétisation par différences finies. Elle traduit le 
comportement mécanique de la plaque en fonction des 
conditions limites. Le terme [Kpertes] introduit dans l’équation 
comportementale traduit quant à lui les pertes mécaniques de 
la plaque. Il a pour expression :  

 
[𝐾𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑠] = 𝑗𝜔𝛽[𝐾𝑚], (13) 

 
où β est le facteur de perte de la plaque. 

2.2 Domaine électrique 

Les électrodes étant positionnées perpendiculairement à 
l’axe z, le champ électrique est principalement orienté le long 
de cette direction. Le déplacement électrique Dz peut être 
calculé à l’aide de l’expression : 
 

𝐷𝑧 = 𝑑31
𝐸𝑝

(1− 𝜎𝑝)
(𝑆𝑟𝑟 + 𝑆𝜃𝜃) +   𝜀33

𝑇 (1− 𝑘𝑝
2)𝐸𝑧 , (14) 

  

où 𝑘𝑝
2 =

2𝐸𝑝𝑑31²

𝜀33
𝑇 (1−𝜎𝑝)

 est le coefficient de couplage et 𝜀33
𝑇  est 

la permittivité à contrainte constante de la couche 
piézoélectrique.  

La charge totale est donnée comme l’intégrale du 
déplacement électrique dans la couche piézoélectrique sur 
l’ensemble de la surface de l’électrode supérieure :  
 

𝑄 = ∫ ∫ ∫
𝐷𝑧
𝑒𝑝

ℎ𝑝

ℎ𝑝−1

2𝜋

0

𝑟𝑒

0

 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑧, (15) 

 
où ep est l’épaisseur de la couche piézoélectrique et re le 

rayon de l’électrode supérieure. Le courant [I] est calculé 
comme étant la dérivée de la charge totale par rapport au 
temps :  
 

[𝐼] = 𝑗𝐶0𝜔𝑉 − 2𝑗𝜔𝜋
𝑑31𝐸𝑝

(1− 𝜎𝑝)

[(
(ℎ𝑝 + ℎ𝑝−1)

2
− 𝑧𝑛) [𝐾𝑒𝑚]] , (16)

 

 

où 𝐶0 = 𝜀33
𝑇 (1 − 𝑘𝑝

2)
𝑆𝑒

𝑒𝑝
  est la capacité propre du 

matériau piézoélectrique, Se la surface de l’électrode 

supérieure et [𝐾𝑒𝑚] = [𝑟
𝑑𝑊

𝑑𝑟
]
0

𝑟𝑒
 l’opérateur de couplage 

électromécanique.  
L’admittance électrique [Y] est alors déduite :  
 

[𝑌] = 𝑗𝐶0𝜔 −
2𝑗𝜔𝜋

𝑉

𝑑31𝐸𝑝

(1− 𝜎𝑝)

[(
(ℎ𝑝 + ℎ𝑝−1)

2
− 𝑧𝑛) [𝐾𝑒𝑚]] , (17)

 

2.3 Implémentation du circuit équivalent 

La mise en place d’un schéma électrique équivalent 
nécessite avant toute chose d’identifier les grandeurs que 

l’on souhaite conserver comme données d’entrée et de sortie. 
Le plus connu est le modèle de Mason, où les grandeurs 
préservées sont sur le port électrique, la tension et le courant, 
et sur le port acoustique, la force et la vitesse particulaire 
moyenne. Néanmoins ce modèle n’est pas cohérent avec le 
calcul de l’impédance électrique. L’approche proposée par L. 
Foldy [17], à savoir que les grandeurs d’entrée sont la tension 
et le courant, et les grandeurs acoustiques de sortie sont la 
vitesse particulaire moyenne et la puissance acoustique 
moyenne, assure une cohérence totale avec le calcul de 
l’impédance électrique. Le schéma électroacoustique 
équivalent que nous proposons est représenté en figure 2, 
avec :  

- Fe la force d’actionnement électrique de la plaque ;  
- I le courant entrant ; 
- C0 la capacité électrique propre au PMUT ; 
- Zms l’impédance mécanique de la plaque ; 
- <�̇�> la vitesse moyenne de déplacement de la 

plaque ; 
- Ф le coefficient de transformation électroacoustique.  

 
D’après la définition de Foldy, l’impédance mécanique et 

le coefficient électroacoustique du schéma précèdent 
s’expriment de la façon suivante : 
 

𝑍𝑚𝑠 = 2
𝑊𝑚

|< �̇� >|2
  , (18) 

 

Ф =
2𝑊𝑚

< �̇� > 𝑉
, (19) 

 
La puissance mécanique Wm est obtenue à partir de la 

résolution par différences finis de l’équation 
comportementale. Elle s’obtient de la façon suivante :  

 

𝑊𝑚 =
1

2
[�̇�]𝑇 [−𝜔2[𝑀]+ [𝐾𝑚]+ [𝐾𝑝𝑒𝑟𝑡𝑒𝑠]] [�̇�]

∗, (20) 

 
A partir du schéma équivalent, l’expression du courant 

est établie : 
 

𝐼 = 𝑗𝐶0𝜔𝑉 +
|Ф|2𝑉

𝑍𝑚𝑠
  , (21) 

 
L’admittance électrique a donc pour expression : 
  

𝑌 =
𝐼

𝑉
= 𝑗𝐶0𝜔+

|Ф|2

𝑍𝑚𝑠
  , (22) 

Figure 2 - Schéma électroacoustique équivalent d'un PMUT 
dans l’air. 
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Cette relation est identique à celle que donne la résolution 
des équations comportementales (relation 17). 

3 Exploitation et discussion  

3.1 Confrontation théorique  

Dans un premier temps, afin de valider le modèle 
numérique développé, une plaque inerte de Silicium a été 
simulée pour un rayon de 50 µm. Les propriétés sont données 
dans le Tableau 1. La figure 3 représente l’évolution de la 
fréquence de résonance de la plaque en fonction de son 
épaisseur. Sur cette figure, nous comparons la fréquence de 
résonance obtenue à partir du modèle à celle obtenue à partir 
de la formule analytique suivante [15] : 

 

𝑓𝑟 =  
(3.19)2

2𝜋𝑟𝑚
2
(
𝐷

𝜇
)

1
2
, (23) 

 
𝜇 = 𝜌ℎ , (24) 

 
où rm, D, µ, ρ, h sont respectivement, le rayon de la 

plaque, la rigidité flexionnelle, la masse par unité de surface, 
la densité et l’épaisseur. La figure 3 montre que le modèle 
numérique permet de prédire avec exactitude la fréquence de 
résonance de la plaque lorsque son épaisseur est comprise 
entre 0.5µm et 5µm. 

 
Dans un second temps, nous avons simulé le 

comportement d’une cellule PMUT de 50 µm de rayon, 

composée d’une couche de silicium, une couche de PZT et 
deux électrodes en or. Les propriétés des matériaux sont 
précisées dans le Tableau 1. La figure 4 représente 
l’admittance et l’impédance électrique de cette cellule 
PMUT. La fréquence de résonance relevée sur la courbe de 
l’admittance est de 3.85 MHz et la fréquence d’antirésonance 
relevée sur la courbe de l’impédance est de 3.98 MHz. Nous 
pouvons en déduire un coefficient de couplage de 0.063 à 
l’aide de l’expression donnée dans [18].  

3.2 Impact des électrodes 

En partant de la configuration précédente, nous avons fait 
varier la nature du matériau composant les électrodes. Le 
choix s’est porté sur des matériaux de densités différentes, 
avec l’Aluminium ayant une densité nettement inférieure à 
celle de l’Or et du Platine. La figure 5.a montre que la 
fréquence de résonance varie légèrement en fonction du 
rapport entre le rayon de l’électrode supérieure et le rayon de 
la plaque, nommé ici taux de métallisation. On observe 
également que plus un matériau est dense plus la fréquence 
de résonance est faible dû aux effets de masse. Il est observé 
sur la figure 5.b que les déplacements les plus importants 
sont obtenus pour une taille d’électrode supérieure 
approchant un taux de métallisation de 70 % et ce quel que 
soit le type de métallisation. Concernant le coefficient de 
couplage électromécanique ke², on observe sur la figure 5.c 
que le maximum est obtenu cette fois-ci pour un taux de 
métallisation proche de 55 %.

 
 

Tableau 1 Dimensions des couches et propriétés des matériaux utilisés pour les simulations. 
 

 Description Si 
Couche piézoélectrique Electrodes 
AlN ZnO PZT Al Au Pt 

h  Epaisseur [µm] 3 1.5 0.2 
E  Module de Young [GPa] 130 283 120 58.8 70 43.03 136.3 
σ Coefficient de Poisson 0.28 0.29 0.446 0.388 0.34 0.46 0.42 
ρ Densité [Kg/m3] 2330 3230 5680 7500 2690 19300 21400 
d31 Constante piézoélectrique [pm/V] - - 2.65 - 5 - 170 - - - 
εT

33/ε0 Constante diélectrique à contrainte - 10.82 10.9 1593 - - - 

Figure 3 - Fréquence de résonance en fonction de l'épaisseur 
de la plaque de Si. 

Figure 4 - Partie réelle de l’admittance et partir réelle de 
l’impédance électrique du PMUT.  
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Cette partie montre que le matériau utilisé pour les 

électrodes influe sur la fréquence de résonance, sur le 
déplacement, le coefficient de couplage et donc sur les 
performances du PMUT. On constate un gain de 2 dB sur le 
déplacement maximum de la plaque lorsque l’on utilise de 
l’or comme électrode.  

3.3 Impact du matériau piézoélectrique  

Il existe différents matériaux piézoélectriques
classiquement utilisés pour les PMUTs. Ici nous allons
confronter l’AlN et le ZnO au PZT, qui est le matériau le 
plus souvent utilisé. Reprenons l’architecture précédente, 
avec l’or comme matériau d’électrodes. Il est montré sur la
figure 6.a, que la nature du matériau piézoélectrique a un 
impact sur la fréquence de résonance du transducteur. Cela 
s’explique principalement par le fait que les matériaux 
piézoélectriques ont des propriétés mécaniques différentes.  
On observe aussi sur la figure 6.b que le maximum du
déplacement moyen est atteint pour un taux de métallisation 
d’environ 70 % et ce quelle que soit la nature du matériau 

piézoélectrique. Le PZT montre un déplacement nettement 
supérieur à l’AlN et au ZnO. Si l’on regarde l’évolution du 
coefficient de couplage électromécanique, comme attendu, 
la figure 6.c montre clairement qu’avec le matériau PZT, le 
PMUT présente un coefficient de couplage 
électromécanique bien supérieur aux deux autres 
configurations. Ces résultats sont cohérents avec les travaux 
présentés dans la littérature [13]. 

 

4 Conclusion 

Dans ce papier, nous avons détaillé le développement de 
l’équation comportementale transverse d’un PMUT dans 
l’air. L’écriture d’un schéma électroacoustique équivalent a 
été réalisé à partir de la définition de Foldy en cohérence 
avec le calcul de l’impédance électrique. A partir d’une 
plaque de Silicium inerte, le modèle implémenté a été 
partiellement validé en confrontant, pour différentes 

Figure 5 - Evolution de a) la fréquence de résonance, b) le 
déplacement moyen maximum et c) le coefficient de 
couplage pour trois types d’électrode (Al, Au et Pt), en 
fonction du taux de métallisation. Résultats obtenus pour 
une tensions d’excitation de 1V. 

Figure 6 - Evolution de a) la fréquence de résonance, b) le 
déplacement moyen maximum et c) le coefficient de 
couplage pour trois matériaux piézoélectrique (AlN, ZnO et 
PZT), en fonction du taux de métallisation. Résultats 
obtenus pour une tensions d’excitation de 1V. 
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épaisseurs, les fréquences de résonance obtenues à celles
obtenues de façon analytique. Pour valider complément le 
modèle, il sera nécessaire de mettre en place une analyse 
plus fine, en confrontant nos résultats à ceux obtenus par un 
modèle éléments finis. Il a aussi été démontré que les 
matériaux des électrodes et de la couche piézoélectrique 
avaient un fort impact sur les performances d’une cellule 
PMUT. Pour ce modèle, nous avons fait l’hypothèse que le 
déplacement radial était négligeable. Il s’agira par la suite, 
d’intégrer le déplacement radial dans le calcul et de 
confirmer cette hypothèse. 

La suite de ce travail sera également de modéliser le 
comportement d’une cellule PMUT dans un fluide
(typiquement de l’eau) puis d’introduire les couplages 
mutuels inter cellules afin de prédire le comportement d’une 
barrette PMUT.  
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