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La modélisation des structures viscoélastiques est une étape délicate puisqu’il faut prendre en compte de maniere
précise les propriétés mécaniques des matériaux qui varient avec la température et la fréquence. Ici, nous
cherchons a réduire un modele éléments finis d’une structure composée de matériaux viscoélastiques sans perdre
I’information de la dépendance en fréquence du module d’élasticité complexe. Pour cela, nous appliquons dans
un premier temps la méthode de Golla-Hughes-MacTavish (GHM) qui permet d’approximer le module par une
fonction polynomiale et de réécrire les équations du systeme avec des variables supplémentaires. De cette facon,
les matrices deviennent constantes mais sont de taille supérieure. Ensuite, nous utilisons la Balanced Proper
Orthogonal Decomposition (BPOD) qui permet de réduire efficacement une fonction de transfert définie par un
faible nombre d’inputs (forces) et d’outputs (déplacements). Nous montrons dans cet article que la formulation de
la méthode GHM réduit significativement les colits numériques de la BPOD, ce qui permet de I’appliquer sur des
grands modeles numériques dépendants de la fréquence. Enfin, grace a une variante de la BPOD, nous construisons
un modele réduit ou la fonction de transfert relie un faible nombre d’excitations a la quasi-totalité des déplacements
de la structures. L' utilisateur est donc capable d’appliquer un jeu de force et de récupérer le champ de déplacement
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total 2 moindre colt et de calculer le rayonnement acoustique associé.

1 Introduction

Les simulations numériques des vibrations des structures
sont indispensables pour étudier de nombreux phénomenes
physiques, comme le rayonnement acoustique. Dans
I’hypothese ou le fluide n’influe par sur la structure, 1’étude
se fait en deux étapes : on calcule d’abord la déformation in
vacuo de la surface rayonnante, puis on en déduit le champ
acoustique rayonné. Les méthodes de discrétisation comme
la FEM ! ou la BEM? sont souvent employées pour traiter
ce cas de figure.

Le premier effort numérique correspond au calcul de la
déformation de la structure. Il est directement lié au nombre
d’équations a résoudre, autrement dit a la taille du modele.
Afin de réduire cet effort, on cherche a réduire cette taille
en appliquant une méthode de réduction de modele. La plus
familiere d’entre elles est certainement la décomposition
modale ou le champ de déplacements est exprimé sous la
forme d’une combinaison linéaire des modes propres de
la structure. En basses fréquences, seul un faible nombre
de modes est nécessaire, ce qui offre des taux de réduction
considérables allégeant ainsi les colits numériques.

Cependant I'utilisation de matériaux visco-€lastiques
complexifie les choses puisque la matrice de raideur
dépend maintenant de la fréquence. Des variantes de la
décomposition modale classique existent et sont répertoriées
par Rouleau et al [1]. Ces méthodes visent a réduire le
modele dans sa globalité, ce qui est utile quand on ne sait
pas a priori quelles données sont a post-traiter. Dans le cas
ot les inputs (forces injectées dans le systeme) et les outputs
(combinaisons linéaires des variables) sont déterminés avant
les simulations, le systeme peut étre réduit efficacement
par la méthode de balanced truncation (BT) [2]. L'un des
avantages de la BT est d’offrir un critere d’erreur a priori, ce
qui aide a choisir la taille du modele réduit. Or, 1’utilisation
de cette méthode est limitée par deux points : les matrices
doivent étre constantes et le nombre de variables initiales
doit étre raisonnable.

Le probleme de la dépendance en fréquence peut
étre traité par la méthode de Golla-Hughes-MacTavish

1. Finite Element Method
2. Boundary Element Method

(GHM) [3, 4, 5], qui définit un nouveau systeme aux
matrices constantes, prenant toujours en compte les effets
d’amortissement. Le nouveau systéme est quadratique et
de taille plus importante, mais les matrices sont constantes.
Dans le cas des problémes 2 grande dimension (environ 10*
degrés de liberté) la BT n’est plus applicable (résolution des
équations de Lyapunov) mais peut étre approximée par la
balanced proper orthogonal decomposition (BPOD) [6].
Dans cet article, nous nous intéressons au cas ou la
structure est excitée en peu de points et ou un large champ
de déplacements est requis afin de procéder a un calcul
de rayonnement acoustique. D’abord, nous rappelons
brievement les étapes des méthodes GHM et de la BPOD
ainsi que les travaux de Rowley [7] qui montrent comment
gérer un grand nombre d’outputs. Ensuite nous montrons
que les cofits de calcul relatifs a la BPOD peuvent étre
considérablement réduits lorsqu’elle s’applique a un modele
éléments finis modélisé par la méthode GHM. Enfin, un
calcul de pression acoustique rayonnée par une plaque
multicouche est présenté en section 4, avant de conclure.

2 Méthode GHM

Dans le cas d’une structure constituée uniquement d’un
matériau viscoélastique, les modules d’élasticité dépendent
de la fréquence. Dans I’espace de Laplace, ou s = iw,
I’équation du mouvement s’écrit

(M, +Ky(5)) q, = F, (1)

ol q, € C" désigne le vecteur des déplacements, M, € R™"
la matrice de masse, K,(s) € C™" la matrice de raideur
dépendante de la fréquence et F, € C" le vecteur force.
Alors que le module de cisaillement peut se factoriser tel
que K, (s) = G(s)K,, Golla, Hughes et MacTavish [3, 4, 5]
proposent de 1’approximer par la fonction

k 2 PPN

+20iw;

G(s) = Goo |1+ ) & St 208 )
=1

2 ’\‘Al A2
s +2§Jo)js+wj

o G correspond au module statique, et les k& jeux de
parametres réels (&}, {;, @;) sont déterminés par curve-fitting
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sur des données expérimentales. Dans le cas ou K, = G.K,
est non-singuliere (pas de mode rigide), on introduit k
nouveaux vecteurs z; € C" contenant les coordonnées de
dissipations définis tels que

o2

J
Z; = A—KV Vs 3
T2 + 0 a )

Le nouveau systeme d’équations de taille N = n(1 + k) est de
la forme quadratique

(s2M+sﬁ+K)v=F 4)

avecv = [qf zf . zz]T € CN le nouveau vecteur des degrés
de liberté et

M 0 .. 0 0o 0 ... 0
o 4K, 0 wmbg
M= “ ,f) — [
wk o)
K1 +Zf‘€=1&j) -y K ... -K F
k-l @K aK, 0 : e 0
: 0 0
~&K, .0 @K, 0
©)

Bien que la forme du systéme soit quadratique, et la
taille plus importante, les méthodes de réduction de modele
comme la BPOD peuvent maintenant s’appliquer [8].

3 Réduction de modéele

3.1 Modéele d’état

Considérons maintenant une structure constituée de
différents matériaux élastiques et viscoélastiques. La
méthode des éléments finis renvoie les équations de
mouvements sous la forme matricielle

(M +K(s))q = F. (6)

Une fois les vecteurs d’inputs u € C? et d’outputs y € C”
définis ainsi que les matrices de localisation B et C telles que
F = Bu ety = Cq, on peut écrire la fonction de transfert du
systeme
-1
H(s) = C(sM +K(s)) B. (7)

Une fois la méthode GHM appliquée, ’Eq. (6) peut se
réécrire sous la forme d’un modele d’état au second ordre

(s2M +sD + K) v Bu
~ ®)
y = Cv
Cependant, la BPOD s’applique sur des systémes linéaires,
une seconde transformation [9] est alors nécessaire et revient
aréécrire ’Eq. (8) telle que

, (€))

sEx = Ax+Gu
y = Ix

avec, considérant le nouveau vecteur d’état x = [v? svT]T,

b M K 0
E=In 0}’ A=[o M]
(10)

G:[g}, L=[C o|.
La matrice de transfert devient alors

H(s) = L(sE-A) " G. (11)
3.2 Balanced POD

La BPOD est basée sur I’approximation des Gramiens
de contrélabilité et d’observabilité P et Q définis par les
expressions

P

f N R(w)R*(w)dw,
° (12)

Q - [ sws o
0
-1 -1
avec R(w) = (i wE — A) G et S(w) = (i wE" — A") L*
les réponses des systemes direct et adjoint a la pulsation
w. En utilisant une régle d’intégration numérique, on peut
approximer les Gramiens

J
P »~ ZR(wj)R(wj)*(Sj = RR’,

" (13)
Q =~ ZS(wj)S(a)j)*éj - SS%,

J=1
ou R et S regroupent en colonnes les solutions pondérées
pour les J pulsations w; :

R = [ R(w,i)\/é_.i "’]j:l ..... J’
(14)
S = [ S@pyE ],

Contrairement a la BT, 1a matrice de projection T qui permet
de balancer le systeéme, ainsi que son inverse T!, ne se
déduisent pas du probléme au valeurs propres PQT = X,
mais sont tirées de la SVD de S*R € C/™P telle que

, p¥ Vi .
SR = [Ul Uz][ ! 22} [V%:| = U]ZlVl (15)

o, le plus souvent, Jm,Jp < 2N. Une troncature aux r
premieres valeurs singulieres donnent

T=RV,Z,’ and T =X 'US". (16)
et le systeme réduit s’écrit
sEx =

y =
1

T'ETand A = T'AT € ¢, G =
LT e CP*", La fonction de transfert du

+Gu a7

= >
>

—

X

avec X = Tx,
T—lG e Crxm
systeme réduit

E
L=
A N A AN—1 A

H(s)=L(sE—A) G (18)

approxime la fonction de transfert initiale tel que y = Hu ~
Hu.
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3.3 Méthode d’output projection

Dans le cas ol le nombre d’outputs est élevé, la
matrice L possede un nombre important de colonnes et
le colit numérique relatif a chaque snapshots S(w) =
(iwE* — A*)"'L* est non négligeable. Afin de réduire ces
cotits, Rowley [7] propose d’effectuer un changement de
base sur les outputs tel que

sEx Ax + Gu

y = WLx ’ (19)
avec W = ®@®" une projection orthogonale de rang [ < m et
@*® = 1. On peut montrer que les snapshots a calculer sont
S(w)) = (iw;E* — A*)"'L*® ou le terme de droite L*® ne
posséde maintenant plus que / colonnes. Le calcul de S est
donc plus rapide, moins cofiteux et la SVD de I’Eq. (15) se
réalise sur une matrices plus petite.

Rowley montre que la base W optimale provient des /
premiers modes POD @ = [¢; ... ¢;] de R. Pour les obtenir,
on calcule dans un premier temps les [ premiers vecteurs et
valeurs propres de (LR)*LR tels que

A
¥ =y yi| and A= SURE R 6))
A
alors les modes POD @ sont
® = LRYA 2. 1)

3.4 Réduction des coiits numériques

D’une maniere plus globale, le calcul de R et S reste
coliteux méme si les nombres d’inputs et d’outputs sont
faibles. Cependant, la structure de x = [vT sv']T permet
dans un premier temps de ramener ’effort numérique au
calcul de v. Ensuite, si les matrices E et A ainsi que les
matrices du systtme GHM sont hermitiennes, le vecteur
v = [q" z] ... z]]" se déduit directement du vecteur q a
partir d’un simple produit matriciel indiqué par I’Eq. (3).
Dans le cas d’un systeme d’état modélisé par la méthode
GHM, les efforts numériques de la BPOD peuvent étre
ramenés a ceux du modele éléments finis initial (1) que les
codes commerciaux résolvent facilement.

4 Exemple d’un calcul de vibro-
acoustique

4.1 Modele numérique

On considere ici une plaque multicouche représentative
d’un pare-brise automobile dont les dimensions et
parametres mécaniques sont renseignés dans la Table 1. La
couche centrale est composé du matériaux viscoélastique
dont les coefficients GHM sont donnés dans la Table 2 et le
module représenté sur la Figure 2.

La structure, encastrée sur son contour, est connectée a
une cavité acoustique, notée €, de dimensions 2m, 1 m et

Parametre Verre Viscoélastique
Length (mm) 300 300
Width (mm) 200 200
Thickness (mm) 1.6et2.1 | 0.8

Young’s modulus (Pa) | 79-10° GHM
Density (kg-m™) 2500 1600
Poisson ratio (-) 0.22 0.49

Tableau 1 — Parametres mécaniques.

Oscillateur | G, (Pa) & l o
1 3.-10° | 4.8278 | 22.013 | 28045
2 14.548 | 2.1275 | 41494
3 40.043 | 0.6165 | 41601

Tableau 2 — Parametres GHM du 3M ISD112 a 27°C..

outputs

r - [TT1]T]
1

inputs

Ficure 1 — Schéma (coupe 2D) du cas d’étude vibro-
acoustique : plaque multicouche rayonnant dans une cavité
3D.

3.510°

3.0 10°
2510°
2.0 10°

E (Pa)

1.510°
1.0 10°

5.0 10 l 0
10 100 250

Fréquence (Hz)

Ficure 2 — Module de cisaillement et facteur de perte du 3M-
ISD112.
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3m selon uy, u, et u, (voir Figure 1). On définit 3 forces
normales comme inputs appliquées sur la surface inférieure
alors que les 1633 outputs correspondent aux déplacements
normaux en chaque nceuds de la surface supérieure, notée I'.

Bien que des éléments complexes existent [10], on
utilise des éléments finis volumiques quadratiques pour
le multicouche, et la méthode GHM est appliquée sur la
couche intermédiaire. Coté acoustique, on exploitera les
modes propres calculés de fagon analytique. L objectif est
de construire un modele réduit de la structure en appliquant
les méthodes GHM et BPOD décrites précédemment, puis
de calculer une donnée acoustique a partir du modele réduit.

4.2 Calcul de la pression acoustique

Le domaine acoustique Q est habituellement discrétisé
par la méthode FEM ou BEM pour les basses fréquences.
Lorsque I’étude s’étend aux moyennes fréquences, d’autres
méthodes peuvent étre employées comme la PU-FEM ou le
couplage fort a récemment été étudié [11]. Dans cette étude,
on néglige I’effet du fluide sur la structure et on détermine la
pression acoustique p en un point r € Q [12] par le théoreme
de Green

p(r) = j; Ga(r, r')9,p(r')dI'(r) (22)

avec Go(r, 1) la fonction de Green définie pour la cavité Q
telle que

2 0 D8, (1) 03

Go(r,x¥')=c >
w2 —w

n=0
ol les modes propres normés ¢, et les pulsation propres w;,
sont définis analytiquement. Une simplification peut étre
apportée a ’expression initiale du théoréme de Green en
considérant I’intégrale comme une somme finie

J
pr) = —po’dS ) ur)Ga(r.r) (24)
J=1

avec p masse volumique de Iair, ux(r}) les déplacements
normaux au point r; € I' et dS correspond a la surface I'
divisé par le nombre de déplacements normaux J.

4.3 Etude numérique

La premiere étape consiste a construire le modele réduit
en appliquant la BPOD et la méthode d’output projection
sur la structure. Pour calculer la matrice R de I’Eq. (13), on
suit la regle de quadrature de Gauss-Legendre avec 75 points
d’intégration. Ces mémes points sont utilisés pour calculer
la matrice S avec la méthode d’output projection ou, selon
les valeurs propres A représentées sur la Figure 3, seuls les
70 premiers modes POD sont gardés, soit 23 fois moins de
snapshots a calculer pour les outputs. La figure 4 représente
les valeurs singulieres déduites de I’Eq. (15) et indique que
seulement 100 sont significatives. On construit donc un
modele réduit de dimensions 100 x 100 a partir de I’Eq.
(16). Le champ de déplacements sur la surface I peut alors
se déduire du modele complet (FOM) a partir du modele EF
(6), ot du modele réduit (ROM) a partir de ’Eq. (17).

On définit un vecteur d’inputu = [10 —2 5] et on calcule
la pression au point r = [0.2 0.4 2.4] a partir des modeles
FOM et ROM ainsi que I’erreur relative entre les deux
modeles. Ces deux données, représentées sur les Figures 5 et
6, montrent une erreur inférieure a 0.1% sur toute la bande
de fréquences. Des différences de niveau (en dB) peuvent
étre observées quand I’erreur dépassent 1%.

Les taux de réduction sont significatifs étant donné que
I’on passe de 24645 a 100 degrés de liberté (ddl) bien qu’en
réalité, le systeme réduit par la BPOD (Eq. (9)) en possede
118176. Le calcul de la pression, effectué en séquentiel sur
Matlab 2021b, CPU i7-8665U 1.90 GHz, RAM 32Gb, se
fait 13000 plus rapidement avec le modele réduit, comme en
témoigne la Table 3. Le temps de calcul pour la construction
du modele réduit concerne le calcul des snapshots et de la
SVD. Ces deux étapes prennent respectivement 37000 s et
34 s mais ne sont a réaliser qu’une seule fois.

Temps CPU (s)
HGw) = Cu®™™M +K(iw)) 'B 63022.00
Hiw) = Liwk - A)'G 4.89

Tableau 3 — Temps CPU (s) pour le calcul de la déformation
de la structure a partir des modeles FOM (24645 ddl) et ROM
(100 ddl).

10
107 |
10—10 -
10753
10716 |

70

|

10710 r
10722 r
107% F ] ] ] ]

0 50 100 150 200 250

Ficure 3 — Valeurs propres des modes POD pour la méthode
d’output projection.

107

Valeurs singulieres

10—10

1073

0 50 100 150 200 250

Ficure 4 — Valeurs singulieres.
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100

Pression acoustique (dB)

20 .
10 100 300
Fréquence (Hz)

FiGure 5 — Pression acoustique (dB).

10!
100 oo
107!

102 L

Erreur relative (%)

1 0—4 1
10 100 300
Fréquence (Hz)

FiGure 6 — Erreur relative sur la pression (%).

5 Conclusion

Ce papier présente une nouvelle facon de construire
un modele réduit d’une structure contenant des matériaux
viscoélastiques. Dans un premier temps, la dépendance en
fréquence des modules d’élasticité est traitée par la méthode
GHM pour rendre les matrices du systéme constantes.
Ensuite, apres une étape de linéarisation, une variante de la
BPOD est utilisée pour construire un modele réduit dans
le cas ou la structure n’est soumise qu’a peu d’excitations
et ol un grand nombre de déplacements est requis. Apres
les manipulations (GHM et linéarisation) le systeme a
réduire est de taille beaucoup plus importante que le modele
éléments finis initial. Cependant les cofits de calcul de la
BPOD peuvent étre minimisés.

L’étude numérique menée correspond au calcul de la
pression acoustique en un point dans une cavité fermée
générée par les vibrations d’une structure multicouche
composée de matériaux viscoélastiques. Dans notre cas, il
est possible de construire un modele réduit du multicouche
a seulement 100 ddl contrairement aux 24645 du modele
éléments finis initial. L’erreur relative entre les deux
méthodes (calcul de la pression a partir du modele FOM ou
ROM) est largement inférieure a 1%. Cette précision peut
étre améliorée en prenant plus de points d’intégration et/ou
plus de modes propres dans la méthode d’output projection,

ce qui augmenterait le temps de construction du modele
réduit ainsi que la mémoire requise. Coté temps de calcul,
des réductions considérables sont également observées
puisque la déformée s’obtient 13000 fois plus rapidement.
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