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Le calcul du rayonnement acoustique à haute fréquence dans les domaines extérieurs par des méthodes d’éléments
finis peut conduire à des calculs volumineux. Dans cet article, on montre que la solution dans le domaine extérieur
peut être décomposée en un développement en série de fonctions avec une partie analytique constituée du produit
d’ondes harmoniques et de polynômes dans une variable d’échelle et une partie numérique constituée de vecteurs
d’approximation en éléments finis. La solution du problème peut être trouvée en résolvant un système linéaire
creux qui est défini à partir des matrices de rigidité dynamique de plusieurs couches mises à l’échelle autour du
corps rayonnant. Ces matrices de rigidité dynamiques sont des matrices éléments finis classiques obtenues à partir
de n’importe quel logiciel d’éléments finis. Plusieurs exemples sont donnés pour estimer l’efficacité de la méthode
proposée.

1 Introduction
De nombreuses approches ont été utilisées dans le passé

pour calculer les solutions de problèmes d’ondes dans
des milieux infinis. Les méthodes classiques incluent la
méthode des éléments de frontière décrite dans de nombreux
ouvrages classiques comme [1, 2] et la méthode multipôle
rapide développée par de nombreux auteurs comme [3, 4].
On peut aussi trouver, par exemple, la méthode Dirichlet
to Neumann (DtN) proposée par [5, 6] qui est également
assez précise mais conduit aussi à des conditions aux
limites non locales. Les méthodes locales, au contraire,
sont plus efficaces en termes de calcul car la condition à
un nœud frontière implique seulement un nombre limité
de nœuds voisins. Diverses classes de conditions aux
limites absorbantes locales ont par exemple été développées
par [7, 8, 9, 10, 11, 12]. On peut également entourer le
domaine de calcul par des couches absorbantes, comme
proposé par [13, 14] dans la perfectly matched layer dans
laquelle l’équation d’onde se poursuit analytiquement en
coordonnées complexes. Dans toutes ces méthodes locales,
une partie importante du domaine extérieur est maillée, et
des conditions aux limites plus ou moins précises sont posées
à la surface externe du maillage. Peu ou pas d’informations
sont données sur la solution en dehors du domaine maillé.

Parmi toutes les méthodes, il faut surtout remarquer
la scaled boundary finite-element method proposée par
[15, 16, 17]. Elle est basée sur une transformation de
coordonnées avec une coordonnée radiale interprétée
comme un facteur d’échelle avec une référence à un centre
à l’intérieur du domaine. Le problème est formulé comme
une équation différentielle dans la coordonnée radiale et
peut être résolu analytiquement le long de cette coordonnée.
Cependant, la méthode a besoin de matrices spéciales
définies sur la frontière du corps rayonnant qui ne sont pas
les matrices usuelles obtenues par les logiciels d’éléments
finis classiques.

D’autres méthodes intéressantes ont été développées
pour l’analyse des guides d’ondes. Par exemple, la semi-
analytical finite element (SAFE) proposée par [18, 19]
sépare la solution en une fonction harmonique analytique
eikx dans la direction du guide d’onde et une approximation
par éléments finis dans la section. Cela ne peut être appliqué
qu’à des guides d’ondes uniformes et nécessite des matrices
spéciales définies sur la section transversale du guide
d’ondes. L’approche a donc des points communs avec la
scaled boundary finite-element method : une expression

analytique de la solution dans la direction radiale/guide
d’onde et des matrices spéciales pour la frontière/section
transversale.

Pour les guides d’ondes non uniformes avec des
structures vraiment périodiques, la méthode Wave Finite
Element (WFE) peut être utilisée. Cela consiste à calculer les
modes d’onde (constantes de propagation, formes d’onde)
d’une structure périodique à partir du modèle par éléments
finis (EF) d’une sous-structure et de ses matrices de masse,
d’amortissement et de rigidité associées qui peuvent être
obtenues à partir de n’importe quel logiciel FE. Ensuite,
ces modes d’onde peuvent être utilisés pour calculer la
réponse harmonique de structures périodiques de manière
efficace. Les principales étapes de la méthode se trouvent
dans [20, 21, 22, 23]. Par la suite, [24, 25] ont essayé
d’appliquer la WFE au rayonnement d’une structure en
divisant le domaine extérieur en couches et en appliquant
des corrections sur la solution pour obtenir un flux d’énergie
constant à travers les couches. Cependant, comme les
matrices dans les différentes couches du domaine extérieur
ne sont pas constantes, seules des solutions approchées ont
été obtenues.

Dans ce document, nous proposons d’améliorer ces
dernières tentatives de [24, 25] en couplant les équations
d’équilibre entre les couches adjacentes comme dans
l’approche WFE, qui ne nécessite que des matrices
d’éléments finis classiques, à l’expansion de la solution
suggérée par la scaled boundary finite-element method.
La solution dans le domaine extérieur sera décomposée
comme une somme de fonctions élémentaires constituées
d’ondes harmoniques multipliées par des polynômes et des
vecteurs d’approximation par éléments finis. La solution
peut alors être trouvée en résolvant un système linéaire creux
qui est défini à partir des matrices de rigidité dynamique
de plusieurs couches mises à l’échelle autour du corps
rayonnant. Ces matrices de rigidité dynamiques sont des
matrices éléments finis classiques obtenues à partir de
n’importe quel logiciel d’éléments finis, éliminant ainsi le
besoin de construire des matrices spéciales. Le document
est divisé en trois sections et est décrit comme suit. Dans
la deuxième section, les principes de la méthode sont
décrits en général. Dans la troisième section, des exemples
sont détaillés pour illustrer l’approche proposée avant la
conclusion.
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2 Solution dans le domaine extérieur

2.1 Comportement d’une couche
On considère le cas général d’un corps convexe Ω entouré

d’un domaine infini comme dans la figure 1. Pour simplifier,
nous ne considérons ici que des problèmes bidimensionnels.
Le rayonnement est décrit par l’équation de Helmholtz

d0

S0 (x=1)

S3 (x=1+d0+d1+d2)
S2  (x=1+d0+d1)

S1 (x=1+d0)

ξ

W1

W0

qL
0 qR

0=qL
1q I

0

d1
d2

Ω

Figure 1 – Domaine extérieur divisé en différentes couches.

∆q + k2q = 0 (1)

avec k = ω/c le nombre d’onde, ω la pulsation et c la
vitesse du son. On considérera par exemple une condition
aux limites de Neumann (vitesse imposée)

∂q
∂n

= r0 sur S 0

∂q
∂n
− ikq = o(

1
√

r
) pour r → ∞ (2)

avec S 0 la frontière du domaine et r0 une fonction donnée.
La dernière relation est la condition de rayonnement de
Sommerfeld pour les problèmes bidimensionnels.

Une couche n, définie comme le domaine Ωn entre les
surfaces S n et S n+1, est décrite par un modèle éléments
finis. La surface S n est définie par une valeur constante du
paramètre de mise à l’échelle ξ = ξn avec ξn = 1 +

∑i=n−1
i=0 di

(comme dans la méthode scaled boundary finite-element)
où les di sont les variables donnant l’épaisseur en terme
de ξ de chaque couche et ξ = ξ0 avec ξ0 = 1 définit
la surface S 0 du corps rayonnant. Une couche peut être
maillée avec un nombre arbitraire d’éléments en utilisant les
pleines possibilités des logiciels usuels d’éléments finis. Le
comportement dynamique discret d’une couche n est obtenu
par

(Kn − ω2Mn)qn = fn (3)

où Kn et Mn sont les matrices de rigidité et de masse
respectivement, fn est le vecteur des efforts internes et qn

le vecteur des degrés de liberté. La matrice de rigidité
dynamique de la couche Dn = Kn − ω2Mn, est décomposée
en degrés de liberté sur la frontière gauche (L) associés aux
ddl dans S n et aux ddl de la frontière droite (R) associés aux
ddl dans S n+1. Nous supposons ici pour simplifier qu’il n’y
a pas de degrés de liberté internes aux couches. Le cas avec
degré de liberté interne est traité dans [26]. Nous obtenons
la relation suivante[

Dn
LL Dn

LR
Dn

RL Dn
RR

] [
qn

L
qn

R

]
=

[
fn

L
fn
R

]
(4)

2.2 Relations entre couches adjacentes
A l’interface entre les couches n − 1 et n (sur la surface

S n), il y a continuité du déplacement et équilibre des forces,
de sorte qu’on a

qn
L = qn−1

R (5)
fn

L + fn−1
R = 0 (6)

L’équilibre des forces conduit à la relation

Dn−1
RL qn−1

L + Dn−1
RR qn−1

R + Dn
LLqn

L + Dn
LRqn

R = 0 (7)

ou, en utilisant (5) et en notant le vecteur de déplacement qn

sur la surface S n, cela peut s’écrire

Dn−1
RL qn−1 + (Dn−1

RR + Dn
LL)qn + Dn

LRqn+1 = 0 (8)

Donc la relation (8) donne

Dn
T Qn = 0 (9)

avec

Dn
T =

(
Dn−1

RL Dn−1
RR + Dn

LL Dn
LR

)
, Qn =

q
n−1

qn

qn+1

 (10)

Notons que Qn est le vecteur constitué des ddl associés au
domaine Ωn−1 ∪ Ωn et, si on note Mn ce nombre de ddl, la
taille de Qn est de Mn × 1 tandis que le nombre de lignes de
Dn

T vaut le nombre de degrés de liberté sur la surface S n noté
m, et donc la taille de Dn

T est m × Mn avec m < Mn.

2.3 Développement en série de la solution
Comme nous traitons des problèmes à deux dimensions,

nous nous attendons à un comportement à grande distance
comme eikr

√
r . Ainsi, le déplacement à un nœud de position

r j de paramètre d’échelle ξ j sera supposé donné par le
développement,

q(r j) =

p=P∑
p=0

(
a jpξ

−(2p+1)/2
j

)
eik|r j | (11)

en terme de paramètres a jp à trouver. Notez que cette série
inclut à la fois la distance r j du nœud j au centre de l’objet
et le paramètre ξ j qui localise la surface à laquelle appartient
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le nœud j. Pour un nœud js à la surface de l’objet, on a donc
ξ js = 1 et le développement se réduit à

q(r js ) =

p=P∑
p=0

a js p

 eik|r js | (12)

La forme de la série (11) a été suggérée par le développement
des fonctions de Hankel pour les grands arguments. Notons
également que nous faisons l’hypothèse que les domaines
sont maillés de manières identiques, voir figure 2. Ainsi les
nœuds sur les différentes surfaces S n sont situés sur la même
ligne radiale et les nœuds sur une surface S n peuvent être
obtenus à partir des nœuds sur la surface S n−1 en mettant à
l’échelle ξ. Donc la valeur de q(r j) est exprimée en terme

ξ

Sn−1

Sn+1

Sn

Sn+2

rn−1,2
rn−1,1

rn−1, m

Noeuds associés 
au même j

Figure 2 – Maillage des surfaces S n.

de p + 1 paramètres a jp avec 0 ≤ p ≤ P associés dans
la même direction sur des surfaces différentes et ainsi de
suite pour une valeur fixe de j qui définit la direction radiale
auquel appartient r j. Le vecteur de déplacement Qn des ddl
du domaine Ωn−1 ∪Ωn peut donc s’écrire comme

Qn = Tna (13)

où le vecteur des paramètres a jp est

a =



a0
...

ap
...

aP


, avec ap =


a1p
...

amp

 (14)

et
Tn =

(
tn,Ξn.tn, . . . ,Ξ

P
n .tn

)
(15)

avec

tn =
(
ξ−1/2

n, j eik|rn, j |d j j′
)

j=1...M, j′=1...m
(16)

Ξn = diag(
1
ξn, j

) j=1...M (17)

avec diag signifiant une matrice diagonale et le domaine
Ωn−1 ∪Ωn est supposé maillé avec M nœuds de positions rn, j

pour j = 1...M avec les paramètres d’échelle associés ξn, j et
m est le nombre de nœuds sur une surface S n. Le paramètre
d j j′ est égal à 1 si le nœud j est associé au nœud j′ sur la
surface S n de la manière indiquée sur la figure 2. En d’autres
termes, les nœuds sur la même ligne radiale sont associés au
même j′. Donc la matrice tn est creuse et n’a que un élément
non nul sur chaque ligne.

En combinant avec la relation (9), l’équation de la couche
peut finalement être écrite comme

Sna = Dn
T Tna = 0 (18)

où la relation précédente définit la matrice Sn. Le nombre
d’équations est égal à m, le nombre de ddl sur la surface
S n. Notez que selon la forme de la matrice Tn vue dans les
relations (13) et (15), la matrice Sn est donné par

Sn =
(
Dn

T tn,Dn
TΞn.tn, . . . ,Dn

TΞ
P
n .tn

)
(19)

et est également une matrice creuse car Dn
T , qui est creuse, ne

multiplie que d’autres matrices creuses.

2.4 Solution globale
Maintenant, les relations (13) et (18) sont appliquées

pour la surface S 0 et les couches n1, n2, ..., nP, voir Figure
1. On considère d’abord un problème de Dirichlet avec
le déplacement donné q0 sur la surface frontière S 0.
L’utilisation de la relation (13) conduit à

q0 = T0
r a (20)

avec T0
r obtenu de la même manière que (13) mais en ne

gardant que les lignes associées aux ddl de la surface S 0.
C’est aussi la composante q0 du vecteur Q1 dans la relation
(13). Donc, le nombre d’équations est égal au nombre de ddl
sur la surface S 0, noté m0.

Ensuite, on choisit P couches centrales n1, ..., nP, et
autour de chaque couche on applique la relation (18) de sorte
que pour les autres couches ni, la relation est

Sni a = 0 (21)

En assemblant les relations (20) et (21), finalement, le
système global à résoudre est

T0
r

Sn1

...
SnP

 a =


q0
0
...
0

 (22)

La solution de ce système donne les paramètres a jp

et la solution pour tout nœud peut être obtenue par le
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développement (11). Pour obtenir un système carré un
paramètre a jp doit être associé à chaque ddl de S ni et à
chaque ddl de S 0.

Dans le cas d’un problème de Neumann où la force
externe f0 est donnée sur la surface S 0, la relation (20) est
changée en

f0 = S0
r a (23)

avec
S0

r a = D0
LT1

0a (24)

avec D0
L la sous-matrice de D0 avec seulement les lignes

associées aux ddl de S 0 (première ligne de la relation (4))
et T1

0 la sous-matrice de T1 avec uniquement les lignes
associées aux ddl de Ω0 (deux premières lignes de Q1 dans
(13)). La relation finale est

S0
r

Sn1

...
SnP

 a =


f0

0
...
0

 (25)

Le nombre d’équations vaut (P + 1)m. Notons que le
système linéaire à résoudre est creux.

3 Exemples numériques

3.1 Cas d’un disque
On considère maintenant le rayonnement par un cercle

avec une condition aux limites de Dirichlet et une solution
satisfaisant l’équation de Helmholtz (1) dans le domaine
extérieur. Pour pouvoir comparer avec des solutions
analytiques, la valeur limite est d’abord construite à partir
du champ créé par une source à une position rs = (xs, ys) à
l’intérieur du cercle. La valeur limite est donc

q0(rb) = H0(k|rb − rs|) (26)

avec rb la position d’un nœud sur la frontière. Nous étudions
d’abord l’influence du paramètre P donnant le nombre
de couches sur la solution. Dans la figure 3, nous traçons
l’erreur relative L2 sur la solution sur la ligne 1m ≤ x ≤ 12m
pour le cas d’une solution obtenue avec rs = (0.8m, 0m).
Dans les deux cas, la frontière est le cercle avec r0 = 1m,
la fréquence est f = 1000Hz et la vitesse du son est de 340
m/s. Chaque couche est d’abord maillée avec des éléments
linéaires à quatre nœuds, d’autre part avec des éléments
quadratiques et l’épaisseur est e = 0.001m. On peut voir que
la valeur optimale de P est autour de 9 et que l’erreur est
réduite, comme prévu, en augmentant le nombre d’éléments
sur la frontière. Prendre des éléments du second ordre
améliore nettement la solution pour des valeurs de P autour
de 9.

On considère maintenant le cas d’une source située à
(0.8m, 0m) et kr0 = 10. Nous traçons la solution entre le
rayon r0 = 1m et 7m sur la figure 4. On peut observer un très
bon accord entre les solutions numérique et analytique.

Considérons maintenant la diffraction d’une source
ponctuelle par un cylindre rigide de même géométrie. La

(a) Degré 1

(b) Degré 2

Figure 3 – Erreur sur la solution pour différentes valeurs de
P et du nombre d’éléments sur la frontière, — 100 éléments,-
- 250 éléments,-.- 500 éléments.

source est située à (−2m, 0). P = 9 et 500 éléments sont
utilisés jusqu’à kr0 = 10. La solution est tracée sur un
demi-cercle de rayon 2m entre les angles −π et 0. La figure 5
présente la comparaison entre la solution numérique actuelle
et la solution analytique. Un bon accord peut être observé.

3.2 Cas d’une cavité résonnante
Pour finir, considérons le cas d’une cavité résonnante

triangulaire présentée à gauche de la figure 6. A droite de la
figure, on a le maillage des différents domaines extérieurs
utilisés pour satisfaire les équations (21). Une progression
en puissance quatre a été jugée satisfaisante telle qu’en
terme de ξ on applique la relation sur des surfaces telles que
ξ = 1 + d × n4. Les sommets des triangles sont situés sur
les cercles de rayon intérieur 0.06m et de rayon extérieur
0.1m. Les matrices de rigidité et de masse ont été créées
avec FEniCS puis importées dans Matlab. Tout autre logiciel
d’éléments finis aurait pu être utilisé. La source sonore est
située au point (0,−0.2m). La figure 7 compare les résultats
BEM et ceux de la méthode présentée pour cette géométrie
non lisse. La comparaison est très bonne.
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4 Conclusion
Une nouvelle méthode numérique a été présentée

pour calculer le rayonnement et la diffusion des ondes
dans les domaines extérieurs. La solution sur le domaine
extérieur est décomposée en la somme de produits de
fonctions polynomiales et exponentielles multipliées par des
vecteurs FEM discrets. Il n’y a pas besoin d’une solution
fondamentale et il n’y a pas non plus besoin de matrices
spéciales. Les matrices impliquées dans ce problème
sont obtenues à partir de matrices de masse et de rigidité
classiques produites par n’importe quel logiciel d’éléments
finis standard. Les exemples montrent de bons accords avec
les résultats analytiques et BEM.
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(a) Solution numérique, partie réelle.

(b) Solution analytique, partie réelle.

(c) Solution numérique, partie imaginaire.

(d) Solution analytique, partie imaginaire.

Figure 4 – Solutions numérique et analytique sur un domaine
annulaire pour kr0 = 10.

(a) kr0 = 1

(b) kr0 = 10

Figure 5 – Comparaison des solutions numériques et
analytiques sur un demi-cercle pour différentes fréquences,
— partie réelle analytique , o partie réelle numérique, -.-
partie imaginaire analytique , + partie imaginaire numérique.

Figure 6 – Maillage de la cavité résonnante triangulaire et
son domaine extérieur.

Figure 7 – Comparaison entre BEM (-.-) et la présente
méthode (—) pour le module de la solution du résonateur
triangulaire.
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