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L’influence du nombre de Mach et du nombre de Reynolds sur le bruit produit par une couche de mélange
bidimensionnelle est étudiée à l’aide de simulations numériques directes avec la méthode de la différentiation
complexe. Pour cela, des études paramétriques sont menées en réalisant des simulations de l’écoulement pour
des nombres de Mach entre 0.2 et 0.4 et des nombres de Reynolds entre 400 et 12800. Dans ces simulations, la
méthode de la différentiation complexe est mise en œuvre pour calculer les niveaux de bruit produits par la couche
de mélange et leurs dérivées par rapport à un des deux nombres considérés, en un seul calcul. Un très bon accord est
obtenu entre ces dérivées et les résultats des études paramétriques, montrant d’une part, la validité de la méthode
de la différentiation complexe et, d’autre part, que cette méthode peut être employée pour décrire l’influence de
paramètres clés sur le bruit produit par un écoulement.

1 Introduction
Dans l’étude du bruit d’origine aérodynamique, il est

souvent nécessaire de décrire l’influence de paramètres
clés, comme par exemple la vitesse de l’écoulement
considéré, sur les champs sonores. Pour cela, une première
méthode consiste à réaliser des simulations pour une large
gamme de valeurs des paramètres étudiés. La réalisation
de ces simulations peut nécessiter des temps de calcul très
importants en pratique, en particulier lorsque la dynamique
spatio-temporelle des écoulements traités est riche, comme
par exemple dans le cas d’un jet turbulent. Une seconde
approche, moins coûteuse, consiste à calculer les dérivées
des variables de l’écoulement étudié par rapport aux
paramètres considérés. Ces dérivées décrivent les effets
d’une petite modification de la valeur des paramètres sur
les variables de l’écoulement. Elles peuvent être utilisées
pour étudier l’influence d’un paramètre sur un écoulement,
comme le montrent Zayernouri & Metzger [1] dans leur
étude de sensibilité du développement aérodynamique d’une
couche de mélange aux effets visqueux et thermiques. Ces
dérivées jouent aussi un rôle important dans de nombreux
algorithmes d’optimisation et de contrôle [2]. À chaque
itération de ces algorithmes, elles permettent en effet
d’ajuster la valeur de paramètres de contrôle afin d’obtenir
l’effet désiré, comme par exemple une réduction des niveaux
sonores [3, 4].

Différentes méthodes peuvent être employées pour
calculer les dérivées des variables d’un écoulement,
comme celle des équations aux sensibilité [1], de la
différentiation complexe [5, 6] ou encore des variables
adjointes [3, 4]. Lu & Sagault [5] ont mis en œuvre la
méthode de la différentiation complexe sur différents
écoulements compressibles bidimensionnels. Ils ont montré
que cette méthode peut être utilisée pour obtenir les
variables de l’écoulement et leurs dérivées en réalisant
une seule simulation. La méthode de la différentiation
complexe a ensuite été appliquée par Vergnault & Sagaut [6]
avec la méthode de lattice Boltzmann pour analyser la
sensibilité d’un écoulement contournant un cylindre aux
effets visqueux. Pour contrôler un écoulement, elle a
été implémentée par Leclerc et al. [7] afin de minimiser
le coefficient de traînée d’un cylindre placé dans un
écoulement. La méthode de la différentiation complexe,
couplée à une technique de retournement temporel, a
finalement été utilisée pour localiser des sources sonores
dans des écoulements [8].

Dans la présente étude, la méthode de la différentiation
complexe est mise en œuvre pour décrire l’influence des
nombres de Mach et de Reynolds sur les niveaux sonores
produits par une couche de mélange bidimensionnelle. À
titre de comparaison, des études paramétriques sont menées
en réalisant des simulations pour différents nombres de Mach
et de Reynolds. Dans chacune des simulations, la dérivée
des niveaux de bruit par rapport à un des deux nombres
considérés est obtenue avec la méthode de la différentiation
complexe. En comparant les dérivées calculées aux résultats
des études paramétriques, la validité de la méthode de la
différentiation complexe et sa capacité à décrire les effets
d’un paramètre sur le bruit produit par écoulement pourront
donc être étudiées.

Dans cet article, les méthodes numériques utilisées
pour les simulations directes sont détaillées dans une
première partie. La deuxième partie porte sur la méthode
de la différentiation complexe et décrit notamment son
implémentation. Des résultats sont finalement présentés dans
une troisième partie.

2 Méthodes

2.1 Simulations numériques directes
Les simulations numériques directes sont réalisées avec

un code de calcul précédemment développé au LMFA [9]
qui résout les équations de Navier-Stokes compressibles
instationnaires en coordonnées cartésiennes (x, y) à l’aide de
schémas explicites faiblement dissipatifs et dispersifs. Des
différences finies centrées sur onze points d’ordre quatre sont
utilisées pour la discrétisation spatiale et un algorithme de
Runge-Kutta à six sous-étapes d’ordre deux est implémenté
pour l’intégration temporelle [10]. Un filtre centré sur onze
points d’ordre six [11] est appliqué à chaque itération aux
variables de l’écoulement pour supprimer les oscillations
maille-à-maille sans affecter les nombres d’onde résolus
avec précision. Des différences finies et des filtres décentrés
sont utilisées aux frontières du domaine de calcul [12]. Les
conditions aux limites de rayonnement de Tam & Dong [13]
sont appliquées aux frontières pour permettre la sortie des
ondes acoustiques sans produire des réflexions d’amplitude
significative. Une zone éponge combinant un étirement du
maillage, un filtrage Laplacien et un rappel de la densité
et de la pression vers leurs valeurs ambiantes est aussi
implémentée à la frontière aval.
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2.2 Méthode de la différentiation complexe
La méthode de la différentiation complexe a été utilisée

pour la première fois par Lyness & Moler [14] pour évaluer
numériquement des dérivées de fonctions analytiques. Elle a
été ensuite mise en œuvre par Vatsa [15] et par Anderson [16]
pour obtenir les dérivées des variables des équations de
Navier-Stokes stationnaires et enfin par Lu & Sagaut [5]
sur des écoulements compressibles instationnaires. Cette
méthode est employée dans la présente étude pour calculer
les dérivées des niveaux de bruit produits par une couche de
mélange par rapport à un paramètre, en une seule simulation.

Pour expliquer la méthode de la différentiation complexe,
on peut considérer une fonction f (x) qui attribue des valeurs
réelles à tout argument réel x. La série de Taylor de f (x)
quand x est un nombre complexe égal à x0+iε, où i est l’unité
imaginaire, s’écrit de la manière suivante

f (x0 + iε) = f (x0) + iε
d f
dx

(x0) −
ε2

2
d2 f
dx2 (x0) + O(ε3). (1)

La partie réelle de f (x0 + iε) donne la valeur de la fonction
en x = x0 avec une erreur de l’ordre de O(ε2) et sa partie
imaginaire permet d’évaluer la dérivée d f /dx en x = x0 par

d f
dx

(x0) =
Im

[
f (x0 + iε)

]
ε

+ O(ε2). (2)

Ainsi, les dérivées des variables de l’écoulement par rapport
à un paramètre peuvent être obtenues en réalisant une seule
simulation dans laquelle une petite partie imaginaire est
introduite au paramètre considéré.

En pratique, la méthode de la différentiation complexe
est implémentée en définissant l’ensemble des variables
du code de calcul comme des nombres complexes et en
modifiant les fonctions analytiques utilisées pour qu’elles
puissent prendre en compte des arguments complexes en
entrée [17]. En terme de coût numérique, une simulation
avec la méthode de la différentiation complexe requiert donc
deux fois plus de mémoire. Elle est également environ 2.3
fois plus longue en temps de calcul.

3 Bruit rayonné par une couche de
mélange

3.1 Définition de l’écoulement
Les couches de mélange bidimensionnelles considérées

dans cet article sont proches de celles simulées dans les
études de Colonius et al. [18] et de Bogey et al. [9]. À
titre d’illustration, un schéma de l’écoulement est montré
sur la figure 1. La couche de mélange est centrée en y = 0.
La vitesse en entrée est donnée par le profil en tangente
hyperbolique

u(y) = Uc −
Mc0

2
tanh

(
2y
δω

)
, (3)

où Uc = (U1 +U2)/2 est la vitesse moyenne de l’écoulement,
M = (U2−U1)/c0 est le nombre de Mach, c0 est la vitesse du

son dans le milieu ambiant, U1 et U2 sont respectivement les
vitesses des écoulements lent et rapide et δω est l’épaisseur
de la nappe de vorticité en entrée du domaine de calcul. Le
nombre de Reynolds, basé sur la différence de vitesse entre
les deux écoulements, est donné par Reω = δω(U2 − U1)/ν,
où ν est la viscosité moléculaire. La couche de mélange
est excitée à sa fréquence fondamentale f , caractérisée par
le nombre de Strouhal S tω = f δω/Uc = 0.132 [19], et à
son premier sous-harmonique f /2, comme dans l’étude de
Bogey et al. [9]. Cette excitation permet la formation de
tourbillons et l’occurrence d’appariements tourbillonnaires
à des positions fixes dans l’écoulement. Ces tourbillons
peuvent être observés au centre de la zone de cisaillement
sur la figure 1. Les appariements produisent des ondes
sonores à une fréquence de f /2 dans le champ acoustique.
Ils constituent par ailleurs l’unique source de bruit présente
dans le domaine de calcul.

Figure 1 – Schéma d’une couche de mélange. Des champs
instantanés de vorticité et de pression fluctuante sont
représentés respectivement au centre et en périphérie de la
zone de cisaillement. La zone éponge est colorée en gris.
Seulement une partie du domaine de calcul est montrée.

3.2 Paramètres numériques
Un domaine de calcul de dimensions Lx = 1200δω et

Ly = 400δω est utilisé. Il est discrétisé par un maillage
cartésien. En x = y = 0, les longueurs des mailles dans
les directions longitudinale et transverse sont fixées à
∆x0 = 0.2δω et ∆y0 = 0.1δω. Dans la direction transverse,
les mailles sont étirées à partir de y = 0 des deux côtés de
la couche de mélange avec un taux de 4% jusqu’à atteindre
une longueur de ∆y ≈ 5δω en y ± 124δω. Dans la direction
longitudinale, le pas d’espace ∆x est constant jusqu’en
x = xze, où xze désigne la position du début de la zone
éponge, puis augmente à un taux de 2% jusqu’en x = Lx. La
position xze varie de 180δω à 300δω dans les simulations pour
isoler dans chacun des calculs le rayonnement acoustique
produit par les appariements tourbillonnaires. Dans la zone
éponge, les variables sont filtrées en utilisant un filtre
Laplacien avec une intensité qui croît linéairement de 0 en
x = xze à 0.2 en x = xze + xσ, où xσ varie entre 100δω
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et 200δω dans les simulations, puis est constant. Le pas
de temps, basé sur la taille minimale des mailles dans la
direction transverse et sur la vitesse du son dans le milieu
ambiant, est donné par ∆t = 0.9∆y0/c0.

3.3 Influence du nombre de Mach
L’influence du nombre de Mach sur le bruit produit

par une couche de mélange est maintenant étudiée avec la
méthode de la différentiation complexe.

Paramètres des simulations

Cinq simulations pour des nombres de Mach
M = (U2 − U1)/c0 égaux à 0.2, 0.25, 0.3, 0.35 et 0.4
sont réalisées. La vitesse moyenne de l’écoulement
Uc = (U2 + U1)/2 est fixée à 0.5c0. L’épaisseur de la nappe
de vorticité en x = 0 est constante dans les simulations. Elle
est fixée par le nombre de Reynolds Reω = δω∆U/ν = 2000,
où ∆U = 0.2c0.

Méthode de calcul des dérivées

Pour estimer les dérivées des variables de l’écoulement
par rapport au nombre de Mach, une petite perturbation
imaginaire iε est introduite dans l’expression (3) du profil de
vitesse en x = 0 par

u(y) = Uc −
Mc0

2
(1 + iε) tanh

(
2y
δω

)
, (4)

où ε = 10−5. La dérivée d’une variable de l’écoulement,
notée J , par rapport au nombre de Mach peut alors être
obtenue à partir de la partie de imaginaire de J de la
manière suivante

dJ

dM
=

Im
[
J

]
εM

. (5)

Directivité

Les niveaux d’intensité acoustique définis par

LI = 10 log
I
I0
, (6)

où I = p2
rms/(ρ0c0) est l’intensité acoustique, p2

rms est
la moyenne temporelle du carré des fluctuations de
pression, ρ0 est la masse volumique du milieu ambiant et
I0 = 10−12 W.m−2, sont calculés sur des cercles centrés
sur la position des appariements tourbillonnaires de rayon
r = 200δω. Ils sont représentés en fonction de l’angle
polaire θ par rapport à la direction de l’écoulement sur la
figure 2. Dans tous les cas, deux lobes situés de part et
d’autre de la zone de cisaillement peuvent être observés,
conformément à des résultats de la littérature [9, 18]. Ils
sont orientés vers l’aval en raison de la convection des
sources sonores par l’écoulement. L’angle caractérisant
la direction principale du rayonnement sonore, noté θmax,
croît avec M. Par exemple, on obtient θmax ≈ 35◦ pour
M = 0.3, θmax ≈ 40◦ pour M = 0.35 et θmax ≈ 60◦ pour

Figure 2 – Niveaux d’intensité acoustique LI obtenus en
r = 200δω en fonction de l’angle θ pour M = 0.2,

M = 0.25, M = 0.3, M = 0.35 et
M = 0.4.

M = 0.4. Dans toutes les directions, les niveaux d’intensité
augmentent fortement avec le nombre de Mach, en accord
avec l’étude théorique de Ffowcs-Williams [20] qui montre
que l’intensité acoustique produit par un écoulement
bidimensionnel est proportionnelle à M7.

L’intensité acoustique normalisée par I0 et sa dérivée
par rapport au nombre de Mach est tracée en fonction de
l’angle θ pour M = 0.3 sur la figure 3. Cette dérivée est
positive, comme attendu compte tenu de l’augmentation
des niveaux d’intensité avec le nombre de Mach. Elle est
proche de 0 dans la direction de l’écoulement, puis croît
jusqu’à atteindre un maximum pour un angle θ = 47◦, et
diminue finalement de manière à être presque nulle pour
θ = 90◦. L’angle θ = 47◦ où la valeur de la dérivée est la plus
importante est supérieur à l’angle θmax = 32◦ où l’intensité
est maximale, ce qui indique une augmentation de la valeur
de θmax avec le nombre de Mach, en bon accord avec les
résultats de l’étude paramétrique.

Puissance acoustique

Pour étudier la validité de la méthode de la différentiation
complexe, les niveaux de puissance, définis par

LW = 10 log
W
W0

(7)

où W0 = 10−12 kg.m2.s−3, sont calculés. La puissance W
est estimée en intégrant l’intensité acoustique sur un cercle
centré sur la position des appariements tourbillonnaires de
rayon r = 200δω. Les niveaux de puissance sont représentés
en fonction du nombre de Mach sur la figure 4. Ils croissent
fortement pour M < 0.3, puis plus faiblement pour M ≥ 0.3.
Pour M ≥ 0.3, les niveaux de puissance sont presque
proportionnels à la puissance sept du nombre de Mach,
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Figure 3 – Variations de l’intensité acoustique
normalisée I/I0 et de sa dérivée par rapport à M
obtenues en r = 200 δω en fonction de l’angle θ pour
M = 0.3.

Figure 4 – Variations du niveau de puissance acoustique LW

en fonction du nombre de Mach M ; les dérivées évaluées
avec la méthode de la différentiation complexe sont
représentées par des pentes rouges.

conformément à l’étude théorique de Ffowcs-Williams [20].
Les dérivées des niveaux de puissance sont aussi montrées
sur la figure 4. Elles sont en très bon accord avec les résultats
de l’étude paramétrique et mettent donc en évidence la
validité de la méthode de la différentiation complexe.

3.4 Influence du nombre de Reynolds
La méthode de la différentiation complexe est à présent

mise en œuvre pour étudier l’influence du nombre de
Reynolds sur le rayonnement acoustique produit par une
couche de mélange.

Paramètres des simulations

Six simulations pour des nombres de Reynolds
Reω = δω(U2 − U1)/ν égaux à 400, 800, 1600, 3200,
6400 et 12800 et une simulation non visqueuse (Reω = ∞)

sont réalisées. La différence de vitesse U2 − U1 et la
vitesse moyenne de l’écoulement Uc = (U1 + U2)/2 sont
respectivement fixées à 0.3c0 et 0.5c0. L’épaisseur de la
nappe de vorticité en x = 0 est obtenue à partir du nombre
de Reynolds Reω = δω(U2 − U1)/ν.

Méthode de calcul des dérivées

Pour obtenir les dérivées des variables de l’écoulement
par rapport au nombre de Reynolds, une petite perturbation
imaginaire est introduite dans la viscosité moléculaire de la
manière suivante

ν→ ν(1 + iε), (8)

où ε = 10−5. La dérivée d’une variable J peut alors être
calculée à partir de la partie de imaginaire de J avec le
théorème de dérivation des fonctions composées telle que

dJ

dReω
=

dJ

dν
dν

dReω
(9)

=
Im

[
J

]
εν

(
−
δω(U2 − U1)

Re2
ω

)
(10)

= −
Im

[
J

]
εReω

. (11)

Directivité

Les niveaux d’intensité acoustique obtenus à une distance
r = 200δω de la position des appariements tourbillonnaires
sont tracés en fonction de l’angle θ sur la figure 5. Comme
dans l’étude de l’influence du nombre de Mach, deux lobes
de directivité peuvent être observés dans tous les cas. Dans
ces lobes, les niveaux d’intensité augmentent avec le nombre
de Reynolds vers les valeurs limites obtenues pour Reω = ∞,
comme attendu compte tenu de la diminution de l’influence
des effets visqueux avec le nombre de Reynolds [21].
L’augmentation est plus forte à bas Reynolds que pour
Reω ≥ 1600. Par exemple, les niveaux d’intensité maximums
croissent de 12.4 dB entre Reω = 400 et Reω = 800, de
6.5 dB entre Reω = 800 et Reω = 1600 et de 1 dB entre
Reω = 1600 et Reω = 3200. L’angle θmax, où les niveaux
sonores sont maximums, augmente aussi avec le nombre de
Reynolds. Il croît à partir de θmax = 16◦ pour Reω = 400 vers
la valeur limite θmax = 50◦ obtenue pour Reω = ∞.

L’intensité acoustique normalisée I/I0 et sa dérivée par
rapport au nombre de Reynolds sont tracées en fonction
de l’angle θ pour Reω = 1600 sur la figure 6. La dérivée
est positive dans la direction principale du rayonnement
acoustique. Elle augmente jusqu’à être maximale pour
un angle θ = 35◦ qui est supérieur à l’angle θmax = 23◦,
montrant une croissance de θmax avec le nombre de Reynolds
pour Reω = 1600, conformément aux résultats de l’étude
paramétrique. Pour θ > 35◦, la dérivée de l’intensité diminue
de manière à être presque nulle en θ = 90◦.

Puissance acoustique

Les niveaux de puissance acoustique et leurs dérivées par
rapport au nombre de Reynolds sont représentés en fonction

4
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Figure 5 – Niveaux d’intensité acoustique LI obtenus en
r = 200 δω en fonction de l’angle θ pour Reω = 400,

Reω = 800, Reω = 1600, Reω = 3200 et
Reω = ∞.

Figure 6 – Variations de l’intensité acoustique
normalisée I/I0 et de sa dérivée par rapport à Reω
obtenues en r = 200 δω en fonction de l’angle θ pour
Reω = 1600.

Figure 7 – Variation du niveau de puissance acoustique LW

en fonction du nombre de Reynolds Reω ; les dérivées
évaluées avec la méthode de la différentiation complexe sont
représentées par des pentes rouges.

du nombre de Reynolds sur la figure 7. Ils augmentent très
fortement à bas nombre de Reynolds et plus faiblement
ensuite en tendant vers la valeur obtenue avec la simulation
non visqueuse (Reω = ∞). Les pentes associées aux dérivées
suivent l’évolution des niveaux de puissances déterminée par
l’étude paramétrique, montrant une nouvelle fois la validité
de la méthode la différentiation complexe. Plus précisément,
les valeurs des dérivées sont positives et diminuent jusqu’à
être proche de 0 pour Reω = 12800.

4 Conclusion
Dans cet article, l’influence des nombres de Mach et de

Reynolds sur le bruit produit par une couche de mélange
bidimensionnelle a été étudiée à l’aide de simulations
directes avec la méthode de la différentiation complexe. Des
comparaisons entre les résultats obtenus avec cette méthode
et ceux d’études paramétriques ont permis de montrer la
validité de la méthode de la différentiation complexe et
de mettre en évidence sa capacité à décrire les effets d’un
paramètre physique sur le rayonnement acoustique émis par
un écoulement. À l’avenir, cette méthode pourra être mise en
œuvre dans des cas où la réalisation d’études paramétriques
est difficile, pour analyser la sensibilité d’un écoulement au
maillage par exemple.
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