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L’objectif de ce travail est la modélisation dynamique des matériaux multicouches à interfaces complexes. Plus
particulièrement, les interfaces complexes étudiées actuellement sont des discontinuités de déplacements dans le
plan transverse. Les effets d’interfaces sont modélisés par une approche "spring-layer", avec une raideur d’interface
linéaire par morceaux, ce qui permet de modéliser plusieurs types de comportement. Par exemple : une simple
interface à la raideur constante ; ou une raideur non-linéaire qui pourrait notamment modéliser les effets de non-
linéarités géométriques. Enfin, cette modélisation est intégrée dans le modèle équivalent de Guyader-Marchetti, qui
est un modèle équivalent hybride dit "Zig-Zag". Ce dernier implique la prise en compte du cisaillement de chaque
couche et entraîne alors un champ de distribution du cisaillement en Zig-Zag au fil des couches. Le modèle plaque
mince de Love-Kirchhoff est ensuite utilisé pour calculer des paramètres équivalents dépendant de la fréquence
telle que la flexion de rigidité complexe. Parallèlement, une comparaison expérimentale est réalisée, à l’aide de
poutre d’aluminium et de colles époxys afin de générer des matériaux multicouches faits à la main. Le but de cette
étape expérimentale est de dégrader l’interface et d’en comparer l’effet avec le modèle. Les multicouches sont faits-
main afin de pouvoir générer des multicouches identiques mais en modifiant la qualité de l’interface entre la colle
et une poutre d’aluminium. Cela afin de pouvoir étudier principalement les effets liés l’interface. Le système est
ensuite caractérisé à l’aide de la méthode RIC (CFAT en anglais). Pour cela un buzzer piézoélectrique est utilisée
afin d’exciter le système et le champ de déplacement est mesuré à l’aide d’un vibromètre laser. Finalement, les
mêmes paramètres équivalents, i.e. la flexion de rigidité et l’amortissement de flexion, sont identifiés à partir des
mesures expérimentales et comparés aux résultats du modèle. Cette identification est effectuée dans le domaine
spatial et fréquentiel dans une démarche de complémentarité.

1 Introduction
Ces dernières années connaissent un renouveau d’intérêt

pour les modèles équivalents vibratoires capables de décrire
le comportement de matériaux multicouches [1, 2, 4, 5].
Les avantages de ce type de modèle sont multiples :
premièrement, ils permettent de mieux comprendre les
mécanismes physiques à l’origine d’un comportement
vibratoire grâce à leur formulation analytique. Ensuite, leur
temps de calcul est réduit en comparaison avec un calcul
par éléments finis au maillage conséquent. Finalement, ces
modèles sont simples à implémenter car ils demandent peu
d’entrées pour être fonctionnels.

L’objectif de ce travail est de développer un modèle
dynamique équivalent de type "Equivalent Single Layer"
(ESL) avec des interfaces complexes. Celui-ci se base
sur le modèle de Guyader [6] et les récents apports par
Marchetti [7] par l’extension du modèle vers des matériaux
anisotropes. Ce modèle fait l’hypothèse principale que
le déplacement vertical est constant selon l’épaisseur.
Un champ de déplacement est défini par couche, mais
l’ensemble du multicouche est décrit à l’aide d’une couche
de référence. Cela est réalisé en utilisant des conditions
de continuité du champ de déplacement et des contraintes
entre les couches successives. Les interfaces complexes sont
introduites à partir d’une discontinuité dans le champ de
déplacement d’une couche à l’autre à l’instar de la littérature
sur d’autres types de modèles équivalents [8, 9, 10]. Les
conditions à l’interface sont alors réécrites et affectent
l’ensemble du comportement vibratoire du multicouche
à partir du champ de déplacement. Ce type de modèle
permet d’intégrer la qualité d’interface et ses effets dans le
comportement d’un système multicouches. L’interface est
décrite comme une surface d’épaisseur nulle, entre deux
couches physique du multicouche. On retrouve dans la
littérature expérimentale ce même type de modélisation
[11, 12]. En revanche, l’interface est parfois vue comme une
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Figure 1 – Schéma du tricouche étudié, composé de peaux
d’aluminium en gris clair et d’un coeur viscoélastique en gris
foncé.

couche d’épaisseur non nulle généralement très fine, où la
physique du matériau est incertaine, e.g. mélange de phase
entre deux matériaux [13].

Le présent travail traite principalement de l’étude
expérimentale qui a pour objectif de vérifier les travaux de
modélisation effectués en amont. Pour cela, des matériaux
à structure sandwich ont été fabriqués au laboratoire afin
de pouvoir contrôler la génération d’imperfections lors de
la fabrication. Ces composites sont composés de peaux en
aluminium, et d’un coeur viscoélastique obtenu à partir d’un
adhésif époxy ayant réticulé. Les paramètres dynamiques
sont calculés à partir d’une mesure au vibromètre laser en
utilisant la méthode CFAT [16] puis comparés au modèle.

2 Modélisation
Le champ de déplacement Eq. (1) utilisé dans ce travail

est basé sur les hypothèses de Guyader [6] et décrivent ainsi
3 types de déformations : membranaire ψ(x, y, t), flexion
W(x, y, t) et cisaillement ϕ(x, y, t). Le champ de déplacement
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Figure 2 – Photographie du composite à structure sandwich
ouvert, qui fut utilisé pour l’étude expérimentale.

vertical est supposé constant selon l’axe vertical (Oz), ce
qui implique que les modes de respiration ne sont pas
modélisables et leur apparition détermine ainsi la limite
haute fréquence de ce modèle.


un

x = ψ
n
x(x, y, t) − (z − Rn)( ∂W(x,y,t)

∂x + ϕn
x(x, y, t)),

un
y = ψ

n
y(x, y, t) − (z − Rn)( ∂W(x,y,t)

∂x + ϕn
y(x, y, t)),

un
z = W(x, y, t).

(1)

Ensuite, la discontinuité du déplacement est utilisée
tout en conservant une continuité des contraintes de
cisaillement Eq. (2) afin d’implémenter les interfaces
complexes dans le modèle. En effet, la discontinuité du
déplacement à l’interface n dans la direction i noté Ûn

i
s’injecte dans le champ de déplacement grâce aux conditions
d’interface, de la même façon que Massabò [10] et les
autres modèles équivalents à interfaces complexes [8, 9]. La
condition d’interface contient la modélisation des interfaces
complexes grâce à l’équation constitutive Eq. (4). Ce
type d’équation linéaire par morceaux a l’avantage d’être
adaptable aux différents types d’interfaces.σn

αz = σ
n−1
αz ,

Un = Un−1 + Ûn
i .

(2)

avec α = {x, y}, σα les contraintes transverses, U le
vecteur de déplacement et Û le vecteur de glissement.


un

x = ψ
1
x(x, y, t) + Fω

∂W
∂x + Fn

xxϕ
1
x + Fn

xyϕ
1
y +
∑n

i=1 ûi
x,

un
y = ψ

1
y(x, y, t) + Fω

∂W
∂y + Fn

yxϕ
1
x + Fn

yyϕ
1
y +
∑n

i=1 ûi
y,

un
z = W(x, y, t).

(3)

Ûn
z=zn = Bn. (σ̂n − tn) , (4)

Avec, σ̂n = [σ̂n
xz, σ̂n

yz] le vecteur des contraintes
d’interfaces entre la couche n et la couche n − 1,
Kn = [Kxx Kxy, Kyx Kyy] la matrice de la raideur d’interface
complexe, Bn = [Bxx Bxy, Byx Byy] la matrice de compliance
de l’interface complexe, tn = [tx, ty] le vecteur de dissipation
de l’interface. L’équation (4) décrit le comportement de
liaison entre deux couches consécutives avec deux cas
limites. Pour une dimension en plaque isotrope, on peut
écrire ûn

x = Bn
xzσ̂

n
xz. Si Kn

xz → 0, alors σ̂n
xz → 0, décrivant

ainsi un multicouche totalement découplé, car aucune
énergie n’est transmise. A l’inverse, si Bn

xz → 0, alors
ûn

x → 0, ce qui correspond à un cas parfaitement couplé. La
modélisation est davantage développé dans [14, 15]

3 Étude expérimentale
L’objectif de l’étude expérimentale est d’explorer

les effets du collage sur le comportement vibratoires du
multicouche. Ensuite, les courbes obtenues à l’aide du
traitement de données CFAT [16] seront comparées aux
résultats du modèle développé en amont. Pour l’étude
expérimental, un banc de mesure a été mis en place à
l’aide d’un vibromètre laser à effet Doppler (LDV Polytec
PSV400), et des échantillons ont été frabriqués au laboratoire
afin de contrôler la qualité des interfaces.

3.1 Banc de mesure

Figure 3 – Banc de mesure avec au premier plan le composite
en condition libre-libre, équipé d’un buzzer piézoélectrique
et mesuré à l’aide d’un laser à effet Doppler.

Toutes les mesures ont été effectués sur des poutres
rectangulaire de 61 × 1, 9m2 et d’épaisseur totale de
6, 7mm, les propriétés du multicouche sont détaillées dans
le Tableau 1. L’assemblage est suspendu sur une potence
à l’aide de ficelles de part et d’autre de la poutre afin de
générer des conditions aux limites libre-libre. L’excitation
est générée à l’aide d’un buzzer piézoélectrique fixé en bout
de poutre comme sur la Figure 3. Ce système a l’avantage
d’être léger et de pouvoir exciter l’assemblage sur une large
bande fréquentielle avec une faible amplitude. Le signal
d’excitation est un bruit blanc de 1 à 35kHz. Le signal de
référence est la tension de sortie avant amplification (car
l’amplitude exacte de la tension n’est pas nécessair).

Le but du banc expérimental est d’analyser le
comportement vibratoire du multicouche à l’aide de la
méthode CFAT. Pour cela, comme indiqué à la section
suivante, il est nécessaire de mesurer la vitesse et d’en
déduire le déplacement de la poutre sous une excitation de
faible amplitude. La mesure est effectuée sur un maillage
linéaire d’une seule colonne la plus au centre possible de
la poutre afin de mesurer uniquement les déformations en
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Densité Module d’Young Poisson η
[kg.m−3] [GPa]

Peaux 2700 69 0,33 0,1%
Coeur 1300 1,65 0,30 6,5%

Tableau 1 – Propriétés des matériaux composant le système
à structure sandwich avec η le facteur de perte structural tel
que E = E0(1 + jη).

flexion. Le maillage est constitué de 159 points avec un
espacement constant de 3, 6 mm.

3.2 Traitement de données
Le but de la mesure est d’obtenir des paramètres

équivalents de flexion pour le multicouche. Pour cela la
méthode CFAT [16] est employée. Elle utilise l’équation
d’une poutre (ou d’une plaque) en flexion afin d’estimer les
paramètres de structures en fonction du déplacement de la
poutre Eq. (5). Un schéma aux différences finies est utilisé
afin d’estimer la dérivé quatrième du déplacement vertical
Eq. (6) Le pas nécessaire au calcul de la dérivé doit être
ajusté en fonction de la longueur d’onde, l’optimal étant
d’avoir 3 points par longueur d’onde [17].

EI
ρS
= ω2∆4

acos(1 −
∆2

2

√
δ4x
∆

w(x)


−4

, (5)

δ4x
∆ =

w(x − 2∆) − 4w(x − ∆) + 6w(x) − 4w(x + ∆) + w(x + 2∆)
∆4 ,

(6)
Avec, E le module d’Young équivalent en flexion, I le

moment d’inertie, ρ la densité, S la section, ω la pulsation,
∆ le pas du maillage, w(x) le déplacement vertical en x et
δ4x
∆

le schéma aux différences finies du quatrième ordre au
point x avec le pas ∆. Comme indiqué dans le Tableau 1, le
module d’Young est complexe et s’écrit de la façon suivante :
E = E0(1 + 1 jη).

Ainsi, pour estimer les paramètres matériaux en un point
d’une structure avec la méthode CFAT, il suffit de connaitre
le déplacement du système en 5 points espacés de ∆.

3.3 Échantillons mesurés
Dans le but de vérifier l’effet des interfaces complexes,

des structures poutres sont utilisées pour contrôler la qualité
de l’interface sur une seule dimension uniquement dans un
premier temps. De plus, afin d’avoir un amortissement non
négligeable le coeur du matériau sandwich est fabriqué à
partir d’un adhésif époxy qui permet de lier les peaux en
aluminium, mais aussi jouer le rôle de coeur amortissant.
Ce type d’adhésif a l’intérêt d’avoir un amortissement non
négligeable tout en conservant une rigidité élevée pour ne
pas enclencher le cisaillement du multicouche trop bas en
fréquence.

L’épaisseur de colle lors de la fabrication de la poutre
sandwich obtenue à la fin de la fabrication est de 0, 3mm.

Figure 4 – Fabrication du composite sandwich en cours. La
colle est déposé sur la première peau entre deux languettes de
0, 3mm qui vont permettre de contrôler l’épaisseur du coeur.

Puisque l’épaisseur du coeur a des effets non négligeable
sur le module équivalent de rigidité en flexion, il est
primordial de bien la contrôler. Le contrôle de l’épaisseur
est réalisé à l’aide de lamelles d’épaisseur fixe visibles sur
la Figure 4, puis d’une pression exercée sur l’ensemble
complet (aluminium+colle+aluminium) pendant 24h avec
une machine à presser.

Les lamelles ont toujours été retirées avant la mesure
pour éviter toute interférence dans le comportement
vibratoire. Les mesures ont été effectuées sur une seule et
même poutre à température fixe, afin de ne pas influencer
les résultats par la forte variabilité thermique du matériau
viscoélastique.

4 Résultats expérimentaux et de
modélisation

L’ensemble analysé ici correspond à celui de la Figure 2.
La colle y est répartie de façon graduelle, elle occupe
une largeur maximale de 1, 5cm d’un côté de la poutre,
et une largeur minimale de 0, 8cm de l’autre côté. L’effet
de la réduction de la qualité du collage est de diminuer
qualité de la connexion mécanique entre les deux poutres
d’aluminium. La section résultat est divisée en deux parties,
une partie est consacrée aux résultats sur le module d’Young
équivalent en flexion et une seconde partie aux résultats sur
l’amortissement équivalent en flexion. Dans les deux cas, les
résultats de mesure sont comparés au modèle.

4.1 Module de rigidité dynamique équivalent
La première étape fut d’analyser l’ensemble en

appliquant la méthode CFAT dans le domaine spatial
Fig. 5. Les bords de la poutre ne sont pas mesurés car
la méthode fait l’hypothèse de plaque infinie et aussi de
pression extérieure exercé nulle, ce qui n’est donc pas vérifié
près des bords et près des sources. Le but était aussi de ne
pas effectuer de mesure au niveau des trous utilisés afin de
suspendre la poutre. On présente par exemple à la Figure 5
le résultat de l’application pour la gamme de fréquence
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Figure 5 – Module de rigidité équivalent de flexion en
fonction de la position sur la longueur de la poutre, moyenné
sur la gamme de fréquence f = [13, 5 − 16, 5]kHz.

13,5-16,6kHz avec une résolution de 3, 125Hz. L’ensemble
présente alors un gradient du module de rigidité équivalent
en flexion en fonction de la position de mesure. Ce qui est
particulièrement intéressant car cela atteste d’une variation
du comportement mécanique en fonction de la qualité de
collage. Ainsi, si la poutre est divisée en plusieurs régions, le
résultat dans le domaine fréquentiel illustrerait la variation
des paramètres équivalents en fonction de la fréquence et en
fonction de la qualité de l’interface.

Figure 6 – Module de rigidité équivalent de flexion en
fonction de la fréquence, moyenné sur différentes portions
de la poutre et comparé au modèle à interfaces complexes.

Le système a alors été analysé de nouveau avec la même
méthode mais dans le domaine fréquentiel. La poutre a été
divisé en trois tiers afin de comparer les qualités de collage
selon la région dans laquelle la mesure s’est effectuée tout en
conservant un nombre de points suffisant pour que le résultat
soit stable. Les régions et la numérotation est visible dans la

Figure 2 Le premier tiers correspond au début de la poutre,
où le collage est le moins bon. Le second tiers correspond au
milieu de la poutre, où le collage est intermédiaire Le dernier
tiers correspond à la fin de la poutre avec la meilleure qualité
de collage.

Le modèle développé est comparé aux résultats
expérimentaux en quantifiant des valeurs physiques
d’imperfection notées B dans le modèle Eq. (4). Ainsi, nous
faisons l’hypothèse forte que le dernier tiers est considéré
comme parfait afin de fixer une référence pour le modèle.
La courbe de simulation (–) dans Fig. 6, est ainsi obtenue
avec B = 0 et les données matériaux du Tableau 1. Ensuite,
les mêmes propriétés sont utilisées, mais le paramètre
d’imperfection d’interface est augmenté afin d’ajuster les
courbes.

L’accord simulation-mesure se détériore légèrement
lorsque la fréquence est élevée, car le modèle développé ne
prend pas en compte la nature viscoélastique du coeur. Ainsi
la rigidité du coeur est sous-estimée lorsque la fréquence
augmente suffisamment. De plus, les oscillations des courbes
proviennent de la nature encore très modale de la poutre en
flexion qui rend instable le calcul des paramètres matériaux.
Mais aussi d’autres types de déformation comme la torsion
principalement, rendent instable le résultat car le traitement
de données est propre aux déformations en flexion du
matériau.

4.2 Amortissement dynamique équivalent en
flexion

L’amortissement, par sa faible valeur, est relativement
difficile à estimer correctement, les valeurs fluctuent
davantage. Il est donc nécessaire d’augmenter le nombre de
points pour l’analyse en amortissement afin d’obtenir
un résultat plus lisse. Les amortissements calculés
correspondent aux mêmes zones que pour le module
de rigidité Fig. 6, sans la région centrale pour plus de
lisibilité. La référence B = 0 reste ainsi le dernier tiers de la
poutre. L’amortissement dynamique équivalent Fig 7 décrit
une courbe caractéristique de l’évolution de l’amortissement
d’un matériau sandwich au coeur amortissant [18]. En basse
fréquence, le matériau ne présente que des déformations de
flexion, de cette façon le coeur est peu sollicité. En moyenne
fréquence le tricouche commence à cisailler faisant ainsi
grandement travailler le coeur contraint de part et d’autre
par les peaux rigides. Finalement, en haute fréquence le
tricouche se découple et le coeur ne travaille plus, faisant
ainsi retomber l’amortissement à celui des peaux [17, 18].

L’effet observé pour l’amortissement est le même que
pour le module de rigidité équivalent : lorsque le collage est
moins bon et donc le couplage entre les couches successives
est diminué, le cisaillement du matériau est facilité et
engendre ainsi un décalage des paramètres dynamiques vers
les basses fréquences. On montre ainsi que l’amortissement
est plus important en basse fréquence localement, la gestion
d’interface permet alors de dimensionner l’amortissement
pour une bande de fréquence donnée. Des résultats
équivalents pour l’amortissement ont été récemment
présentés à partir des travaux de Le Deunf [19] et décrivent
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bien les cas limites auxquels peuvent se confronter les
interfaces si elles sont trop dégradées. Ce type de résultat est
très encourageant car cela explique davantage le décalage
des paramètres équivalents vers les basses fréquences.

En revanche, l’amortissement en haute fréquence du 1er
tiers de la poutre, qui correspond à la zone mal collée, chute
rapidement.

Figure 7 – Amortissement équivalent en fonction de la
fréquence, moyenné sur différentes portions de la poutre et
comparé au modèle à interfaces complexes.

5 Conclusion
Le modèle dynamique équivalent aux interfaces

complexes développé en amont montre des comportements
vibratoires caractéristiques lors d’une dégradation
d’interface, i.e. un décalage vers les basses fréquences
des paramètres dynamiques. Cela peut se traduire comme
une facilitation du cisaillement au sein du matériau
sandwich. Le but du présent travail est d’alors de vérifier
la capacité du modèle à prédire le comportement vibratoire
d’un multicouches aux interfaces complexes, mais aussi de
quantifier le paramètre clé du modèle : la raideur d’interface
K ou la compliance d’interface B. Le but de ce paramètre est
de décrire le taux d’imperfections présent dans le système.
Plus la valeur de B est importante, moins les couches sont
couplées.

Ainsi, le présent travail montre une bonne correspondance
entre le modèle et la mesure, particulièrement pour les
modules de rigidité équivalents, ce qui confirme la validité
de l’approche. Cela permet de déduire des valeurs concrètes
pour décrire la quantité d’imperfection d’une interface à
travers le modèle développé. En revanche, l’amortissement
du système présente un comportement non prédit par le
modèle en haute fréquence, lorsque l’interface est dégradé
(l’amortissement chute rapidement lorsque l’imperfection
est plus importante). Plusieurs pistes sont à explorer et
pourraient expliquer cette chute nette (un comportement

non-linéaire du paramètre d’interface B par exemple).
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