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Résumé

Nous prouvons dans cet article deux propriétés énoncées sans démonstra-
tion aux chapitres 11 et 12 du livre « Voyage au centre de l’hécatonicosa-
chore » [1].
Si on trace un polygone régulier sur une table de Pythagore continue, la
moyenne des sommets est au centre. Ce résultat se généralise en dimen-
sion trois aux solides de Platon, sauf pour le tétraèdre.

Abstract

In this article, we prove two properties stated without demonstration in
chapter 11 and chapter 12 of the book « Voyage au centre de l’hécatoni-
cosachore » [1].
If we draw a regular polygon on a continuous Pythagoras table, the ave-
rage of the vertices is in the centre. This result is generalised in dimension
three to Plato’s solids, except for the tetrahedron.
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1 En dimension 2
Définition 1.1 On appelle table de Pythagore continue le plan euclidien R2,
dans lequel on identifie chaque point M(x; y) au produit de ses coordonnées xy.

On considère un entier naturel n ≥ 3.

Lemme 1.2 Soit α = ei
2π
n .

On a :
n∑

k=1

αk = 0 et
n∑

k=1

α2k = 0 .
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Preuve : La première égalité est classique, voir [2].
Pour la deuxième égalité, comme n ≥ 3, on a α2 6= 1. Ainsi, on obtient :

n∑
k=1

α2k = α2 1− α2n

1− α2
= α2 1− (αn)2

1− α2
= 0 .

Théorème 1.3 Lorsqu’on trace un polygone régulier à n côtés sur une table de
Pythagore continue, la moyenne des sommets est au centre.

Preuve : Plaçons la table de Pythagore dans le plan complexe. Le pointM(x; y)
a pour affixe z = x+ iy . Le produit de ses coordonnées est donné par :

xy =
1

2
Im(z2) .

Par la suite, on notera :

f(z) =
1

2
Im(z2) .

Soit α = ei
2π
n . Les affixes d’un polygone régulier quelconque à n côtés, notées

z1, z2, · · · , zn, s’obtiennent par similitude directe à partir du polygone formé
par les puissances de α, soit :

zk = ω + bαk pour tout k ∈ J1;nK

où ω est l’affixe du centre du polygone, et b ∈ C.

Il s’agit donc de prouver que
1

n

n∑
k=1

f(zk) = f(ω).

On a :
n∑

k=1

z2k =

n∑
k=1

(
ω + bαk

)2
=

n∑
k=1

(
ω2 + 2wbαk + b2α2k

)
=

n∑
k=1

ω2 + 2ωb

n∑
k=1

αk + b2
n∑

k=1

α2k .

D’après le Lemme 1.2,
n∑

k=1

z2k =

n∑
k=1

ω2 = nω2.

Ainsi, on a :

ω2 =
1

n

n∑
k=1

z2k ,

puis :

f(ω) =
1

2
Im(ω2) =

1

n

n∑
k=1

1

2
Im(z2k) =

1

n

n∑
k=1

f(zk) .
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2 En dimension 3
Définition 2.1 On appelle table de Pythagore continue tridimensionnelle l’es-
pace euclidien R3, dans lequel on identifie chaque point M(x; y; z) au produit de
ses coordonnées xyz.

Théorème 2.2 Lorsqu’on trace un solide de Platon autre que le tétraèdre sur
une table de Pythagore continue tridimensionnelle, la moyenne des sommets est
au centre.

Preuve : D’après [3], les coordonnées des sommets des solides de Platon centrés
en l’origine sont données ci-dessous (φ désigne le nombre d’or) :
Pour le cube : ( ±1 ; ±1 ; ±1 ).
Pour l’octaèdre : ( ±1 ; 0 ; 0 ) et leurs permutés.

Pour le dodécaèdre : ( ± 1

φ
; ±φ ; 0 ) et leurs permutés circulaires, ainsi que (±1 ;

±1 ; ±1).
Pour l’icosaèdre : (±1 ; ±φ ; 0) et leurs permutés circulaires.
A l’aide d’un logiciel de calcul formel, la propriété se vérifie formellement pour
chacun des solides obtenus à partir de ceux-ci par similitude directe. Ainsi par
exemple le logiciel Xcas [4] fournit la preuve suivante pour le cube :

Remarque 2.3 Les propriétés démontrées dans cet article s’étendent encore à
d’autres figures, moins régulières mais suffisamment riches en symétries, no-
tamment les polygones semi-réguliers et les solides archimédiens.

Remarque 2.4 En revanche, la propriété ne se vérifie plus pour les polytopes
réguliers de dimension 4.
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