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Visualisation d’'une famille de suites dans
un sous-réseau torique de I'anneau des
entiers de Gauss

Visualization of a family of sequences of points in a toric sub-lattice of
the ring of Gaussian integers

Jean-Francois Bigot

Abstract

Cet article propose la visualisation d’une famille de suites dans un sous-réseau torique
de Z[i], un ensemble discret fini de dimension 2 refermé sur lui-méme. Le procédé
conduit & une diversité importante de cas. La génération des représentations est
réalisée via l'outil en ligne www.raktres.net/heuliad'.

This paper proposes the visualization of a family of sequences of points in a toric
sub-lattice of Z[i], the Gaussian integers, a finite discrete set of dimension 2, which
closes over itself by identifying appropriate points in order to form a one hole torus.
The method leads to a significant diversity of cases. The implementation uses the
computation tool on line www.raktres.net/heuliad.

1 Construction de l'ensemble Eg ¢

1.1 Espace

On choisit Eg 1 ’ensemble fini discret des couples d’entiers (x, y) appartenant
a 0,8 —1]x[0,T — 1] avec (S,T) € N2. Si S = T, on notera I’ensemble Er.
Es T est un sous-réseau fini des entiers de Gauss Z[i] avec z = x + iy.

1.2 fonction de génération

On définit la fonction de génération G : Egt — Eg T qui pour un point z(n)
définit le point z(n + 1) tel que :

2(n+1) = depa(n) + ayes | 222y(n)| + e (mods)

dy>-z

Y+ 1) = Gpey(n) + ayry | 322y(n) | + .y (modT)

dysy

! heuliad signifie série en breton
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ou S et T sont des entiers positifs. Un coefficient est identifié en fonction de
la coordonée de z sur laquelle il s’applique et de la coordonnée & laquelle il
participe : agv,, s’applique & z(n) et est utilisé pour calculer y(n + 1). ¢, ne
s’applique pas & une coordonnée de z et sert & calculer la coordonnée y de z.
Les coefficients sont des entiers naturels, les coefficients d.. ., sont de plus non
nuls. |x] correspond a la fonction partie entiére.

Par la suite, on pourra proposer des généralisations de G en ajoutant des
coefficients, en changeant les fonctions.

1.3 Ensemble généré

Pour un point initial zp, on définit l'orbite s(zp) comme ’ensemble des points
obtenus par applications successives de G. I(s(z)) désignera le nombre de points
dans s(z), c’est la cardinalité de s(z).

Par définition de G, {Eg1,G} est un tore. Par commodité, on utilise la
visualisation suivante qui est un développement du tore. Le segment OA est

confondu avec le segment BC et le segment OB est confondu avec le segment
AC.

0 A X

o v »
B I . =
Al

Si G est bijective, tout point de s(zg) génére s(zg) (en effet tout point a un
et un seul antécédent).

Pour certains parameétres, G est surjective. Par simplification, on définit
alors s(z,,) comme l'union des orbites qui partagent des points avec l'orbite
issue de zy,.

On définit & comme 'ensemble des s(z) dans Eg 1. L est le nombre de s(z)
dans G, c’est la cardinalité de &.

1.4 Fonction de visualisation et palette

Deux fonctions de visualisation sont présentées, d’autres sont envisageables.

1.4.1 Visualisation par rang

Pour chaque z, on définit un entier en fonction du rang de découverte de s(z)
lors du balayage des points, par x croissants puis y croissant. Par convention le
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rang de s({0,0} ) vaut 1.

Les points sont ensuite colorés en fonction de leur rang.

Par défaut on utilise un palette pondérée. Elle attribue a chaque valeur de
rang une couleur allant du rouge pour l'orbite de rang 1 au violet pour les points
de 'orbite de rang maximal. Chaque orbite a une couleur différente.

|a,(>x : Olay“; 1|by>x: 1 ‘dy,,( 1 ‘cx : 0|S 114
|a,<>y: 1|ay>y: 1|by>y: 1 ‘dyw 1 ‘cy: 0|T 114
nombre d'orbites pour cette configuration : 8 — bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 48
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (3,3) -- taille des pixels : 20

Il est également possible d’utiliser une palette tranchée de 200 couleurs
mettant en évidence le passage d’une orbite & une autre.

|a,ox : Olapx: 1|by>x: 1 ‘dy)x 1 ‘cx : U|S 114
|ax,y: Taysy t 1|bysy  1{dysy o1 ‘cy: D|T 114
nombre d'orbites pour cette configuration : 8 — bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 48
couleur par rang, palette tranche
décalage sur le tore : (3,3) -- taille des pixels : 20
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1.4.2 Visualisation par cardinalité

Une autre fonction de visualisation consiste a attribuer & z la valeur I(s(z)),
la cardinalité de D’orbite & laquelle il appartient. Les points de ’orbite dont
la cardinalité est la plus fréquente restent en blanc, les orbites sont ensuites
colorées soit avec une palette dégradée, soit avec une palette tranchée. Tous les
points tels que I(s(z)) sont égaux auront la méme couleur.

Par exemple, pour la configuration des deux vignettes précédentes, les cardinalités
des rangs sont les suivantes.

’ rang \ cardinalité ‘
0 1
48
16
48
16
48
16
3

| O U x| WO DN =

On a 4 cardinalités différentes : 1, 3, 16 et 48. En utilisant une palette
tranchée, on obtient la visualisation par cardinalité suivante.

|ax,, : (}|ay>x: 1 ‘bp,(: I‘dy,x 1 ‘cx : O|S 114
|ax,y: 1|ay>y: 1|bysy 1 ‘dYW 1 ‘cy : O|T 114
nombre d'orbites pour cette configuration : 8 - bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 48
couleur par cardinalité, palette tranche
décalage sur le tore : (3,3) -- taille des pixels : 20

Tous les points appartenant aux orbites de cardinalité 48 sont donc représentés
en blanc. Le point de rang 0 est en jaune. Les points de 'orbite de cardinalité
3 sont en rose. Les points appartenant aux 3 orbites de cardinalité 16 sont en
marron.
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2  Qutil de visualisation

L’outil en ligne Heuliad (www.raktres.net/heuliad) permet de représenter les
différentes séries en faisant varier les tailles et les différents paramétres. Il est
également possible :

e de choisir la fonction de visualisation, par rang ou cardinalité, ainsi que
la palette ;

e de limiter I'affichage & une orbite sélectionnée ;

e de relier les points dans 'ordre de calcul de 'orbite sélectionnée ;

e d’afficher la liste des orbites et la liste des points d’une orbite ;

e d’agrandir I’affichage en représentant un point par plusieurs pixels ;
e s’agissant d’un tore, de décaler ’affichage ;

e d’enregistrer la vignette.

‘amx : O‘ay,x . 1|by>x o1 |dy>x: 1 ‘cx 10 |S 164
oy = 1]y : 1]bysy : 1]dysy - 22[0y - 15T : 64
nombre d'orbites pour cette configuration : 90 -- bijection
z0 (40, 60) -- rang 16 -- cardinalité 160
affichage limité & l'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (12,12) -- taille des pixels : 5

3 Exemples de configurations

Cette fonction améne une trés grande variété de représentations en fonction du
choix des tailles et des coefficients. Elle est également particuliérement sensible,
la variation d’un coefficient d’une unité peut totalement transformer 'image
résultante.

Ce paragraphe propose quelques illustrations pour des paramétres particuliers,
la classification est arbitraire. Il n’est pas exhautif de I’ensemble des configurations
qui peuvent étre obtenues.


https://www.raktres.net/heuliad
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3.1 Carrés dégradés

|ax>x : U‘awx: WOT‘DWX : 1|dy>x o1 |n:x : 0|S 1108
|ax>y 1 ‘a”y: 1 ‘bvw : 1|dy>y : WOSlcy : 0|T 1108
nombre d'orbites pour cette configuration : 2918 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 4
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

Le dégradé est essentiellement induit par la palette de couleur utilisée, avec
une variation continue du rouge au violet. Si on prend une palette de couleur
tranchée le motif n’est pas clairement visible.

|ax>x : O‘awx: WOT‘bp, H 1|dy>x 1 |cx H 0|S 1108
sy - 1 [aysy 1 ‘bpy : 1|dy>y : 103|cy : 0|T 1108
nombre d'orbites pour cette configuration : 2918 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 4
couleur par rang, palette tranche
taille des pixels : 4
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L’affichage par orbite permet de visualiser le motif sous-jacent.

axox: Ofaysx 10|y thdyo: 1 fox:0fs: 108
ooy = 1faysy <1 [oysy: tlaysy = 108, | : 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 2918 - bijection
20 (60, 51)  rang 2885 - cardinalité 4
affichage limité a l'orbite de 20 | couleur par rang, palette tranche
taille des pixels : 4

nombre d'orbites pour cette configuration : 2918 - bijection

affichage limité a Forbite de 20 | couleur par rang, palette tranche

[axox - Ofaysn 10|y 1dyo s 1 oz 0] 108
[acy: 1y 1 [oysy: 1fdysy : 108[ey  ofr: 108

20 (45, 25) -- rang 2086 -- cardinalité 4

taille des pixels : 4

Les configurations suivantes sont apparentées.

7

|ax>,( : Olay),: 10?|by,x: 1‘(:13”x 1 ‘c,( : G‘S: 108
lamy : 1|ay),,: 1 |by,y: 1‘(:13”y : 54‘(:,. : D‘T 1108
nombre d'orbites pour cette configuration : 108 - bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 7
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

‘ax)x : D|ay,x : WOT‘by,x: 1 |dy>x; 1|cx : 0|S 1108
‘ax)y : 1|a),.,y o1 ‘by,y: 1dysy 1|cy : OlT: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 1946 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 8
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4
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|ax,,( : Olay”: lO?lby”: 1‘dy,x: l‘cx: 0 ‘S: 108
Iax,y : 1|ay>y: 1 |by>y: 1‘dy,y: l‘cy: 54‘T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 19486 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 6
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

|ax,x:0|ay>,: lD?|by>x: 1‘dy,x 1 ‘c,(: 0 ‘S: 108
Iax,y : 1|ay>y: 1 |by>y: 1‘dy,y : IUB‘G,,: 54 ‘T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 2918 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 4
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

‘ax)‘ : D|ay>x : 1|by>x 1 |dy,x: 1 |cx : 0|S 1108
‘ax)y: 1|ay>y : 1|by>y 1 |dy,y: 10&|cy : 0|T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 5886 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 - cardinalité 2
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

|ax>x : Olay)x: 1|by,x: 1|dy>x: 1 ‘cx: 0 ‘S: 108
Ia"W ey 1|by,y: 1|dy>y: IUB‘cy: 54‘T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 2816 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 - cardinalité 4
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4
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|ax,,( : Olay”: l|by,x: 1|dy,x i1 ‘cx: 0 ‘S: 108
Iax,y : 1|ay>y: l|by,y: 1|dy,y : 108‘cy: GS‘T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 1982 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 6
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

|ax,x : Olay”: 1|by,x: 1|dy,x: 1 ‘cx: 0 ‘S: 108
|a><>3' : 1|ay>y: 1|by,y: 1|dy,y: IUB‘cy: 60 ‘T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 654 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 18
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

|a,>x : Olay)x: 1|by>x: 1|dy>,( o1 ‘cx: 0 ‘S: 108
la,oy laysy 1|by>y: 1|dy>y : 1OB‘cy: 45 ‘T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 486 — bijection
20 (0, 0) - rang 1 - cardinalité 24
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

Ces séries ont toutes le méme nombre d’items (ici 24).
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On a deux cas particuliers

|ax,x. ||ay>x .o‘bm : Ildy,x : llcx : ||s 1108 ‘am : llay,x : 0|l>y>xA1|dy>x i1 ‘CX:O‘S 1108
[acsy < Ofaysy = 1]Bysy : 1ldysy : 1]ey o[ : 108 [aesy = Ofaysy : 1]bysy : 1fdysy : tley [ : 108
nombre dorbites pour cette configuration : 108 -- bijection nombre dorbites pour cette configuration : 11664 -- bijection
20/(0, 0) - rang 1 -- cardinalité 108 20/(0, 0) -~ rang 1 -- cardinalité 1
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4 taille des pixels : 4

Dans le cas de gauche, chaque ligne horizontale est une orbite.

3.2 Grilles

Pour certaines configurations, les dégradés sont grillagés.

il
iR S, i =
gEiEnnT Innns oy

:

ol e

il il e S i e
Ty = ———

|a,(3x :0 |ay>x: 550|by>x: 1‘dy>>< o1 ‘cx o0 ‘S 1551
|ax,y H a49|ay)y: 1 |by>y: 1‘(‘1,,,y 1551 ‘cy 1499 ‘T : 551
nombre d'orbites pour cette configuration : 25441 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 12
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (2,547) -- taille des pixels : 1
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3.3 Rubans

Des bandes diagonales peuvent apparaitre.

|ax>x: D‘ay,, : 1|by,,( Hl |dy,,: 1 |c,( :0 |S. 120
oy - 1]aysy - 1pysy - 1]oysy - 88Jey - 277 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 54 -- bijection
z0 (0, 0) - rang 1 -- cardinalit¢ 218
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) -- taille des pixels : 4

|a,(>X B D‘ay,x o1 |by,,( o1 |dy,,: 1 |c,( :0 |S :120
|a,(,y 1 ‘ay,y: 1 Ib!’W 01 |dy,y : EBlny B 28|T: 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 186 -- bijection
z0 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité¢ 202
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) -- taille des pixels : 4

|ax>,<: O‘awx : 1|by>x Hl |dy>x: 1 |cx :0 |S. 120
|am,: I‘ay,y : 1|by,y 1 |dy,y : Salcy H 29|T: 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 74 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 130
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) -- taille des pixels : 4

|a)(>x B O‘awx 1 |by>x Hl |dy>x: 1 |cx :0 |S :120
|am,: I‘ay,y: 1 Ib!’>y Hl |dy,y : 4a|cy H 40|T: 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 50 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 118
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) -- taille des pixels : 4
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|a,m<: O‘a),>x : 1|by>,( Hl |dy>x: 1 |c,( :0 |S. 120
|ax>y: I‘ay,y : 1|by,y 1 |dy,y : 4a|cy H 3G|T: 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 34 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 496
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) -- taille des pixels : 4

|am( B O‘awx 1 |by>,( Hl |dy>x: 1 |c,( :0 |S :120
|am,: I‘ay,y: 1 Ib!’>y Hl |dy,y : 4a|cy H 89|T: 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 312 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 984
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) -- taille des pixels : 4

|a,(),: D‘a‘,,>< : 1|by>x 1 |dy,,(: 1 |n,( :0 |S: 120
|ax>y: 1‘ay>y : 1|b!,>y 1 |dy>y : 4a|cy : 79|T: 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 900 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 566
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) - taille des pixels : 4

|a,(,, B D‘ay,x 1 |by,x 01 |dy,x 1 |nx :0 |S :120
|ax>y: 1‘ay>y: 1 Ib!’W 1 |dy>y : 4a|cy : 59|T: 120
nombre d'orbites pour cette configuration : 190 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 382
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,1) - taille des pixels : 4
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3.4 Damiers

Dans de rares cas, le nombre d’orbites est de 2. A noter que 'on prend ici
Qpsg = Qysq =1 — 1. Pour ¢y, =1 ou ¢y, = 3 on a les damiers suivants.

|ax>,< : 6?|a,,>>< :67‘&:”, o1 |dy>x : 15|c,( : 0|S 168 |ax>,( : E,?'|a),>x : 67|by>x: 1|dy>x: 15|cx : 0|s 168
|ax>y 10 |ay,y: 1 ‘bpy 1 Idm' 1 |cy: 1|T 168 |am, 10 |ay,y: 1 |by>y: 1|dy)y: 1 |cy : 3|T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 2 -- bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 2 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 2312 z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 2312
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5 taille des pixels : 5

Nota, avec un coefficient c,, = 2, on obtient 4 orbites.

By 67‘5)0>< H 67‘{:,,),( o1 |dy)x H 15|t:.X H Uls 168

[Bxsy 1 0 ‘apy 01 ‘byw 1 Ide 01 |cy B 2|T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 4 - bijection
20 (0, 0) - rang 1 - cardinalité 1156
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5
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Si on fixe ¢,y = 1 et que I'on change la valeur de dy ., pour 15, 17, 19 et 21

(et visiblement uniquement pour ces valeurs) on a des configurations similaires.

|ax>,< : Sir'|a,,>>< :ST‘bpx 01 |dy>x H 17|c,(: 1|S 168
|ax>y 10 |ay,y: 1 ‘by,y 1 Idm' 1 |cy: 1|T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 2 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 2312
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

|ax>,< : S?'|a,,>>< : 67‘!35,,,: 1|dy>x: 19|cx 01 |S 168
|ax>y 10 |ay>y: 1 ‘by,y: 1|dy>y: 1 |t:y 1 |T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 2 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 2312
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

|ax>,( : Ei?|a,,,x :67‘by,x 1 |dy>x 121 |cx: 1|S 168
|a,‘>y 10 |ay,y: 1 ‘bpy 1 |dy,y 01 |cy: 1|T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 2 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 2312
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5
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Pour 13 et 23, et visiblement uniquement ces deux valeurs, 'orbite est unique

(& droite en reliant les points)

|ax>x : 6?|ay,x :SY‘by,x 01 ‘dwx H 13|cx H 1|S 168
|:a,(>y 10 |ay,y 1 ‘bv,y 1 ‘dyw 1 |cy: 1|T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 1 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

|ax>x : 6?|ay,x : 67‘135,” : 1|dy>x : 23|cx 01 |S 168
|a,(>y 10 |a,.,y 1 ‘by,y: 1|dy>y: 1 |cy o1 |T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 1 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

Pour mémoire, avec des nombres pairs,

|a.m ;67|ay>x : s?|by)H B ‘dy,x : 14|cx: 1|s: 68
|a><>y :0 |ay>y: 1 |by>y o1 ‘dy)y 1 |cy: 1|T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 68 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 68
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

la forme est du type :
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En prenant les mémes coefficients, mais pour une taille de 66 a la place de
68, a;., = 67 on obtient la série suivante.

|ax>,< : Ei?|a,,,,< :SS‘by,x 1 |dy>x : 15|cx: 1|S 1 66
|ax>y 10 |ay>y: 1 ‘bpy 1 |dy>y 01 |cy: 1|T 1 66
nombre d'orbites pour cette configuration : 6 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 726
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

|ax>,< : 67’|a,,>,< : Sﬁ‘by,x: 1|dy>x: 15|cx 1 |S 1 66
|ax>y 10 |ay>y: 1 ‘bpy: 1|dy>y: 1 |(:y : 2|T 166
nombre d'orbites pour cette configuration : 2 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 2178
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

|ax>x : 67|a,,,, :Ss‘bpx o1 |dy,x : 15|cx; 1|S 166
|ax>y 10 |a,,,y: 1 ‘by,y 1 |dy>y 1 |cy : 3|T 1 66
nombre d'orbites pour cette configuration : 6 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalite 726
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5
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3.5 Carré centré

Sionad, = L et e,+e,+1 =T on obtient un carré (ou des losanges en faisant
un décalage sur le tore). Voici deux exemples avec deux T différents

|ax>,( : Ula!,>x o1 |by>,(: 1 ‘dpx 1 ‘cx : 4D|S: 77
|ax>y 1 |‘3y>y o1 |byw3 1 ‘dy,y : 26‘0,, : 35|T 177
nombre d'orbites pour cette configuration : 377 -- bijection

|ax>x : Olay” : 1|by,x : l|dv>x 1 ‘cx 149 ‘S :150
Iax,y 1 |ay,y: 1|b),,y‘ 1|dy,y : 50‘::!,: 100 ‘T 1150
nombre d'orbites pour cette configuration : 1325 -- bijection

20(0, 0) - rang 1 - cardinalité 116 20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 220
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (36,0) - taille des pixels : 5 décalage sur le tore : (101,0) - taille des pixels : 3

En fait, ¢, introduit un décalage horizontal. Si on prend ¢, = 0 et T un
multiple de 3, 'orbite passant par (0,0) a toujours une forme similaire (attention
a la taille des pixels)

|ax>,( : Ulapx o1 |by>,(: 1 ‘dpx 1 ‘cx 10 |S: 66
|ax>y 1 |‘3y>y M |byw3 1 ‘dy,y : 22‘0,, : 65|T .66
o i . o sy 1 ‘ay,y 1 ‘by,y: Wldy)y H 22|cy H 65|T 166
nombre d'orbites pour cette configuration : 275 -- bijection . . . I
dinalité nombre d'orbites pour cette configuration : 275 -- bijection
20(0,0) -~ rang 1 - cardinalité 252 20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 252

couleur par rang, palette pondere affichage limité 2 l'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5 taille des pixels : 5

W f}‘aw>< 1 ‘by,,: Wldpx: 1 |t:x :0 |S 166
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3 Exemples de configurations

‘a,w : 0|ay>x o1 |by,x; Wldy»(. 1 ‘cx H) |s 1105 |ax>x : 0|ay>,<; 1|by>x : 1‘(:1,,>x 1 |(:>< 10 ‘S; 333
oy © 1oy < 1]byoy : 1]dysy : 36[oy - 1047 105 sy 1[aysy = 1[byoy = 1]dysy : 111]cy - 382]7: 333
nombre d'orbites pour cette configuration : 665 -- bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 6327 - bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 408 z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 1320
affichage limité a I'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere affichage limité a I'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4 taille des pixels : 1

Dans ce dernier cas, le carré a pour valeur x = 110 ou x = 222 et y = 110

ouy = 222.
La cardinalité des orbites de la zone rose est de 2 ou de 1 (1 sur une

diagonale).
On peut proposer de généraliser cette forme en prenant a un entier et

ey:T—aet dy :%
Par exemple pour T = 231 et a = 3.

‘ax,x : Olay,,: 1|by,x 1|dy,x i ‘cx 10 ‘S 1231

‘a,,x : Olay,x: 1|by>x 1‘dy>x 1 ‘cx :0 ‘S 1231
‘ax,y 1 |ay>y H |by,y 1 |dy>y : BS‘CV : EEE‘T 1231

‘ax,y 1 |ay>y H |by>y o1 ‘de : Sﬁ‘cy : EEB‘T 1231
nombre d'orbites pour cette configuration : 758 -- bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 758 -- bijection
20 (1, 1) -- rang 101 -- cardinalité 584 20 (0, 0) - rang 1 - cardinalité 588
couleur par rang, palette pondere affichage limité a l'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 2 taille des pixels : 2
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Le carré rose va de 99 a 31. 131 - 99 = 32

2a+1=7

231 =7%*33

pour T = 231 et a = 5. Les bords sont alors en 102 et 128.

|ax,x : Olawx: 1|by,x : 1‘dy,x 1 ‘cx :0 ‘S 1231 |a,<,x : Olaym: 1|by,x : 1|dy,x 1 ‘cx :0 ‘S 1231
Ia,,y; Tlaysy : 1|by>y: 1‘dy>y 2 ‘cy : ZZG‘T 1231 Ia*H' Syt 1|by,y: 1|dy,y 2 ‘cy : ZZE‘T 1231
nombre d'orbites pour cette configuration : 426 - bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 426 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 768 20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 768
couleur par rang, palette pondere affichage limité a l'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 2 taille des pixels : 2

Le carré rose va de 105 et 125. 125 - 105 = 20 (attention, la courbe présentée
a droite n’est pas la plus proche du carré)
2a+1=11et231 =11 *21
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3.6 Cardinalité uniforme

On prend les coefficients de la vignette suivante et on fait varier la taille.

‘a”x :U|ay>x: 1|by,,(: I|d,,>x : 1|cx : D‘S: 68
‘ax,y 1 |a!,>y: 1|bYW : 2|dy>!,: 1|cv : D‘T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 294 -- bijection
20 (0, 0) --rang 1 -- cardinalité 16
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

‘a,ox :D|ay>x: Wlbyw: 1|dy>>< 1 ‘cx : D‘S 167
‘a,oy 1 |ay>y; Wlbyw : 2|dy>!,: 1 ‘cy : D‘T 167
nombre d'orbites pour cette configuration : 34 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 136
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

‘a,w :U|ay>x: Wlby,,(: 1|dy>>< : I‘cx : D‘S: 61
‘a,,y : 1|ay>y; 1|byw : 2|dy,!,: l‘cv : D‘T - 61
nombre d'orbites pour cette configuration : 31 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 124
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

‘anx : U|ay>,(: 1|by>,<: I|d,,>>< : 1‘cx : D‘S: 64
‘ax,y: T|aysy : 1bysy 2|dy>!,: 1‘(:,, : D‘T 164
nombre d'orbites pour cette configuration : 126 -- bijection
z0 (0, 0) --rang 1 -- cardinalité 64
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

Des formes apparaissent parfois, par exemple une croix au centre des cas
T=61 et T=67.
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N’afficher qu’une des orbites permet de faire apparaitre une des structures
sous-jascentes.

‘am;o 2y, : 1|b,>,<; 1|c|V>x : 1‘cx : 0‘5:57
‘ax,y Hayyy 1 |bw : 2|dy,y 1 ‘cy D‘T 67
nombre d'orbites pour cette configuration : 34 -- bijection
20 (41, 32) -- rang 21 -- cardinalité 136
affichage limité & |'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

Pour cette configuration, la visualisation par cardinalité donne pour deux
tailles différentes :

‘ax,x :O|ay,x : 1|by>x3 1|dy>x : 1|Cx : O‘S: 64 Aox D 0[Aysx D 1Byt T[dysx t T[Cx: D‘S 167
‘axw 1 |ay>v: 1|bv>v: E|°'v>y : ‘|Cv : O‘T 164 ‘axw A |a!*>)’3 7|“y>v3 2|dv>y 1 ‘Cv : D‘T 167
nombre d'orbites pour cette configuration : 126 -- bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 34 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 64 20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 136
couleur par cardinalité, palette pondere couleur par cardinalité, palette pondere
taille des pixels : 5 taille des pixels : 5

Le cas T=67 est particuliérement reconnaissable, seul le point (0,0) apparait.
Il y a donc une orbite de 1 point, les autres orbites ont toutes une cardinalité
de 136. En balayant les valeurs de T croissante inférieures a 100, on reléve les
valeurs de T pour lesquelles la visualisation par fréquence n’affiche que le point
(0,0). Pour chaque cas on note la taille, la cardinalité dominante et le nombre
d’orbites ayant cette cardinalité.

Par exemple pour T = 67 on a ainsi 672 = 136 * 33 + 1
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’ T \ cardinalité | nombre

3 8 1

7 16 3

13 28 6

17 36 8

23 48 11
37 76 18
41 40 42
43 88 21
47 32 69
33 108 26
61 60 62
67 136 33
73 148 36
83 168 41
89 44 180
97 196 48

On constate que ce ne sont que des nombres premiers, mais que certains
nombres premiers n’apparaissent pas dans cette liste. On reprend la méthode
en utilisant by, , = 2 et on obtient la table suivante, un peu différente.

’ T \ cardinalité \ nombre ‘

3 8 1
) 12 2
11 24 5
13 28 6
17 16 18
19 40 9
29 20 42
37 76 18
43 88 21
93 108 26
99 40 87
61 60 62
67 136 33
73 72 74
83 168 41
89 88 90
97 96 98

On a parfois 72 = (p+1)(p— 1) + 1 ou T? = (2p + 2) 25+ + 1

Les nombres 31, 71 et 79 n’apparaissent pas dans ces deux listes.

Il est possible que d’autres visualisations soient particuliéres pour des coeflicients
ou des tailles de valeur premiére.
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3.7 Nodules
On fixe ayv,, =T — 1.

A d

|ax,x : Olaym 1230 ‘byu: l‘dv,x 1 ‘cx: 0 ‘S 1 231 |ax>x: U‘awx : zan‘by,, 1 |dy,x: chx 0 |S 1231
|ax,y 1 |ay,y: 1 ‘bpy: 1‘dwy : 65‘93,: 117‘T 1231 [Axsy * Tjaysy -1 ‘by,y 1 IdY‘y : zlcy : 117|T 1231
nombre d'orbites pour cette configuration : 803 -- bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 265 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 24 20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 233
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 2 taille des pixels : 2

|ax,,( H Olawx : 230|by),: l‘d,,x: l‘cx: 0 ‘s 1231 |a,(,x: U‘ay,x : zan\by,, 1 |dy,,(: 1 |cx H 29|S 1231
Ia,,y; Wlay,y: 1 |by>y: 1‘d,,,y: z‘cy: 1 ‘T 1231 [Axsy 2 1jaysy o1 ‘by,y o1 Idy,y: 13|cy :0 IT 1231
nombre d'orbites pour cette configuration : 265 - bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 339 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 482 z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 137
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere

taille des pixels : 2 décalage sur le tore : (217,216) -- tallle des pixels : 2
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|a,,x : Olay)x: 1?9|by)x: 1|d,,,>x 1 ‘c, :13 |S: 180
|ax,y: 1|ay,y: 1 |by,y: I|dy>y: 10‘0), : 105|T: 180
nombre d'orbites pour cette configuration : 216 -- bijection

20 (0, 0) - rang 1 - cardinalit 4 z0 (0, 0) - rang 1 — cardinalité 761

couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 2 taille des pixels : 2

‘a,m : U‘awx H Zau‘wa; Wldy”( 1 |cx :0 |S 1231
oy < Mgy 1 [oyoy : 1]dysy : 13Jey : 11]T 2281
nombre d'orbites pour cette configuration : 387 - bijection

|ax>x : Olay,x: 1?9|by,x: 1 ‘dpx o1 ‘cx :13 |S :180
Ia”y: ﬂlayw: 1 |by>y: S‘dpy: lﬂ‘cy : 105|T: 180
nombre d'orbites pour cette configuration : 200 -- bijection

Z0(0, 0) - rang 1 - cardinalité 257 20 (167, 93) — rang 131 - cardinalité 115

couleur par rang, palette pondere affichage limité a l'orbite de z0 | couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (158,0) -- taille des pixels : 2 décalage sur le tore : (158,0) - taille des pixels : 2

Aoy U‘a”x. 179‘by>x; Wldpx: 1 |t:x 13 |S :180
Ay 1 1 ‘a”y. 1 ‘by,y : 3|dy>y: 1U|ny : 105|T. 180

nombre d'orbites pour cette configuration : 200 -- bijection
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‘am : u‘awx : 799‘by>x B |dy>x 1 |cx : 370|s : 800
2y |‘ay>y 1 ‘bwy :Bdysy ¢ 5|cy : 255|T : 800
nombre d'orbites pour cette configuration : 1138 - bijection
20 (4, 4) -- rang 456 - cardinalité 284
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (493,0) - taille des pixels : 1

|ax>x : Olay” : 550|by>,(: 1 |dy>x 1 ‘cx: :370|S: 551
Ia,,y. 1|ay)y: 1 |by>y: 8|dy>y : 5‘Gyj 255 |T 1551
nombre d'orbites pour cette configuration : 767 -- bijection
z0 (4, 4) -- rang 245 -- cardinalité 139
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (442,300) - taille des pixels : 1
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3.8 Vagues

‘awx A |ay>x : Olby,,(: 1‘dy>x: 1‘3,: 1|S 184

‘a”y 1 |ay>y. 1|by>y: l‘dyw: 1‘33,: U|T: 84

nombre d'orbites pour cette configuration : 42 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 168

couleur par rang, palette pondere

taille des pixels : 5

|ax,x o1 |ay,x: 107|by>,(: l‘dpx: l3|c,(: I‘S: 108
Iax,y : 0|ay,y: 1 |by>y: l‘dm,: 1 |cy: I‘T: 108
nombre d'orbites pour cette configuration : 36 -- bijection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 324
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 4

|a,(>x 1 |ay>, :5 |by>x 1 |dy>,( : 46|cx : O‘S 168
|ax,y : U|ay>y 167 |byyy 9|d)’>v : 1D|cy : D‘T 168
nombre d'orbites pour cette configuration : 564 -- surjection
z0 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 57
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (0,32) - taille des pixels : 5
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3.9 Figures cubiques

‘ax,x : Olay,x : ?Glby”: 1‘dy>x 1 ‘cx: 1?|s Hrad
‘a)(,y: Taysy: 9 |by>y H z‘dy>y H 102‘0).: 16|T: 77
nombre d'orbites pour cette configuration : 613 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 - cardinalité 4
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

‘a”,: D‘apx : 76|by>x 1 |dy,x; 1 |cx | ‘S: 77
‘am,: 1aysy: 11|by>y H 14|dy>y: 134|cy H 48‘T L 77
nombre d'orbites pour cette configuration : 243 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 — cardinalité 16
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (74,37) -- taille des pixels : 5

|ax>x : U|ay>,( : 76|by>x: 1 |dy>x 1 |c,( t 4 |S: 77
|ax,y: 1lay,y 11 |by,y; 14|dy>v : 134|cy . 36|T L77
nombre d'orbites pour cette configuration : 311 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 12
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (74,37) -- taille des pixels : 5

|ax>,( : ()lay>x : ?6|by>x: l|dy>, 1 |cx : 27‘5 177
|ax>y; 1layy : 36|by)y: 5|d,,,y: 132 |cy : SS‘T 77
nombre d'orbites pour cette configuration : 455 — bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 4
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,47) -- taille des pixels : 5
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3.10 Puissances de 2

Pour les coefficients suivants, une configuration est spécifique d’une taille de la
forme 2™,

|a,0x: 3|a,,,, : U‘byn 1 |dy,x; 1|cx; 1|S; 16 |a,(>x: 3|a,,,x : 0|by,x: 1 |dy,x : 1|cx: 1|S 132
|ax>y: O|ay>y: 1 ‘byw 01 |dy,y: 1|cy H 0|T; 16 |ax>y: D|ay>y: 1|by>y: 1 |dy>y H 1|c)r H 0|T 132
nombre d'orbites pour cette configuration : 32 -- bijection nombre d'orbites pour cette configuration : 64 -- bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 8 20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 16
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5 taille des pixels : 5

‘anx : Slay»( : Olby,,(: 1|d,,>x : 1‘(:,( : 1‘8: 64

‘any H Olapy: 1|by>y: I|dy>y: 1‘@y : D‘T 164 |ax>x : 3‘3y>:< :U‘by,x : 1|dy,,< : 1|cx : wls 1128
nombre d'orbites pour cette configuration : 128 -- bijection |ax>y : U‘awy 1 ‘bwy : 1|dy>y : 1|cy : 0|T: 128
20 (0, 0) --rang 1 -- cardinalité 32 nombre d'orbites pour cette configuration : 256 -- bijection

couleur par rang, palette pondere 20(0,0)~rang 1 cardinalité 64
couleur par rang, palette pondere

taille des pixels : 5 taille des pixels : 4
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3.11 Spirales

Pour b, ,différent de 1, la fonction est généralement surjective.

|ax>x: D‘apx 1343 |by>x : 73‘:!3,»( 178 |cx 188 ‘S 1344 |ax>x: D‘apx : 352|by,x :8|d!,>x 19 |c,(: 12 ‘S 1353
|ax>y: 1‘35,>y 1 |bysy 5?‘:!3,” 137 Icy : 122‘T 1344 |ax>y: 1‘35,>y 1 |bysy: ?|dy>y : aolcy: 148‘T: 353
nombre d'orbites pour cette configuration : 2081 -- surjection nombre d'orbites pour cette configuration : 3140 -- surjection
20 (2, 2) -- rang 19 - cardinalité 505 20 (2, 2) -- rang 31 - cardinalité 216
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (241,0) -- taille des pixels : 1 décalage sur le tore : (328,0) -- taille des pixels : 1

|ax)x: D‘apx 1343 |by>x : 73‘:!3,” 178 |cx 188 ‘S 1344 |a,0x: D‘ay” : 395|by,x :9|dy>x : 10|c, :0 ‘S 1400
|ax,y: 1‘35,>y 10 |bysy 5?‘dy>y 137 Icy : 122‘T : 344 |ax,y: 1‘35.>y 1 oyt 1|dy>y 1 ICV : 2UU‘T: 400
nombre d'orbites pour cette configuration : 3324 -- surjection nombre d'orbites pour cette configuration : 2778 -- surjection
20 (2, 2) - rang 57 - cardinalité 128 20 (2, 2) - rang 59 -- cardinalité 1016
couleur par rang, palette pondere couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (241,0) -- taille des pixels : 1 taille des pixels : 1
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o Ol 1758l 1hi 20 s 1600
oy s 1 1Ky 2y s 1300
e doriespour cte confuraton 809659 - sucion
200,01 rang 1 cardal 59
vl arrang,plee ponere
décalage sur le tore : (1392,0) - taille des pixels : 1
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4 Explorations complémentaires

De nombreuses autres configurations restent a explorer. Quelques pistes sont
proposées ici.

4.1

T+S

On peut différencier S et T, I’application est alors généralement surjective.

(A

-7
=i

oo Ofaysc: 148]bysx : 1fdpsx: Tles 0 |52 150
By - Tlay>y s 1 |b,)y: 1‘(1,,y 1‘cy 34"[ 1150
nombre d'orbites pour cette configuration : 3752 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 6
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 3

[ss: Ofagsn: 148 ]bys: 1 [y Tlex: 0[5 : 150
Aoy D 1{aysy 11 [Pysy 1[dysy 1‘(:y Ed‘T 1151
nombre d'orbites pour cette configuration : 3654 -- surjection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 12
couleur par rang, palette pondere

taille des pixels : 3

|am : 0|ay>x: 149|b,>x 1 ‘dy,x 1 ‘cx [ ‘s 1150
Ia*W 1 |ay>y: 1 |by,y: 1‘dy>y‘ 1‘cy‘ 34"[ :152
nombre d'orbites pour cette configuration : 3559 -- surjection
20 (0, 0) -- rang 1 - cardinalité 18
couleur par rang, palette pondere

taille des pixels : 3

|ax>x.0|ay>x: 149|by>x: 1|d,,>x 1‘cx 0 ‘s: 150
IaXW' 1|ay>y: 1 |by>y: 1|dy>y‘ 1‘::y : B4‘T 154
nombre d'orbites pour cette configuration : 3373 -- surjection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 18

couleur par rang, palette pondere

décalage sur le tore : (0,4) -- taille des pixels : 3
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4.2 Vue en fils

aox 0 ayss : 537[bym ¢ tlays: Tlex:0 |52 551
oy :362fagsy 1 oyt ‘dm 1 ‘cy 215‘1 1851
nombre d'orbites pour cette configuration : 12 - bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 73080
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (1,5) -- taille des pixels : 1

acsx: 0 Jaysx:537bysn: 1faysec toc:0 |5 551
2oy :382[ayy 1 [oyoy: ‘uw 1|c, EIE‘T; 551
nombre d'orbites pour cette configuration : 12 - bijection
20 (12, 10) -- rang 9 - cardinalité 28
affichage limité a I'orbite de 20 | couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (52,0) -- taille des pixels : 1

4.3 Divers

|ax>x 1 |ay,x : 107|b,>x 1 |dij : 13|cx 1 |S 184
|ax>y : D|aWy o1 |bv>y o1 Id!ﬁ)’ 1 |c 0|T 184
nombre d'orbites pour cette configuration : 461 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 84
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

[as: 1oy Olbyss 1 Jdgsr: tex: 1] - 134
‘ax,y 1 |ay)y. 1 ‘bm 131 ‘dww 1|cy : U‘T 1134
nombre d'orbites pour cette configuration : 3 - bijection
20 (0, 0) -- rang 1 -- cardinalité 8844
couleur par rang, palette pondere
décalage sur le tore : (0,1) -- taille des pixels : 4
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|ax>, : 67‘ay,, : 64‘!:\,,, 1 |dy,x : 15|c, o1 |S 165
|ax>y :0 ‘am, o1 ‘bwy o1 Ide Hl |cy H |T 165
nombre d'orbites pour cette configuration : 7 -- bijection
20 (1, 30) - rang 1 - cardinalité 260
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

4.4 Généralisation de la fonction

Par la suite on pourra proposer des généralisations de G en ajoutant des coefficients,
en changeant les fonctions.

Il est par exemple possible d’adopter la forme suivante :

2(n+1) = arre | 220(n) | + ayre | #22y(0)| + cp (modS)

bm>y

y(n+ 1) = auy | 5220 (0) | + gy | 222y(0) | + .y (modT)

dy>y

Cette fonction géneére les visualisations suivantes.

-

—

B 171 B 1 oo 17[ago = 1oy tyon: 1 e 0[5 - 68
oy 1 1By 1] doy 1 [agoy = 1]oysy : lyoy: 372fey - 0f7 - 68
nombre d'orbites pour cette configuration : 884 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 -- cardinalité 2
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5

Jaox 45| o - 88 o= 23y 67]ysn: 1]eyoe 1 fexz0fs 168
oy 1 [IBoy =1 ooyt 1 [apy s 1 |oysy: 1oy :372]c, O[T 68
nombre d'orbites pour cette configuration : 452 -- bijection
20 (0, 0) - rang 1 - cardinalité 253
couleur par rang, palette pondere
taille des pixels : 5
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