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Résumé :

Cet article se place dans le cadre d’une logique
multi-valente possédant un ensemble fini et totalement
ordonné de valeurs de vérité noté L);. Il étudie un
opérateur d’agrégation configurable, dénommé ABOP,
pour ABating OPerator, opérateur a la baisse. L article
se concentre sur la capacité de 1’opérateur d’implémenter
toute t-norme : le théoréme principal de I’article pro-
pose une démonstration constructive de 1’existence de
configuration pour toute t-norme de £);, montrant ainsi
qu’ABOP en est une généralisation. De plus, il fournit
le jeu de parametres correspondant, défini par I’implica-
tion résiduelle associée dans £ j; ala t-norme considérée.
Larticle se penche ensuite sur quelques exemples de t-
normes classiques de la logique floue, adaptées a L, et
en examine les parametres comme des instanciations du
théoréme de représentation.

Mots-clés :
logique multi-valente, opérateur d’agrégation, t-
normes

Abstract:

This paper considers the framework of a many-valued
logic using a finite and totally ordered set of truth de-
grees, denoted L. It proposes a study of a configu-
rable aggregation operator, called ABOP, for ABating
Operator. It focuses on its capacity of implementing any
t-norm : the paper’s main theorem offers a constructive
proof of the existence of a configuration for any given
t-norm in £y, showing ABOP is a generalisation of t-
norm operators. Furthermore, it specifies the correspon-
ding parameter values, defined by the residuated impli-
cation associated in £,; to the considered t-norm. The
paper then considers examples of classical fuzzy logic t-
norms, adapted to £/, and examines the corresponding
parameters, as instantiations of the general representation
theorem.

Keywords:
many-valued logics, aggregation operator, t-norms

1 Introduction

Cet article se place dans le cadre d’une lo-
gique multivalente [4, 8] utilisant M degrés de
vérité de 1’ensemble fini, dénombrable et to-
talement ordonné Ly, = {79,...,7a_1}, OU
To < 73 & a < . Ces degrés couvrent, a
une granularité variant avec M, les différents
niveaux de vérité, de 7, signifiant ‘faux’, a
Tvm—1, pour ‘vrai’ : ils définissent une échelle

de degrés de vérité discrete, entre 1’échelle bi-
naire {0,1} et I’échelle floue continue [0, 1].
L’agrégation y est essentiellement faite a 1’aide
d’opérateurs logiques [4], tels que des t-normes,
des t-conormes ou des implications, et inclut,
au-dela du cadre purement logique, quelques
opérateurs arithmétiques [11]. Ces opérateurs
d’agrégation, qui combinent plusieurs valeurs
d’entrée en une unique valeur de sortie, pro-
posent des sémantiques pouvant mettre en
ceuvre divers principes, comme des comporte-
ments conjonctifs, disjonctifs ou de compromis,
et proposer d’autres propriétés comme le ren-
forcement par exemple [2,5].

Cet article étudie d’une part des opérateurs
d’agrégation conjonctifs, les t-normes [7] et
d’autre part I’opérateur ABOP [9], proposé dans
le contexte applicatif de la cotation de 1’in-
formation. Cette tache [3] vise a mesurer la
qualité d’une information, par exemple com-
prise comme la confiance qu’on peut lui ac-
corder. Elle est le plus souvent mesurée par
I’agrégation des évaluations de plusieurs di-
mensions qui qualifient par exemple le contenu
ou la source de I’information, comme sa plausi-
bilité et sa crédibilité pour le premier, la fiabilité
et la compétence pour la seconde [9].

L’opérateur ABOP a été introduit comme un
opérateur paramétrique général, mettant en
ceuvre une influence a la baisse sur son pre-
mier argument, qui lui donne son nom : for-
mellement Vz,y ABOP(z,y) < z. Pour la co-
tation d’informations, cette propriété est utilisée
pour agréger, par exemple, les effets de la fiabi-
lité et la compétence d’une source : I’évaluation
d’une information dont la source est peu fiable
n’augmente alors pas, méme si celle-ci est
compétente. Afin d’augmenter I’expressivité de



I’opérateur ABOP, la seule contrainte addition-
nelle imposée est une monotonie croissante en
ses deux arguments.

Il a été montré [10] que la famille d’opérateurs
paramétriques ABOP est plus générique que
les t-normes ces dernieres satisfont les
contraintes de monotonie et de comporte-
ment a la baisse mais en ajoutent d’autres
comme la commutativité, 1’associativité et
I’existence d’un €lément neutre. Les opérateurs
ABOP permettent de représenter d’autres types
d’agrégation, des degrés de sévérité variables
ou I’absence d’élément neutre, illustrant leur
polyvalence [10].

Cet article examine, réciproquement, si 1’en-
semble des t-normes est plus général que ce-
lui des ABOP : il étudie si toutes les t-normes
sont incluses dans la famille paramétrique des
ABOP ou s’il existe des t-normes prenant
d’autres formes. Il répond par la négative a cette
derniere interrogation : il établit un théoréme
de représentation pour toute t-norme sur L,
et fournit une preuve constructive de I’exis-
tence de ces configurations, produisant les jeux
de parametres associés. Il montre que ceux-ci
sont définis par I’implication résiduelle associée
dans L£,; a la t-norme considérée, qui peut
différer de la transposition a £,; de I'implica-
tion résiduelle associée dans le cas flou continu.
Larticle examine ensuite quatre exemples de t-
normes classiques en logique floue, ramenées
au cadre de L, et fournit leurs configurations
en illustration.

Larticle est organisé de la facon suivante : la
section 2 propose un rappel sur I’agrégation
dans L, en détaillant le cas d’ABOP. La sec-
tion 3 présente le résultat principal, établissant
le théoreme de représentation pour toute t-
norme en ABOP. Elle offre également quelques
commentaires sur la configuration paramétrique
induite, ainsi que la structure minimale de toute
t-norme dans ce cadre. La section 4 illustre 1’ ap-
plication du théoréme a diverses t-normes de
référence. La section 5 conclut I’article.

2 Agrégation dans L),

Cette section offre un rappel sur I’agrégation
dans Lj;, en se concentrant sur les deux types
d’opérateurs traités dans 1’article : les t-normes
dans L)/, en adaptant les définitions issues de
la logique floue, et la famille d’opérateurs pa-
ramétriques ABOP.

2.1 Les t-normes sur L,

De  fagon générale, un  opérateur
d’agrégation sur L), est une application
F: Ly x Ly — Ly. Ne considérer que le
cas a deux arguments n’est pas restrictif pour
les t-normes, puisqu’elles sont, par définition
(voir ci-dessous), associatives.

Si I'on transpose les propriétés imposées
en logique floue, une t-norme T sur Ly
est un opérateur d’agrégation satisfaisant les
contraintes suivantes, pour tout 7,, T3 et

Ty € L
— commutativité : T (7., 75) = T (78, o)
— associativité :
T(T(7a; 78), 7) = T(7a; T(75,74))
— monotonie :

$iTq < Ty, T(Ta,78) < T(7y,75)
— élément neutre : T (Tp/_1,7T0) = Ta

On peut citer par exemple la t-norme de Za-
deh Fy(7,,73) = min(7,,7s), ainsi que les
autres formes étudiées dans la section 4.
Dans Lj;, définir une t-norme, voire tout
opérateur d’agrégation F', est équivalent a
préciser les M? coefficients de la matrice don-
nant le résultat de F'(7,,73) pour tout couple
Ta, T3 € L. Cependant, une telle définition
explicite et exhaustive rend I’interprétation de
I’opérateur difficile. Les définitions fonction-
nelles, posant, par exemple, /' = min, aident
a aborder ce principe sous-jacent. Comme dis-
cuté plus loin, un des avantages de 1’opérateur
ABOP est de fournir une représentation gra-
phique qui augmente sa lisibilité, ainsi qu’une
matrice creuse, ayant moins de M? parametres.

2.2 ABOP : définition

ABOP, introduit dans [9] et précisé dans [10],
désigne une famille paramétrique d’opérateurs
sur Ly;. Il dépend d’une matrice creuse de



M x M parametres k :
k C{krl € Ly, a0,y € [0, M — 1]} (1)

devant satisfaire les contraintes présentées dans
la section suivante. L’ opérateur F); s’écrit :

Fy(Ta,m3) = min{7, € LT3 < K1} (2)

La figure 1 présente un tel opérateur dans le cas
d’une logique a cinq degrés, L;. Les disques
représentent les degrés de Ls, de 79 a 74, et
correspondent soit a différentes valeurs de 7,
soit a la sortie de I’agrégation, F.(7,, T3).
Les étiquettes des fleches représentent les pa-
rametres £, qui contraignent le passage de 7,
a 7,. Le calcul de Fy(7,, 73) consiste alors a
partir du disque 7, et suivre les fleches dont les
étiquettes ~], sont supérieures a 73. Le résultat
est le plus petit des 7, accessibles, le disque le
plus a gauche tel que 75 < K.

Cette représentation graphique peut étre
vue comme augmentant la lisibilité et 1’in-
terprétabilité du comportement de 1’opérateur.
Par exemple, le fait que toutes les fleches de
la figure 1 pointent vers la gauche est une
illustration de la propriété a la baisse d’ ABOP :
la sortie de 1’agrégation est inférieure a la
valeur initiale, le premier argument.

Dans le cadre de la cotation de 1’informa-
tion évoqué dans I’introduction, les disques
correspondent a 1’évaluation, dont la valeur
est initialisée par la fiabilit¢ de la source.
Supposons, par exemple, que celle-ci prenne
la valeur médiane 75. Son agrégation avec
la compétence de la source est une transi-
tion vers un des disques au bout d’une des
fleches émanant de 73. La compétence, suppo-
sons évaluée a 7,;_1, est comparée aux colts
de transition nﬁ , afin de déterminer les transi-
tions autorisées, celles dont le colt est supérieur
a 7y—1. Lagrégation est donc le disque le plus a
gauche d’une transition acceptable. Comme les
fleches pointent toutes vers la gauche, celle-ci
sera nécessairement strictement inférieure a 3.

2.3 ABOP : parametres

Les parametres x donnés dans 1’éq. (1) doivent
satisfaire plusieurs contraintes afin d’assurer

0
K3

FIGURE | — F(7,,73) dans L;, tiré de [9].

que la fonction définie dans I’éq. (2) soit bien-
définie et qu’elle ait les propriétés voulues (in-
fluence a la baisse sur son premier argument
et croissance en ses deux arguments, cf. [9]).
Cette section résume ces contraintes, avec les s
présentés sous forme matricielle.

Contraintes Formellement, quatre conditions
sont imposées a la matrice de parametres
(voir [10] pour une discussion et une justifica-
tion) :

(P1) chaque ligne possede au moins une occur-
rence de la valeur 7),_1, sur la diagonale ou
dans une colonne plus a gauche;

(P2) les valeurs sur chaque ligne sont ordonnées
et croissantes ;

(P3) étant donné une position a;; de la ma-
trice, toute valeur située dans la sous-matrice
inférieure (i.e. ay; tel que k& > 1 et < j) est
inférieure a celle de a;; ;

(P4) certaines cellules peuvent étre vides.

La parcimonie de la matrice est essentielle
puisque, sans elle, il serait plus pertinent et
pas plus coliteux de définir explicitement et
completement les valeurs de F,.(7,,75) pour tout
couple (74, 73) € L3,. Cette parcimonie a deux
causes : I’existence de cellules redondantes et
celle de cellules non définies, discutées tour a
tour ci-dessous.

Valeurs redondantes Certaines cellules de la
matrice sont redondantes parce que sur chaque
ligne « une unique occurrence d’une valeur
peut étre conservée parmi les x” : 1’opérateur
ABOP reposant sur l’utilisation du min, les
répétitions de valeurs ne modifient pas le
résultat final.



En conséquence, la combinaison de (P1) et (P2)
implique que ~ est, au pire, une matrice tri-
angulaire inférieure : seule 1’apparition la plus
a gauche de chaque valeur est conservée et,
d’apres (P2), chaque ligne contient 7,1, au
moins sur la diagonale. La matrice contient
donc, au maximum, M (M — 1)/2 coefficients.
Parce que la redondance peut également ap-
paraitre dans le triangle inférieur gauche, le
nombre de coefficients peut €tre inférieur.

Valeurs indéfinies La parcimonie de la matrice
est de plus due au fait que certaines cellules sont
non définies, n’ayant pas de valeur autorisée.
Ceci est vrai, par exemple, sur n’importe quelle
ligne, de toutes les cellules situées a gauche
d’une apparition de 7y. Des valeurs dans cette
situation pointeraient vers des valeurs exclues,
ne pouvant étre atteintes [10].

De fait, 'instanciation de ABOP consiste a
choisir, sur chaque ligne, la position de 7,1,
sur la diagonale ou a sa gauche, I’éventuelle po-
sition de 1y et celles des valeurs intermédiaires,
en satisfaisant les contraintes entre lignes et
laissant, parfois, des cellules vides.

3 Représentation de t-normes

sur £,; en ABOP

Cette section contient le résultat principal de
I’article, le théoreme de représentation selon le-
quel toute t-norme sur Lj; correspond a une
configuration d’ ABOP, dont les parametres sont
définis par I’'implication résiduelle qui lui est
associée dans L. Elle étudie d’abord les pro-
priétés de la matrice définie par ces coeffi-
cients et montre qu’elle satisfait les condi-
tions spécifiant une configuration ABOP. Le
théoreme montre ensuite que cette configura-
tion induit la t-norme considérée.

3.1 Résultat préliminaire

Etant donné une t-norme T sur £, X Ly, 'im-
plication résiduelle associée I+ est la fonction
de L), X L) dans L, définie par

I (7o, 78) = max{ry, € Ly| T (70, 7) < 75}
3)
Cette définition transpose celle donnée dans le
cadre de la logique floue [1] en remplacant

I’opérateur sup par max puisque I’espace de
définition considéré, L;;, est discret. De plus,
il n’y a pas de contrainte de continuité a gauche
pour les t-normes, pour la méme raison.

Il faut noter que, comme illustré dans la sec-
tion 4 pour la t-norme drastique, 1’opérateur
ainsi défini peut différer de la transposition au
cas de £, de I'implication résiduelle associée
a une t-norme floue.

Pour une t-norme T fixée, cette section étudie
la matrice de taille M x M dont les coeffi-
cients sont définis par I’implication résiduelle
associée et montre qu’elle forme un jeu de
parametres correspondant a une configuration
d’un opérateur ABOP.

Lemme 1. Erant donné une t-norme T sur L,
les parametres définis par

Kb = I7(Ta, 5) 4)

constituent une configuration correcte d’ ABOP,
de fonction F, telle que donnée dans I’éq (2).

Démonstration. La démonstration consiste a
montrer que toutes les conditions mentionnées
dans la section 2.3 sont satisfaites.
(P1) est satisfaite car, pour tout «,

’KLZ = max{7'7|T(7-a, T'y) < Ta} = TM-1

En effet, M — 1 fait partie de I’ensemble des
candidats car T (7,, Tas—1) = T, puisque Tp;_1
est I’élément neutre de T. Calculer le maximum
sur I’ensemble des candidats + conduit alors
bien a K = Tp/—1 puisque Ti7—; est ’élément
maximal de L.

Cette propriété découle aussi des propriétés de
Uimplication : k¢ = I1(Ta,Ta) = Tum-1
redémontrée ci-dessus.

(P2) est satisfaite car, pour tous «, f3, 0, si
£ <9, /fg < /f‘;. En effet, si 5 < 9, pour tout -,
T(7a,7y) < 75 implique que T(7,,7,) < 7s.
Aussi,

{7 T (70, 77) <78} C AR T (70, 7) < 75}

Le calcul du maximum de ces deux ensembles
conduit a I’inégalité souhaitée x° < k3.



Cette propriété découle aussi de la monoto-
nie de I'implication en son second argument,
redémontrée ci-dessus.

(P3) est satisfaite en raison de la monotonie
de T : pour tous «, 5, 1, 6 tels que n > «
et 0 < [ (c’est-a-dire tels que Kif] est dans
la sous-matrice gauche de x7), (P2) implique
que ng < ng , eton a /<¢;B] < wg, par monoto-
nie de /T en son premier argument ou, de facon
équivalente, parce que pour tout vy, la monoto-
nie de T implique que

T(Ta,78) < T(7y,73), aussi

{T| T (s 7y) < 78} C AT (70, 7) < 75}
Le calcul du maximum de ces deux ensembles
conduit a I’inégalité souhaitée /12 < /fg.

(P4) est satisfaite car 1’équation (4) spécifie
toutes les valeurs, n’en laissant aucune non
définie. Aussi, la parcimonie de la matrice ne
peut provenir que de valeurs redondantes. [

3.2 Théoreme de représentation

Cette section démontre le principal théoreme de
I’article, offrant une preuve constructive de la
configuration d’ABOP correspondant a une t-
norme donnée. Plus précisément, cette configu-
ration est celle définie dans le lemme 1 :

Théoreme 1. Toute t-norme T définie sur
Ly X Ly est obtenue par la configura-
tion ABOP définie par les paramétres

/@-ﬁ = I7(Ta, 78)

Démonstration. Soit T une t-norme définie
sur Ly X Ly et £ comme spécifié dans
I’équation (4). D’apres le lemme 1, ces ~ consti-
tuent une configuration valide de I’ABOP Fi.
On a de plus

F(Ta,78) min{7, € Ly|7s < K}
= min{7, € Ly|7p < I7(7a, 7)) }
= min{7, € Ly|T(70,73) < 7}

= T(Ta»T8)
La premiere égalité utilise la définition de F

rappelée dans I’équation (2), la deuxieme uti-
lise la définition des parametres considérée. La

troisieme utilise la propriété d’adjonction de
la t-norme avec son implication résiduelle as-
sociée [1]

T({E,y) SZ ssi ?/SIT(%Z)
satisfaite pour toute t-norme dans le cas £, dis-
cret (preuve sans difficulté omise). ]

3.3 Structure minimale

Cette section €tudie I’effet des propriétés des
t-normes sur 1’opérateur ABOP et la forme
générale de la matrice de parametres associés :
pour toute t-norme, la représentation non redon-
dante de la matrice induite par I’équation (4)
a les deux propriétés (T1) et (T2) données ci-
dessous. (T1) spécialise (P1) et (T2) est une ca-
ractérisation additionnelle par rapport aux pro-
priétés générales discutées dans la section 2.3.

(T1) les termes diagonaux valent 7,1,

(T2) laderniere ligne contient toutes les va-

leurs de 7y to Tp7—1.
En effet, (T1) a été établi dans la preuve du
lemme 1, dans la démonstration de (P1). (T2)
est une conséquence directe de la définition
générale de x° donnée dans 1'éq. (4) : pour
a = M — 1, par définition de 1’élément neutre
de T, pour tout 7y, T(Ta—1,7) = Ty, et le
plus grand 7, tel que T (Tp—1,7y) = 7, < T3
vaut 73. Aussi Iié\z_l = T3.
La matrice de parametres a donc la forme glo-
bale suivante, ou la partie supérieure droite est
vide et la partie inférieure gauche est remplie
selon 1’équation (4), chacune étant filtrée selon
le principe de redondance :
o -
TM—1
TM-1

TM-1

T0 1 TM—2 TMmM—1]

De facon équivalente, la représentation gra-
phique de I’opérateur ABOP pour toute t-norme
présente une structure commune : des fleches de
chaque cercle vers lui-méme, étiquetées 75,1,



et du disque 7,1 vers chaque disque. Pour fa-
ciliter leur comparaison d’une t-norme a I’autre,
ces fleches communes sont représentées en gris
sur les figures données dans le tableau 1.

4 Exemples : représentations de
quatre t-normes sur L),

Cette section instancie le théoreme établi dans
la section précédente et examine la configu-
ration ABOP qu’il induit pour quatre cas de
référence, les t-normes de Zadeh, Lukasiewicz,
nilpotente minimale et drastique. Le tableau 1
donne, dans la premiere colonne, le nom et
I’équation de la t-norme définie sur L,;, la
formule de I'implication résiduelle associée,
qui définit k°. Les autre colonnes fournissent
la représentation matricielle associée et la
représentation graphique dans le cas Ls.

La démonstration est omise dans les trois pre-
miers cas, ou les coefficients obtenus corres-
pondent a une transposition dans £,; de I'im-
plication résiduelle du cas flou, les preuves étant
identiques. Elle est donnée uniquement dans le
cas de la t-norme drastique, ou le passage a un
univers discret conduit a une différence.

T-norme de Zadeh Comme indiqué dans la
premiere ligne du tableau 1, la configura-
tion ABOP correspondant a T(7,,73) =
min(7,,75) conduit, dans la représentation
matricielle, a des valeurs sous la diago-
nale constantes dans chaque colonne. La ma-
trice triangulaire inférieure est non parcimo-
nieuse, contenant le nombre maximal de pa-
rametres M (M — 1)/2.

La matrice est, comme attendu, cohérente avec
la proposition établie dans [10]. La différence
vient de la facon dont ces résultats sont ob-
tenus : dans [10], cette configuration est arbi-
trairement considérée et 1’article montre qu’elle
permet en effet de représenter la t-norme de
Zadeh. Ici, I'utilisation du théoreme 1 per-
met d’établir ce résultat en justifiant son
établissement.

T-norme de Lukasiewicz La configuration
d’ABOP correspondant a la t-norme de

Lukasiewicz est elle-aussi une matrice trian-

gulaire inférieure non parcimonieuse, mais
differe de la version de Zadeh par les valeurs
des cellules : celles-ci ne sont plus constantes
en colonne, la colonne 3 contient ici toutes les
valeurs de 73,1 a 73, en ordre décroissant.

Ce résultat est aussi, comme attendu, identique
a celui de [10], obtenu comme un cas particulier
du théoreme 1, et non proposé arbitrairement.
La représentation graphique a la mé€me struc-
ture que celle de la configuration de Zadeh, avec
d’autres étiquettes, supérieures, sur les fleches.

T-norme nilpotente minimum La configu-
ration obtenue pour la t-norme nilpotente
minimum, qui est plus sévere que les t-
normes précédentes, conduit a une matrice
plus parcimonieuse : en effet, I’expression
max(Ta/—1-a, 7g) montre que des valeurs sont
répétées dans une ligne jusqu’a la colonne [.
A titre d’exemple, dans I’avant-derniere ligne
de la matrice, la deuxiéme colonne ne contient
pas la valeur 7y, redondante avec la premiere
colonne.

La t-norme drastique Le cas extréme de la t-
norme drastique, dont la définition est rappelée
dans la derniere ligne du tableau 1, conduit
a une matrice fortement parcimonieuse. La
preuve est ici détaillée, car le cas de £, differe
du cas continu, et n’est pas une transposition de
I’implication de Weber qui en est I’'implication
résiduelle floue associée (cf par exemple [6]).
La définition des coefficients est en effet

TM—1 S1Tq <73
/@3 =< T3 81 To = Tar—1
Tym—o SInon

Démonstration. Si 7, < 7g, Tar—1 fait partie
des candidats parmi lesquels le maximum doit
étre calculé dans la définition de 1’équation (3)
puisque T (7o, Tar—1) = T < 75. C’est donc le
plus grand des candidats.

Le second cas, ou 7, = Tup_1, €St une
conséquence directe de la définition d’une t-
norme et de la contrainte sur 73 : pour tout 7,
T(Tam-1,7y) = Ty. Aussi, le plus grand 7 tel
que T (7ar-1,7,) < 73 est 75.

Le dernier  cas s’applique quand
T3 < To < Tm—1- 1 (Ta,7y) vaut alors 7



T-norme, expression
et configuration F}; associée

Représentation matricielle

Représentation graphique
cas L5

Zadeh “
T(7.,.75) = min(7,,. T M -1 7 R
(T 75) (7a; 75) T TM-1 a /\
To T TM-1 - 4 @ ®@ -0 ("]
B ) TM-1 S1Ta < 73 0 1 T2 TM-1 i \\
@ T8 sinon : : :
L 7o 1 72 TM—1
Fukasiewicz
T(Ta,T8) = T [Ta—1 . i
3 max(a+5—(M—-1),0 2 g
( (M=1)0) TM-2 TM-1 = 2
8 _ T™™M-3 TM-2 TM-1 . e e .0 e
Fa = TM—4 TM-3 TM-2 TM-1 /\ .
TM—1-at+8 S1Tq > T3 n
TM-1 smon 51 To T3 TM—1
70 71 T2 TM—1
Nilpotente minimum
T(Ta,T8) = “
min(r,, 78) Sl Tayp > Ta—1  [TM-1 . .
{ T sinon T™M-2 TM-1 N .
0 TM-3 TM-2 TM-1 . O "0 .0 "0
5 TM—-4 TM-3 TM-2 TM-1 . 4 N ™
H:Oé - . . .
max(Ta—1-a,7g) Si 7o > Tp Tl T TM—1
TM—1 sinon L 70 71 72 T™M—1]
Drastique
T(TO“ T/B) = 70
Tg S1Tq = Tm—1 s 1 7 ) i
To SITg=Tp_1 T™M-2 TM-1 7N .
. TM—2 TM -1 p y K y
1 osiT, < :
8 TM—1 S. Ta =78 TM—2 TM—1
Ry = B S1 To = Th—1 L 70 T1 T2 TM—1 |
Typ—o  SINON

TABLEAU 1 — Représentation de 4 t-normes sur £, dans le cadre ABOP



(si 7y # Tam—1) ou Ta—q (si 74= Tay—1). La
seconde possibilité ne vérifie pas la contrainte
T(Ta, ™) < 7. La plus grande valeur que 7,
peut alors prendre en respectant la condition
7, # Tam—1 est alors la seconde plus grande
valeur de L, Tar—o. Dans le cas flou, continu,
I’utilisation du sup conduit dans ce cas a
associer la valeur 1, alors que dans le cas
discret de L;;, I'utilisation du max conduit a
une valeur strictement inférieure a 75;_1. O

En utilisant la représentation parcimonieuse,
ou seule I'occurrence la plus a gauche de
chaque valeur observée est conservée, cette
définition est équivalente a celle donnée dans
la colonne centrale du tableau 1. Elle conduit
a une matrice plus creuse que toutes les t-
normes précédentes : elle ne contient que
3(M — 1) valeurs, dans la premiére colonne, la
derniere ligne et sur la diagonale. De méme, la
représentation graphique contient bien moins de
fleches. En effet, 1a t-norme drastique n’autorise
que les transitions allant vers 7y, a I’exception
de celles incluant I’élément maximal neutre.

5 Conclusion

Cet article a proposé un théoreme de
représentation pour toute t-norme dans le
cadre de ABOP, proposant de nouveaux ar-
guments quant a 1’expressivité de 1’opérateur
d’agrégation : il peut encoder toute t-norme
ainsi que d’autres opérateurs moins contraints.
La représentation graphique permet de vi-
sualiser les parametres, ce qui peut étre
considéré comme permettant d’augmenter 1’in-
terprétabilité de ces opérateurs d’agrégation.
Cette représentation graphique pourrait encore
étre enrichie, par exemple a ’aide de couleurs
ou d’épaisseurs variables des fleches, afin de
fournir plus d’informations sur les cofits de
transition associés, wg.

Les travaux en cours portent sur 1’exploration
des représentations matricielles et graphiques
des t-normes, par exemple afin de définir un
degré de sévérité dépendant des parametres k.
Il sera intéressant d’examiner dans quelle me-
sure ces représentations aident a caractériser les

t-normes en fonction de leurs comportements
intermédiaires, entre les extrémes que sont Za-
deh et la t-norme drastique. D’autres directions
de recherche incluent I’étude des contraintes sur
les matrices de parametres permettant de garan-
tir des propriétés telles que la commutativité,
1’associativité ou I’idempotence.
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