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A
près plus de 80 ans d'efforts et de résultats partiels,

une conjecture sur l’approximation des nombres irra-

tionnels en�in prouvée !

L’été dernier,  un pas important  a été franchi dans la compréhension des mé-

thodes d’approximation des nombres irrationnels par des fractions.

Les irrationnels s’écrivent avec une infinité de chiffres après la virgule et on ne

maîtrise plus grand-chose une fois cette virgule franchie :

et on pourrait remplir une infinité de pages de décimales !

Depuis longtemps on s’intéresse  à ces nombres irrationnels et aux diverses fa-
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çons de les approcher par des fractions faites de nombres entiers, c’est-à-dire

par des nombres rationnels.

On se donne un irrationnel  (par exemple  ou ), et on se demande quelles

sont les fractions irréductibles  qui permettent d’approcher suffisamment

près . Bien sûr on peut approcher  aussi près que l'on veut avec une infinité

de nombres rationnels, donc la question fait vraiment sens lorsque l'on souhaite

que l'erreur commise soit plus petite qu'une fonction qui dépend du dénomina-

teur employé.

On sait par exemple que la fraction continue de  peut être utilisée pour générer

des approximations rationnelles successives. On écrit

On a grâce à cette méthode les approximations bien pratiques dans certaines

utilisations    :  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,

, , etc.

Dans le cas général, et pour un irrationnel  donné, le théorème d’approximation

de Dirichlet  permet déjà de dire qu’il y a une infinité de fractions irréductibles

qui vérifient .

La  conjecture  de  Duffin-Schaeffer,  devenue  le  théorème  de  Koukoulopoulos-

Maynard généralise et précise ce résultat.

Le théorème s’énonce ainsi (voir  ) :

Théorème 1

Soit  une fonction quelconque des entiers naturels vers les

réels positifs ou nuls. Soit  l’ensemble de tous les nombres 

pour lesquels on peut trouver une infinité de fractions irréductibles  
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 qui vérifient .

Alors  est de mesure de Lebesgue  si et seulement si

où  est l’indicatrice d’Euler .

Si le théorème d’approximation de Dirichlet permet d’affirmer qu’il y a une infini-

té de fractions disponibles lorsque , il s’avère que même une petite va-

riation de  peut rendre impossible l’approximation de certains nombres irration-

nels  avec la nouvelle contrainte d'erreur.

En juillet  2019,  les  mathématiciens Dimitris  Koukoulopoulos de l’université  de

Montréal  (Canada)  et  James  Maynard  du  Mathematical  Institute  à  l’université

d’Oxford (Royaume-Uni), avait annoncé qu’ils avaient réussi à établir le résultat

énoncé sous forme de conjecture par Duffin et Schaeffer dès 1940. Le résultat a

été depuis publié dans la  revue Annals of Mathematics en juillet 2020.

Le théorème obtenu montre essentiellement que la divergence de la série im-

plique l’existence de l’approximation rationnelle.

L’implication  inverse  est  une  conséquence  du  lemme de  Borel-Cantelli  (celui

dans le sens le plus connu).

En effet,  soit   une suite  d’événements  dans un espace probabilisé

. Le lemme de Borel-Cantelli  affirme que si  alors

.

Dès 1924, Aleksandr Yakovlevich Khinchin, connu pour ses travaux en théorie des

probabilités, avait obtenu un résultat dans la même veine que la conjecture pro-

posée quelques vingt ans plus tard par Duffin et Schaeffer.

Dans leur article Koukoulopoulos et Maynard rappellent l’approche de Khinchin.

On suppose ici que la suite  décroit (une hypothèse forte) et que les

fractions  rationnelles  sont  telles  que  .  Khinchin  a  montré  que  si  
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, alors  ; et si la série diverge, alors .

Intuitivement comme le suggèrent  Koukoulopoulos et Maynard, on peut consi-

dérer les ensembles

de façon à avoir .

La première implication du résultat de Khinchin s’obtient en appliquant le lemme

de Borel-Cantelli avec la mesure de Lebesgue sur .

L’autre partie du théorème de Khinchin dévoile la réelle difficulté de nombreux

résultats partiels établis jusqu’à celui de Koukoulopoulos et Maynard.

En effet, il existe bien un lemme un peu moins connu de Borel-Cantelli  qui s’ap-

plique dans le cas des espaces de mesure finie et sous hypothèse d’indépen-

dance :  pour toutes les paires d'événements.

Dans ce cas, si la série  diverge, on a bien que -presque tous les élé-

ments de  appartiennent à une infinité de .

La difficulté dans le résultat de Khinchin, c’est que les  ne sont pas indépen-

dants. On la contourne en montrant qu’il y a cependant « assez d’indépendance

approchée » pour assurer que  est de mesure .

C’est en tentant de comprendre comment se débarrasser de la condition forte

qui impose que la suite  décroit que Duffin et Schaeffer ont pensé

qu’il  fallait  se  concentrer  sur  des  fractions   réduites  et  considérer  les  en-

sembles

de façon à avoir .

Comme dans le cas du résultat de Khinchin, Duffin et Schaeffer ont alors conjec-

turé que
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C’est ce premier résultat que le travail de Koukoulopoulos et Maynard établit. Le

lecteur intéressé par le contexte général dans lequel s'inscrivent ces questions

pourra consulter le livre Metric number theory de Glyn Harman  .

L’article de Koukoulopoulos et Maynard fait environ 50 pages que le lecteur moti-

vé pourra lire. Il comporte une introduction historique du problème qui permet

de saisir les points clés du travail effectué. Nous nous contentons ici de donner

une idée essentielle de la preuve qui consiste à utiliser des graphes, appelés

« graphes PGCD » ou « GCD graphs » en anglais, dont on mesure la complexité

qui sera à son tour reliée à la possibilité de résoudre le problème.

Le graphe aide à visualiser les relations entre les différents dénominateurs :

on relie deux dénominateurs par une ligne lorsqu'ils partagent un grand fac-

teur

— Dimitris Koukoulopoulos

Ces graphes permettent de comprendre les liens entre des nombres entiers en

signalant par un arc le fait qu’ils possèdent des diviseurs premiers communs.

Une stratégie consiste à augmenter petit-à-petit la structure du graphe en pas-

sant d’un graphe  à un graphe  plus complexe, tout en conservant le fait

que certaines informations importantes de  restent contrôlées par .

La méthode utilisant des graphes est une véritable nouveauté dans le domaine

qui a permis de rendre compte des relations complexes entre les entiers et les

diviseurs qu'ils partagent.

Sur le site de l’université de Montréal, Koukoulopoulos précise les choses :

Prenons les dénominateurs 10 et 15. Ils ont un grand facteur commun  :  le

= ∞ ⇒ λ(A) = 1.∑
q=1

∞ φ(q)ψ(q)

q

[2]

Gn Gn+1

Gn Gn+1

Plus précisément, voici la définition donnée dans leur article.

https://culturemath.ens.fr/thematiques/graphes/de-la-conjecture-de-duffin-schaeffer-au-theoreme-de-koukoulopoulos-maynard#footnote3_ibp6oz1
https://culturemath.ens.fr/thematiques/graphes/de-la-conjecture-de-duffin-schaeffer-au-theoreme-de-koukoulopoulos-maynard#footnote3_ibp6oz1
https://culturemath.ens.fr/thematiques/graphes/de-la-conjecture-de-duffin-schaeffer-au-theoreme-de-koukoulopoulos-maynard#footnote3_ibp6oz1
https://culturemath.ens.fr/thematiques/graphes/de-la-conjecture-de-duffin-schaeffer-au-theoreme-de-koukoulopoulos-maynard#footnote3_ibp6oz1
https://culturemath.ens.fr/thematiques/graphes/de-la-conjecture-de-duffin-schaeffer-au-theoreme-de-koukoulopoulos-maynard#footnote3_ibp6oz1
https://culturemath.ens.fr/thematiques/graphes/de-la-conjecture-de-duffin-schaeffer-au-theoreme-de-koukoulopoulos-maynard#footnote3_ibp6oz1


Auteur(s)/Autrice(s)

Frédéric Jaëck

Enseignant chercheur en histoire et philosophie des mathématiques.

Relecteur(s)/Relectrice(s)

Groupe CM�ENS Paris

Groupe d'auteurs CultureMath à l'École normale supérieure de Paris

CRÉDITS

nombre 5. Cela crée beaucoup d’approximations doubles, soit des nombres

qui peuvent être approximés avec des fractions à la  fois  sur 10 et  sur 15,

comme 3/10 et 4/15, qui sont très près. Dans le graphe, les dénominateurs 10

et 15 seront reliés par une ligne. Par contre, 7, qui n’a pas de facteur commun,

ne sera relié ni à l’un ni à l’autre.

Lorsqu’il y a trop de connexions dans le graphe, cela signi�ie que le dénomina-

teur a trop de facteurs communs et qu’il rendra l’approximation de plusieurs

nombres dif�icile. Pourquoi? Parce qu’on se retrouvera alors avec un petit bas-

sin de nombres approximés par trop de fractions, tandis que la plupart des

nombres n’auront aucune approximation. Donc, au �inal, il y aura trop de res-

trictions pour réaliser l’approximation de la majorité des nombres.

— Dimitris Koukoulopoulos

Il y aura probablement une suite et des conséquence inattendues à ce résultat

qui s'énonce facilement mais qui a nécessité des techniques sophistiquées pour

être démontré. Dans tous les cas, cet exemple illustre une nouvelle fois que des

outils particuliers, ici la notion de graphe, ressurgissent à des endroits inatten-

dus  en  mathématiques,  et  permettent  d'éclairer  de  façon extrêmement  puis-

sante des situations qui semblaient ne pas avoir de points communs. C'est là un

des aspects mystérieux des mathématiques que ce résultat récent et profond

vient nous rappeler.
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PARTAGER CET ARTICLE

  

 NOTES



1 Voir sur Wikipédia par exemple.

2 L’indicatrice d’Euler est définie par :

Par exemple :   car parmi les nombres de  à ,

seuls les quatre nombres , ,  et  sont premiers avec .

φ : N∗

n

⟶

⟼

N∗

card({m ∈  | m ≤ n et m premier avec n}).N∗

φ(8) = 4 1 8
1 3 5 7 8

3 Rappelons que  est l’ensemble des éléments de

 qui sont dans une infinité de . On peut donc reformu-

ler la conclusion du lemme de cette manière : « -presque

tous les  n’appartiennent qu’à un nombre fini de .

lim supn En

X En

λ

x ∈ X Ei

4 La démonstration n’est  pas très difficile  et  peut utiliser  le

lemme de Fatou, un exercice sympathique pour les leçons

d’agrégation !
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