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Convexité, pluri-sous-harmonicité et principe du
maximum dans les espaces de Banach

Anne-Edgar WILKE

RESUME. — Dans cet article, je m’efforce tout d’abord de rendre plus précise 'analogie
connue entre convexité et pluri-sous-harmonicité. J'introduis ensuite une notion de pluri-
sous-harmonicité stricte analogue a la convexité stricte, et je montre l'intérét de cette notion
pour I'étude du principe du maximum dans les espaces de Banach. En guise d’application, je
définis une notion d’intégrale directe L d’une famille d’espaces de Banach qui comprend a la
fois les espaces LP de Bochner, les sommes directes £? et les intégrales directes hilbertiennes,
et je montre que sous certaines hypothéses, lorsque p < oo, une intégrale directe L vérifie
le principe du maximum si et seulement si presque tous les membres de la famille vérifient
le principe du maximum. Cet énoncé peut étre vu comme une reformulation de plusieurs
résultats connus, mais la notion de pluri-sous-harmonicité stricte permet d’en donner une
nouvelle démonstration, qui a 'avantage d’étre courte, éclairante et unifiée.

1 Introduction

1.1 Convexité et pluri-sous-harmonicité

Les fonctions pluri-sous-harmoniques (en abrégé, psH) ont été introduites indépendam-
ment par Oka [24, p. 40] et Lelong [20, p. 306, déf. 1]. Dés les origines de la théorie, il
est apparu qu’il existe une certaine analogie entre fonctions convexes et fonctions psH; le
terme employé par Oka était d’ailleurs fonctions pseudoconvexes. Afin de mettre en évidence
cette analogie, Bremermann [4, pp. 34-38] a dressé une liste de propriétés satisfaites par
les fonctions convexes, et montré qu’a chacune d’elles correspond une propriété satisfaite
par les fonctions PsH.

Voici, a quelques reformulations pres, les idées essentielles de Bremermann. Une fonction
continue f : R — R est dite convexe, ou sous-linéaire, si pour tout intervalle compact I C R
et pour toute fonction affine a : I — R, I'inégalité f < a sur le bord de I entraine la méme
inégalité sur I. Une fonction continue f : R"™ — R est dite convexe, ou pluri-sous-linéaire, si
pour toute application affine y : R — R", la composée f o y est convexe.

De la méme facon, une fonction semi-continue supérieurement f : C - RU {—oo}
est dite sous-harmonique si pour tout compact connexe a bord lisse K C C et pour toute
fonction continue a : K — R harmonique sur l'intérieur de K, I'inégalité f < a sur le bord
de K entraine la méme inégalité sur K. Une fonction semi-continue supérieurement f :
C" — RU{—o0} est dite pluri-sous-harmonique si pour toute application affine y : C — C",
la composée f oy est sous-harmonique.



Comme le remarque Bremermann, il est possible de définir la convexité et la pluri-sous-
harmonicité plus rapidement de la maniere suivante. Une fonction continue f : R" — R est
convexe si et seulement si pour toute application affine y : R — R",

SO(=D))+ f(v(2))
5 :

f(y(0)) < (1)
Cela revient a demander que la valeur de f oy au centre de la boule unité de R soit majorée
par sa moyenne sur la sphére. De méme, une fonction semi-continue supérieurement
f :C" > RU{—o00} est PsH si et seulement si pour toute application affine y : C — C",

f(y(0) < %J f(y(e")de, 2)
0

ce qui revient a demander que la valeur de f oy au centre de la boule unité de C soit
majorée par sa moyenne sur la sphére.

A partir des données qui précédent, on est tenté de conclure comme Bremermann que
I'analogie entre fonctions convexes et fonctions PsH s’obtient en remplacant R" par C",
les applications affines réelles par des applications affines complexes, et les conditions de
sous-linéarité par des conditions de sous-harmonicité. De fait, ces idées sont largement
présentes dans la littérature sur le sujet; voir par exemple [16, p. 225]. Pourtant, j’entends
montrer que ce dictionnaire passe a c6té d’un fait essentiel et n’est donc pas satisfaisant.

En effet, un résultat fondamental, d@i a Lelong [20, p. 325, n° 17], affirme que les
fonctions pPsH sont stables par composition avec une application holomorphe, ce qui permet
de définir la notion de fonction PsH sur une variété holomorphe. Ce résultat ne figure pas
dans la liste de Bremermann, ce qui est compréhensible, car si ’on adopte son point de
vue, alors il n’y a pas de résultat analogue pour les fonctions convexes.

En fait, une fonction convexe est naturellement définie sur un espace affine réel, tandis
qu'une fonction psH est naturellement définie sur une variété holomorphe, ou méme sur
un espace analytique complexe *. Par conséquent, les applications affines réelles ne corres-
pondent pas aux applications affines complexes, mais plutot aux applications holomorphes.

Il est donc préférable de définir la notion de fonction psH de la maniere suivante : si X est
une variété holomorphe, une fonction semi-continue supérieurement f : X - RU{—00} est
dite psH si elle vérifie 'inégalité (2) pour toute application holomorphe y : D — X, o D C C
est le disque unité fermé, étant entendu qu’une application définie sur D est holomorphe si
elle est la restriction d’une application holomorphe définie sur un voisinage de D.

Dans le cas o X = C", si f vérifie cette inégalité pour toute application affine y : D — C",
alors f est PsH : C’est le contenu du résultat de Lelong. Mais il vaut mieux voir ce fait, non
pas comme une définition, mais pluté6t comme une caractérisation, valable dans un cas

1. L’approche utilisée dans cet article permettrait plus généralement de définir la notion de fonction
convexe sur n'importe quel espace topologique X, dés lors que 'on fixe une classe d’applications continues
¥ : [-1;1] — X jouant le réle des applications affines. Un cas important est celui ou X est une variété
riemannienne, les applications y étant les segments géodésiques. De méme, on pourrait définir la notion de
fonction psH sur n’importe quel espace topologique X muni d’une classe d’applications continues y : D — X
jouant le role des applications holomorphes.



particulier, et qui est d’ailleurs loin d’étre évidente. Nous n’en aurons pas besoin dans cet
article.

Au-dela de I'aspect esthétique, le fait de bien comprendre I'analogie entre convexité
et pluri-sous-harmonicité permet d’obtenir certains résultats non triviaux concernant les
fonctions psH en adaptant les démonstrations des énoncés correspondants, généralement
plus faciles, relatifs aux fonctions convexes. J'espere que les résultats présentés dans cet
article permettront d’illustrer ce phénomene.

1.2 Pluri-sous-harmonicité stricte

Une fonction continue f : R" — R est strictement convexe si elle vérifie strictement
I'inégalité (1) pour toute application affine vy : R — R" non constante. Si 'on suit le
dictionnaire de Bremermann, cela suggere la définition suivante : une fonction semi-
continue supérieurement f : C" — RU {—o0} est strictement PsH si elle vérifie strictement
I'inégalité (2) pour toute application affine y : C — C" non constante. C’est effectivement,
a la formulation pres, la définition proposée par Carmignani [5, pp. 285-286, def. 1.1 et
1.2]2. Or cette définition est trés insatisfaisante : en effet, nous verrons un exemple qui
montre que la classe de fonctions ainsi obtenue n’est pas stable par composition avec un
biholomorphisme.

Il est donc préférable, suivant les principes exposés plus haut, de dire qu'une fonction
semi-continue supérieurement f : X — R U {—o0o} sur une variété holomorphe X est
strictement PsH si elle vérifie strictement I'inégalité (2) pour toute application holomorphe
non constante y : D — X. Nous verrons plusieurs résultats qui montrent que la pluri-
sous-harmonicité stricte, ainsi définie, est une notion naturelle et analogue a la convexité
stricte.

Il existe, dans le cas réel, une notion plus forte que la convexité stricte : une fonction
f : R" — R est dite fortement convexe si elle s’écrit localement comme somme d’une
fonction convexe et d’une fonction ¢ de classe €2 telle que d?e soit en tout point une forme
bilinéaire symétrique définie positive.

La notion analogue dans le cas complexe est la suivante : une fonction f : X - RuU{—o0}
est dite fortement PsH si elle s’écrit localement comme somme d’une fonction PsH et d'une
fonction ¢ de classe 62 telle que &3¢ soit en tout point une forme hermitienne définie
positive.

Malheureusement, 'usage est courant dans la littérature d’appeler strictement psH les
fonctions fortement psH. Cette situation est regrettable, car la pluri-sous-harmonicité forte
est 'analogue de la convexité forte et non de la convexité stricte.

1.3 Principe du maximum dans les espaces de Banach

Un R-espace de Banach E est dit strictement convexe si toute application affine vy :
[—1;1] — E dont 'image est contenue dans la sphere unité est constante.

2. A condition toutefois de modifier la définition 1.1 de Carmignani de sorte que les fonctions strictement
sous-harmoniques soient supposées finies sur une partie dense, et de corriger la définition 1.2, qui omet par
erreur ’hypotheése w # 0.



Par analogie, on peut étre tenté de dire qu'un C-espace de Banach E est strictement
convexe au sens complexe si toute application affine y : D — E dont image est contenue
dans la sphére unité est constante. Cette définition, fortement suggérée par Thorp et Whitley
[25], est explicitement donnée par Globevnik [14, p. 175, def. 1].

Cependant, I'analogie s’avere plus satisfaisante si 'on demande plutét que toute applica-
tion holomorphe vy : D — E dont I'image est contenue dans la sphére unité soit constante. Si
tel est le cas, afin de maintenir une terminologie cohérente, nous dirons que E est strictement
PSH.

Le résultat principal de Thorp et Whitley [25, p. 641, th. 3.1], légérement reformulé,
est que les deux définitions sont en réalité équivalentes, c’est-a-dire que E est strictement
PSH si et seulement si toute application affine v : D — E dont image est contenue dans
la sphere unité est constante. Mais il est préférable de voir ce fait, non pas comme une
définition, mais plutdét comme une caractérisation, du reste non triviale. Nous n’en aurons
pas besoin dans cet article.

Au-dela de I'analogie avec les espaces strictement convexes, I'importance des espaces
strictement psH vient du fait qu'un C-espace de Banach est strictement PsH si et seule-
ment s’il vérifie le principe du maximum, c’est-a-dire si et seulement si toute application
holomorphe d’une variété connexe X dans E dont la norme posséde un maximum local est
constante.

La stricte convexité d’'un R-espace de Banach peut étre caractérisée de la maniere
suivante : (E, ||||) est strictement convexe si et seulement si pour toute (ou pour une)
application croissante strictement convexe \ : R, — R, la composée ) o ||-|| est strictement
convexe. L’énoncé analogue pour un C-espace de Banach est le suivant : (E, ||-||) est stric-
tement PSH si et seulement si pour toute (ou pour une) application strictement convexe
P :RU{—00} - RU{—0o0}, la composée ) o log||-|| est strictement PSH.

Ces deux résultats nous permettront d’obtenir des caractérisations simples de la convexité
stricte et de la pluri-sous-harmonicité stricte des intégrales directes L?, que nous allons
maintenant présenter.

1.4 Intégrales directes

La notion d’intégrale directe utilisée dans cet article est assez rudimentaire, mais
suffisante pour comprendre a la fois les espaces L? de Bochner, les sommes directes ¢? et
les intégrales directes hilbertiennes. On peut consulter [15, pp. 61-62] et [9, pp. 683-686]
pour une théorie plus élaborée.

Soient (S, %, ) un espace mesuré, & = (E,),cs une famille mesurable d’espaces de
Banach réels ou complexes, en un sens que nous définirons, et p € [1; oo ]. Une section de
& est un élément du produit [ [, ¢ E;- Etant donnée une section o vérifiant une condition de
mesurabilité appropriée, on note ||c||, 1a norme p de la fonction s — ||o(s)||5, ; de maniere

explicite,
lo ()l dM(S)) sip < 00,
lol, = U : 3)

ess sup ||o(s)||g sip = oo.
seS :



On dit que o est p-intégrable si [|o|, < 0o, et on définit I'intégrale directe L” de la famille
& comme I'espace des sections p-intégrables, modulo égalité presque partout, muni de la
norme |-||,,. C’est un espace de Banach, noté L*(&).

Si la famille & est constante, égale a un espace de Banach E, alors L?(&) est I'espace de
Bochner I7(S, X, u; E). Dans le cas ol E est de dimension 1, on retrouve les espaces LP de
Lebesgue.

Lorsque X est la tribu discrete, que p. est la mesure de comptage et que les E; sont deux
a deux distincts, LP (&) est essentiellement la somme directe P de la famille &, notée £P(&);
plus précisément, LP(&) est le sous-espace fermé de £?(&) constitué des sections a support
dénombrable, qui coincide avec £”(&) sauf si p = oo et que 'ensemble des s € S tels que E,
soit non nul n’est pas dénombrable.

Enfin, les intégrales directes hilbertiennes correspondent au cas ot p = 2 et ou tous les
E, sont égaux a 'un des espaces {2, pour n €N, ou {2_.

Voici maintenant les résultats annoncés. Par souci de concision, les énoncés sont 1égere-
ment moins généraux que ceux qui seront démontrés dans l'article.

Théoreme 1. Supposons que p. soit o-finie, que & soit une famille mesurable discréte de
R-espaces de Banach, et que 1 < p < 00. L’intégrale directe LP(&) est strictement convexe si et
seulement si presque tous les E; sont strictement convexes.

Théoreme 2. Supposons que p. soit o-finie, que & soit une famille mesurable discréte de
C-espaces de Banach, et que 1 < p < 00. L'intégrale directe LP(&) est strictement PSH si et
seulement si presque tous les E sont strictement PSH.

La notion de famille discréte qui apparait dans ces énoncés est, comme nous le verrons,
insignifiante en pratique, car lorsque W est o-finie, 'existence d’une famille mesurable non
discrete n’est pas démontrable dans ZFC.

Méme si nous démontrerons les théorémes 1 et 2 par des méthodes entierement pa-
ralléles, il importe de remarquer que les énoncés eux-mémes ne sont pas rigoureusement
analogues. En effet, la définition (3) pose probléme de ce point de vue, car le véritable
analogue complexe de ||-||s, est log||||¢,, et non ||| . En examinant les démonstrations, on
s’apercoit que c’est cette dissymétrie qui est a l’origine de la différence entre 'hypothese
1 < p < oo dans le cas réel et 'hypothese 1 < p < oo dans le cas complexe.

Donnons a présent quelques conséquences immédiates des théoremes 1 et 2.

Corollaire 3. Supposons que | soit non nulle et o-finie et que 1 < p < 09, et soit E un
R-espace de Banach. L'espace de Bochner LP(S, %, u; E) est strictement convexe si et seulement
si E Uest. En particulier, Uespace de Lebesgue LP(S, X, u; R) est strictement convexe.

Corollaire 4. Supposons que W soit non nulle et o-finie et que 1 < p < 09, et soit E un
C-espace de Banach. L’espace de Bochner LP(S, %3, u; E) est strictement PsH si et seulement si E
Uest. En particulier, Uespace de Lebesgue 1P (S, %, w; C) est strictement PSH.

Corollaire 5. Supposons que S soit dénombrable, que 1 < p < 09, et que les E; soient des
R-espaces de Banach. Alors {?(&) est strictement convexe si et seulement si tous les E; le sont.

Corollaire 6. Supposons que S soit dénombrable, que 1 < p < 00, et que les E; soient des
C-espaces de Banach. Alors (P (&) est strictement PsH si et seulement si tous les E, le sont.

5



Il n’est pas difficile de voir que les corollaires 5 et 6 entrainent les mémes énoncés
sans ’hypothese de dénombrabilité sur S. Si I'on tient compte de cette remarque, il s’avere
que le théoreme 1 est une conséquence des corollaires 3 et 5, et que le théoreme 2 est
une conséquence des corollaires 4 et 6 : en effet, nous verrons que les intégrales directes
L? sont en réalité des sommes directes £ d’espaces L” de Bochner. On voit ainsi que la
notion d’intégrale directe est une maniére d’énoncer et de démontrer de maniere unifiée
des résultats relatifs aux sommes directes {7 et aux espaces de Bochner.

Le corollaire 5 a été démontré par Day [7, p. 314] [8, p. 520, th. 6] par une méthode
simple et directe, qui permet également d’obtenir le corollaire 3, comme le remarque
l'auteur [8, p. 521]. On peut en fait utiliser cette méthode pour démontrer les théoremes 1
et 2 dans le cas 1 < p < 00, mais probablement pas dans le cas général, comme nous le
verrons en appendice.

Le corollaire 6 a été démontré par Jamison, Loomis et Rousseau [19, p. 205, th. 3.15 et
p. 208, th. 4.2]. Le cas 1 < p < oo fait appel, suivant une méthode due a V. et I. Istratescu
[18, p. 424, th. 2.4], aux travaux de Thorp et Whitley et a la théorie des produits semi-
scalaires de Lumer. La méthode utilisée pour p = 1 s’étend en fait aux autres valeurs de p,
mais elle ne permet par contre pas de démontrer le corollaire 4, car elle s’appuie sur une
description explicite du dual de £!(&) qui n’est pas valable en général pour les espaces de
Bochner [10, p. 98, th. 1].

Enfin, le corollaire 4 a été démontré par Thorp et Whitley lorsque E = C, et par Dilworth
[11, p. 499, th. 2.5] dans le cas général, en utilisant les travaux de Thorp et Whitley. C’est
essentiellement sa méthode que nous suivrons pour démontrer le théoréme 2, mais dans
un cadre conceptuel qui rend la preuve plus éclairante, plus courte et moins technique, et
évite le recours aux travaux de Thorp et Whitley.

1.5 Organisation de I’article et généralités

Les sous-sections 2.1 et 2.2 contiennent quelques faits élémentaires relatifs aux fonctions
convexes et PSH, en insistant sur le parallélisme frappant entre les deux théories, qui
concerne a la fois les définitions, les énoncés et les démonstrations.

La sous-section 2.3 démontre une forme de l'inégalité de Jensen qui intervient dans la
sous-section suivante. Ce résultat est connu, au moins dans des contextes proches.

La sous-section 2.4, essentiellement indépendante du reste de I'article, contient deux
résultats qui ont vocation a montrer que la notion de pluri-sous-harmonicité stricte est
naturelle et analogue a la convexité stricte.

La section 3 s’intéresse aux espaces strictement convexes et strictement PSH, en insistant
a nouveau sur le parallélisme entre les deux théories, et fait le lien avec le principe du
maximum.

La section 4 développe la notion d’intégrale directe et, en guise d’application des concepts
introduits dans 'article, démontre les théoremes 1 et 2. Enfin, 'appendice redémontre les
mémes théoremes dans le cas 1 < p < oo par la méthode de Day.

Rappelons qu’une application définie sur le disque unité fermé D  C est dite holomorphe
si elle est la restriction d’une application holomorphe définie sur un voisinage de D.

Nous utiliserons le fait que dans un espace vectoriel topologique sur un corps valué



non discret, I'origine possede une base de voisinages équilibrés, c’est-a-dire stables par les
homothéties dont le rapport est inférieur a 1 en valeur absolue [3, I, p. 7, prop. 4].

Un espace affine topologique est un espace affine E dont la direction F estun espace
vectoriel topologique. Dans ce cas, il existe une unique topologie sur E telle que pour tout
x € E, la bijection E SE qui a v associe x + v soit un homéomorphisme.

Nous appellerons espace normable un espace vectoriel topologique dont la topologie
peut étre définie par une norme.

Les variétés holomorphes considérées dans cet article sont des ensembles munis d'un
atlas holomorphe dont les cartes ont pour espace d’arrivée un ouvert dans un C-espace
normable complet. On peut consulter [1] ou [12, pp. 7-16] au sujet de ces variétés.

Pour la théorie de I'intégration de Bochner et les espaces L? de Bochner, on peut consulter
le texte introductif [6, pp. 397-404] et les exposés plus détaillés [10, pp. 41-52] et [17,
pp. 1-30]. Remarquons que la théorie de Bochner permet, en toute généralité, d'intégrer
des fonctions définies sur un espace mesuré et a valeurs dans un espace normable complet.

REMERCIEMENTS. — Je suis tres reconnaissant envers Karim Belabas pour son accompa-
gnement tout au long de la préparation de ce travail, et envers 'INRIA pour son soutien
financier. Merci également a Sébastien Boucksom pour ses commentaires sur une version
préliminaire de cet article, et au rapporteur pour ses suggestions.

2 Fonctions

2.1 Fonctions convexes

Définition. Soient E un R-espace affine topologique, X C E une partie convexe et f :
X — R une fonction continue. On dit que f est convexe si pour toute application affine
¥ : [—1;1] — E d’image contenue dans X,

SO=D))+ f(v(2))
5 :

f(y(0)) < (4)

On dit que f est strictement convexe si I'inégalité (4) est stricte dés que y est non constante.

Proposition 7. Soient E; et E, deux R-espaces affines topologiques, X; C E; et X, C E,
des parties convexes, ¢ : E; — E, une application affine continue telle que ¢(X;) C X,, et
f : X, = R une fonction convexe. La composée f o @ est convexe. Si @ est injective et que f est
strictement convexe, alors f o est strictement convexe.

Démonstration. C’est immédiat. O

Proposition 8 (Principe du maximum). Soient E un R-espace affine topologique et X C E un
ouvert convexe. Toute fonction convexe f : X — R ayant un maximum global est constante.

Démonstration. En effet, soit alors M le maximum de f et soit U = {x € X | f(x) = M}.
C’est un fermé non vide ; si 'on montre que c’est également un ouvert, on conclura que
U = X par connexité.



Soit donc x € U et soit V un voisinage équilibré de 'origine dans E tel que x +V soit
inclus dans X. Soit y € x +V, et soit y : [—1; 1] — E donnée par y(t) = x + t(y —x); clest
une application affine d'image contenue dans X telle que y(0) = x et y(1) = y. Comme f

est convexe,
FOy(=1)+ £ (y(1)
fvcoy < TSI
Or le membre de gauche de cette inégalité est M, et le membre de droite est majoré par
M, puisque f (y(—1)) et f(y(1)) le sont. Il y a donc égalité ; par conséquent, f (y(—1)) =
f(y(1)) =M, donc f(y) =M, de sorte que y € U et finalement x +V C U. ]

2.2 Fonctions pluri-sous-harmoniques

Définition. Soient X une variété holomorphe et f : X — R U {—o0o} une fonction semi-
continue supérieurement. On dit que f est PsH si pour toute application holomorphe
y:D—X,

2m
f(y(0)) < %J fly(eM)de. (5)
0

On dit que f est strictement PsH si I'inégalité (5) est stricte des que Y est non constante.

Remarque. Lintégrale est un élément bien défini de R U {—o0}, car f est majorée sur tout
compact par semi-continuité.

Remarque. Dans le cas ou X est un ouvert dans un C-espace normable complet E, si f vérifie
l'inégalité (5) pour toute application affine y : D — E d’image contenue dans X, alors f est
PSH : voir [20, p. 325, n° 17] lorsque E est de dimension finie, et [21, p. 172, th. 4.3] dans
le cas général. En revanche, il arrive que l'inégalité (5) soit stricte pour toute application
affine non constante sans que f soit strictement PsH, comme le montre 'exemple suivant.

Exemple. Soit f : C — R U {—o00} une fonction strictement psH, et soit T : C> — C la
projection sur le second facteur. La composée f o m est psH d’apres la proposition 9, mais pas
strictement PSH, car sa composée avec I'application affine y : z — (z,0) est constante. Soit
¢ : C* — C? le biholomorphisme donné par ¢(2,,2,) = (21,27 +2,). D’aprés ce qui précéde,
la composée f o o est PSH, mais pas strictement psH. Pourtant, siy : 2 — (az+b,cz+d)
est une application affine telle que

(f oo p)y(O) = 5 f (f o o @)(¥(e))dt,
0

alors ooy est constante, puisque f est strictement psH. L’application z — (az+b)*+cz+d
est donc constante. Cela entraine a = ¢ = 0, de sorte que vy est constante.

Proposition 9. Soient X; et X, deux variétés holomorphes, ¢ : X; — X, une application
holomorphe et f : X, —» R U {—00} une fonction psH. La composée f o ¢ est psH. Si la
différentielle de ¢ est injective hors d’un sous-ensemble discret de X, et que f est strictement
psH, alors f o @ est strictement PSH.



Démonstration. La premiere assertion est immédiate. Supposons donc que d¢ soit injective
hors d’un ensemble discret D C X, et que f soit strictement PsH, et soit Y : D — X; une
application holomorphe telle que

(F 0 9)(1(0) = = f (f o @)(y(e))dt.
0

Comme f est strictement PSH, oy est constante, donc pour tout z € D, (g o y)'(z) =
do(2)(y'(2)) = 0. Ainsi, la restriction de y a louvert U = {z € D | y'(z) # 0} est a valeurs
dans D, qui est discret; par conséquent, y est constante sur chaque composante connexe
de U, donc sa dérivée y est nulle, de sorte que U = @& et que vy est constante sur D, et donc
sur I par continuité. O

Proposition 10 (Principe du maximum). Soit X une variété holomorphe connexe. Toute
fonction psH f : X —» RU {—00} ayant un maximum global est constante.

Démonstration. En effet, soit alors M le maximum de f et soit U = {x € X | f(x) = M}.
C’est un ensemble non vide, qui est fermé puisque f est semi-continue supérieurement et
que la condition f (x) = M est équivalente a f (x) = M. Nous allons voir que U est ouvert,
ce qui permettra de conclure que U = X par connexité.

Soit donc x € U, et soient V un voisinage ouvert équilibré de I'origine dans un C-espace
normable complet et ¢ un biholomorphisme entre V et un voisinage ouvert de x, vérifiant
¢(0) = x. Soit y € (V), et soit y : D — X donnée par y(z) = ¢(z - ¢~(y)); cest une
application holomorphe telle que y(0) = x et y(1) = y. Comme f est PSH,

2m
f(y(0)) < i[ fly(e))de.
0

Or le membre de gauche de cette inégalité est M, et le membre de droite est majoré par
M, puisque toutes les valeurs f (y(e'*)) le sont. Il y a donc égalité ; par conséquent, pour
presque tout t € [0; 2], f(y(e'")) = M. Par semi-continuité, cette relation est en fait vraie
pour tout t, donc en particulier f(y) = M, de sorte que y € U et finalement (V) Cc U. [

2.3 L’inégalité de Jensen

Lemme 11. Soient E un R-espace affine topologique et X C E un ouvert convexe, et soient
f : X — R une fonction convexe et x, € X. Il existe une application affine continue o : E — R
telle que o < f et a(xy) = f(x,). Si f est strictement convexe, alors o et f ne coincident qu’en
X,

Démonstration. Posons
C={(x,t) eExR|xeXet f(x) <t}

C’est un ouvert convexe de E xR, qui ne contient pas le point (x,, f (x,)). D’apres le théoréme
de Hahn-Banach [3, II, p. 39, th. 1], il existe un hyperplan fermé contenant (x,, f (x,))



et ne rencontrant pas C. Cela revient a dire qu’il existe une application affine continue
a:E— Retunréel A tels que a(x,) = Af(x,) et pour tout (x,t) € C, a(x) < At.

On observe alors que A # O : en effet, il existe t € R tel que (x,,t) € C, donc si A
était nul, on aurait a la fois a(x,) = 0 et a(x,) < 0. En remplacant a par A 'a, on se
rameéne donc a A = 1, auquel cas les deux conditions voulues a < f et a(x,) = f (x,) sont
satisfaites.

Soit x € X tel que a(x) = f(x), et soit y : [—1;1] — E l'application affine telle que
v(—1) = x, et Y(1) = x. Son image est contenue dans X. Comme a est affine et que f est
convexe,

a(y(=1)) +a(y(1)) F4(0)) < FOEIN+ ()

a(y(0) = > : 2

(6)

Linégalité a(y(0)) < f(y(0)) et les égalités a(x,) = f(x,) et a(x) = f(x) montrent que
I'inégalité (6) est une égalité. Si f est strictement convexe, y est donc constante, donc
X = Xgq. Ol

Lemme 12 (Inégalité de Jensen). Soient E un R-espace normable complet, X C E un ouvert
convexe, et f : X — R une fonction convexe. Soient d’autre part (S, %, ) un espace mesuré de
masse 1 et 1 : S — E une application intégrable d’image contenue dans X. L’intégrale fs ndu

appartient a X, et on a
f U ndu) < J(f om)du.
s s

S’il y a égalité et que f est strictement convexe, alors 1| est essentiellement constante.

Démonstration. Soitm = f ¢ N du.. Le fait que m appartienne a X se voit en écrivant X comme
intersection de demi-espaces ouverts a I'aide du théoreme de Hahn-Banach [3, I, p. 39,
th. 1]. D’apreés le lemme 11, il existe une application affine continue a : E — R telle que
a<feta(m)=f(m).Ona

S’il y a égalité, alors aom et f om coincident presque partout. Dans le cas ou f est strictement
convexe, le lemme 11 montre alors que v vaut m presque partout. O

2.4 Relations entre convexité et pluri-sous-harmonicité

Théoreme 13. Soient E un C-espace normable complet et X C E un ouvert convexe, et soit
f : X — R une fonction continue. Si f est convexe, alors f est PsH, et si f est strictement
convexe, alors f est strictement PSH.
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Démonstration. Supposons que f soit convexe et soit y : D — X une application holomorphe.
D’apres la formule de Cauchy et I'inégalité de Jensen,

FCroN = f (i f

1 2mn
< z_f fly(e®)de.
m 0

2m

Y(e“)dt)

Cela montre que f est psH. S’il y a égalité, dans le cas ou f est strictement convexe, Y est
essentiellement constante sur le cercle, donc constante sur D par prolongement analytique,
de sorte que f est strictement PSH. O

Remarque. Le théoréme 13 montre notamment que toute forme linéaire continue réelle
f :E— R est psH. Ce cas particulier est d’ailleurs une conséquence directe de la formule
de Cauchy, qui ne nécessite pas I'inégalité de Jensen.

Théoreme 14. Soit E un C-espace normable complet. Soit o une involution continue anti-
linéaire de E, et soit Ey le sous-espace vectoriel réel de E fixé par o, de sorte que E = Eg @ iEy.
Notons my : E — Ey le projecteur sur Eg parallélement a iEg. Soit f; : Ex — R une fonction
continue, et soit f = fi o my. Alors fi est convexe si et seulement si f est PSH, et fr est
strictement convexe si et seulement si f est strictement PSH.

Démonstration. Supposons que fg soit convexe et soit ¥ : D — E une application holo-
morphe. D’apres la formule de Cauchy et I'inégalité de Jensen,

2m
f(Y(O))=f($J Y(e“)dt)
1 02'rt
=fR(ﬂ f nR(Y(e“))dt)
0

1 2m
S Z_J fly(eM)de.
T 0

Cela montre que f est psH. S’il y a égalité, dans le cas ou fi est strictement convexe, Ty 0 Y
est essentiellement constante sur le cercle, donc constante par continuité, et cette constante
est (g 0v)(0). Si A : Egx — R est une forme linéaire continue, les mémes faits sont valables
pour A o Tk o Y. Donc cette fonction, qui est PsH sur D, y atteint un maximum  elle est donc
constante. On en déduit que Tk o vy est elle-méme constante sur . Par conséquent, 'image
de la différentielle de vy est, en tout point de D, un sous-espace vectoriel complexe de E
contenu dans iEg ; or un tel sous-espace est nécessairement nul, donc y est constante, de
sorte que f est strictement PSH.

Supposons réciproquement que f soit PSH et soit y : [—1;1] — Ey une application
affine. Soit A : [—1; 1] — R l'application linéaire vérifiant

fe(y(=1)) — fe(y(1))
2 ,

A1) =

11



et soit g = fz oy + A, de sorte que

felr(=10) + fo(v())

2(0) = fr(1(0)), g =¢g)= 2

(7)

Soit U C C I'ouvert défini par la condition —1 < Ste(z) < 1, et soit U son adhérence. Il existe
une unique application affine complexe ¥ : U — E étendant v ; de plus, 1z 0¥ =y o Re, de
sorte que f oy = fr oy o Re. La fonction g o Re = f oy + A o Re est donc psH sur U. D’apres
le principe du maximum, compte tenu des égalités (7),

Se(y(=1)) + fr(y(1))
5 :

fe(y(0)) <

Cela montre que fi est convexe. S’il y a égalité, g o Re est constante sur U, donc f oY
ne peut étre strictement PsH; dans le cas ol f est strictement PsH, il s’ensuit que ¥ est
constante, donc y également, de sorte que f est strictement convexe. l

Corollaire 15. Une fonction continue f : C — R constante sur chaque droite verticale est
PsH (resp. strictement PSH) si et seulement si sa restriction a R est convexe (resp. strictement
convexe).

3 Espaces

3.1 Espaces strictement convexes

Proposition 16. Soit (E, ||-||) un R-espace vectoriel normé. La fonction ||-|| : E — R est convexe.
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de I'inégalité triangulaire. ]
Théoreme 17. Soit (E, ||-||) un R-espace vectoriel normé. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

1. Toute application affine v : [—1;1] — E dont l'image est contenue dans la sphére unité
est constante.

2. Pour toute application croissante strictement convexe \ : R, — R, la composée " o |||
est strictement convexe.

3. Ilexiste une application croissante strictement convexe 1 : R, — R telle que la composée
o ||| soit strictement convexe.

Démonstration. Supposons la condition 1, et soient ¢ : R, — R croissante strictement
convexe et y : [—1;1] — E affine. En utilisant successivement la convexité de |-||, la
croissance de 1 et la convexité de 1, on obtient

¢(||y(0)||)gmp(”Y(_l)”;”Ym”)

< YAy (DD + (v (ID
< 5 :
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En cas d’égalité, en utilisant la stricte croissance et la stricte convexité de 1, on obtient
YO = lly(—D)]| = lI'y(1)]|. Par conséquent, la fonction ||-|| oy, qui est convexe, possede un
maximum sur l'intérieur de [—1; 1] ; elle est donc constante. Donc I'image de vy est contenue
dans une sphére, donc y est constante. Cela prouve la condition 2.

La condition 2 implique trivialement la condition 3 ; supposons cette derniere réalisée et
soient { : R, — R croissante strictement convexe telle que \ o ||-|| soit strictement convexe,
ety :[—1;1] — E d'image contenue dans la sphere unité de ||-||. La composée o ||-|| oy
est constante, donc vy est constante par stricte convexité de 1 o ||-||, d’ott la condition 1. [J

Définition. Si les conditions du théoréme 17 sont réalisées, on dit que (E, |+||) est strictement
convexe.

3.2 Espaces strictement pluri-sous-harmoniques

Proposition 18. Soit (E, ||-||) un C-espace de Banach. La fonction log||-|| : E > RU {—oo}
est PSH.

Démonstration. Soit y : D — C une application holomorphe, et pour r € [0;1], soit N(r) le
nombre de zéros de y de module inférieur a r. D’aprées la formule de Jensen,

1
logh(0)] = - f MO g,

0

2m

108|Y(e“)|dt—J

0

Cela démontre I’énoncé lorsque E = C et ||-|| = || ; il s’agit maintenant de se ramener a ce
cas. Soit ¥ : D — E une application holomorphe. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach [3,
I, p. 67, cor. 1], il existe une forme linéaire continue A : E — C de norme inférieure a 1
telle que A(y(0)) = ||v(0)||. On a alors

log][y(0)I| = log|A(y(0))|

2m
<o f loglA(1(e Dl de
m 0

2m
1 .
Sz—f log[ly(e)lldt. O
R 0

Définition. Une application 1 : RU{—oco0} —» RU{—00} est dite convexe si elle est continue
et que sa restriction a R est finie et convexe. Si de plus 1y est strictement convexe, on dit
que 1 est strictement convexe.

Remarque. Toute application convexe (resp. strictement convexe) 1 : RU {—oo} —» RU
{—o0} est croissante (resp. strictement croissante).

Le résultat suivant est une variante de I'inégalité de Jensen pour les fonctions a valeurs
dans RU {—o0}.

Lemme 19. Soient (S, %, u) un espace mesuré de masse 1 et f : S — R U {—o0} une fonction
mesurable majorée, et soit \p : RU{—o00} — R U {—o0} une application convexe. On a

o [0 [ e

13



Si de plus ) est strictement convexe et que les deux membres sont finis et égaux, alors f est
essentiellement constante.

Démonstration. Soit m = fs fdu € RU{—o0}. Une légere extension du lemme 11 montre
qu’il existe une application continue a : RU {—oco0} —» RU {—o0o} dont la restriction a R
est affine telle que a <1 et a(m) =p(m). On a

o roe) () 7)
_ J aofdu

Sleofdu.
S

Si les deux membres sont finis et égaux, alors a o f et ¢ o f coincident presque partout.
Supposons 1 strictement convexe. Si m est finie, alors a et 4 ne coincident qu’en m et
éventuellement en —oo ; or dans ce cas f est finie presque partout, donc f vaut m presque
partout. Si m = —o0, alors \p(—o0) € R et a est constante égale a {)(—o0), donc a et
ne coincident qu’en —o0, de sorte que f vaut —ooO presque partout. ]

Théoreme 20. Soit (E, ||-||) un C-espace de Banach. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Toute application holomorphe y : D — E dont l'image est contenue dans la sphére unité
est constante.

2. Pour toute application strictement convexe \{ : RU {—00} — RU {—00}, la composée
o log||-|| est strictement PsH.

3. Il existe une application strictement convexe \ : RU {—oco} — R U {—o0} telle que la
composée ) o log||-|| soit strictement psH.

Démonstration. Supposons la condition 1, et soient 1 : RU{—0c0} —» RU{—0o0} strictement
convexe et v : D — E holomorphe. En utilisant successivement le fait que log||-|| est psH, la
croissance de 1 et le lemme 19, on obtient

2m

T RODER! (% J logliv(e)] dt)
0

2mn
szij Yllogly(e .
m 0

En cas d’égalité, d’apres le lemme 19, la fonction log|||| oy est essentiellement constante sur
le cercle, donc constante par continuité ; d’autre part, en utilisant la stricte croissance de
), on voit que cette constante est log||y(0)||. Par conséquent, la fonction log|||| o v, qui est
PsH sur D, y atteint un maximum ; elle est donc constante. Donc 'image de y est contenue
dans une sphére, donc y est constante. Cela prouve la condition 2.

La condition 2 implique trivialement la condition 3 ; supposons cette derniere réalisée et
soient ) : RU{—o00} - RU{—00} strictement convexe telle que \{ olog||-|| soit strictement
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PsH, et y : D — E d’image contenue dans la sphére unité de ||-||. La composée o log]|-|| o
v est constante, donc y est constante puisque o log||:|| est strictement psH, d’ou la
condition 1. O

Définition. Si les conditions du théoréme 20 sont réalisées, on dit que (E, ||-||) est strictement
PSH.

Remarque. Thorp et Whitley [25, p. 641, th. 3.1] ont montré que si la condition 1 du
théoreme 20 est vérifiée pour toute application affine y : D — E, alors (E, ||-||) est strictement
PSH.

Proposition 21. Un C-espace de Banach (E,||-||) qui est strictement convexe en tant que
R-espace de Banach est strictement PSH.

Démonstration. En effet, s’il existe une application croissante strictement convexe ) :

R, — R telle que 1 o ||-|| soit strictement convexe, alors \ o ||:|| = 1 o expolog|||| est
strictement PsH d’apres le théoreme 13 ; le théoreme 20 permet alors de conclure, puisque
Poexp: RU{—o0} > RU{—00} est strictement convexe. ]

3.3 Pluri-sous-harmonicité et principe du maximum

Définition. On dit qu'un C-espace de Banach (E, ||-||) vérifie le principe du maximum si
toute application holomorphe 1 d’une variété holomorphe connexe X dans E telle que |||
possede un maximum local est constante.

Proposition 22. Un C-espace de Banach (E, ||-||) vérifie le principe du maximum si et seulement
s’il est strictement PSH.

Démonstration. Si (E, ||-||) vérifie le principe du maximum, il est clair que toute application
holomorphe y : D — E dont 'image est contenue dans la sphére unité est constante, donc
(E, ||-]]) est strictement PSH.

Réciproquement, supposons (E, ||-||) strictement psH, soient X une variété holomorphe
connexe et 1 : X — E une application holomorphe telle que ||1|| atteigne un maximum local
en x € X, et montrons que 1) est constante.

Par prolongement analytique, il suffit de montrer que 1 est constante au voisinage
de x. On peut donc supposer que ||n|| atteint un maximum global en x, auquel cas cette
fonction est constante, puisqu’elle est psH; d’autre part, on peut supposer qu’il existe un
biholomorphisme ¢ entre un voisinage ouvert équilibré de l'origine dans un C-espace
normable complet et X, vérifiant ¢(0) = x. Soit alors y € X. L’application holomorphe
v : D — E donnée par y(z) = n(@(z-9(y))) est constante, puisque son image est contenue
dans une sphere; en particulier, y(0) = y(1), c’est-a-dire n(x) = n(y), ce qui montre que
1) est constante. O

4 Intégrales directes

Dans toute cette partie, K désigne R ou C.
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4.1 Mesurabilité

Soient (S, 2, u) un espace mesuré et & = (E,),cs une famille de K-espaces de Banach,
et posons

&, ={E, |s €S}, n, =] |E, 2,=] |E

ses Ecd,

Munissons ®, de la tribu discrete, I, de la topologie produit, et 2, de la topologie union
disjointe et de la tribu borélienne associée.

Remarques. 1, 'identifie canoniquement & un fermé de (Q,)5. D’autre part, Q, est métri-
sable, en tant qu’union disjointe d’espaces métrisables [2, IX, p. 16].

Définition. Si &, vue comme application de S dans @, est mesurable, on dit que c’est une
famille mesurable de K-espaces de Banach.

Définition. Une section de & est un élément de I1,. Une section mesurable de & est une
section qui, vue comme application de S dans 2., est mesurable.

Définition. Soit o une section mesurable de &, et soit o(S)* C Q, 'ensemble de ses valeurs
non nulles.

— Si o(S)* est fini, on dit que o est simple.

— Si o(S)* est séparable, on dit que o est fortement mesurable.

Proposition 23. Si la famille & posséde une section mesurable, alors elle est mesurable.

Démonstration. En effet, si ¢ est une section mesurable de &, pour tout sous-ensemble
X C &, I'image réciproque de louvert [ [, E C Q, par o est & '(X); cet ensemble est
donc mesurable, donc & est mesurable. O

Proposition 24. Pour chaque E € ®, soit v; un élément de E. Pour toute section mesurable o
de &, Uapplication S — R, donnée par s — ||o(s) — vg ||, est mesurable.

Démonstration. Pour tout E € &, 'application ||- — vg||; est continue sur E. Les ||- — vg||g
induisent une application continue Q, — R, qui est donc mesurable. Or si 'on compose
cette application avec une section mesurable o de &, on obtient I'application définie dans
I’énoncé, qui est par conséquent mesurable. ]

Corollaire 25. Pour toute section mesurable ¢ de &, Uapplication s — ||o(s)||g, est mesurable.

Proposition 26. L'ensemble des sections mesurables et 'ensemble des sections fortement
mesurables de & sont séquentiellement fermés dans Il.

Démonstration. Soit (0, ),y Une suite convergente de sections mesurables. Sa limite o est
mesurable, étant limite simple de fonctions mesurables a valeurs dans un espace métrisable
[6, p. 245, prop. 8.1.10].

Si de plus les o, sont fortement mesurables, alors pour tout n € N, g, (S)* est séparable ;
la réunion [ J, ., 0,(S)* l'est donc aussi, de méme que son adhérence; or cette derniére
contient o(S)*, qui est donc séparable. Ainsi, o est fortement mesurable. O
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Notation. Etant donnés E € ¢>» A € X tel que & soit constante égale a E sur A, et v €E,
nous noterons o, ,, la section de & égale a v sur A et nulle partout ailleurs.

Théoréme 27. Supposons & mesurable.

1. Les sections simples de & sont les sommes finies de sections de la forme o ,,. En particulier,
Uensemble des sections simples est un sous-espace vectoriel de 1.

2. Toute section fortement mesurable de & est limite d’'une suite (0,,),cy de sections simples
telle que pour tout n € N et pour tout s € S, ||o,,(s)|lg, < ||o(s)l[g,

En particulier, ensemble des sections fortement mesurables est Uadhérence séquentielle
de Uespace des sections simples ; c’est donc un sous-espace vectoriel de 1.

Démonstration de Uassertion 1. Pour toute section simple o,

o= E O-AV,V’

veo(S)*

ol A, = o }({v}). Réciproquement, considérons une section de la forme

o= : :O-Ai’vi,

iel

ou I est un ensemble fini. On peut supposer, quitte a réarranger ’écriture, que les A; sont
non vides et deux a deux disjoints et que les v; sont non nuls et deux a deux distincts.
Notons A la réunion des A;. Etant donné un sous-ensemble quelconque Z C ,, on a

o '(2)= (U Ai) U (g_l({E Ed,|0; € Z})\A),

YASVA

ce qui montre que o est mesurable. De plus, o(S)* = {v; | i € I} est fini, donc ¢ est une
section simple. ]

Démonstration de Uassertion 2. Soit o une section fortement mesurable de &, soit D C o(S)*
une partie dénombrable dense, et soit (v,),cy Une énumération de 'ensemble Q*D des
multiples rationnels non nuls des éléments de D. Pour n € N et s € S, posons

Ry(s) = {k € [0;n] | v € E; et [[vllg, < llo(s)llg,}-

SiR,(s) = &, posons 0,(s) = O, ; sinon, soit k le plus petit élément de R, (s) minimisant la
quantité ||o(s) — villg,, et posons &,,(s) = vi. Alors ||o,(s)llg, < [[o(s)l[g,, et 1a suite (0,)pex
converge vers o. ‘ } l

De plus, pour tout n € N et pour tout k € [0;n], l'ensemble A, = o '({v;}) est
défini par la condition v, € E; et par des inégalités faisant intervenir les quantités ||o(s)|[g,
et |lo(s) —vllg,, pour [ € [0;n]. Grace a la proposition 24, il est donc mesurable, donc
o, = ZZ:O Op, v €St une section simple. ]
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4.2 Intégrabilité

Supposons désormais & mesurable, et fixons p € [1; co].

Définition. Soit o une section mesurable de &. On note ||c||, la norme p de la fonction
s — |lo(s)llg,- On dit que o est p-intégrable si ||o||, < oo.

Proposition 28. L’ensemble £?(&) des sections fortement mesurables p-intégrables de & est
un sous-espace vectoriel de I, et ||-||, est une semi-norme sur £?(&), dont le noyau est Uespace
N (&) des sections fortement mesurables nulles presque partout.

Démonstration. Le fait que la fonction |||, sur 'espace des sections fortement mesurables
soit positive, homogéne et vérifie 'inégalité triangulaire découle des propriétés correspon-
dantes pour les normes ||-|[5 et pour la norme p des fonctions mesurables réelles. Cela
montre que £¥(&) est un sous-espace vectoriel de Il; et que ||-||, est une semi-norme
sur £*(&). Le fait que le noyau de ||-||, soit A(&) découle a nouveau de la propriété
correspondante pour la norme p des fonctions mesurables réelles. l

Définition. On appelle intégrale directe L? de la famille &, et on note L?(&), le quotient
%£*(8)/ A (&), muni de la norme ||-[],,.

Exemple. Si la famille & est constante, égale a un espace de Banach E, alors L?(&) est
I’'espace de Bochner LP(S, %, u; E). En particulier, si E = K, alors LP(&) est I'espace de
Lebesgue L7 (S, X, u; K).

Exemple. Supposons que . soit discrete, que p soit la mesure de comptage, et que les E;
soient deux a deux distincts. Alors LP(&) est le sous-espace fermé Eﬁén(é”) de (P(&) constitué
des sections & support dénombrable. Notons que ¢4, (&) = €P(&) sauf si p = 00 et que
I'ensemble des s € S tels que E; soit non nul n’est pas dénombrable.

Exemple. Lorsque tous les E, sont des espaces de Hilbert, L?(&) est un espace de Hilbert.
On retrouve en particulier la notion d’intégrale directe hilbertienne, telle qu’elle est définie
dans [23, pp. 22-27]. En effet, étant donné un champ # d’espaces de Hilbert muni d’'une
cohérence a, selon la terminologie de cet ouvrage, on obtient canoniquement une famille &
dont tous les termes sont égaux a I'un des espaces Ei, pour n €N, ou £2_. Si # est borélien,
alors & est mesurable, et L?(u; 52, a) s'identifie a L2(&).

Le résultat suivant généralise les deux premiers exemples ci-dessus.

Théoréme 29. Pour E € &, soit Sy = & '({E}), et notons % et uy les restrictions de X et de
U a Sg. Il existe un isomorphisme isométrique canonique

1P(8) ~ €5, ((LP(Sg, T, b E)ges, )-

Démonstration. Tout d’abord, pour o €1, et E € &, notons oy, : S — E la restriction de
o a Sg. L'application ¢ — (0f)ges, €St un isomorphisme

My~ | &

Ecd,
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Ensuite, I'image de I'espace des sections fortement mesurables par cet isomorphisme est
I'espace des familles a support dénombrable de sections fortement mesurables.

En effet, si o est fortement mesurable, alors (0p)ges, €st une famille de sections forte-
ment mesurables, qui est a support dénombrable puisque o(S)* est séparable. Inversement,
si (O)ges, €st une famille & support dénombrable de sections fortement mesurables, la
mesurabilité de & permet de voir que pour tout E € &, la section de & obtenue en étendant
o par zéro est fortement mesurable. Par conséquent, o est fortement mesurable, étant
somme d’une famille dénombrable de sections fortement mesurables.

Enfin, si o est fortement mesurable, alors

loll, = ”(”GE”P)Ee%”p'

On obtient donc un isomorphisme isométrique

£P(8) ~ fﬁén((ffp(SE, g, Ugs E))Eefbg)'

Il reste a passer au quotient de chaque c6té par le noyau de la semi-norme correspondante
pour conclure. O

Définition. On dit que la famille & est discrete si la mesure image de u par & est concentrée
sur 'ensemble de ses atomes, c’est-a-dire si w(& (X)) =0, ou X = {E € &, | u(Sg) = 0}.

Remarque. Supposons que | soit o-finie et que & ne soit pas discréte. Alors il existe une
partie mesurable de £7'(X) de mesure finie non nulle. La mesure image par & de la
restriction de p. a cette partie est une mesure finie, non nulle et sans atome sur ®.. Cela
entraine que le cardinal de &, est supérieur a un cardinal inaccessible [13, pp. 58-59]. Par
conséquent, lorsque . est o-finie, 'existence d’une famille & mesurable non discrete n’est
pas démontrable dans ZFC. En pratique, toutes les familles mesurables sont donc discrétes
dans cette situation.

Proposition 30. Supposons que W soit o-finie et que & soit discreéte. Alors pour presque tout
s € S, il existe un plongement isométrique E; — LP(&).

Démonstration. Il suffit de montrer que tout E € ®, tel que w(Sg) > 0 se plonge dans L?(&).
Or si cette condition est satisfaite, comme w est o-finie, il existe une partie mesurable A C S
de mesure finie non nulle, et 'application qui a v € E associe la classe de M(A)_% O, dans
LP(&) est un plongement isométrique. O

4.3 Complétude des intégrales directes

Définition. Soit X un espace topologique séparable, et soit o : X — £?(&) une application
telle que o(-)(s) : X — E; soit continue pour tout s € S. On dit que o est une section a
parametre, et on note ||o||, la norme p de la fonction s — sup, ||lo(x)(s)|[g, -

Remarque. Cette fonction est mesurable, car si (x,,),cy €St une suite dense de points de X,
alors sup, «x||o(x)(s)ll5, = sup,enllo(x,)(s)llg,-
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Théoreme 31. Soit (0,,),cy une suite de sections a paramétre telle que Z:Zo”(’n”p < o0o. 1l
existe une section a parameétre o : X — £¥?(&) telle que

N
o — E o,
n=0

De plus, pour presque tout s € S, la série de fonctions Z:io 0,(-)(s) : X — E, converge
normalement et a pour somme o(-)(s).

lim
N—oo

=0.
p

Démonstration. Soit f : S — [0; co] la fonction mesurable définie par

oo

£(s) =" supllo,(x)s)lls,-

=0 xeX

Onallfll, < Zriollonllp < 00, donc f est finie presque partout. Posons pour x € X ets € S

D> 0,(x)s)  sifls) < oo,

n=0
0 sinon.

o(x)(s) =

Pour tout s € S tel que f(s) < oo, on a

oo

< Z sup||o, (x)(s) I, -

Eg n=N+1 ¥€X

sup
x€X

o(x)(s) = D, 0, (x)(s)
n=0

Par conséquent,

N
o — E o,
n=0

oo
< > ol
p

n=N+1
— 0.
N—-oo

Finalement, o est une section a parametre vérifiant toutes les propriétés annoncées.  []
Corollaire 32. L7(&) est un K-espace de Banach.

Démonstration. En effet, le théoreme 31 appliqué a un espace X réduit a un point montre
que toute série absolument convergente d’éléments de L? (&) est convergente, d’oti le résultat
d’apres [2, IX, p. 37, cor. 2]. O

4.4 Convexité stricte des intégrales directes

On suppose dans cette section que K = R.

Lemme 33. Pour toute application affine y : [—1; 1] — LP(&), il existe une section a parameétre
Y :[—1;1] — £LP(&) relevant vy telle que pour tout s € S, Uapplication ¥(-)(s) : [—1;1] — E;
soit affine.
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Démonstration. 1l existe des éléments y, et y; de LP(&) tels que pour tout t € [—1; 1],

Y(t) =y +ty;.

Soient ¥, et ¥, des éléments de £?(&) relevant vy, et y,, et posons pour t € [—1; 1]

Y(t) =Yo + t¥;.
Alors ¥ est un relevement de vy satisfaisant les conditions voulues. O

Théoréme 34. Supposons que 1 < p < oQ.
1. SiE; est strictement convexe pour presque tout s € S, alors LP (&) est strictement convexe.

2. Supposons que | soit o-finie et que & soit discréte. Si LP(&) est strictement convexe,
alors E, est strictement convexe pour presque tout s € S.

Démonstration. Supposons que E, soit strictement convexe pour presque tout s, et montrons
que LP(&) est strictement convexe. D’apres le théoréme 17, cela revient a supposer que ||-||5
est strictement convexe pour presque tout s, et il s’agit de montrer que ||-||§ est strictement
convexe.

Soit v : [—1; 1] — L?(&) une application affine, et soit ¥ un relévement de y vérifiant
I’énoncé du lemme 33. On a

Iy (I = J I¥(0)(s)IIg, du(s)
S

e

S f IFDEIE T,
S 2

DI+ DI

_ . |

S’il y a égalité, alors pour presque tout s,

IF (=D, + IF SN,

IFO)S)IE = 5 ,

donc ¥(-)(s) est constante pour presque tout s, donc y est constante. Cela démontre I'asser-
tion 1. L’assertion 2 découle de la proposition 30. O

4.5 Pluri-sous-harmonicité stricte des intégrales directes

On suppose dans cette section que K = C.

Lemme 35. Pour toute application holomorphe y : D — LP(&), il existe une section a paramétre
Y : D — ¥P(&) relevant v telle que pour presque tout s € S, Uapplication Y(-)(s) : D — E, soit
holomorphe.
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Démonstration. 11 existe une suite (y, ),y d’éléments de LP(&) et un réel r > 1 tels que
> o rlIall, < oo et pour tout z €D,

oo

Y(2)= > 2",

n=0

Soit (Y,),ey une suite d’éléments de £?(&) relevant (y,),ey. D’apres le théoreme 31,
appliqué a I'espace topologique rD et aux sections a parametre z — 2" ,,, il existe une section
\ \ ~ . Py P o0 ni~
aparameétre ¥ : D — £?(&) relevant vy telle que pour presque touts €S, >, ~ 1 IV ()lg, <
00, et pour tout z € DD,

(e @)
FE)(E) = D 2", (s).
n=0
Alors ¥ est un relevement de vy satisfaisant les conditions voulues. O

Lemme 36 ([22, p. 122, lemma 9.2]). Soient K un espace métrique compact et Y un espace
topologique métrisable, munis de leurs tribus boréliennes B(K) et B(Y), et soit f : Kx S —Y.
Supposons que f(x,-) : S — Y soit mesurable pour tout x € K et que f(-,s) : K — Y soit
continue pour tout s € S. Alors f est mesurable par rapport a la tribu produit 8B(K) x .

Démonstration. Pour n > 1, soit K = [ [, K
boréliens de diametre inférieur a %, etpouri €1, soit x,; €K, ;. Soit f,, : Kx S — Y définie
par f,(x,s) = f(x,;,s) pour (x,s) €K, ; xS. Alors f, est mesurable par rapport a %(K) x I,
et la suite (f,),>; converge simplement vers f, ce qui entraine le résultat souhaité d’apres

[6, p. 245, prop. 8.1.10]. O

une partition finie de K en ensembles

n,i

Théoréme 37. Supposons que . soit o-finie et que 1 < p < 0.
1. SiE, est strictement psH pour presque tout s € S, alors LP(&) est strictement PSH.
2. Supposons que & soit discréte. Si LP(&) est strictement psH, alors E est strictement PSH

pour presque tout s € S.

Démonstration. Supposons que E, soit strictement PSH pour presque tout s, et montrons
que LP(&) est strictement psH. D’apres le théoréme 20, cela revient a supposer que |||}
est strictement PSH pour presque tout s, et il s’agit de montrer que ||-||Ilj est strictement PSH.

Soit y : D — LP(&) une application holomorphe, et soit ¥ un relévement de y vérifiant
I'’énoncé du lemme 35. On a

Iy (Ol = J I¥(0)(s)IIE duls)
> 1 27
< 5= | IR a0
s<T Jo

1 2m
=— Y|P de,
- J (el
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grice au lemme 36, appliqué a la fonction (t,s) — ||Y(e“)(s)||§i, et au théoréme de Fubini.
S’il y a égalité, alors pour presque tout s,

2m
I¥O))IIE, = & f ¥ (e™)(s)IIg dt,
0

S 2m
donc ¥(-)(s) est constante pour presque tout s, donc y est constante. Cela démontre I’asser-
tion 1. L’assertion 2 découle de la proposition 30. O

A La méthode de Day

Cet appendice a pour but de redémontrer les théorémes 34 et 37, sous 'hypothése
1 < p < oo, par la méthode de Day [8, p. 520, th. 6]. Dans les deux cas, 'assertion 2 étant
une conséquence de la proposition 30, il ne sera pas nécessaire d’y revenir.

Démonstration du théoréme 34. Commencons par observer qu'un R-espace vectoriel normé
(E, ||-]|) est strictement convexe si et seulement si pour toute application affine y : [—1;1] —
E, les égalités [[y(0)|| = |ly(—=1)Il = [[y(1)]| entrainent y(—1) = y(1).

Ceci étant, soit v : [—1;1] — LP(&) une application affine, soit ¥ un relevement de
y vérifiant ’énoncé du lemme 33, soit p : [—1;1] = £P(S, %, u; R) I'application définie
par p(t)(s) = [[Y(£)(s)llg,, et soit p : [-1;1] — LP(S, %, u;R) la composée de p et de
lapplication quotient. Pour tout s € S, comme ¥(-)(s) est affine et que ||-||5, est convexe,

5(—1)(5)2+ p(G). )

p(0)(s) <
Par conséquent,

1Y (0)l, = llp (O,
p(=1)+p(1)
2 p
< (=D, + e (DI,
2
_ Dl + v,
5 :

<

Si |ly(0)[l, = [ly(=DIl, = [ly(D)Il,, alors il y a égalité, donc I'inégalité (8) est une égalité
pour presque tout s, et de plus,

p(=1)+p()
2

= lp(=DIl, = llp (DI, 9)

p
Comme LP(S, X, u; R) est strictement convexe, les égalités (9) entrainent p(—1) = p(1). Par
conséquent, pour presque tout s, p(0)(s) = p(—1)(s) = p(1)(s), cest-a-dire [|Y(0)(s)[lz, =
IY(=1)(s)lg, = [[Y(1)(s)llg,- Si E; est strictement convexe pour presque tout s, il s’ensuit
que y(—1) = v(1), donc LP(&) est strictement convexe. O
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Lemme 38. Soient (E, ||-||) un R-espace de Banach strictement convexe, (S, X, ) un espace
mesuré de masse 1, et 1 : S — E une application intégrable. On a

‘ Jndu Sfllnlldu.
S S

S’il y a égalité et que ||m|| est constante, alors 1 est essentiellement constante.

Démonstration. L'inégalité est claire. Supposons qu’il y ait égalité et que ||n|| soit constante,
et soit ¢ : R, — R une application croissante strictement convexe. On a

NRORIES

= J P(lImll) du.
S
Le lemme 12 montre alors que 1) est essentiellement constante, puisque \o||-|| est strictement
convexe. ]

Démonstration du théoréme 37. Commencons par observer qu'un C-espace de Banach (E, ||-||)
est strictement PsH si et seulement si pour toute application holomorphe y : D — E, les
égalités ||y(0)|| = ||y(z)ll, pour |z| = 1, entrainent que Y est constante sur le cercle.

Ceci étant, soit y : D — LP(&) une application holomorphe, soit ¥ un relévement de
v vérifiant 'énoncé du lemme 35, soit p : D — £P(S, %, u;R) application définie par
p(2)(s) = [¥(z)(s)llg,, et soit p : D — LP(S, %, u; R) la composée de p et de I'application
quotient. Pour presque tout s € S, comme Y(-)(s) est holomorphe et que |-l est psH,

2m

FO)s) < 5— J Be)(s)dt. (10)

0

Par conséquent, grace au lemme 36, appliqué a la fonction (t,s) — p(e'*)(s), et au résultat
[17, p. 26, prop. 1.2.25] permettant de calculer ponctuellement les intégrales a valeurs
dans un espace L7,

Iy (0)Il, = [lp(0)Il,
1 2m N
o f ple)dt

0
2m
< —J llp(e™)ll,dt
0

<

p
1
2T
N
= — e .
2m J, i P

Si [lY(O)Il, = [ly(2)ll, pour |z| =1, alors il y a égalité, donc I'inégalité (10) est une égalité
pour presque tout s, et de plus, pour |z| =1,

1 2m
= it dt
H%L p(e”)
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Comme L?(S, X, u; R) est strictement convexe, les égalités (11) et le lemme 38 entrainent
que p est essentiellement constante sur le cercle. Il existe donc une suite dense (2,),cy de
points du cercle telle que pour tout n € N, pour presque tout s € S, p(z,)(s) = p(2,)(s). On
en déduit que pour presque tout s, pour n € N, p(z,)(s) = p(2,)(s); et donc, par continuité,
pour presque tout s, pour |z[ =1, p(0)(s) = p(2)(s), Cest-a-dire [[Y(0)(s)l[g, = [[¥(2)(s)llg,-
Si E; est strictement PSH pour presque tout s, il s’ensuit que vy est constante sur le cercle,
donc L?(&) est strictement PSH. O

Remarque. Dans la démonstration du théoreme 34, la stricte convexité de LP(S, X, u; R) et les
égalités (9) permettent de conclure que p(—1) = p(1); la raison en est qu'’il existe une appli-
cation affine [—1; 1] — L?(S, 2, u; R) coincidant avec p en —1 et en 1. S'il existait de méme,
dans la démonstration du théoreme 37, une application holomorphe D — L?(S,=,u;C)
coincidant avec p sur le cercle, on pourrait utiliser la stricte pluri-sous-harmonicité de cet
espace et les égalités (11) pour conclure que p est constante sur le cercle, auquel cas le
raisonnement resterait valide pour p = 1. Malheureusement, ce n’est pas le cas a priori, ce
qui laisse penser que la méthode de Day ne permet pas de démontrer le théoréeme 37 en
toute généralité.
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