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Résumé—L’objectif de cette étude est d’estimer la probabilité de
démarrage d’un turbomoteur en tout point de l’espace des facteurs jugés
influents. En l’absence de modèle physique du démarrage et de nombre
limité de données, une méthode générale d’estimation de la probabilité
de démarrage à travers un modèle de dégradation paramétrique est
proposée. Le modèle est régi par la distance à un point où la probabilité
de démarrage est 1. La sélection du modèle revient à estimer la matrice
définissant la distance dans l’espace des facteurs influents. Cette
matrice est estimée par maximum de vraisemblance. Une application
industrielle à partir des données d’essais de turbomoteur d’hélicoptère
est présentée. Les résultats numériques sont prometteurs mais ont
montré qu’il est nécessaire de considérer une classe plus générique
de modèle. Enfin à travers une étude de robustesse, le modèle a aussi
montré une stabilité à des faibles perturbations des données d’essais.

Mots clés—Fiabilité, modèle paramétrique de dégradation, ro-
bustesse, maximum de vraisemblance, données d’essais, probit.

I. INTRODUCTION

Dans cet article on s’intéresse à la probabilité de succès de
démarrage des turbomoteurs afin de déterminer une zone fiable
de démarrage. La fiabilité est définie ici comme la probabilité de
succès en un point ou une zone de l’espace, et non pas en fonc-
tion du temps comme cela se fait usuellement dans le domaine
de la sûreté de fonctionnement. Le succès d’un démarrage est
influencé par plusieurs facteurs (ex: la température, l’altitude, le
débit d’air, le débit de carburant, la pollution d’air). Plusieurs
essais de caractérisation sont effectués afin d’étudier au mieux
l’influence de ces facteurs sur le démarrage. Ces essais font
évoluer chaque facteur dans son domaine de variation. Ils ont
pour but d’observer si un démarrage est réussi ou non dans
l’espace multidimensionnel des paramètres. Cependant le nom-
bre d’essais effectués n’est pas suffisant pour estimer une zone
fiable avec des méthodes d’estimation de statistiques classiques

(comme la théorie des évènements rares [1], [2], [3], [4], ap-
proches Bayesienne, apprentissage statistique [5], etc...). D’autre
part, bien qu’il existe des travaux sur la physique impliquée
dans le fonctionnement des turbomoteurs [6], [7], [8], [9], très
peu de travaux décrivent les modèles physiques régissant le
fonctionnement d’un turbomoteur dans la phase de démarrage.
Nous ne disposons pas non plus de modèles physiques décrivant
l’influence de chaque facteur individuellement sur le démarrage
ainsi on ne peut pas compléter les données d’essais avec des
points simulés. Dans [10], une modélisation du démarrage est
proposée à partir d’un certain nombre de facteurs influents
internes au turbomoteur. Mais ici on s’intéresse également
aux facteurs externes impliqués (ex: la pollution de l’air, la
température atmosphérique, la pression atmosphérique) auquel
cas le modèle n’est pas applicable. D’autre part, il existe
également des travaux traitant la fiabilité [11], [12], [13], [14],
[15] mais bien souvent la notion de fiabilité est associée aux
défaillances potentielles au cours du temps [16] et elle n’est
pas calculée en un point ou une zone de l’espace, plus adaptée
à la problématique étudiée ici.

En l’absence de modèle physique de démarrage et de données
suffisantes en nombre, une méthode générale d’estimation
de la probabilité de démarrage à travers un modèle de
dégradation paramétrique est proposée ici. Notre approche,
inspirée du modèle probit [17], consiste à définir une fonction
de dégradation théorique à partir d’un point ou d’une zone
supposée parfaite où la probabilité de succès de démarrage
est 1 et la probabilité est supposée se dégrader autour de
ce point à une certaine vitesse. Il est important de noter
qu’ici la fonction de dégradation est indépendante du temps,
elle représente une dégradation spatiale des performances de



démarrage. En effet elle ne décrit pas le vieillissement du
turbomoteur mais elle a pour but d’évaluer la performance d’une
conception particulière dans un environnement physique donné.
Cet environnement est défini par plusieurs facteurs influents,
par exemple la robustesse de démarrage est influencée par la
variation de la température, altitude etc... Idéalement la fonction
de dégradation doit être choisie de façon à représenter au mieux
le phénomène étudié. Ici, on se limitera à la configuration d’un
seul point parfait et la dégradation est choisie exponentielle en
l’absence de connaissance à priori des phénomènes. Le point
parfait est estimé en pratique à partir des données d’essais.
Les paramètres de la dégradation exponentielle sont estimés à
partir des données d’essais par maximum de vraisemblance à
l’aide d’un algorithme d’optimisation numérique. La sélection
des paramètres du modèle permet ensuite d’identifier les zones
où la probabilité de démarrage est supérieure à un certain seuil.

L’article comporte quatre sections et est organisé comme
suit. La section II est dédiée à la description du modèle
de dégradation ainsi qu’à l’estimation par maximum de
vraisemblance des paramètres du modèle. La section III
propose une application numérique aux données industrielles
et discute de la validité du modèle choisi. En section IV, la
robustesse du modèle via des petites perturbations des données
d’essais est analysée. La section V conclut l’article.

II. MODÈLE DE DÉGRADATION

Soit x = (x1, . . . , xd) ∈ E ⊂ Rd les facteurs influents
du modèle où E représente la zone de variation des facteurs
influents. L’objectif est d’estimer la fonction F : E → [0, 1] où
F (x) est la probabilité de démarrage du turbomoteur au point
x de E.

Le nombre très restreint de points d’essais (environ 1200 en
dimension 5, ce qui est comparable à 4 points en dimension
1), ne permet pas d’estimer de façon précise F sans hypothèse
de forme à priori.

Définition 2.1: On appelle fonction de dégradation, toute
application décroissante g : R+ → [0, 1] telle que g(0) = 1
et lim

x→∞
g(x) = 0.

Les hypothèses suivantes sont utilisées par la suite :

Hypothèses 2.1:
1) ∃! µ ∈ E tel que F (µ) = 1 (ce point est appelé par la

suite point parfait).
2) Il existe une norme ∥.∥ sur Rd et une fonction de

dégradation g telles que F (x) = g(∥x− µ∥).

Le modèle est inspiré du modèle probit [17] où la fonction
F désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite. Dans ce travail, la norme est supposée associée à un
produit scalaire xTAy pour (x, y) ∈ Rd × Rd où A est une
matrice symétrique positive.

Le problème d’estimation de la probabilité F (x) pour tout
x ∈ E se réduit à l’estimation de la matrice A et de la
fonction g. A ce stade, l’étude s’intéresse à l’estimation de
A pour la fonction g1(x) où pour q > 0, gq est définie par

Figure 1: Exemple d’une forme de dégradation exponentielle
fonction de deux facteurs influents X1, X2.

gq(x) = exp(−xq). Le choix de q combiné à l’estimation
de A permet de représenter un grand nombre de formes de
dégradation spatiale, où la vitesse de décroissance peut être
considérée très lente ou très rapide.

Remarque 2.2: Ici, l’étude se limite à q = 2 mais la méthode
proposée s’étend naturellement à des choix de q généraux.

Les Figures 1 et 2 représentent respectivement la fonction
F et ses lignes de niveaux pour d = 2, µ = 0 et

A =

(
1 −0.7

−0.7 4

)
. Les lignes de niveaux représentent

l’ensemble des points où le turbomoteur a la même probabilité
de démarrage. Ainsi une ligne de niveau délimite la zone où
la probabilité de démarrage est supérieure à un p donné. Cette
zone est appelée zone fiable à un niveau de probabilité p donné.

A. Estimation de la matrice A

On dispose de N couples (xi, Yi) où xi ∈ E et Yi ∈ {0, 1}
est une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre pi =
F (xi) représentant le résultat de l’essai i (succès ou échec de
démarrage) (notée B(pi)). On se propose d’estimer la matrice
symétrique A par maximum de vraisemblance :

max
A∈Rd×d

L(A) (1)

s.c. A ≻ 0

avec

L(A) =

N∏
i=1

(
e−XT

i AXi

)Yi
(
1− e−XT

i AXi

)(1−Yi)



Figure 2: Représentation des zones fiables à un niveau de
probabilité p pour deux facteurs influents X1, X2 .

où Xi = xi − µi. De façon équivalente, il suffit de min-
imiser l’opposé de la log-vraisemblance − logL(A) qui peut
s’exprimer comme

N∑
i=1

li(A) :=

N∑
i=1

(
Yi X

T
i AXi − (1− Yi) log(1− e−XT

i AXi)
)

Proposition 2.3: L’application A 7→
N∑
i=1

li(A) est convexe.

Preuve 2.4: Évidente en dissociant les cas Yi = 1 et Yi = 0.

Remarque 2.5: S’il existe i et j tels que Yi = 0 et Yj = 1
alors − logL(A) est strictement convexe.

Bien que la fonction − logL(A) soit convexe, il n’existe
pas de solution explicite au problème (1) qui reste difficile à
résoudre compte tenu de la géométrie de l’espace des contraintes
sur la matrice A. Par contre, il existe une base orthonormée
appelée base principale de l’espace de Rd dans laquelle la
matrice A peut s’écrire comme une matrice diagonale. En
supposant cette base connue, le problème peut s’écrire de façon
équivalente

min
A∈Rd×d

aij=0,∀i ̸=j

− logL(A)

s.c. aii > 0

Ce problème est un problème d’optimisation convexe sous
contrainte de bornes. Il peut se résoudre à l’aide de techniques
standards telles que la méthode de Newton ou une de ses
variantes. Ces méthodes sont basées sur le calcul de gradient

et matrices Hessiennes de la fonction objectif, leurs expressions
analytiques sont les suivantes :

−∂ logL(B)

∂bnm
=

N∑
c=1

(
2Yc

M∑
i=1

xcmbnixci

− (1− Yc)

exp
(
−XT

c B
TBXc

)
2

M∑
i=1

xcmbnixci

1− exp (−XT
c B

TBXc)

)

où B est telle que A = BTB. Les éléments de la matrice
Hessienne sont donnés en dérivant une seconde fois − logL(B)
par rapport à bnm

−∂2 logL(B)

∂(bnm)2
=

N∑
c=1

(
2Ycx

2
cm

+ (1− Yc)
(W − U)V 2 + 2x2

cmW

W 2
U

)
avec

U = exp(−XT
c B

TBXc)

V = 2

M∑
i=1

xcmbnixci

W = 1− exp(−XT
c B

TBXc).
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B. Approximation de la base principale

Dans la section précédente, il a été vu que si les données xi

peuvent s’exprimer dans une base principale où la matrice A
est diagonale alors la recherche du maximum de vraisemblance
du modèle peut se ramener à un problème d’optimisation dont
la solution peut être approchée aisément par une méthode
d’optimisation classique. Un choix naturel de la base principale
est de considérer des axes principaux où la variance des données
est maximale. C’est pourquoi l’utilisation d’une Analyse en
Composantes Principales (ACP) [18] est proposée. L’ACP per-
met de calculer de façon numérique les axes principaux des
données xi à l’aide d’une décomposition en valeurs singulières
(SVD) de la matrice de variance-covariance des données. Dans
la Figure 2 la base principale est donnée par les axes principaux
de l’ellipse.

Dans cette section, l’ACP est réalisée sur les données d’essais
xs = (xi)i=1,...,Ns composées uniquement de succès. La ma-
trice des axes principaux est noté P ∈ MN (R). Dans la suite
de cette étude on fait l’hypothèse suivante :

Hypothèses 2.6: La matrice A est supposée être diagonale
lorsque les données x sont exprimées dans la base formée par
les lignes de P .

Remarque 2.7: Les coordonnées d’un point x dans la base
principale sont données par xP , exprimé par xP = xTP−1.



C. Estimation de la probabilité de démarrage pour tout point
de l’ensemble E

Soit z ∈ E (ou z−µ ∈ E si les données ne sont pas centrées),
la probabilité de démarrage du turbomoteur est estimée par

Pz = exp(−zP−1ÂPzT )

où Â est la matrice estimée par la méthode de maximum de
vraisemblance. Soit p ∈ (0, 1], alors l’ellipsoı̈de

E(p) := {z ∈ E, Pz = p}

représente l’ensemble des points de E où la probabilité de
démarrage du turbomoteur est p.

Remarque 2.8: L’intérieur de E(p), noté E̊(p), contient tous
les points de E pour lesquels la probabilité de démarrage du
turbomoteur étudié est supérieure à p.

III. RÉSULTATS NUMÉRIQUES SUR LES DONNÉES DES
TURBOMOTEURS

Dans cette section le modèle est appliqué à un jeu de données
réel issu de résultats de bancs d’essais. Ces essais comportent 5
facteurs influents et pour chaque essai, l’information de succès
ou d’échec de démarrage est connue. Toutes les expériences
numériques sont réalisées à l’aide de Python 3.10 [19].
L’ensemble E contient environ 1200 points d’essais (d = 5).
Les données sont centrées et réduites. Parmi ces points, ∼
500 correspondent aux succès de démarrage et ∼ 700 aux
échecs. Le point parfait µ est choisi comme le point d’essai
qui est le plus proche de la moyenne des points de xs. La
matrice P est calculée à l’aide de la fonction PCA du package
sklearn.decomposition de la librairie scikit-learn
[20], [21]. L’estimation par maximum de vraisemblance de la
matrice A est réalisée à l’aide du solveur SLSQP de la librairie
scipy [22]. L’algorithme est stoppé lorsque |∇A logL(A)| ≤
10−7. Des contraintes de bornes aii ≥ ε ont été ajoutées afin
d’éviter des solutions numériquement dégénérées, où l’un des
aii devient nul. Les quantités |∇A logL(A)| et |∇2

A logL(A)|
ont été calculées explicitement et implémentées afin d’améliorer
la précision numérique. La performance est évaluée selon un
critère qui compare la probabilité estimée à partir des points
d’essais et p.

∆p :=
Ns(p)

Ns(p) +Ne(p)
− p

où Ns(p) est le nombre de points de succès qui sont dans
E̊(p) et Ne(p) est le nombre de points de d’échecs qui sont
dans E̊(p). Le premier terme de ∆p est une estimation de la
probabilité de succès de démarrage dans E̊(p). Le deuxième
terme, p, représente le niveau de probabilité sur l’hypersurface
d’ellipsoı̈de E(p). Si le modèle est fidèle alors on s’attend à ce
que ∆p > 0 et lim

p→1
∆p = 0 car la probabilité de succès est plus

élevée à l’intérieur de E(p) que sur sa frontière. La Figure 3
représente ∆p pour p ∈ [0.1, 1].

Une façon de valider les choix de modélisation est de
comparer le graphique de la Figure 3 avec Figure 4 issue d’un
modèle analogue simulé comme suit : on considère N vecteurs
aléatoires (Zi, Y (Zi)) où les variables Zi sont uniformément
distribuées à l’intérieur de E(p) et Y (Zi) ∼ B(e−ZT

i ÂZi). Le

Figure 3: ∆p basé sur les données d’essais.

Figure 4: ∆p basé sur des données simulées.

paramètre e−ZT
i ÂZi ∈ [p, 1], il est d’autant plus proche de 1 que

xi est proche du centre de E(p). C’est-à-dire les points Zi sont
des points générés de telle sorte que la fonction e−ZT

i ÂZi donne
la probabilité de succès exacte. On peut observer sur la Figure
3 que ∆p atteint des valeurs négatives, ce qui laisse à penser
que la vitesse de décroissance dans le modèle de dégradation est
trop importante. Une façon simple de ralentir la décroissance,
tout en conservant la même estimation Â, est de considérer que
la probabilité de démarrage au point xi est maintenant donnée
par

gq(x) = e−(xT
i Âxi)

q

avec q ∈ [0, 1]. La Figure 5 représente les courbes ∆p pour
différentes valeurs de q. On constate que pour des grandes
valeurs de p, le modèle avec q = 0.2 se rapproche le plus de
la Figure 4 et correspond certainement à un meilleur choix de
modélisation.

IV. ANALYSE DE ROBUSTESSE

Dans cette section la robustesse du modèle au sens
mathématique est analysée. On quantifie la propagation des
incertitudes sur la position des points xi dans le calcul de
l’estimation de E(p), pour p ≥ 0.5. Pour ce faire, chaque point
xi est perturbé de la manière suivante : x̃i = xi + δi où x̃i est
le point perturbé et δi ∼ U([−λ, λ]5) avec λ > 0. On répète



Figure 5: Évolution de la différence de probabilité ∆p à partir
des données d’essais en fonction de p pour différentes valeurs
de q.

l’opération de perturbation M fois, ce qui donne M ellipsoı̈des
Ej(p, λ) pour 1 ≤ j ≤ M .

L’effet de la perturbation sur le modèle est quantifié par le
critère suivant

Q(λ,M, p) :=

Vol

[
E0(p) ∩

M⋂
j=1

Ej(p, λ)

]
Vol [E0(p)]

Pour un modèle de dégradation parfaitement robuste on s’attend
à ce que la valeur de Q soit 1, car les M ellipsoı̈des Ej(p, λ)
doivent-être identiques à E0(p). Cette quantité est utilisé comme
mesure de robustesse car elle caractérise le volume de la zone
centrale formée par l’intersection des ellipsoı̈des Ej(p, λ) qui
reste intacte relativement aux perturbations.

Une simulation de Monte-Carlo est utilisée pour approcher
Q par Q̂. L’approximation Q̂ est calculée comme suit

Q̂ =

NMC∑
i=1

1

[
Xi ∈

(
E0(p) ∩

M⋂
j=1

Ej(λ, p)

)]
NMC∑
i=1

1 [Xi ∈ E0(p)]

où NMC est la taille de l’échantillon de Monte-Carlo, et 1[s ∈
S] est la fonction indicatrice qui vaut 1 si s ∈ S et 0 sinon.
Les résultats de la simulation sont donnés en Figure 6. Ces
figures donnent les évolutions de Q̂ en fonction du niveau de
perturbation λ pour M ∈ {1, 5, 10} et p ∈ {0.5, 0.8, 0.9}.

Pour M = 1 on observe que l’estimation de Q reste proche
de 1 pour de faibles perturbations λ ∈ [0, 0.02]. En répétant
l’opération de perturbation des points (M = 5, 10) on note
que le phénomène se dégrade mais Q reste à des valeurs
raisonnables pour λ ∈ [0, 0.01], ce qui confirme une certaine
robustesse du modèle aux faibles perturbations.

V. CONCLUSION

Dans cette étude le but est d’estimer une zone de démarrage
à un niveau de fiabilité donné à partir des données d’essais
d’un turbomoteur. La difficulté majeure réside dans le fait

Figure 6: L’évolution de Q̂ en fonction de λ (paramètre de
perturbation) pour différentes valeurs de p et de M .



qu’il n’y ait pas de modèle général physique de démarrage des
turbomoteurs, et que les données d’essais disponibles sont très
limitées en nombre. Dans ce contexte, un modèle préliminaire
d’estimation de la probabilité de démarrage est proposé. Il s’agit
d’un modèle de dégradation paramétrique dont les paramètres
sont estimés par maximum vraisemblance. Les expériences
numériques ont montré qu’il est nécessaire de considérer une
classe plus générique de modèles permettant d’adapter la
vitesse de dégradation de la probabilité de démarrage. A travers
une étude de robustesse, le modèle a aussi montré une stabilité
à des faibles perturbations des données d’essais.
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