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Résumé

Nous introduisons des techniques d’allocation de ressources
pour un probléme ou (i) les agents expriment des demandes
d’obtention de lots d’objets sous forme de graphes acycliques
dirigés compacts pondérés (chaque chemin dans ces graphes
est un lot dont I’évaluation est la somme des poids des arétes
traversées), et (ii) les agents ne demandent pas exactement les
mémes articles mais les demandes peuvent porter sur des objets
conflictuels, qui ne peuvent pas étre tous deux assignés. Ce
cadre est motivé par des applications réelles telles que ’allo-
cation de créneaux d’observation de la Terre, la virtualisation
de fonctions réseaux ou la recherche de chemins multi-agents.
Nous étudions plusieurs techniques d’allocation et analysons
leurs performances sur un probleme d’allocation de portions
d’orbite.

Mots-clés

Allocation de ressources, approche utilitariste, partage équi-
table, graphes.

1 Introduction

Nous considérons un probleme d’allocation de lots d’articles
indivisibles contraint par le chainage d’articles (pour allouer a
chaque agent une chaine d’articles successifs) et des articles
conflictuels. La premicre contrainte est capturée par un graphe
acyclique dirigé (DAG) avec des arétes pondérées, un noeud
source et un nceud puits. Ce graphe représente tous les lots (i.e.
chemins) d’articles valides pour un agent, ol la qualité¢ d’un lot
est représentée par les poids additifs des arétes. La deuxieme
contrainte stipule que chaque agent doit obtenir un chemin sans
conflit dans son graphe. On trouve ces problemes d’allocations
dans des domaines d’application tels que la virtualisation des
fonctions de réseau (NFV), ou les utilisateurs demandent 1’al-
location de graphes dirigés de services dans une infrastructure
réseau partagée [20], ou dans I’observation de la Terre & I’aide
d’une constellation de satellites, ou les utilisateurs demandent
I’exclusivité sur des portions d’orbite (sans chevauchement
avec les portions d’autres utilisateurs) pour mettre en ceuvre
leurs demandes d’observation périodiques [11, 17]. Dans de tels
contextes, outre les pondérations additives des arétes, d’autres
criteres peuvent étre pris en compte pour guider le processus
d’allocation, en particulier lorsque les utilisateurs de la constella-
tion sont des parties prenantes qui s’attendent a ce que les alloca-
tions soient équitables ou proportionnelles & leur investissement.

Travaux connexes. La littérature contient quelques travaux
relatifs a I’allocation de biens structurés sous forme de graphes.
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Dans la division équitable de graphe, I’objectif est de diviser
un graphe d’éléments entre plusieurs agents, avec des utilités
additives attachées aux nceuds [1, 8]. Ces travaux fournissent
des propriétés intéressantes pour trouver des allocations sans
envie (envy-free) ou Pareto-optimales, de maniere efficace
dans certaines structures de graphes spécifiques, comme par
exemple les chemins, les arbres, les étoiles. Cependant, dans
notre probleme, (i) les agents ne sont pas en compétition pour
le méme ensemble d’éléments, (ii) le graphe est dirigé pour
composer des chemins d’un article de début a un article de
fin, (iii) méme en faisant correspondre notre probleme a une
division de graphe et en regroupant les éléments conflictuels
en €léments composites, il est hautement improbable que le
graphe résultant soit acyclique. Ici, les graphes sont utilisés pour
exprimer les préférences, et non les biens a allouer. En bref,
notre travail ne s’inscrit pas dans les cadres existants de partage
équitable de graphes, ou ne peut pas bénéficier des résultats
théoriques sur les graphes en forme de chemin ou d’étoile.
D’autres travaux connexes concernent les encheres de chemins
[9, 6, 21], ou les agents font des offres pour des chemins dans
un graphe ou chaque aréte appartient a un agent. L’ objectif est
d’attribuer des chemins aux agents par le biais d’encheres, et
éventuellement de préserver une certaine confidentialité pour
les propriétaires des arétes. Dans le cas d’une fonction objectif
utilitaire pour le probleme de détermination du vainqueur, sans
confidentialité des prix, cela entre dans le cadre de Vickrey-
Clarke-Groves (VCG), et garantit donc des mécanismes
efficaces et sans risque de confusion. Mais, la encore, les agents
font des offres sur le méme ensemble de nceuds et d’arétes.
Dans le domaine du transport, les recherches sur des structures
treés similaires, a savoir les réseaux de flux, fournissent des
techniques pour un flux maximal équitable dans les réseaux
multi-sources et multi-puits [12]. Bien que les techniques
utilisées soient tres similaires aux ndtres (programmation
linéaire), I’objectif de débit maximal est trés différent de la
maximisation de 1’utilit€ du chemin. Par ailleurs, [7] a travaillé
sur des problemes de plus court chemin multiple basés sur des
techniques de déconfliction. Bien que le probleme présente
des caractéristiques similaires, encore une fois les agents
évoluent sur les mémes graphes, et 1’objectif est centré sur la
minimisation de la longueur du chemin et la minimisation des
chemins conflictuels, sans considérations d’équité.

Dans les jeux de congestion, les agents se voient attribuer des
chemins de maniere a minimiser les délais d{s au croisement
des chemins. Si des agents se voient attribuer les mémes
neceuds, alors le retard li€ a leurs chemins augmente : [14, 16].
Dans notre travail, nous ne considérons pas le retard mais

©AFIA2022



CNIA

des incompatibilités. Bien que ces dernieres puissent &tre
modélisées par des fonctions non linéaires {0,00}, certaines
allocations de chemins sont irréalisables dans notre probleme,
contrairement aux jeux de congestion. En outre, 1'utilisation
de méthodes de résolution de jeux de congestion comme dans
[16] peut aboutir a des équilibres de Nash injustes, en raison
de nombreux chemins irréalisables.

Plus généralement, une autre approche classique de I’allocation
équitable de biens indivisibles est le round-robin, qui est presque
sans envie [3]. C’est notamment une technique privilégiée pour
allouer des fonctions réseau virtuelles dans les infrastructures
de virtualisation de fonctions réseau [19], ou pour ordonnancer
des taches. Nous comparons nos techniques a cette approche.

Contributions. Cet article introduit et présente un modele
pour de tels scénarios, sous le prisme de 1’optimalité et de
I’équité. Le modele capture toute application dans lesquelles
les agents expriment leurs préférences sous forme de DAGs
avec arétes pondérées et dans lesquelles il existe des conflits
entre certains nceuds de ces graphes. Nous montrons que ce
probléme d’allocation est NP-difficile. Nous présentons et
évaluons plusieurs algorithmes sur des données provenant de
constellations de satellites et de demandes simulées, selon trois
criteres : I’optimalité utilitaire, le temps de calcul et I’équité.

2 Modéele du probleme

Nous étudions des problemes d’allocation ou les évaluations des
agents sur les lots d’articles sont représentées comme des DAGs
avec arétes pondérées, avec la présence de certains conflits entre
les nceuds de ces graphes. Une allocation consiste a choisir un
chemin complet dans chaque graphe, de sorte que les chemins
sélectionnés ne soient pas en conflit les uns avec les autres.

2.1 Définitions et notations

Définition 1. Un probleme d’allocation de multiple chemins
conflictuels dans des graphes acycliques dirigés avec arétes
pondérées (PADAG) est un tuple (A4,G,11,C), ol :

o A={1,...,n} est un ensemble d’agents;

* G ={g1,-,9m} est un ensemble de DAGs pondérés,
oil chaque g € G est un tuple (Vg,Eg,u4) qui représente
des préférences sur certains éléments dans V, avec des
connexions entre les éléments dans E, C V,; XV, pondéré
en utilisant la fonction d’utilité u, : V; x V; — R ; nous sup-
posons également que V,;, contient deux nceuds spécifiques,
la source s, et le puits ¢, et que E, contient une aréte de
54 a ty pondérée par I'utilité O (afin de traiter les cas ol
aucun lot d’éléments ne peut étre sélectionné dans g);

* 11:G — A fait correspondre chaque graphe ¢ dans G a son
propriétaire a dans A ;

* CC{(v0)|(vp) €Vyx Vyr.g.9' €G ulg) # pu(g')} est
un ensemble de conflits entre des paires d’éléments de
deux graphes distincts de G provenant de deux agents
distincts.

Pour chaque graphe g et chaque ensemble d’arétes X C F,,
I'utilité de X pour g est définie par uy(X) = ),y ug(e),
ce qui signifie que les évaluations des arétes sont considérées
comme additives dans cet article. Par conséquent, chaque
chemin de s, a t, dans un graphe g est évalué en additionnant
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FIGURE 1 — Exemple d’évaluations (ou préférences) de lots par des
agents représentées sous forme de DAGs. Les conflits sont représentés
par des hypernceuds gris.

les utilités des arétes traversées, et chaque DAG représente de
maniere compacte un ensemble d’évaluations pour des paquets
d’éléments, comme dans les encheres combinatoires. De plus,
nous désignons par G, = p~'(a) I’ensemble des graphes
possédés par I’agent a, et 1'utilité d’un ensemble d’arétes X
pour I'agent a est définie par uq (X)=3_ ¢ -1 (4 ug(XNE).

Définition 2. Une allocation est une fonction 7 qui associe,
a chaque graphe g € G, un chemin 7(g) de s, a t, dans g.
Formellement, 7(g) peut étre représentée comme un ensemble
de neeuds dans V. En effet, comme on manipule des DAGs, il
est facile de reconstruire les arétes successivement traversées par
le chemin a partir de cet ensemble. Par extension, I’allocation
pour I"agent a est donnée par 7(a) =Uge,,~1(a)T(9)-

Par convention, nous désignons par u(m(g)) = u,(g)(7(g))
(resp. u(m(a)) = uq(m(a))), lutilité du graphe g (resp. de
I’agent a) pour I’allocation 7. Enfin, I'utilité globale obtenue
avec Iallocation 7 est donnée par u(m) =3_ .;u(m(g)) (ou

de maniére équivalente u(m) =", . 4u(m(a))).

Définition 3. Une allocation 7 est valide si pour chaque paire
de graphes distincts g et ¢’ il n’y a pas de conflit entre les nceuds
dans les chemins résultants, ¢’est-a-dire (7(g) x w(g"))NC=0.

Exemple 1. La figure 1 illustre un PADAG. Les meilleurs
chemins pour les agents a et b sont respectivement
{Sas a1, ag, ta} et {sp, b1, b3, tp}, tous deux évalués a
1. En raison de conflits de nceuds (par exemple entre
a1 et by), ces deux chemins ne peuvent pas é&tre assi-
gnés en méme temps. Une allocation valide pourrait étre
Tex = {a > {8q,a2,a4,t4},b> {sp,b1,b3,8p } } avec une utilité
globale u(Tex) =u(Tex(a)) +u(mex (b)) =0.35+1.0=1.35.

Les problemes que nous considérons dans cet article sont
(1) comment calculer une allocation (utilitaire) optimale 7
qui maximise u(m), et (ii) comment calculer une allocation
équitable optimale T, par le biais d’une optimisation leximin,
c.a.d. maximisant lexicographiquement le vecteur d’utilité
ordonné (Aj,...,A,,) contenant une composante par agent. Plus
précisément, ce vecteur contient les utilités de tous les agents.
Formellement, il existe une bijection entre les utilités u(7 (7))
des agents i de A et les éléments A; du vecteur. De plus, le
vecteur est ordonné, i.e. Vi <j, A; <A;.



2.2 Analyse de complexité

Les deux propositions suivantes fournissent des résultats de
complexité sur les deux problemes étudiés, relatifs a 1’optimi-
sation utilitaire et a I’optimisation leximin respectivement.

Proposition 1. Déterminer s’il existe une allocation valide 7
telle que I’évaluation utilitaire u(m) est supérieure ou égale
a une valeur donnée est NP-complet.

Démonstration. Tout d’abord, le probleme est NP puisque
u() est calculable en temps polynomial. Ensuite, il existe une
réduction polynomiale de 3-SAT (qui est NP-complet) a notre
probleme. Fondamentalement, dans une formule 3-SAT, chaque
clause sur des variables propositionnelles z, y, z peut étre
représentée comme un DAG pondéré g ou (1) I’ensemble des
neeuds est V, = {z,—~z,y,7y,2,72,54,t4 }, (2) I'ensemble des
chemins de s, a ¢, dans g correspond a I’ensemble des valeurs
de vérité pour x,y,z qui satisfont la clause (représentation du
diagramme de décision), (3) le poids de chaque aréte est fixé a 0
sauf pour les arétes s, —n olt n#t, qui ont un poids de 1/m,
avec m le nombre de clauses dans la formule 3-SAT. Enfin,
pour chaque variable propositionnelle x, nous pouvons ajouter
un conflit (n,n’) pour chaque paire de noeuds étiquetés par les
littéraux x et - dans deux graphes distincts. Ensuite, comme
un chemin est sélectionné dans chaque graphe et comme il y
a m graphes, déterminer s’il existe une allocation valide 7 telle
que u(7) > 1 est équivalent a trouver une solution qui satisfait
toutes les clauses, d’ou le résultat de NP-complétude étant
donné que toutes les opérations utilisées dans la transformation
sont polynomiales. O

Proposition 2. 1l est NP-complet de décider s’il existe une
allocation valide dont I’évaluation leximin est supérieure ou
égale a un vecteur d’utilité donné. La proposition est valable
méme s’il existe un graphe unique par agent.

Démonstration. Dans le cas général, il suffit de considérer
un probleme impliquant un agent unique possédant tous les
graphes, et d’utiliser le résultat de la proposition précédente.
S’il y a un seul graphe par agent, il suffit d’utiliser exactement
le méme codage 3-SAT que précédemment mais de remplacer
les poids 1/m par des poids 1. Il est alors possible de montrer
qu’il existe une allocation valide dont 1’évaluation leximin
est supérieure ou égale a (1,1,...,1) s’il existe une solution au
probléme 3-SAT. De plus, I’évaluation leximin d’une allocation
7 peut €tre calculée en temps polynomial, d’ou le résultat de
NP-complétude. O

2.3 Combinatoire et stratégie

Dans les PADAG:s, les agents sont en compétition pour acquérir
les noeuds reliés par I’ensemble C. Les PADAGSs reviennent
a allouer chaque clique maximale K; dans le graphe de conflit
(Uyeg Vo, C) 2 un agent. L’évaluation d’un agent pour un
lot B={Kj,...,K,} de cliques maximales peut &tre définie
comme I’utilit¢ du meilleur chemin parmi tous les graphes de
I’agent traversant un nceud de chaque K;, mais ne traversant
aucun neeud d’une clique en dehors de B.

Pour résoudre ce probleme, il est possible de s’appuyer sur
des encheres combinatoires, ou chaque agent enchérit sur 1’en-
semble des cliques maximales qu’il souhaite (lots de cliques),
et un commissaire-priseur détermine le gagnant d’une maniére
utilitaire ou équitable, par exemple. Cependant, il est a noter que
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(i) trouver toutes les cliques maximales d’un graphe est O(35 )
dans le pire des cas [2], et (ii) trouver une allocation maximisant
le bien-étre dans les enchéres combinatoires est NP-difficile, en
général [5]. De plus, ’évaluation de tels lots nécessite que les
enchérisseurs connaissent les conflits, ce qui peut ne pas étre
une information publique. Par conséquent, nous considérons
dans la suite que les agents expriment leurs demandes (ensuite
traduites en DAGS), sans savoir avec quels agents leurs offres
sont en conflit. Seul le coordinateur (par exemple, I’opérateur
de réseau ou I’opérateur de constellation) détermine ces conflits.
Alors que les approches leximin et utilitariste (dans un méca-
nisme VCG) sont a I’abri des stratégies (strategyproof), le fait
que les agents définissent directement leur évaluation peut étre
problématique : un agent peut définir un graphe avec un seul che-
min, le seul lot qu’il accepte. En utilisant une approche leximin,
il est trés probable qu’on lui attribue ce seul lot, pour éviter une
utilité de O pour le pire agent. Cette situation pourrait étre évitée
dans certains contextes. Par exemple, les agents devraient seule-
ment étre autorisés a demander des articles, et ne pas exprimer
directement les graphes. Le coordinateur pourrait ainsi générer
des graphes connexes, qui ont de nombreux chemins possibles,
en raison de la configuration du systeme. De plus, dans de nom-
breux contextes opérationnels, plusieurs utilisateurs peuvent
avoir certaines priorités (par exemple, les agences de défense
dans le cadre de I’observation par des satellites), ce qui pourrait
nécessiter que certaines demandes aient des poids plus élevés et
de désactiver la normalisation, ou d’adopter une approche d’al-
location itérative, par niveau de priorités. Ainsi, dans la suite du
document, nous ne considérerons que les agents ayant la méme
priorité et qui ne définissent pas les graphes par eux-mémes.

3 Schémas d’allocation de chemins

Nous proposons ici plusieurs schémas d’allocation pour les
PADAGS. Certains d’entre eux sont basés sur la programmation
linéaire en nombres entiers (ILP) et la programmation linéaire
en nombres entiers mixtes (MILP). Nous commengons par
introduire les variables de décision et les contraintes pour ces
modeles.

Pour tout DAG g=(V};,E,u4), nous définissons des variables
binaires z. € {0,1}, pour tout e € F;, indiquant si ’aréte e est sé-
lectionnée dans le chemin définissant le lot solution. Nous utili-
sons également des variables binaires auxiliaires 3, indiquant si
le noeud v est sélectionné dans le chemin de solution 7(g), ¢’est-
a-dire que 3, =1 si v €m(g), 0 sinon. Pour tout nceud v dans Vj,
nous désignons par In(v) (resp. Out(v)) son ensemble d’arétes
entrantes (resp. sortantes). Dans tous les modeles ILP introduits
par la suite, nous imposons les contraintes (1)—(3) pour définir
tous les chemins possibles, les contraintes (4)—(5) pour tenir
compte des conflits de sélection d’éléments, et la contrainte (6)
pour s’assurer que les sources et les puits sont sélectionnés.

Z Te= Z Te, VgeQ,VveVg\{sg,tg} (1)

e€ln(v) e€Out(v)

S w=1, Vgeg @)

e€Out(sgy)
> oxe=1, Vgeg 3)

e€ln(ty)
Z we:ﬂvv Vgeg7vve‘/g\{sgvtg} (4)

e€ln(v)

S B.<1, VeeC )

vee
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Bs, =P, =1, Vgeg (©)

3.1 Allocation utilitariste (util)

L’ approche classiquement utilisée en allocation de ressources
est I’approche utilitaire. Elle consiste a trouver 1’allocation
qui maximise la somme des utilités de tous les chemins
sélectionnés. Cela correspond a la résolution du programme
linéaire en nombres entiers P ((A,G,1,C)) donné ci-dessous :

max %ezé ez;ug(e)-xe @)
tq.  (1),(2),(3),(4),(5),(6)

L allocation résultante 7 est décodée a partir des variables 3,.
Formellement, pour tout g€ G, m(g) ={veV, | f,=1}.

Exemple 2. Dans la figure 1, I’allocation utilitaire optimale est
Tutil = {a+> {84,a2,a3,t },b> {sp,b1,b4,tp } }, avec une utilité
globale u(myti) =u(myii(a)) +u(mue (b)) =0.80+0.60=1.40.

3.2 Allocation leximin (lex)

Au-dela de I'utilitarisme, une fagon de mettre en ceuvre une
allocation équitable et Pareto-optimale est de considérer la
regle leximin qui sélectionne, parmi toutes les allocations
possibles, une allocation conduisant aux meilleurs profils
d’utilité par rapport a 1’ordre leximin [13]. Plus précisément,
soit z = [z1,...,2,]) le vecteur d’utilité olt chaque composante
24 € 10,7, représente I'utilité pour ’agent a € A. Z, désigne
ici la meilleure valeur d’utilité pour I’utilisateur a considéré
seul, c’est-a-dire pour le probléme mono-agent ou le meilleur
chemin peut étre choisi pour chaque graphe g € G,. En
optimisation selon le leximin, 1’objectif est de maximiser
lexicographiquement le vecteur A = [Ay,...,A,] obtenu apres
avoir ordonné [z1,...,2,,] suivant un ordre croissant.

Cette regle leximin peut étre mise en ceuvre par une séquence
de programmes linéaires [10]. Nous adaptons ici une telle
procédure au cas spécifique des PADAGs. Supposons que
nous ayons déja optimisé sur les premicres K —1 composantes
[A1,...,Ax_1] de A, pour K € [1..n]. Ensuite, on peut utiliser
le programme présenté par la suite pour optimiser la Kme
composante A du profil leximin de z. Dans ce modele,
A représente I'utilité obtenue au niveau K dans A, avec
A€ [Ak_1,max,e 4 7Z,] et par convention Ag=0. y, est une
variable binaire égale a 1 si I’agent a € A joue le role de I’agent
associé au niveau k € [1..K —1] dans [A4,...,Ax_1], O sinon.
L’optimisation de A  peut étre effectuée a 1’aide du programme
Pex((A,G,1,C),K,[A1,....A ) _1]) donné ci-dessous :

max A\ ®)
tq. (1),(2),(3),(4),(5).(6)
Za= y, > ugle)-xe, VacA )
g€Gae€l,
S Yar=1, Vke[l.K-1] (10)
acA
> yak<l, VacA (11)
kel[l..K—1]
A<zo+M Y Yok, VacA (12)
ke[l.K—1]
Z2e> Y, Ak Yok, Va€A (13)
ke[l K—1]
©AFIA2022
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Dans la contrainte (12), M = max,c4 Z, est utilisé pour
ignorer les agents associés a des niveaux strictement inférieurs
a K lors de 'optimisation de A (formulation big-M). La
contrainte (13) garantit que I’utilité obtenue pour I’agent associé¢
au niveau k € [1..K — 1] ne soit pas étre inférieure & A. Pour
mettre en ceuvre la reégle du leximin, il suffit alors de résoudre
une séquence de problemes P, pour K € A afin d’optimiser
la valeur de chaque composante du profil d’utilité.

Algorithme 1 : Algorithme leximin (lex)
Données : Un probleme PADAG (A,G,11,C)
Résultat : Une allocation leximin-optimale 7
pour K =1 a | A| faire
(A\*,80l)
résoudre Pex((A,G,11,C), K [A1,...;.A—1])
A K< ¥

4 pour g€ g faire

| wlg) ¢ {ve, | sol(B.)=1}

retourner

Exemple 3. L allocation leximin optimale pour I’exemple de
la figure 1 est mex = {a > {sq,a1,a4,tq },b— {sp,b2,b3,p} },
avec une utilité globale u(mex) = u(mex(a)) + u(mex (b)) =
0.62+0.70=1.32 et le vecteur d’utilité (0.62,0.70).

3.3 Allocation leximin approchée (a-lex)

Le modele précédent met en ceuvre une regle leximin exacte
et assure donc 1’équité de 1’allocation résultante, mais il peut
difficilement passer a I’échelle avec I’augmentation du nombre
d’agents et d’arétes. Notons que la vérification des tests
classiques de répartition équitable (proportionnalité, absence
d’envie...) est impossible puisque les agents n’enchérissent pas
sur le méme ensemble d’articles. Nous proposons ainsi une ver-
sion approximative du calcul du leximin, basée sur un schéma
maximin itéré. Fondamentalement, cette approche considere
a chaque étape une utilité minimale A, > 0 pour certains
agents et maximise la pire utilit€ parmi les agents restants, pour
lesquels nous supposons arbitrairement A, =—1. Le probléme
a résoudre, appelé Pj.iex((A,G,11,C),A), est le suivant :

max ¢ 14
tq.  (1),(2),(3),(4),(5),(6)
0< > ugle)re, YacA|A,=-1 (15)
g€Gae€l,
> ug(€)re >Ny, YacA|A,#-1  (16)
g€Gae€E,

La méthode de résolution consiste alors a optimiser Pj_ ex de
maniere itérative, comme pour leximin. Comme I’indique I’algo-
rithme 2, a chaque itération (une par agent), Pj.jex €st résolu, un
pire agent a est déterminé, et son utilité minimale A est fixée.
La principale différence avec Pl est qu’a chaque itération, dans
Pi.ex, 1a position d’un agent dans 1’ordre est déterminée une fois
pour toutes, alors que dans Fey 1’ordre peut étre révisé a chaque
itération. De plus, si une égalité se produit a la ligne 5 pour dé-
terminer le pire agent (cas |.S| > 1), on peut se fier a une certaine
heuristique ou a un choix arbitraire. Ainsi, Pj jex €St une approxi-
mation de P, qui contient moins de variables et de contraintes.
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Algorithme 2 : Algorithme leximin approché (a-lex)

Données : Un probleme PADAG (A,G,u,C)
Résultat : Une allocation maximin-optimale 7
A[-1,.,—1]
pour K =1 a | A| faire

(0*,s0l) < résoudre Pjjex((A,G,11,C),A)

S« argmin > 3 ug(e)sol(xe)
a€A | Ag=—1geG ecE,

G < choisir un agent a € .S
A[l «—0*

7 pour g € G faire

-

A U W

| m(g){veVy | sol(B,)=1}
retourner m

Exemple 4. L allocation leximin approchée pour I’exemple de
la figure 1 est o jex = {a > {Sq,01,04,t0 },0 {8b,02,b3,t6 } }
avec le vecteur d’utilité (u(maiex(a)), u(Taiex(h)))

(0.62,0.70) et une utilité globale u(7,jex) =0.62+0.70=1.32.

C’est la méme chose que 7« puisqu’il n’y a que deux agents
et aucune égalité entre les pires utilités.

3.4 Allocation gloutonne (greedy)

Pour les décisions tres rapides, le maximin itéré peut encore
étre trop lent. Dans de tels cas, une approche gloutonne peut
fournir des allocations valides trés rapidement. L'idée principale
de I’allocation de chemins par approche gloutonne est d’itérer
sur I’ensemble des graphes. A chaque étape, un graphe ¢* qui a
le meilleur chemin d’utilité est sélectionné, ce chemin est choisi
comme 7(g*), et tous les nceuds des autres graphes qui sont en
conflit avec les nceuds de w(g*) sont désactivés. Le graphe g*
est alors supprimé, et le processus continue jusqu’a ce qu’il n’y
ait plus de graphe a considérer. Ce processus garantit le respect
des contraintes (1), (2), (3), (4), (5), (6).

Ce processus est décrit dans 1’algorithme 3.

Algorithme 3 : Algorithme glouton (greedy)
Données : Un probleme PADAG (A,G,u,C)
Résultat : Une allocation 7
tant que G () faire
déterminer
g* le graphe d’utilité maximale avec le chemin p
m(g") < p
pour g € G faire
Vo {veV, [Vwen(g) {vw} ¢C}
E,{(vw)eE, |veViweV,}
L 9<9\{g7}

retourner m

Déterminer le meilleur chemin dans un DAG g¢ est linéaire
en temps : O(|Ey|+|V,]) [4]. De toute évidence, la méthode
gloutonne est équivalente a la méthode utilitaire lorsqu’il n’y
a pas de conflit entre les graphes. En effet, greedy retournera
le meilleur chemin pour chaque graphe, ce qui est la meilleure
solution utilitaire dans un tel contexte. De plus, cette approche
aboutit & un équilibre de Nash ol aucun agent ne peut améliorer
son utilité sans un impact négatif sur les autres agents. Ceci
est équivalent a la procédure Nashify de [16] dans le contexte
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des jeux de congestion, avec un seul tour. Nous verrons dans
les expériences que cet équilibre est loin d’étre équitable.

Exemple 5. L’allocation gloutonne pour 1’exemple de la fi-
gure 1 est Tgreedy = { @+ {Sa,a1,03,t4 },b— {sp,b2,b4,ts }, avec
une utilité globale u(Tgreedy) =U(Tgreedy (@) +1(Tgreedy (b)) =
1.040.3=1.3 et le vecteur dutilité (1.0,0.3).

3.5 Allocations round-robin (p-rr et n-rr)

Une approche rapide pour I’allocation équitable de biens
indivisibles est le round-robin. Elle consiste a faire en sorte
que chaque agent choisisse a tour de role (dans un ordre fixe
prédéfini) un élément (en fonction de ses préférences) jusqu’a
ce qu’il n’y ait plus d’élément a allouer. Comme greedy, il est
polynomial en nombre d’agents et d’articles. Dans notre cas,
nous pouvons considérer deux types d’articles a allouer : les
chemins (approches notée p-rr) ou les nceuds (approche notée
n-rr). Dans le cas des chemins, chaque agent choisit a son tour le
meilleur chemin possible, compte tenu des nceuds déja alloués
(pour éviter les conflits). Ce processus fonctionne de maniere
similaire a celui de greedy, mais alterne entre les utilisateurs
pour équilibrer les utilités. Dans le cas des nceuds, chaque agent
construit de maniére incrémentale le chemin associé a chacun
de ses graphes, en choisissant tour a tour son meilleur prochain
neceud réalisable jusqu’a ce qu’il atteigne le puits ou qu’il n’y ait
plus de nceud réalisable a choisir (un chemin sans issue). Dans
ce dernier cas, I’agent se voit attribuer le chemin source-puits
d’utilité O et perd les nceuds précédemment choisis. Dans les
deux approches, les contraintes (1), (2), (3), (4), (5), (6) sont
respectées puisque les chemins considérés sont tous faisables.
Notons que p-rr résulte en un équilibre de Nash ou chaque
agent s’est vu allouer le meilleur chemin compte tenu des
autres allocations. Ce n’est pas le cas pour n-rr, puisque certains
neceuds laissés par un agent tombant dans une impasse peuvent
avoir empéché d’autres agents de trouver une meilleure solution.

Exemple 6. L allocation round-robin par chemin ., pour
I'exemple de la figure 1 est équivalente a Tgreedy, puisque
a choisit {s,,a1,a3,t,} et ensuite b choisit {sp, b2, bs,tp}}.
L’allocation round-robin par nceud ., est également
équivalente & Tgreedy car a choisit d’abord a;, puis b choisit by
(seule option réalisable), puis a choisit as (meilleure option),
et enfin b choisit b4 (seule option réalisable).

4 Evaluation expérimentale

Dans cette section, nous évaluons les performances des
méthodes d’allocation proposées pour résoudre un probléme
d’allocation de portions d’orbite ! codé en PADAGs. Nous
présentons le dispositif expérimental et analysons quelques
résultats obtenus sur des instances synthétiques.

4.1 Scénario d’évaluation

Comme décrit dans [18], les constellations de satellites
d’observation de la Terre soulévent de nombreux défis. Nous
abordons ici celui dans lequel des utilisateurs peuvent demander
a priori ’exclusivité sur des portions d’orbite, afin de disposer
de temps satellite pour réaliser des prises de vue sans avoir a
passer systématiquement par 1’arbitrage d’un opérateur central.
L objectif de notre étude est d’allouer des portions d’orbite aux

1. qui est un probleme assez récent identifié mais non formalisé dans [17],
a ne pas confondre avec les problemes d’ordonnancement d’orbite [11].
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FIGURE 2 — Un probleme d’allocation de portions d’orbites impliquant
2 agents (a en rouge, b en bleu) demandant des portions d’orbite
autour de deux plots temporels (¢; et ¢2), avec des fenétres de tolérance
autour de chaque plot (en gris) et deux portions candidates pour
chaque plot (a1, ..., as, b1, ..., ba).

utilisateurs, sachant que chacun a des requétes d’observation
définies par un point d’intérét (POI) a observer avec une
fréquence de revisite donnée, par exemple observer la ville
de Saint-Etienne toutes les 2 heures pendant plusieurs jours.
Etant donné que plusieurs satellites peuvent capturer le méme
point sur la Terre autour des plots temporels définis, plusieurs
lots sont spécifiés par chaque utilisateur, qui se valorisent dif-
féremment en fonction de la qualité de la séquence des portions
d’orbite, par exemple la proximité des plots temporels ou les
angles d’acquisition. En outre, plusieurs utilisateurs peuvent
étre intéressés par des points d’intérét tres proches, ce qui
entraine un chevauchement des portions d’orbite qui ne peuvent
étre attribués simultanément aux utilisateurs correspondants.

4.2 Cadre expérimental

Nous considérons une constellation en orbite basse (500 km
d’altitude) composée de n,, plans orbitaux réguli¢rement espa-
cés ayant une inclinaison de 60 degrés, avec n, € {2,4,8,16} et
2 satellites régulierement espacés sur chaque plan orbital. Pour
générer des instances PADAG, nous générons aléatoirement des
requétes pour 4 agents souhaitant obtenir la propriété de por-
tions d’orbite afin de réaliser des acquisitions au sol répétitives
de points d’intérét (POI) appartenant a la méme zone. Les POIs
sont choisis aléatoirement dans un sous-ensemble extrait de [15].
Tous les agents ont le méme modele pour une requéte r : obtenir
une observation tous les jours a 8 :00 + 6., 12 :00 + 9,-, et 16 :00
+ 6, avec une tolérance de 1 heure autour de chaque plot tempo-
rel, et un décalage aléatoire uniforme 9, € [—2,2] pour tous les
plots temporels de la méme requéte. Pour chaque POI et chaque
plot temporel, les portions d’orbite candidates sont déterminées
grace a une librairie logicielle de mécanique spatiale, en partant
de ’hypotheése qu’un satellite est pertinent pour un POI des
que son €lévation au-dessus de 1’horizon est supérieure a 15
degrés. Les portions d’orbite incompatibles sont celles qui se
chevauchent alors qu’elles appartiennent au méme satellite.

Nous formulons ensuite ces requétes et les portions d’orbite can-
didates sous forme de PADAGs. Chaque requéte est représentée
par un graphe, dans lequel les nceuds (a I’exception de la source
et du puits) sont des portions d’orbite pour capturer un POI &
un moment donné, et les arétes relient deux portions d’orbite
consécutives pour répondre a la requéte. Par exemple, la figure 1
représente un PADAG pour deux requétes de deux utilisateurs
(a et b), avec deux plots temporels. Chaque utilisateur a deux
portions d’orbite candidates par plot temporel, illustré en
figure 2. Pour simplifier, nous ne considérons que les utilités
attachées aux portions d’orbite, sans prendre en considération
les transitions entre elles. Nous étudions une fonction d’utilité
linéaire, qui est linéaire en fonction de la distance entre le milieu
7 de la portion allouée et le plot temporel demandé (utilité linéai-
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FIGURE 3 - Utilité globale moyenne (en haut) et temps de calcul (en
bas) obtenus pour chaque algorithme et chaque taille de constellation.

rement décroissante de 1 lorsque 7 est exactement sur le plot
a 0 lorsque T atteint les limites de la fenétre de tolérance). Nous
normalisons chaque utilité par rapport a I’utilité maximale qui
peut étre obtenue pour chaque graphe individuellement. Nous
considérons 2 requétes par agent, et un horizon de 365 jours, ce
qui donne des DAGs ayant 1095 couches. Ce parametre donne
des DAGs avec les propriétés suivantes en moyenne :

ny 2 4 8 16
largeur 3.08 5.41 10.05 19.38
conflits 26798.80 45636.06 82971.20 158180.20

durée (s) 603.28 600.10  599.87 598.75

En bref, la largeur du DAG (nombre de nceuds par couche) et
le nombre de conflits augmentent proportionnellement avec
le nombre de satellites. La durée des portions d’orbite est
d’environ 10 minutes.

Les solveurs sont codés en Java 1.8 et exécutés sur un CPU
Intel(R) Xeon(R) E5-2660 v3 @ 2.60GHz a 20 cceurs, 62GB
RAM, Ubuntu 18.04.5 LTS. util, lex et a-lex utilisent I’ API Java
de IBM CPLEX 20.1 (avec un temps limite de 10 minutes).
Nous avons exécuté sur 30 instances de PADAGs générés aléa-
toirement et tracé la moyenne avec une confiance de [0.05,0.95].

4.3 Utilité

La figure 3a montre I'utilité globale normalisée moyenne
pour chaque algorithme et chaque taille de constellation
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FIGURE 4 — Profils d’utilité (par ordre leximin) pour les 10 premiéres instances (sur 30) pour chaque taille de constellation et chaque algorithme
(sud : meilleure utilité sur tous les agents; ouest : deuxieme meilleure utilité ; nord : troisiéme meilleure utilité ; est : pire utilité).

(exprimée en nombre de plans orbitaux). L'utilité¢ globale
normalisée est I'utilit¢ moyenne du graphe, donc entre O et 1.
De toute évidence, util fournit 1’allocation utilitaire optimale.
En deuxieéme position, a-lex fournit de bonnes allocations
a presque 85% de la valeur optimale en moyenne. Il est
intéressant de noter que lex a des performances équivalentes a
a-lex (écart inférieur & 5% en moyenne). En effet, a-lex fournit
des allocations 1égerement meilleures du point de vue utilitaire,
au détriment de 1’approximation de 1’équité. Les approches
round-robin different vraiment en termes d’utilité. Bien que p-rr
fournit des allocations a presque 71% de 1’optimal, n-rr donne
des allocations de faible utilité, a presque 10% de 1I’optimal
sur des constellations plus petites. D’ailleurs, dans de telles
configurations, il y a peu de chemins réalisables pour chaque
demande. Ainsi, pour la plupart des demandes, la construction
incrémentale myope des chemins aboutit a des impasses, et
donc a des allocations d’une utilité de 0; alors qu’en consi-
dérant un autre ordre d’agents, les allocations auraient pu &tre
meilleures. Enfin, greedy se comporte légérement moins bien
que p-rr, a pres de 68% de la valeur optimale en moyenne. Sur
des instances plus grandes, ou de nombreux chemins existent
pour répondre a chaque requéte, greedy se comporte encore
mieux. Plus généralement, les problémes de constellation
de grande taille sont plus faciles a résoudre du point de vue
utilitaire par les algorithmes non optimaux, puisqu’il existe plus
d’options pour éviter les conflits malgré leur nombre élevé.

44 Equité

Pour analyser 1’équité des allocations résultantes, la Figure 4
fournit les profils d’utilité obtenus pour les 10 premieres
instances pour chaque algorithme. greedy, par principe, cherche

a allouer d’abord les chemins a plus forte utilité, ce qui entraine
des allocations injustes ou seuls les 2 ou 3 premiers utilisateurs

sont servis, alors que plus souvent le quatrieme utilisateur
n’a aucune requéte satisfaite. Les approches round-robin sont
plus équitables que I’approche greedy et satisfont souvent
les requétes d’un plus grand nombre d’utilisateurs. util donne
des profils avec la plus grande surface, mais la plupart du
temps le quatrieme utilisateur est négligé. Enfin, lex et a-lex
se comportent presque identiquement (leurs profils sont
superposés), montrant que I’approximation a-lex est suffisante
pour produire des allocations équitables. Notons qu’avec
des constellations plus grandes, puisqu’il y a de plus en plus
d’options pour servir les utilisateurs, tous les algorithmes ont
tendance a donner des allocations plus équitables. Néanmoins,
lex et a-lex sont les meilleurs choix ici, et les concurrents
round-robin produisent des allocations insatisfaisantes.

4.5 Temps de calcul

La figure 3b montre le temps de calcul moyen en millise-
condes pour chaque algorithme et chaque taille de constellation.
Comme prévu (par conception), greedy, p-rr et n-rr sont les plus
rapides. n-rr qui n’effectue méme pas les opérations de chemin
le plus court, est de loin le plus rapide, mais donne lieu a des allo-
cations trés mauvaises et peu équitables. greedy et p-rr sont tres
rapides, mais sont basés sur de multiples recherches du chemin
maximum dans les DAGs. p-rr fournit encore rapidement d’as-
sez bonnes allocations utilitaires et équitables. util, basé sur la
résolution d’un seul programme linéaire en nombres entiers, est
100 fois plus lent que les algorithmes les plus rapides. Ensuite,
lex et a-lex sont jusqu’a deux ordres de grandeur plus lents que
util sur les plus grandes constellations. Ceci est dii aux multiples
appels (|.A]) au solveur MILP sur les grands problemes. a-lex est
2 a 3 fois plus rapide que lex puisqu’il résout des MILP plus pe-
tits, tout en donnant des allocations aussi justes que celles de lex.
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5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé le modele PADAG,
un nouveau probleme d’allocation ol les agents expriment
leurs préférences sur des lots d’articles sous forme de DAGs
pondérés par les arétes. Nous avons introduit et analysé
plusieurs méthodes de résolution (utilitaire, leximin, leximin
approché, glouton) contre les allocations round-robin, du point
de vue de I'utilitarisme et de 1’équité. Nous avons évalué ces
méthodes sur de grandes instances de problemes d’allocation de
créneaux orbitaux, générées aléatoirement, avec plus de 1000
couches. Sur de grandes constellations, nous observons que la
méthode leximin approché constitue un bon compromis entre
I’optimalité utilitaire, I’optimalité leximin et le temps de calcul,
par rapport a toutes les autres méthodes de solution. Elle est
méme équivalente au leximin exact sur la plupart des instances,
tout en divisant les temps de calcul par un facteur de 2 a 3.
Nous identifions plusieurs pistes pour de futures investigations.
Tout d’abord, comme le leximin approximatif est un compromis
entre ’équité et les temps de calcul, nous aimerions étudier
d’autres méthodes de résolution, encore plus réactives, notam-
ment pour résoudre des PADAGsS plus grands et des topologies
spécifiques. En effet, comme pour la division des chemins
et les jeux de congestion, des techniques dédi€es pourraient
étre congues pour des topologies données (étoiles, chaines,
etc.). Deuxiémement, puisque les PADAGs sont fortement
contraints par les conflits, nous cherchons a explorer des
heuristiques min-conflict pour améliorer nos algorithmes. Enfin,
nous pensons que les PADAGs ont un grand potentiel pour
étre utilisés dans une variété de domaines, et nous souhaitons
donc évaluer les techniques proposées sur des problemes
provenant d’autres applications, comme le domaine NFV ou les
chaines de fonctions sont modélisées comme des graphes, et les
incompatibilités controlent I’acces aux nceuds ou le domaine
de la recherche de chemins dans un cadre multi-agent (les
préférences de chemin sont modélisées comme des graphes,
et les incompatibilités modélisent les contraintes pour éviter
que deux agents occupent la méme position en méme temps).
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