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Résumé
Nous proposons une variable ciblant les problèmes de tour-
nées de véhicules : la variable de séquence. La représenta-
tion de son domaine permet une recherche sur base d’inser-
tions dans une route partiellement formée, ainsi que l’im-
plémentation d’algorithmes simples, mais puissants, per-
mettant de respecter des temps de transition entre les vi-
sites ou des capacités dans un véhicule. Nos expériences
démontrent que cette variable est suffisamment flexible pour
modéliser des problèmes d’itinéraires très contraints, tout
en les résolvant de manière efficace.

Mots-clés
Variable de séquence, Voyageur de commerce, livraison,
transport de patients, programmation par contraintes.

1 Introduction
Les problèmes de tournées de véhicules (PTV) [19] appa-
raissent fréquemment dans la distribution de biens dans la
chaîne logistique. De par l’augmentation de l’urbanisation
et des défis écologiques, il est également attendu que les
offres de transport flexibles, telles que le transport à la de-
mande, soient davantage développées à l’avenir. Cela sou-
lève de nouveaux enjeux pour l’optimisation, en particulier
le développement d’outils génériques et réutilisables pour
les nombreux contextes et variants du PTV.
La programmation par contraintes (PPC) est une des ap-
proches les plus flexibles pour la modélisation de PTV.
L’approche standard consiste en un modèle de successeurs,
introduisant une variable par lieu visité qui représente la vi-
site suivante dans le parcours d’un véhicule. En dépit de sa
simplicité, ce modèle souffre de deux limitations majeures :
l’impossibilité de représenter des visites optionnelles sans
ajouts de valeurs spéciales ainsi que le rajout d’une visite
au milieu d’un itinéraire partiellement formé. Le but de la
variable de séquence est de pallier à ces deux limitations :

1. Elle peut facilement modéliser l’exclusion de vi-
sites, similairement à une variable d’ensemble.

2. Inspirée de l’idée du graphe d’insertion [3], elle
permet l’ajout d’une visite au milieu d’un itiné-
raire partiellement formé, permettant l’emploi d’al-
gorithmes de recherche d’insertions en profondeur
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[3, 8] pour pouvoir réinsérer de manière optimale
un ensemble de visites relaxées dans une recherche
en large voisinage (RLV).

Nous commençons par un survol de travaux antérieurs sur
approches avec séquences, avant de détailler notre variable,
quelques contraintes applicables sur son domaine et son
emploi sur 3 variants de PTV.

2 Travaux antérieurs
Dans [18], les auteurs ont introduit une variable de sé-
quence pour des problèmes d’horaires et de PTV. La repré-
sentation du domaine de cette variable étend directement
celle du sous-ensemble lié pour des variables d’ensemble
[7], de part une partition des visites en requises, possibles
et exclues, ainsi qu’une séquence partielle et un ensemble
d’insertion
Bien que non publié, IBM ILOG CP Optimizer [11] dispose
également de variables de séquences pour décider l’ordre de
visites, davantage axé sur la planification mais néanmoins
utilisé pour des problèmes de tournées de vehicules. Leurs
fonctionalités et contraintes sont brièvement décrites [9, 10]
sans pour autant donner leur implémentation exacte. Selon
leur Interface de Programmation [5, 6], elles se basent sur
une structure tête-queue, maintenant séparément l’agran-
dissement de la tête et de la queue pour rajouter des va-
riables d’intervalle au début ou à la fin de la séquence, res-
pectivement. Cette implémentation semble similaire à celle
de Google OR-Tools [15] et ses propres variables de sé-
quences [16]. Elle a été employée pour résoudre le pro-
blème du transport de patients dans [4] et [12].

3 Variable de séquence
Nous introduisons les notations sur les séquences avant de
formaliser le domaine de notre variable et décrire comment
l’implémenter dans un solutionneur de PPC. Notre variable
se base essentiellement sur celle de [18] mais en y enle-
vant le set requis. Par conséquent, une visite possible doit
être directement planifiée à un endroit précis dans une sé-
quence partiellement formée, et ne peut pas être simplement
requise. Cette modification, en dépit de sa simplicité, per-
met de simplifier grandement le raisonnement fait par les
contraintes, leur complexité temporelle ainsi que l’implé-
mentation d’heuristiques, tout en perdant relativement peu
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de flexibilité en pratique. La variable que nous proposons
peut être vue comme une généralisation de l’idée du graphe
d’insertion [3], plus générique et encapsulée par l’implé-
mentation interne du domaine de la variable de séquence.

3.1 Notations
Les notations sont largement issues de [18] mais réintro-
duites par souci de clarté. Chaque lieu pouvant être visité
est qualifié de nœud, et leur ensemble est décrit par X . Une
séquence sur X est notée −→S et l’ensemble de toutes les sé-

quences de X par −→P (X ). La notation p
−→
S≺ q signifie que le

nœud p précède q dans −→S , et p
−→
S−→ q que p précède direc-

tement q dans −→S . Elles seront simplement écrites p ≺ q et
p −→ q lorsque le contexte le permet.
Une séquence peut être agrandie par l’utilisation d’un opé-
rateur insertion(−→S , p, q), avec q /∈ S, p ∈ S, qui résulte
en l’insertion de q juste après p dans la séquence. Plus for-
mellement, assumons −→S =

−→
S 1 · p · −→S 2. La super-séquence

résultante de l’opération est −→S ′ =
−→
S 1 · p · q · −→S 2. Cette

opération est également notée −→S =⇒
(q,p)

−→
S ′.

Étant donné I , un ensemble de tuples (q, p), correspondant
chacun à une insertion potentielle dans −→S , −→S =⇒

I

−→
S ′ si-

gnifie que −→S ′ peut être obtenue en appliquant une insertion
de I sur −→S : ∃(p, q) ∈ I | −→S =⇒

(p,q)

−→
S ′.

Plus généralement, la dérivation en zéro étape ou
plus est définie par −→

S
∗

=⇒
I

−→
S ′ ≡ −→

S =

−→
S ′ ∨

(
∃(p, q) ∈ I | −→S =⇒

(p,q)

−→
S ′′ ∧ −→S ′′ ∗

=⇒
I\{(p,q)}

−→
S ′
)
. No-

tons que I peut contenir des tuples qui ne correspondent pas
à une insertion possible dans, −→S mais à la place dans une
insertion possible dans une super séquence de −→S .

3.2 Domaine
Définition 1. Le domaine d’une variable de séquence Sq
est représenté par ⟨−→S , I, P,E⟩, avec −→S un ensemble de
nœuds ordonnancés correspondant à la séquence et for-
mant un tour partiel, des points d’insertions I ⊆ X ×X et
deux sous-ensembles de nœuds P,E ⊆ X pour les nœuds
potentiellement insérés et exclus de la séquence, respective-
ment. Le domaine de Sq, également noté D(Sq), est défini

comme ⟨−→S , I, P,E⟩ ≡
{−→
S ′ ∈ −→P (P ∪ S) | −→S ∗

=⇒
I

−→
S ′
}

et capture tous les dérivations possibles valides du tour par-
tiel −→S en utilisant les insertions de I .
À son initialisation, la séquence est composée d’un tour
partiel de deux nœuds, α · ω, pour le début α et la fin ω
du parcours, et aucune insertion n’est permise après ω pour
garantir que ω demeure le dernier nœud visité. P est donc
égal à X \ {α, ω}, E = ϕ et l’ensemble d’insertions est
I = {(p, q) ∈ P × X | p ̸= ω}. Imposer un nœud de
début et de fin dans la séquence permet une modélisation
facile des problèmes où le trajet d’un véhicule doit finir à
son point de départ ou à un autre endroit (α se trouve au
même endroit que ω ou non) et évite à l’interface de pro-
grammation de faire face au cas spécial de séquences vides,
requérant l’ajout d’un symbole fictif comme dans [18].

Nous maintenons une cohérence assez faible sur le do-
maine, facile à calculer et capturant les invariants suivants :

S ∪ P ∪ E = X ∧ S ∩ P = S ∩ E = P ∩ E = ϕ (1)
∀(p, q) ∈ I : q ∈ P ∧ p /∈ E (2)
∀q ∈ P : ∃p ∈ S ∪ P | (p, q) ∈ I (3)

(1) Les nœuds de la séquence partielle S, de l’ensemble
possible P et de l’ensemble exclu E forment une partition
de X ; (2) les insertions valides sont constituées de nœuds
possibles placés après des nœuds non exclus (qui ne sont
pas forcément encore présents dans la séquence partielle) ;
(3) un nœud possible peut toujours être inséré après un autre
mœud. Cette cohérence ne détecte pas si tous les arcs de I
sont déconnectés de −→S et devraient être exclus.

3.3 Implémentation et structures de données
L’implémentation du domaine ⟨−→S , I, P,E⟩ doit être réver-
sible pour des solutionneurs à trace comme MiniCP [14], et
ses mises à jours et itérations aussi efficaces que possible.
Le partitionnement entre les ensembles S, P,E est implé-
menté par un seul ensemble réversible [17], permettant la
suppression et restauration en temps constant. Les points
d’insertions I sont quant à eux partitionnés en un ensemble
Ix = {p ∈ (S ∪ P ) : (p, x) ∈ I} par nœud x ∈ X , cha-
cun composé des prédécesseurs valides du nœud x. Ils sont
également implémentés par des ensembles réversibles. Les
successeurs des nœuds sont quant eux accessibles et modi-
fiables en tant constant via un tableau d’entiers réversibles.
Les invariants maintenus par ces structures de données sont
décrits dans les équations (4) à (7) et sont équivalents aux
invariants (1) à (3). La Figure 1 illustre le domaine.

S ∪ P ∪ E = X ∧ S ∩ P = S ∩ E = P ∩ E = ϕ (4)
p ∈ E =⇒ Ip = ϕ ∧ ∀x : p /∈ Ix (5)
p ∈ S =⇒ Ip = ϕ (6)
Ix = ϕ =⇒ x ∈ S ∨ x ∈ E (7)

α a b ω

c d e

node x Ix |Ix ∩ S| |Ix ∩ P |
a ϕ 0 0
b ϕ 0 0
c ϕ 0 0
d {α, a} 2 0
e {a, b, d} 2 1

dcωb e a α

a b c d e α ω

−→
S

P = {d, e}, E = {c}
FIGURE 1 – Variable de séquence, avec son ordonnance-
ment

−→
S = {α, a, b, ω} et ses insertions potentielles (poin-

tillées) pour les nœuds x ∈ P . Se trouve une table montrant
les insertions des nœuds, les successeurs de la séquence
(uniquement valide pour les nœuds ∈ S) ainsi que l’ap-
partenance des nœuds à P et E.
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4 Contraintes globales
Nous énumérons simplement quelques contraintes essen-
tielles au PTV sans pour autant donner leur implémenta-
tion exacte, afin de conserver une taille raisonnable pour ce
résumé. Les lecteurs souhaitant plus de détails peuvent se
référer directement à l’implémentation [1] ou dans le fu-
tur à la version longue du papier, qui est en attente de re-
lecture pour une autre conférence. Les contraintes globales
que nous avons définies sont des contraintes de

Dépendance s’assurant qu’un ensemble de nœuds
soient tous présents ou absents d’une séquence ;

Précédence veillant à ce qu’un ordonnancement précis
de nœuds soit respecté dans la séquence ;

Disjointe garantissant qu’un nœud ne soit visité que
par une seule séquence parmi un ensemble ;

Cumulative respectant une capacité maximale dispo-
nible, très similaire à l’approche de [18].

TempsDeTransition. Permet d’ajouter une dimension tem-
porelle aux PTV. Elle est appliquée sur une séquence, une
matrice de distance tr ∈ Rn×n, une distance de parcours
l et associe à chaque nœud x ∈ X une fenêtre de temps
débutx durant laquelle la visite du nœud doit se produire
ainsi qu’une durée duréex pour y effectuer une action :

TempsDeTransition(Sq, [début], [durée], [[tr]], l) ≡



−→
S ∈ D(Sq)

∣∣∣∣∣∣∣

(
∀i,j ∈ −→S , i

−→
S≺ j =⇒

débuti + duréei + tri,j ≤ débutj

)

l =
∑
i,j∈−→

S | i−→j tri,j





(8)

Nous considérons qu’il est possible d’atteindre un nœud
avant le début de sa fenêtre de temps sans y commencer
la tâche associée, expliquant l’emploi d’inégalités dans (8).
Filtrage Le pseudo-code pour le filtrage est présenté dans
l’Algorithme 2. Nous commençons par mettre à jour les fe-
nêtres de temps début des nœuds visités actuellement (ligne
2). Par la suite, nous calculons la longueur actuelle de la
séquence et enlevons les insertions invalides : un prédéces-
seur qui ne permet pas d’atteindre le nœud dans sa fenêtre
de temps (ligne 8), de rejoindre le successeur actuel dans
la séquence (ligne 13) ou qui excéderait la longueur maxi-
male permise (ligne 17). La complexité de ce filtrage est
O(|P | · |S|). En pratique, le filtrage s’exécute plus rapide-
ment, car Ix ∩ S est récupéré en Θ(min (|S|, |Ix|)) dans
notre implémentation. Comme nous ne raisonnons pas sur
un ensemble de nœuds requis comme dans [18], nous nous
débarrassons du problème NP-complet consistant à vérifier
si un chemin valide visitant tous les nœuds requis existe.

5 Expériences
Notre variable permet de modéliser des problèmes de col-
lecte et livraison (PCL), problèmes de transport de patients
(PTP), ou encore le voyageur de commerce avec fenêtre
de temps (PVCFT). Chacun de ces problèmes est modélisé
avec une Variable de Séquence par véhicule ainsi qu’une

Algorithme 1 : TempsDeTransition(Sq =
⟨−→S I, P,E⟩, [début], [durée], [[tr]], l)

1 for i ∈ −→S do
2 mise à jour de la fenêtre de temps débuti
3 longueur ← distance actuelle de la séquence
4 min (l)← longueur
5 for x ∈ P do
6 for p ∈ Ix ∩ S do
7 arrx ← min(débutp) + duréep + trp,x
8 if arrivéex > max(débutx) then
9 enlève p de Ix

10 else
11 q ← succ(Sq, p)
12 arrq ← max (arrx,min(débutx)) +

duréex + trx,q
13 if arrq > max(débutq) then
14 enlève p de Ix

15 else
16 détour ← trp,x + trx,q − trp,q
17 if detour + longueur > l then
18 enlève p de Ix

contrainte TempsDeTransition sur ces variables. Dans
le cadre du PCL et du PTP, une contrainte Cumulative
est employée pour respecter la capacité maximale des véhi-
cules.
Nos résultats avec une recherche par large voisinage sont
présentés dans la Table 1 pour le PCL, la Table 2 pour le
PTP et la Table 3 pour le PVCFT. Pour le PCL, nos résultats
sont compétitifs avec l’état de l’art [8], avec un léger avan-
tage sur les plus petites instances. Nos variables sont par
ailleurs toujours plus performantes que celles de CP Opti-
mizer (modèle issu de [18]), qui ne parvient pas toujours à
fournir de solution améliorante. Pour le PTP, nous arrivons
à améliorer les meilleurs résultats publiés[4]. Enfin, pour le
PVCFT, notre implémentation est à même de battre l’état
de l’art et trouver de nouvelles meilleures solutions pour
le problème sur 32 instances issues de la suite standard de
tests [13]. Nous ne montrons toutefois que les 10 nouvelles
solutions sur le jeu d’instances AFG [2].

classe a LNS-FFPA Séquence CPO
m n Moyenne Meilleur Moyenne Meilleur Moyenne Meilleur
3 24 191.76 191.40 190.89 190.21 196.11 196.00
4 36 291.71 291.71 294.72 292.72 318.97 318.97
5 48 308.95 306.97 307.09 304.38 327.37 327.00
6 72 532.55 524.97 531.84 519.76 579.79 579.77
7 72 554.57 550.42 554.65 548.72 614.02 614.00
8 108 752.29 742.08 794.86 755.00 924.04 923.86
9 96 622.19 614.65 625.68 611.15 740.26 740.26
10 144 950.16 929.31 1011.42 962.21 / /
11 120 699.32 687.99 718.58 709.49 861.74 861.73
13 144 878.33 864.81 901.71 874.56 1042.82 1042.82
Moyenne 578.18 570.43 593.14 576.82 t/o t/o

TABLE 1 – Valeurs objectives pour le PCL, lorsqu’une so-
lution initiale est fournie. L’état de l’art (LNS-FFPA) et un
modèle employant les variables de CP Optimizer (CPO)
sont indiqués. / signifie qu’aucune solution améliorante n’a
été trouvée. Dix essais ont été faits par instance et modèle.
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Instances SCHED+MSS Séquence
Difficulté Nom |H| |V | |R| Sol Sol
Facile RAND-E-8 32 12 128 128 128
Facile RAND-E-9 36 14 144 142 143
Facile RAND-E-10 40 16 160 157 156
Moyenne RAND-M-8 64 8 128 83 91
Moyenne RAND-M-9 72 8 144 81 93
Moyenne RAND-M-10 80 9 160 99 113
Difficile RAND-H-8 128 8 128 75 87
Difficile RAND-H-9 144 8 144 72 84
Difficile RAND-H-10 160 8 160 72 84

TABLE 2 – Résultats expérimentaux pour le PTP. |H|, |V |,
|R| sont le nombre d’hôpitaux, véhicules et requêtes, res-
pectivement. L’objectif est le nombre de patients servis
(Sol). SCHED+MSS est le meilleur modèle référencé [4]

Instance Précédent Nouvel Temps [s]
rbg132.2 8200 8194 37.76
rbg132 8470 8468 0.76
rbg201a 12 967 12 948 152.53
rbg233.2 14 549 14 523 24.20
rbg092a 7160 7158 2.70
rbg152.3 9797 9796 0.41
rbg193.2 12 167 12 159 242.54
rbg193 12 547 12 538 55.57
rbg233 15 031 14 994 264.70
rbg172a 10 961 10 956 113.83

TABLE 3 – Solutions au PVCFT sur les instances AFG [2].

6 Conclusion
Nous avons présenté une version simplifiée de la Variable
de Séquence introduite précédemment [18], une approche
flexible pour la modélisation et la résolution de PTV. Nous
avons détaillé son domaine et expliqué les contraintes glo-
bales qui peuvent y être appliquées. Nos résultats expéri-
mentaux sur trois PTV montrent que nous sommes com-
pétitifs avec les travaux similaires sur des variables de sé-
quences, tout en étant suffisamment efficace pour trouver de
nouvelles solutions améliorantes à un problème très étudié
tel que le PVCFT. Nos prochains travaux sur cette approche
se focaliseront sur son application à d’autres PTV, à de la
planification ainsi qu’à l’amélioration de nos algorithmes.
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