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Résumé — Nous étudions la répartition des valeurs de corrélation obtenues 2 partir de I’algorithme de Cérdoba et al. pour différentes structures
de graphes. Nous mettons en lumiere un biais possible de 1’algorithme et la difficulté a simuler des valeurs similaires & des données réelles.

Abstract — The distributions of correlation values obtained from the algorithm of Cérdoba et al. for different graph structures are compared.
The study highlights a possible bias of the algorithm and the difficulty in simulating values similar to real data.

1 Introduction

Les matrices de corrélation, ou de covariances, permettent de
modéliser la structure de dépendance entre des variables aléa-
toires. Si elles sont tres présentes dans les modeles statistiques,
peu de procédures de simulation sont disponibles. Simuler une
matrice de corrélation n’est pas aisé en grande dimension, car
il faut que la matrice créée soit définie positive. Parmi les pro-
cédures de simulation proposées dans la littérature, on peut ci-
ter [6], qui propose une caractérisation de la loi uniforme sur
I’espace des matrices de corrélations ainsi qu'un algorithme
de simulation. Il existe aussi des simulations dites de vines et
onion [11]. [8] utilise une paramétrisation de la décomposition
de Cholesky d’une matrice de corrélation. On pourra se référer
a cet article pour avoir un apercgu bibliographique des méthodes
existantes, ainsi qu’a la these de Cérdoba [4].

La motivation pour générer des matrices de corrélations est
de permettre de simuler des jeux de données complexes afin de
vérifier les performances de méthodes statistiques par Monte-
Carlo. Par exemple, une application est la détection de clusters,
ou I’inférence de modeles graphiques. Dans ces deux exemples,
la matrice générée doit respecter certaines contraintes. Princi-
palement, elle doit étre associée a une structure de graphe sous-
jacente, que les procédures essaient d’estimer. De nombreux
travaux, confrontés a ce probleéme, utilisent alors des structures
trés parcimonieuses, ce qui peut biaiser les résultats.

Ainsi, nous sommes motivés par la génération de matrices de
corrélation associées a des graphes. Récemment [3] a proposé
un algorithme de simulations de matrices de corrélation sous
la contrainte que certains coefficients de corrélation partielle
sont nuls. Nous souhaitons étudier la répartition des valeurs de
corrélation selon la structure sous-jacente de graphe a I’aide de
cette approche. Nous mettons aussi en lumiere les limitations
de I’algorithme.

2 Corrélation partielle et Cholesky

Dans la suite, nous noterons X € RP*P la matrice de cova-
riance et Q = X1 la matrice de précision, ou de corrélation
partielle. Il est équivalent de générer une matrice de corrélation
ou une matrice de précision; nous considérerons ici la généra-
tion de la matrice de précision. Le modele graphique associé a
2 est le graphe avec p nceuds tels qu’il y a une aréte entre les
neceuds 7 et 7,4 ~ j, si w; = 0. L’ensemble des arétes est noté
E,E ={(i,j), i ~ j}. Etant donné E C R?, I’objectif est de
construire 2” telle que pour tout (i, j) ¢ E, w/; = 0.

2.1 Cholesky

La principale difficulté pour simuler une matrice Q% est de
faire en sorte qu’elle soit définie positive. Afin de s’en assurer,
nous pouvons utiliser la décomposition de Cholesky. Soit U
une matrice triangulaire supérieure de diagonale égale a 1, alors
UUT est définie positive. Ainsi pour générer 27, nous allons
générer U puis définir QF par QF = UU T,

Notons par la suite 4} I’ensemble des matrices triangulaires
supérieures de dimension px p, a diagonale positive et de lignes
normalisées a 1; UV (G) C UY le sous-ensemble ol u;; = 0
pour tout (4,7) ¢ E; EP ’elliptope de dimension p des ma-
trices symétriques définies positives de diagonale unitaire ; et

EP(G)={UU" |UeUletu;; =0si(i,j) ¢ E} C EP.

2.2 Corrélation partielle sur graphe ordonné

Soient {X;, i = 1,...,p} des variables i.i.d gaussiennes,
centrées, de variance X, avec 2 = X~ L. Alors

Xi= Z Bij Xj + i,
J=1,..p
J#



Wi

avec 3 = — L ete; ~ N(0,w; ).

Chaque nceud ¢ va ainsi dépendre de parents notés pa(:) =
{j : wi; # 0}. Supposons de plus que le graphe est ordonné,
c’est-a-dire que I’on peut mettre une relation d’ordre sur les
neuds 1 < 2 < --- < pavec {i < j} C pa(s). La relation de
dépendance s’exprime alors comme suit :

Xi = Z Bij Xj+ei = Zﬂinj + &5,
j€pa(i) Jri
ollon note j > i sij € pa(i). En ce cas [7] fait remarquer que
Bij = — Zi . Nous avons ainsi
wij:O < uij:O.

Ainsi, dans le cadre d’un graphe ordonné, il est possible de
générer la matrice de Cholesky U dans U} (G) en imposant
u;; = 0 pour tout (4,j) ¢ E, ceci afin d’obtenir une matrice
QF =UUT € £7(G) telle que w,; = 0 pour tout (i,5) ¢ E.
Ceci nécessite donc d’avoir des graphes ordonnés, ce qui n’est
pas le cas en général.

3 Algorithme de simulation

Une caractérisation de la distribution uniforme sur 1’espace
engendré par ’ensemble des matrices de corrélation partielle
a été formulé par [6]. Avec un changement de variable, il est
possible d’en déduire une distribution pour les éléments non
nuls de la matrice triangulaire supérieure U.

En s’appuyant sur les résultats ci-dessus, [3] propose un al-
gorithme de simulation d’une matrice Q¥ pour E C {1,...,p}>.
Son algorithme est réalisé en plusieurs étapes :

1. Modification de £ en E de sorte que le graphe G associé
a I puisse étre ordonné. Le graphe G est un graphe cor-
dal obtenu en "triangulant" le graphe G par ajout d’arétes ' ;

2. Génération de U € UP(G) avec u;; = 0si (i,7) ¢ E;

3. Simulation de QF en utilisant la décomposition de Cho-
lesky via le changement de variable suivant :

o UNG) — &P(G) .
U — UuU’

4. Construction de la matrice U finale associée a E en fixant
uij = 0si (i,j) € E\ E.Pourtouti = 1,...,p, ortho-
gonalisation et renormalisation de 1I’ensemble
{(uij);, (1,9) ¢ E, i = j}.

Afin d’échantillonner uniformément sur £7(G) une matrice

QF au travers de la paramétrisation ®, il estnécessaire a I’étape
2 d’échantillonner les matrices U € UY(G) a partir d’une den-
sité proportionnelle au déterminant du jacobien de ®, dont I’ex-
pression est :

i

P
det(J@(U)) = 2 [T uli®*.
=1

1. Nous passons sous silence les détails techniques de cette étape afin de
ne pas obscurcir le propos général. Pour comprendre le procédé d’ordonnance-
ment le lecteur pourra se référer a la notion de graphe cordal qui est la pierre
angulaire a I’intersection des réseaux de Markov et des réseaux bayésiens gaus-
siens.

La factorisation a travers les lignes de U permet de les échan-
tillonner de maniere indépendante, grace a 1’algorithme de Me-
tropolis-Hastings, a partir d’une densité f(u;) oc ul;.

4 Résultats : influence de la structure
de graphes

L objectif est d’étudier I’'influence de la structure de graphe
sous-jacente sur la distribution des valeurs de corrélations des
matrices échantillonnées. Les différentes classes de graphes alé-
atoires considérées sont les suivantes : le modele d’Erd6s—Rényi,
de Barabdsi—Albert, du "petit monde" (small-world) et des blocs
stochastiques & 2 communautés [12, 13, 1]. Ainsi deux sources
d’aléatoires entrent en jeu : d’une part la génération de matrices
d’adjacence correspondant a un graphe G issu de la classe de
graphe aléatoire considérée; et d’autre part I’échantillonnage
d’une matrice de corrélation 2 a partir du graphe G associé,
via la méthode de Cérdoba et al. exposée a la section 3.

4.1 Caractérisation des structures utilisées

L’étape 1 dans I’algorithme de [3] transformant G en G est
en pratique cruciale. En effet la modification du graphe pour
obtenir un graphe ordonné peut nécessiter d’ajouter un grand
nombre d’arétes. Nous comparons en Figure 1 les distances
de Hamming entre les graphes initiaux G et les graphes as-
sociés G de cette étape, pour différentes structures de graphes.
La distance de Hamming entre deux graphes est la somme du
nombre d’arétes qui different. Nous observons que les graphes
de Erd6s—Rényi sont les graphes initiaux G les plus éloignés
de ceux G générés lors de I’étape 1 et les graphes de Barabasi—
Albert les moins éloignés. Les autres structures considérées ici,
petit monde et a blocs stochastiques, sont intermédiaires. Ainsi
le caractere uniforme de la génération des matrices de corré-
lation est a priori mieux préservé pour les graphes ayant une
structure de type Barabasi—Albert.
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FIGURE 1 — Histogrammes des distances de Hamming entre les
graphes G et les graphes G définis a I’étape 1 en section 3. Les
graphes ont 51 nceuds et 128 arétes en moyenne (degré moyen
d = 10%).



4.2 Expériences numériques

Pour chacune des classes, différents nombres de noeuds p
avec différents degrés moyens d = |E|/p, nous avons simulé
N = 50 graphes aléatoires composés de p noeuds, puis généré
K = 10 matrices de corrélations a partir de ces graphes grice
a I’algorithme de Cérdoba et al. [3]. Des exemples de distribu-
tions des valeurs obtenues sont donnés en Figure 2. Par souci
de lisibilité des résultats, nous écartons les entrées strictement
nulles (W = 0 < (i,j) ¢ E) ou celles égales a 1 (situées sur
la diagonale).

Répartitions des valeurs de corrélations
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FIGURE 2 — Densités des valeurs non nulles des corrélations
pour une simulation de graphe de différentes structures. Les
graphes ont p = 51 nceuds et un degré moyen d = 10% (a
gauche) et d = 50% (a droite).

Nous souhaitons comparer les distributions des corrélations
obtenues pour ces différents graphes. Nous nous intéressons
alors au comportement de la moyenne des valeurs absolues M
des entrées non nulles de ces matrices. Plus précisément pour
chaque couple (p, d) nous observons la moyenne de ces esti-
mations sur les N x K matrices générées.

Les parametres qui influencent principalement la distribu-
tion sont la classe du graphe, le nombre de nceuds p et le de-
gré moyen d. Des études (non présentées ici) montrent que le
nombre d’arétes dans le graphe n’est pas une variable perti-
nente pour expliquer les répartitions des valeurs de M , d’ou
cette paramétrisation par p et d.

La Figure 5 représente 1’évolution des moyennes de M. Pour
chaque classe de graphe, nous observons que ces valeurs dimi-
nuent quand le nombre de nceuds augmente et quand le degré
moyen augmente. Ainsi plus il y a d’arétes dans un graphe, plus
les valeurs de corrélation sont faibles. Cependant I’évolution
n’est pas réguliere en fonction du nombre d’arétes. On constate
également qu’a parametres (p, d) égaux, les graphes de ErdGs—
Rényi et de blocs stochastiques ont les valeurs les plus éle-
vées. Inversement, les valeurs observées pour les graphes de
Barabasi—Albert sont significativement plus faibles. Une expli-
cation possible a cette différence est 1I’étape de normalisation
4 de I’algorithme, décrite en section 3. En effet, plus le graphe
G est éloigné du graphe initial G, plus cette normalisation va
augmenter les valeurs initialement générées. Or comme vu en
section 4.1 les graphes de Barabési—Albert sont ceux pour les-
quels le graphe G est le plus proche du graphe initial.

4.3 Limitations et comparaisons avec des don-
nées réelles

Nous observons sur la Figure 2 que les distributions sont tou-
jours symétriques autour de zéro, traduisant une génération de
variables de corrélations tres faibles, qui ne correspond donc
pas nécessairement aux observations sur données réelles.

Pour illustrer ce constat, nous considérons des données d’ IRM
fonctionnelle acquises sur des rats. Les données sont décrites
et en acces libre [2]. La durée d’enregistrement est de 30 mi-
nutes avec un temps de répétition de 0,5 seconde, et 3600 points
de temps sont ainsi disponibles en fin d’expérience. Apres le
prétraitement expliqué dans [2], des séries chronologiques de
51 régions cérébrales pour chaque rat ont été extraites. Nous
calculons alors la transformée en ondelette avec 1I’ondelette de
Daubechies d’ordre 8 des 51 signaux. Nous nous intéressons ici
a I’échelle d’ondelettes 4, correspondant a I’intervalle de fré-
quence [0.06; 0,12] Hz. I1 y alors 122 coefficients d’ondelettes
disponibles pour chacune des 51 régions. Les distributions des
corrélations paires a paires entre les coefficients d’ondelettes
des régions sont représentées en Figure 3.
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FIGURE 3 - Densités des
corrélations entre les coeffi-
cients d’ondelettes d’ordre 4
des signaux d’IRMf des 51
régions cérébrales. Chaque
courbe correspond a un rat
donné.

FIGURE 4 - Exemples de
corrélations non  simulés
mais construits ad hoc. Leurs
déterminants sont égaux a
0.0108.

Nous pouvons constater que les distributions obtenues ne
sont pas symétriques, et que les valeurs théoriques associées
ne peuvent non plus étre symétriques. [9] obtient un constat
similaire sur des données de finance. Outre la complexité al-
gorithmique de la méthode de génération utilisée [3], celle-ci
ne permet donc pas de simuler des matrices de corrélations
"réalistes" permettant la validation de procédures d’inférence
statistique sur des données réelles comparables. Remarquons
qu’il est néanmoins possible de générer des matrices de corré-
lations avec des distributions non symétriques comme illustré
en Figure 4. Cela peut étre réalisé par des méthodes utilisant
des GAN [9, 10], lesquels sont en mesure de reproduire ces
distributions dont la moyenne est déplacée vers les valeurs po-
sitives. Cependant, le caractere aléatoire de 1’échantillonnage
n’est alors plus aussi bien maitrisé que dans [3].
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FIGURE 5 — Moyennes M des valeurs absolues des valeurs non nulles des matrices de corrélation, en fonction de p le nombre de
nceuds dans les graphes, pour différents degrés moyens d. Notons que toutes les valeurs de (p, d) ne peuvent étre simulées pour

certaines classes de graphe.

5 Conclusion et perspectives

Nous cherchons a simuler des matrices de corrélation simi-
laires a celles obtenues sur des données réelles afin de pouvoir
simuler des jeux de données réalistes et d’étudier la qualité
d’algorithmes d’analyse de données sur ces jeux de données.
Nous avons ici étudié les résultats obtenus par 1’algorithme pro-
posé dans [3]. Cet algorithme permet de simuler des matrices
de corrélations associées a des graphes. L’étude menée montre
que les valeurs des corrélations générées sont faibles et symé-
triques, ce qui n’est pas nécessairement le cas avec des don-
nées réelles. Une adaptation de 1’algorithme est envisagée afin
de permettre des réalisations selon des lois plus complexes.

De plus, a partir de cet algorithme, nous avons étudié 1’in-
fluence des structures de graphes sur les valeurs de corrélations
générées, a nombres d’arétes et de nceuds fixés. Nous obser-
vons des différences significatives selon les structures. En par-
ticulier les graphes de Barabasi—Albert ont des valeurs de cor-
rélations associées plus faibles que les autres structures. Ce-
pendant, il est possible que cette observation soit due a un
biais de 1’algorithme de [3]. Les autres algorithmes de généra-
tion de matrices de corrélation ne proposent pas de simulations
contraintes a un graphe. Il serait intéressant de mettre en place
cette contrainte sur certains algorithmes, tel celui de [8] (voir
[5, section 4]). Ceci pourrait permettre de s’affranchir du biais
potentiel li€ a I’ordonnancement de graphe.
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