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DEFINIR ET PROUVER : QUELLES INTERACTIONS ?

Cécile OUVRIER-BUFFET

Résumé. Définir pour prouver ou prouver pour définir ? Les interactions entre ces deux heuristiques de
I'activité mathématique ne sont pas facilement saisissables. Dans ce texte, qui reprend pour I’essentiel
I’exposé, nous illustrerons les spécificités d'un travail sur la définition en mathématiques et mettrons en
évidence les liens avec la preuve. Nous ouvrirons ainsi la discussion sur l'intérét de mettre en ceuvre cette
dialectique entre définition et preuves en classe.

Nous sommes dans une classe de 4éme ; le professeur dicte :

Le cercle est le lieu des points du plan qui sont a la méme distance d’un point intérieur appelé
centre.

Le bon éléve écrit cette phrase sur son cahier ; le mauvais éléve y dessine des bonshommes ;
mais ni ['un ni ’autre n’ont compris ; alors le professeur prend la craie et trace un cercle sur le
tableau.

« Ah I pensent les éleves, que ne disait-il tout de suite : un cercle c’est un rond, nous aurions
compris. »

Sans doute, c’est le professeur qui a raison. La définition des éléves n’aurait rien valu,
puisqu’elle n’aurait pu servir a aucune démonstration, et surtout puisqu’elle n’aurait pu leur
donner la salutaire habitude d’analyser leurs conceptions. Mais il faudrait leur montrer qu’ils
ne comprennent pas ce qu’ils croient comprendre (...) (Poincaré, 1947, pp. 129-130).

Cette citation pose le probleme de la fonction des définitions en mathématiques, probléme que
I’on peut poser dans la discipline et dans 1’enseignement sous 1’hypothése d’une distance
entre les mathématiques qui se font et les mathématiques qui s’enseignent. Au-dela d’une
dénomination, la définition permet d’appréhender un concept et est un élément structurant
dans une axiomatique. C’est ainsi un élément central dans 1’activité mathématique de
construction de connaissances et de preuve. Certains travaux (e.g. Mariotti & Fischbein,
1997) montrent la nécessité de se pencher sur le processus de définition car il donne acces a
une compréhension des concepts et des axiomatiques et permet de discuter la place et le role
des énoncés mathématiques. L’étude des activités de « définition » (avec plusieurs intitulés
dans la littérature tels que defining, defining processes, definitional procedure, defining
activity) est cependant relativement peu développée dans le champ de la didactique des
mathématiques, et les interactions entre définir et prouver le sont encore moins. Nous
proposons ainsi, dans cet article, d’appréhender les activités de définition dans la discipline
des « mathématiques » afin d’extraire des potentialités pour 1’enseignement en mettant en
évidence des liens avec la preuve. Nous commencerons par étudier quelques concepts de
mathématiques contemporaines, puis nous présenterons des propositions pour I’enseignement
mettant en jeu I’articulation définir-prouver. Nous poserons les fondements épistémologiques
proposés par Lakatos (1984) afin d’apporter des outils pour penser cette articulation. Les
conclusions et perspectives ouvriront la discussion sur des pistes pour I’enseignement et la
formation.
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Petite visite chez des mathématiciens contemporains
Méchanceté d’un convexe
La convexité, comme le souligne le mathématicien Berger (2006), est un sujet riche :

La convexité dans le plan et dans [’espace présente un sujet passionnant, la convexité, a la fois
par sa simplicité, sa naturalité et sa puissance, pour au moins trois raisons :

— au niveau des questions que I’on peut se poser naturellement, géométriques, visibles ;

— du fait que la convexité est une notion qui se rencontre dans de nombreuses branches des
mathématiques ;

— du fait de son utilité, de sa force, dans de nombreuses applications.

La convexité « geométrique » (structures des corps convexes) et la convexité « fonctionnelle
» (propriétés des fonctions convexes) sont deux domaines distincts en mathématiques. Nous
présentons ici brievement une problématique géométrique de mathématiciens et reviendrons
plus loin sur un exemple de questionnements sur la convexité en classe au niveau de I’école.

Berger (2006) propose d’étudier la « méchanceté » d’un convexe, c’est-a-dire de juger du
défaut d’étre rond. Il met en évidence quatre critéres (ellipse de John Loewner, rapport
aréolaire, inégalité isopérimétrique inverse, produit aréolaire) et s’intéresse a définir
differemment des degrés de méchanceté, réutiliser des résultats connus, mobiliser la dualite,
changer de dimension et générer de nouveaux problémes. Le plus méchant des convexes
semble étre le triangle, comme illustré dans la Figure 1. La situation en 3D est bien différente
et encore un probléme d’actualité chez les mathématiciens.

Gentil convexe Un peu plus méchant (pas convexe !) LE plus méchant des
convexes

Figure 1 — La méchanceté des convexes (MATh.en.JEANS, 1992)

Nous renvoyons le lecteur a une fiche MATh.en.JEANS (1992) pour une découverte de ces
convexes, adaptation par Pierre Duchet et Charles Payan de la conférence inaugurale de
Marcel Berger au Palais de la Découverte.

Géométrie discrete (ou géométrie sphérique) versus géométrie euclidienne

Etudier le devenir d’une définition d’un concept familier dans un cadre différent, ce que
propose par exemple MATh.en.JEANS (1995, 1997) avec des carrés sur la sphere (Figure 2),
ou Ouvrier-Buffet (2006a) avec des droites discrétes, permet d’engager une activité de
définition. En effet, ce type de situation peut impliquer des activités de définition se placant a
des niveaux différents quant au point de vue axiomatique. Prenons 1’exemple de définir dans
le cadre de la géométrie sphérique ou discréte. Il s’agira alors d’une recherche extrinséque ou
intrinséque :
e une recherche extrinséque si la geométrie euclidienne est considérée comme un outil
d’investigation avec un travail de transposition de définitions existantes (on cherche a
conserver et préserver une axiomatique existante avec des objets connus mais placés
dans un autre cadre mathématique) ;
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e une recherche intrinséque si 1’on construit une « autre » géométrie en cherchant de
nouveaux principes applicables au nouveau cadre : on abandonne alors 1’axiomatique
connue au profit de la construction d’une nouvelle, locale, plus productive. Il s’agit en
quelque sorte de « désinstitutionnaliser » le savoir préexistant, ce qui peut s’avérer
déstabilisant.

PaI‘IS et NEW-YOI']( Voili une curicuse guestion pour un sujet de

recherche en mathématiques car & premiére

- laré it simple. En effet, da
sont-ils les sommets [ e P s plans de
d'un carré ?

coupe, obtenir le support dune infinité de
camrés possédant des sommets i l'endroit o
l'on veut.

par Sothi Mok (3*), Michel Vongsavanh (3%),

Ernic Chin (3°). Siek-Hor Lim (1°S), Eric

Akbaraly (1°S). éléves et anciens éléves du

Collége Victor Hugo (2 rue Elsa Triolet,

93160 Noisy-le-Grand)

enseignants : Mme Martine Brunstein et
M. Pierre Lévy

chercheur : M. Pierre Duchet

= Paris et New-York soni-ils lex so mmets d' un
carré T = Cene question qui parall si béte cston fait le
prétcxic pour une réflexion sur la dfinition dun caré
dans une sphére. Plusicurs mois de tmvaux o plusiewrs  |Ep fait . ous les Phﬂs contenant la droitwe pas-
feulles d'exposé powr en amver i la concdusion gu'un sant par Paris et New-York conviennent pour

camé peot ne pas posséder dangle droit. . . .
¥ racer Dos Carrés @ on peut imaginer un plan

Compiigne pivotant autour de l'axe Paris-New-York.
Compie-rendu du groupe 42 parrainé par le groupe  comme sur |a figure ci-dessous.
E

Des éléves de Noisy ont complitement esolu le pro-
blime de savoir il existe des camés dont les 4 som-
mats sond sur une sphién, connaissani deux sommcis.
Lewr sujct s¢ préscniait done par une qucstion :

= Paris et New-York soni-ils lex so mmets d' un
carré T =

Ils novus ont montsd que oul en tagant, sur le globe er-
restre, un “caré bossu™.

Nous avons remargué que lewr expost éail bion com-
plet et les démonstrations étaent tow-3-fait valables,
mas peui-Zive diles un pen trop vile powr pametire la
compréhension de cerain specialcurs.

Cependant ces carrés ne sont pas sur la surfa-
ce de la Terre, assimilée & une sphére parfai-
Ie.

En tentant de résoudre ce nouveau probléme,
c'est & une géométrie singuliére que l'on doit
faire face car nous n‘avons jamais étudié de
telles figures sur une surface sphérique.

Pour construire de tels carrés, il nous a fallu
définir ce qu'est un segment et un angle sur
une sphére.

Figure 2 — Paris et New York sont-ils les sommes d’un carré ? (MATh.en.JEANS, 1995)

‘Dans MATh.en.JEANS (1995 & 1997), une expérience menee avec des éléves de college
(3°™) et de lycée (1*° S) en géométrie sphérique, est décrite, ou la problématique est la
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suivante : « Paris et New York sont-ils les sommets d’un carré ? ». Nous avons ici aussi un
changement de cadre permettant de réinvestir des concepts mathématiques connus et donc de
les redéfinir au regard du nouveau cadre.

Si I’on se place maintenant dans le cadre de la géométrie discréte, nous pouvons alors
s’interroger sur deux processus distincts : Comment construire des objets discrets ? Comment
les reconnaitre ? ou encore : que mobilise-t-on comme définition pour reconnaitre que tel
objet est une droite (discréte) ou un cercle (discret) dans la Figure 3 ? Utilise-t-on la méme
définition, la méme caractérisation pour les construire ? Si le questionnement sur ces objets
semble naturel, le travail mathématique a conduire demeure complexe. Adopter une démarche
extrinséque cherchant a préserver une axiomatique de type euclidien, c¢’est-a-dire produire une
géomeétrie discréte «idéale » en accord avec la géométrie euclidienne, semble étre une
impasse, mais produire une géométrie discrete qui permettrait de re-générer la geométrie
euclidienne est plus accessible (Reveillés, 1991). Notons que la structure périodique des
droites discretes est étudiée depuis Bernouilli (XVIIIéme), a une époque ou les pixels et la
reconnaissance d’image n’existaient pas encore. Mais cette problématique de définition des
objets géométriques discrets reste contemporaine. Dans le cadre d’analyse d’images, il s’agit
de définir des outils mathématiques et de proposer des solutions algorithmiques pour 1’analyse
d’objets discrets dans la reconnaissance de formes. Différents processus de discrétisation
peuvent étre utilisés. En fait, la caractérisation de formes discretes se retrouve a la croisée
entre une géomeétrie algorithmique, impliquant 1’étude de la complexité algorithmique, les
structures de données et la programmation linéaire, et une géométrie discréte qui, elle,
considére des objets et algorithmes fondamentaux et 1’arithmétique (e.g. Coeurjolly, 2002).
Mais avoir des algorithmes efficaces pour la reconnaissance de structures discrétes régulieres
ne garantit pas une « bonne » analyse d’images.

.. ..IIII...
[ [ | L]
[ ] L] ]
[ ] [ | [ ]
[ ] [ [ ]
— i - 3
m '.. '= E
HE
II... .l. .I. .=
- e T "™
[ [ ] [ |
[ 1] [ ]
[ ]| [ ]
[ ] ] [ ]
[ [ ] L]
[ ]| [
[ ] ]
[ ]|
[ [ ]
[ [ ]
Des droites ? Un cercle ?

Figure 3 — Reconnaissance d’objets en géométrie discréte

Pour préciser I’activité de définitions dans le cas des droites discretes, nous pouvons
rechercher des critéeres locaux, une caractérisation géométrique (espace dual et
programmation linéaire), une caractérisation arithmétique (périodicité, théorie des nombres,
fraction continue...) (e.g. Ouvrier-Buffet, 2003). Au niveau de I’histoire des droites discrétes :
I’Analyse Discréte Différentielle avec 1’approche algorithmique de Bresenham, les
algorithmes basés sur des analyses combinatoires, les algorithmes basés sur des analyses
linguistiques, les petits harpons de Greene-Yoa, la discrétisation de Freeman et Pham, la
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discrétisation de Rosenfeld et finalement 1’approche arithmétique de Reveillés qui en découle
sont autant de pistes explorées ces dernieres années pour la définition des droites discretes.
Des approches mettant en jeu des propriétés statistiques (loi de Bernouilli) existent également.
Cela permet d’aborder ensuite la question de la reconnaissance et de la segmentation de
cercles discrets (e.g. Coeurjolly, 2002). L’étude d’une courbe discréte, des cercles et arcs de
cercles est, quant a elle, plus complexe que 1’étude des droites discrétes.

Ainsi, I’intérét de la construction de définitions d’objets discrets dans des problémes de
reconnaissance d’objets, impliquant une modé¢lisation d’objets réels du continu (les droites
réelles notamment) est avéré et rejoint une problématique de construction de théorie
mathématique et donc d’axiomatique : le lien avec la preuve émerge quand il s’agira de
démontrer 1’équivalence entre plusieurs définitions, réinterroger des énoncés mathématiques
de la geométrie euclidienne ou construire une axiomatique ne serait-ce que locale. Nous
proposons une analyse détaillée sur les enjeux mathématiques des droites discrétes et les
résultats d’une expérimentation avec des étudiants de premiére année d’université (Ouvrier-
Buffet, 2003, 2006a). Dans le cas de la géomeétrie, tant pour MATh.en.JEANS que pour les
droites discreétes, il s’agit bien de poser des questions liées a 1’axiomatique de la géometrie
telles que celles concernant, par exemple, I’existence de 1’intersection de deux droites ou
encore I’existence d’un triangle équilatéral avec trois angles droits (sur la sphére), ce qui va
contre la perception acquise en géométrie euclidienne et génére ainsi des conflits, une activité
de définition et une activité de preuve.

Orientation de la discussion

Les deux exemples précédents illustrent une problématique de la définition qui touche a: la
construction de nouveaux concepts, la réutilisation de concepts et définitions existants,
I’¢laboration d’axiomatique et la génération de nouveaux problémes. Nous allons maintenant
proposer une syntheése de ce qui existe en didactique des mathématiques sur ’articulation
définir-prouver, puis considérer spécifiqguement les travaux de Lakatos (1961, 1976, 1984)
pour enrichir la réflexion.

Panorama sur ’articulation définir-prouver
Synthése sur les travaux existants

En général, les travaux en didactique des mathématiques portant sur les définitions
s’intéressent a des concepts mathématiques familiers, ou hors curricula mais accessibles.
Ainsi, les types de situations impliquant une activité de définition sont de trois types : il s’agit
principalement de

e redéfinition de concepts familiers, d’étude de définitions « incorrectes »

e de changement de cadre de concepts déja connus des éléves ou étudiants

e ou de situations « & la Lakatos ».
Un changement de cadre de concepts déja connus (comme I’exemple du carré sur la sphére ou
I’exemple de la géométrie discrete) permet d’envisager une interaction définir-prouver. Par
ailleurs, les concepts mathématiques utilisés dans les expérimentations sont hors curricula
(mathématiques discrétes par exemple) ou déja partiellement connus des éleves ou étudiants.
Enfin, le matériel a la disposition des étudiants peut aussi inclure un manuel comprenant des
¢léments qui vont étre utiles au processus des étudiants, voire des définitions de départ.
Les situations cherchant a suivre le modéle de Lakatos (recherche d’une validation d’une
(re)définition dans une activité de preuve) sont rares et nous n’avons pas référencé de
situation avec de nouveaux objets mathématiques (nouveaux pour les éléves). Ce qui nous
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éloigne de la construction de concepts. A noter, dans ces travaux, que la gestion de classe
n’est pas problématisée et s’avére pourtant non neutre, mais les conditions expérimentales
sont toujours trés favorables (petits effectifs, plusieurs enseignants et/ou chercheurs pour
accompagner le travail de groupes des éléves sur un temps suffisamment long), ce qui créée
inévitablement un biais lorsque 1’on se projette dans un contexte de classe ordinaire. Nous
renvoyons a Ouvrier-Buffet (2013) pour une synthése détaillée de ces travaux.

Il est important de préciser ici les différentes caractéristiques des concepts que nous
pouvons considérer comme de « bons candidats » a une activité de définition (cf. Ouvrier-
Buffet, 2013, p.55s). Ce sont des concepts :

e possédant plusieurs définitions équivalentes, définitions pouvant étre formulées dans
des systemes de représentations symboliques différents ;

e dont I’accessibilité via des représentations et/ou 1’exploration de problémes est avérée

e appartenant a différents champs des mathématiques (c’est le cas des objets appartenant
a différentes géométries) : il est vrai que la transposition des objets d’un champ a un
autre implique une activité de définition, mais aussi de changement d’axiomatique, et
donc nécessite une exploration du nouveau concept, parfois en s’affranchissant de
connaissances antérieures afin d’avoir un regard neuf sur le concept ;

e pour lesquels il est aisé de générer des questionnements naturels (c’est le cas lors de
I’exploration de problémes combinatoires ou lors de 1’essai de transposition d’une
axiomatique géométrique au cas de la geométrie discrete par exemple) ;

e pour lesquels I’enseignant se retrouve dans la méme position de chercheur que
I’étudiant.

Exemples de changements de cadres

Nous ne revenons pas ici sur l'intérét du changement de cadre mathématiques pour
problématiser un concept et le faire évoluer. Nous renvoyons le lecteur aux exemples
précédents en géométrie sphérique et en géométrie discrete, les deux étant mathématiquement
représentatifs des expérimentations que I’on trouve dans la littérature dans ce domaine (e.g.
Ouvrier-Buffet, 2006a ; Rasmussen & Zandieh, 2000 ; Larsen & Zandieh, 2005 ; Zandieh &
Rasmussen, 2010).

Convexité et classification

Nous revenons ici sur le concept de convexité, en géométrie, et nous proposons de 1’étudier a
I’école élémentaire dans une situation de classification (Ouvrier-Buffet, 2006b). Une situation

de classification se questionne de la fagon suivante : classer, oui, mais en combien de classes
?

Nous proposons différentes definitions possibles de figure « convexe » en géometrie et
laissons le soin au lecteur de prouver leur équivalence.

e FEtant donné deux points P et Q de la figure, tous les points du segment PQ
appartiennent a la figure.

e Toute droite passant par un point quelconque intérieur a la figure, coupe la frontiére
exactement en deux points.

e Par chaque point de sa frontiére, il passe au moins une ligne de support.

e En langage naturel : en parcourant la frontiére de la figure, toute la figure est toujours
du méme c6té (un sens de parcours étant choisi).
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e A chaque point P extérieur correspond un point et un seul de la figure qui soit le plus
proche de P.
e Tous les angles sont saillants.

Finalement, il reste plusieurs concepts a définir (frontiere, angle...) dans une perspective
de rigueur axiomatique.

Nous avons expérimenté la situation suivante (Ouvrier-Buffet, 2006b), en partie inspirée
de Fletcher (1970). Le matériel a disposition des éléves (cycle 3) est constitué d’objets
physiques découpés dans du carton et d’une feuille ou les figures sont dessinées (Figure 4). La
manipulation et le tracé de segments ou de droites sont ainsi possibles. La consigne est
énoncée de la facon suivante : « faire deux classes ». Le nom « convexe » n’est pas donné,
mais il s’agit bien de construire une définition de « convexe » a partir des classes des éléves.
L’enseignant et le chercheur qui gerent la situation en classe utilisent la demande explicite de
définition pour faire évoluer la situation en faisant verbaliser ainsi aux éléves les propriétés
mathématiques sous-jacentes aux classes qu’ils ont déterminées. Le terme « convexe » n’est
introduit que lorsque les caractéristiques des classes sont suffisamment consistantes et qu’une
rédaction est demandée. L’enseignant et le chercheur peuvent également demander aux éléves
de produire des figures convexes et des figures qui ne le sont pas, favorisant ainsi un travail
de génération d’exemples et contre-exemples. Ce type de travail facilite la formulation de
propriétés.

Figure 4 —Figures convexes et non convexes - Exemples

Nous notons que plusieurs définitions potentielles, présentes du fait de la manipulation, n’ont
pas émergées. Nous indiquons ici quelques définitions produites par les éléves (voir Ouvrier-
Buffet, 2006b pour le détail et la gestion de classe) :

o Déf-¢leve A : « convexe : figure ayant les points qui se relient a I'intérieur ». Les
¢léves remarquent que ce n’est « pas convexe dés qu’il y a un creux ». Le terme
"point” est ainsi barré, remplacé par "angles” puis par "angles et arrondis”. La
discussion porte alors sur « relier un arrondi ».

o Déf-¢leve B : « convexe : quand on trace les diagonales, ¢a reste a I’intérieur de la
figure ». Ce que I’on trouve dans un autre groupe avec la formulation suivante : « si on
trace une droite ou une diagonale hors de la forme, c’est non convexe ».

o Déf-¢leve B : « convexe : quand on relie un point a un autre, la droite ne sort pas de la
figure ». Autre énoncé proposé par les éléves : « si on met une corde qui relie les
angles, et qu’elle sort de la figure, elle est non convexe ».
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Ces définitions montrent déja des diversités d’approches du concept et permettent
d’envisager, a un autre niveau de classe, des questionnements sur les relations entre ces
définitions et donc sur la preuve.

Graphes et arbres

En théorie des graphes, I’arbre est un objet «riche » en définition, comme le montre le
Tableau 1.

Définitions Nature principale
des définitions
Def1- G est connexe sans cycle. Perceptive, structurelle
Def2- entre deux sommets quelconques de G, il existe un  Perceptive,
unique chemin . cheminement
Def3- G (a n sommets) est sans cycle avec (n-1) arétes Combinatoire
Def4- G (a n sommets) est connexe avec (n-1) arétes Combinatoire
Def5- G est sans cycle et en ajoutant une aréte, on crée un Dynamique (nécessite
cycle (graphe sans cycle maximal?) une action sur 1’objet),
optimal

Def6- G est connexe, et si on supprime une aréte quelconque, Dynamique
il n’est plus connexe (connexe minimal?)

Def7- un arbre est soit un sommet isolé, soit un arbre auquel Inductive (ascendante),
on ajoute un sommet pendants. dynamique constructive

Def8- G est soit un sommet isolé, soit un graphe A, qui, privé Inductive (descendante),
d’un sommet pendant quelconque est soit un arbre, soit un dynamique constructive
sommet isolé.

Def9- un arbre est soit un sommet isolé, soit deux arbres reliés Inductive, dynamique
par une aréte.

Defl10- un arbre est soit un sommet isolé, soit le graphe Inductive, dynamique
obtenu a partir d’une forét* en reliant un nouveau sommet a un
sommet de chacun des arbres de la forét.

Tableau 1- Définitions de I’arbre

Nous avons experimenté, en premiére année d’université et en classe de terminale ES, une
situation de classification semblable a celle de la convexite, en donnant des exemples et
contre-exemples d’arbres (Figure 5). Pour entrer dans une démarche de preuve, nous avons

1 Maximal pour le nombre d’arétes.
2 Minimal pour le nombre d’arétes.
3 Un sommet pendant est un sommet qui n’est adjacent qu’a un seul sommet.

4 Forét : ensemble d’arbres disjoints.
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mis en jeu le probléme suivant : Soit G un graphe connexe. Démontrer qu’il existe un arbre
couvrant tous les sommets.

. & - & A" & .
Y |
A
. l" Q/ L]
Il T3
y, - " L L J
e . W
- o T <
- L] . -
-
T4 Ts T6

Figure 5 — Exemples et contre-exemples du concept d’arbre

Nous pourrions aussi imaginer un probléme mettant en jeu une formule conjecturée telle
celle-ci : pour n points, il y a (n-1) traits. Il s’agirait alors de caractériser la classe d’objets
vérifiant cette formule. Les objets vérifiant cette formule sont des graphes non connexes (avec
des composantes connexes quelconques) ou des arbres. Les composantes comportant des
cycles peuvent étre « compensées » par plusieurs composantes de type « arbre ». L’étude du
rapport entre le nombre de cycles et le nombre de composantes peut faire ressortir I’ intérét
des graphes particuliers que sont les arbres et permettre la construction de différentes
définitions. Si nous cherchons a problématiser 1’arbre dans un changement de cadre, ou la
construction de définition serait nécessaire, ¢’est-a-dire permettrait la résolution de la question
posée, nous trouvons l’ensemble des problémes de recherche de labyrinthes ou il y a
modélisation du labyrinthe par des arbres. Il ne s’agit pas de travailler au sein de la théorie des
graphes mais de modéliser, mathématiser la situation par les arbres, qui possedent la propriété
recherchée (existence d’un unique chemin). Nous renvoyons a Ouvrier-Buffet (2003, 2013)
pour ’analyse épistémologique du concept d’arbre et les détails de I’expérimentation et des
résultats produits par les étudiants en début d’université et en terminale.

Un point de vue épistémologique : les propositions de Lakatos

Nous nous référons ici en particulier a la thése de Lakatos (1961) et a son ouvrage « Preuves
et Réfutations » (1976) version traduite et annotée par Balacheff et Laborde (1984),
remarquable quant a I’étude de processus de construction de définitions en appui sur une
approche epistémologique

Apports de Lakatos : types de situations et méthodes

Pour une présentation détaillée des apports des travaux de Lakatos et de leurs limites, nous
renvoyons a Ouvrier-Buffet (2013). Nous renvoyons également le lecteur aux excellents
documents (Kampis et al., 2002 ; Motterlini, 2002 ; Koetsier, 1991 ; Corfield, 1997) pour une
investigation compléte et poussee de la complexité de la pensée de Lakatos et des influences
qui ont pesé sur sa réflexion.

Lakatos reconnait qu’il utilise trois sources ideologiques majeures, a priori incompatibles,
dans son cadre théorique : les heuristiques mathématiques de Polya, la dialectique d’Hegel, et
le faillibilisme de Popper (Lakatos, 1961, Archive, 3.4).

Directement inspiré par Polya et Popper, Lakatos s’appuie sur le contexte de la découverte
(construction de conjectures) et de la justification (mise a 1’épreuve de conjectures). Il reprend
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en effet une idée de Polya (le guessing and testing) comme un exemple de raisonnement de
type inductif en mathématiques, ot une conjecture naive (antérieure a toute preuve en fait) est
atteinte par la méthode de Popper des conjectures et réfutations. Un processus de preuve par
analyse-synthése permet de faire disparaitre la conjecture naive au profit de proof-generated
theorems de plus en plus complexes, de lemmes cachés etc. Ce qui nous concerne davantage
ici, c’est la place prépondérante donnée aux définitions, qu’elles soient naives, zéro ou
générées dans/par la preuve (les fameuses proof-generated definitions traduites par «
définitions éprouvettes » dans la version francaise de Lakatos (1984)), la construction de
définitions apparaissant clairement comme un processus de formation de concepts. Les trois
types de définitions proposés par Lakatos (définitions naives, zéro-définitions, proof-
generated definitions) ont pour fonctions respectives de nommer, communiquer un résultat,
prouver. Une définition naive peut étre établie au début d’une recherche mais ne peut évoluer,
contrairement a une zéro-définition qui marque réellement le début de I’activité de définition
et du processus de recherche a proprement parler. Une zéro-définition est adoptée, a titre
d’essai, au début du processus de recherche, mais n’affecte pas le domaine de la preuve
(Lakatos, 1961, p. 68-75) ; une zéro-définition peut étre modifiée pour protéger la conjecture
d’un « monstre » ou parce que le concept est modifié par la présentation d’une preuve. La
construction d’un systeme de concepts est alors engagée, et le stade de proof-generated
definition ne sera atteint que grace a I’idée de la preuve. Donner des exemples de proof-
generated definitions est délicat, car il faudrait expliciter une preuve et la dialectique entre
cette preuve et la définition (et méme les définitions) en construction. En fait, 1’idée
séduisante des proof-generated definitions réside dans le fait qu’elles tentent de relier la
construction de concepts et la validation de définitions a la preuve : ce point reste a explorer
plus en profondeur, car la situation proposée par Lakatos ne permet pas d’aller vers la
généralisation d’un processus permettant de passer des zéro-définitions aux proof-generated
definitions, processus qui tend a expliciter les fameux « lemmes cachés » qui émergent lors de
la recherche des conditions pour la validité d’une conjecture) (Lakatos, 1984, p. 170-172).

Méthodes des P&R, régles heuristiques

Face a une conjecture, il s’agit de mettre en chantier sa preuve comme sa réfutation, de
rechercher des contre-exemples a la conjecture (aspect global) et aux lemmes suspects (aspect
local). Si I’on « trouve » un contre-exemple, il faut procéder a un réexamen de la preuve et
recherche d’un lemme « coupable » et vérifier si un contre-exemple est local ou global. Dans
le cas d’un contre-exemple local, on améliore la preuve analytique en remplacant le lemme
réfuté par un autre qui ne le soit pas.

Dans Preuves et Réfutations, Lakatos (1984) propose de mettre a 1’étude la conjecture
naive : S-A+F = 2 pour un polyedre quelconque ; nous référons a Balacheff (1982) pour un
résumé des heuristiques (Figure 6).
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LAKATOS part de la preuve (ou expérience de pensée), inspirée de
cauchy (1813)(7), suivante :

1) on met le polyddre 2 plat (en découpant s-merse?

une face), on se raméne ainsi 2 établir k____... @
S-A+F = 1 pour un graphe planaire. PYPIE
2)on triangule le graphe plan en tragant w‘ J

des diagonales dans les faces polygonales "A\

qui ne sont pas des triangles. Dans cette \~

opération on ajoute, 3 chaque pas, 2 la -

fois une face et une ar@te ; donc S~-A+F - 5
reste constant. s-avras !

5)On enléve, un par un, les triangles du graphe triangulé 3 1'aide
d'une des deux opérations suivantes :

. Oter un clté ;
. Oter deux c8tés et un sommet.

Si S-A+F = 1 avant 1'une des deux opérations, alors S-A+F = 1
aprés.

A la fin de cette procédure de destruction il reste un triangle
pour lequel S-A+F = 1, donc la conjecture est prouvée.

Si aucun contre-exemple ne vient réfuter la conjecture, ou sa
preuve, alors elle doit &tre acceptée comme théoréme. C'est 12
le critdre (pragmatique) de rigueur que donne LAKATOS.

Si un contre-exemple est produit, il peut &tre une réfutation de
la conjecture ou de sa preuve. Dans le premier cas il s'agit d'un
contre-exemple global, dans le second cas d'un contre-exemple
local. Un contre-exemple global peut &tre en méme temps local,

c'est-3-dire réfuter un lemme (ou sous-conjecture) de la preuve ;

Figure 6 — Point de départ de la problématique de Lakatos,
inspirée de la preuve de Cauchy (Balacheff, 1982, p. 5)

Les fondements de la découverte mathématique, ou le « développement de théories
mathématiques non formelles »

La méthode de Lakatos se décline en sept étapes (Lakatos, 1984, p. 165s) que nous reprenons

ICI :

1.
2.

Conjecture primitive

Preuve (une expérience mentale grossiére ou une argumentation, décomposant la
conjecture primitive en sous-conjectures ou encore en lemmes).

Emergence d’un contre-exemple ‘global’ (contre-exemple & la conjecture
primitive).

Réexamen de la preuve : le ‘lemme coupable’, par lequel le contre-exemple global
est un contre-exemple ‘local’, est repéré. Ce lemme coupable peut d’abord étre
rest¢ ‘caché’ ou avoir été mal identifié. Il est maintenant rendu explicite et
incorporé sous forme de condition a la conjecture primitive. Le théoreme (c’est-a-
dire la conjecture améliorée) remplace la conjecture primitive et a pour nouveau
caractére essentiel le concept engendré par la preuve.
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5. On examine les preuves d’autres théorémes pour voir si le lemme nouvellement
trouvé ou le nouveau proof-generated concept y apparaissent : ce concept peut se
trouver a la croisee de différentes preuves, et se révéler ainsi d’une importance
fondamentale.

6. On controle une & une les conséquences, jusque-la acceptées, de la conjecture
d’origine maintenant réfutée.

7. Les contre-exemples deviennent de nouveaux exemples — de nouveaux champs de
recherche s’ouvrent.

Les questions que cela pose

Quelles sont les données initiales du probleme lakatosien ?

Chez Lakatos (1984), le point de départ est un probléme qui pose la question de la transition
entre le plan et I’espace : ici le but est une classification. Existe-t-il une relation entre le
nombre S de sommets, le nombre A d’arétes et le nombre F de faces d’un polyedre, en
particulier d’un polyédre régulier, du méme type que celle, évidente, qu’il y a entre le nombre
de sommets et d’arétes d’un polygone, a savoir S=A ? Cette derniére relation nous permet de
classer les polygones selon leur nombre d’arétes (ou de sommets) : triangles, quadrilateres,
pentagones etc. Une relation du méme genre nous aiderait a classer les polyedres (Lakatos,
1984, p.7). Autre point de départ, la conjecture (émanant des éléves) dite naive ou primitive :
S-A+F = 2 pour un polyedre quelconque. Une conjecture alternative peut porter sur la relation
entre S, A et F pour tout polyedre. Les premiers essais des €léves corroborent la conjecture
qui peut étre prouvée. Et le maitre propose une preuve (historiguement la preuve de
Cauchy) : I’analyse de la preuve génére des sous-conjectures et lemmes a étudier. Ici, la
preuve est une expérience mentale, et non un exercice formel.

Lakatos (1984) propose, en annexe, un autre exemple, celui de la continuité, mais seul un
scénario général est donné. La conjecture est la suivante : la limite d’une Série convergente de
fonctions continues est continue. La preuve en jeu est la preuve de Cauchy mais n’est pas
donnée dans I’annexe. Cet exemple référe au probléme historique de la définition de la
continuité. En découleront notamment les définitions de limite etc.

Questionnements pour [’enseignement des mathématiques

Plusieurs questions se posent sur les apports de Lakatos et la dialectique prouver-définir qu’il
propose dans un exemple épistémologique dans 1’activité mathématique. Serait-il pertinent
d’actualiser la méthode de Lakatos a d’autres concepts voire aux mathématiques
contemporaines ? Quelle est la pertinence didactique de ce type de situations de définition,
est-ce profitable aux éleves ?

Plusieurs chercheurs s’accordent a souligner I’influence de Lakatos en didactique des
mathématiques (e.g. Davis & Hersch, 1981 ; Hersch, 2006 ; Sriraman, 2008), mais peu se sont
emparés de la question de la reproductibilité de situations « a la Lakatos » et des conditions
expérimentales nécessaires : est-ce tenable en classe ordinaire ? a quel colt ? Interrogeons
donc la portée des travaux de Lakatos du coté des pratiques des enseignants.

Sriraman (2008) argumente sur la necessité de prendre comme point d’appui pour le
développement de théories de I’apprentissage le travail de Lakatos. L’importance de la
gestion par l’enseignant, devant aussi étre au fait des développements historiques (et
épistemologiques) des concepts, est également rappelée. Sriraman a expérimenté des
situations « a la Lakatos » (au lycée, Sriraman, 2003 ; en formation d’enseignants du premier
degré, Sriraman & Daniels (non publié)), en a discuté, et méme « idéalisé » (SIC, Sriraman,
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2008, 2006) les potentialités pédagogiques. Il émet 1’hypothése que la « mathématisation »,
telle qu’elle est proposée par Lakatos, est possible dans I’enseignement secondaire.
Implicitement, le statut des énonceés et « exemples » proposés par les étudiants est lui aussi
crucial (cet aspect n’est pas développé par Sriraman) : si les étudiants n’en percoivent ni le
statut ni la portée, ce sera a I’enseignant d’orienter la recherche. Soulignons que les problémes
retenus pour les expérimentations de Sriraman sont de nature combinatoire et sont censes
permettre aux enseignants de se détacher des méthodes et contenus habituels (Sriraman,
2006). Nous entrevoyons la un large champ de questions, qui rejoignent celles posées dans le
cadre de I’enseignement de la preuve et de la formation des enseignants et des éléves a une
« activit¢ mathématique », proche de celle pratiquée par des mathématiciens. Nous ne
développerons pas ici la construction d’un cadre épistémologique de référence pour modéliser
I’activité de définition et permettant de mettre en évidence les liens avec la preuve (Ouvrier-
Buffet, 2013), mais nous insistons sur I’importance des types de situations impliquant une
activité de définition et la difficulté de liées celles-ci a une activité de preuve, en dehors de
toute problématique axiomatique. Celle-ci semble en effet incontournable et met en scene le
statut des énoncés mathématiques, trop peu mis en évidence dans les instructions officielles.

Conclusions et discussion

Nous avons pointé 1’activité dialectique en mathématiques qui existe entre définir et prouver.
Nous pouvons nous interroger sur la légitimité de sa transposition a la classe et sur les
conditions a réunir pour que cela réussisse: quels sont les leviers a disposition de
I’enseignant ? Faut-il changer le rapport des éléves aux mathématiques (accepter de ne pas
savoir, formuler des définitions provisoires de travail, s’interroger sur une démarche
axiomatique) ? La compétence « définir » pourrait étre une compétence a travailler
spécifiqguement, tout comme le sont les compétences transversales aux mathématiques
« prouver » et «modéliser ». Mais s’engager dans la mise en ceuvre en classe d’une
dialectique entre définir et prouver nécessite un temps long et une gestion de classe
spécifique, assez inhabituelle quant a la gestion de la construction de définitions. Nous
pouvons par exemple nous inspirer des Situations Recherches pour la Classe (e.g. IREM de
Grenoble, 2016), du débat scientifique (e.g. Legrand, 1993), de MATH.en.Jeans pour
réfléchir collaborativement a 1’optimisation de la mise en ceuvre de telles situations dans un
contexte de classe ordinaire. Reste a trouver le temps nécessaire ©
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