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Résumé. Une dissimilarité D sur un ensemble S est Robinson si il existe un
ordre total sur S tel que ∀x, y, z ∈ S, x < y < z =⇒ D(x, z) ≥ max{D(x, y),
D(y, z)}. Un tel ordre est dit Robinson ou compatible (avec D). Un PQ-arbre
sur S est un arbre qui représente un ensemble de permutations de S. Étant don-
née une dissimilarité de Robinson D, l’ensemble des ordres compatibles avec D
peut être représenté par un PQ-arbre.
Dans ce papier, nous considérons le problème suivant : étant donnés une dissimi-
laritéD et un PQ-arbre T sur un ensemble S, approximerD en une dissimilarité
de Robinson R telle que tous les ordres représentés par T soient compatibles
avec R.
Nous montrons que, dans la plupart ces cas, ce problème peut se ramener à une
régression isotonique et nous donnons des algorithmes efficaces (les complexi-
tés varient entre O(n2) et O(n3 log3 n)) pour résoudre les différentes versions
(approxier selon la norme L1, L∞, . . .). En plus, il est possible d’améliorer in-
crémentalement la solution obtenue. On obtient ainsi une dissimilarité de Ro-
binson R, plus proche de D, mais tous les ordres représentés par T ne sont pas
compatibles avec R.

1 Introduction

1.1 Dissimilarités de Robinson
Étant donné un ensemble (fini) X , une dissimilarité sur X est une fonction sur X × X à

valeurs positives ou nulles, symétrique et telle que ∀x ∈ X, d(x, x) = 0. On appellera espace
le couple (X, d). La sériation (linéaire) consiste, étant donné un espace (X, d), à déterminer si
les points deX peuvent être disposés sur une droite de manière compatible avec d. La sériation
a de nombreuses applications (archéologie, musicologie,. . . ). Ce problème a été formalisé par
Robinson (1951) de la manière suivante. Un ordre total est compatible si :

∀x < y < z, d(x, z) ≥ max{d(x, y), d(y, z)} (1)

Une dissimilarité (ou un espace) est (de) Robinson si elle admet un ordre compatible. De la
même manière que les ultramétriques sont équivalentes aux hiérarchies, les dissimilarités de
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Robinson (qui généralisent les ultramétriques) sont équivalentes aux pyramides (Diday, 1986;
Durand et Fichet, 1988).

Il est possible de reconnaître les dissimilarités de Robinson (ie. déterminer si une dissimila-
rité est Robinson ou pas) de manière polynomiale (Chepoi et Fichet, 1997; Atkins et al., 1998;
Laurent et Seminaroti, 2017), ou même optimale (Préa et Fortin, 2014) en O(n2), où n = |S|.

1.2 Problèmes d’approximation pour les dissimilarités de Robinson

L’approximation Robinsonienne consiste à déterminer la dissimilarité de Robinson R la
plus proche d’une dissimilarité D donnée, où plus proche veut dire plus proche selon la norme
L1, L2,. . . , ou la plus grande possible parmi les dissimilarités plus petites que D. . . L’approxi-
mation est dite parfaite si R est LA plus proche possible de D, et imparfaite sinon.

Approximer parfaitement une dissimilarité en une dissimilarité de Robinson est NP-dur
pour les normes L1 (Barthélemy et Brucker, 1998) et L∞ (Chepoi et al., 2009). Aucun algo-
rithme efficace n’est connu pour les autres normes. Il faut remarquer que cette NP-difficulté est
pour le cas où il faut aussi trouver un ordre compatible. Quand un ordre compatible est imposé,
le problème est plus simple ; par exemple :

— Ghandehari et Janssen (2019) présentent deux algorithmes (un en O(n4) et un en
O(n6)) qui donnent une approximation imparfaite pour la norme L1.

— Durand (1989) propose un algorithme en O(n2) qui rend la plus grande (resp. plus pe-
tite) dissimilarité de Robinson plus petite (resp. plus grande) d’une dissimilarité don-
née.

Dans cette communication, nous nous intéressons à une généralisation de l’approximation à
ordre fixé : l’approximation à PQ-arbre fixé. Ce problème semble être le plus général qui soit
polynomial.

1.3 PQ-arbres

Un PQ-arbre sur un ensemble fini S représente un ensemble de permutations sur S. C’est
un arbre planté dont les feuilles sont indexées par S et dont les sommets intérieurs sont des
P-nœuds ou des Q-nœuds. On peut permuter le fils d’un P-nœud, alors qu’on ne peut qu’in-
verser ceux d’un Q-nœud. Par exemple, l’arbre de la figure 1 représente les permutations
(1,2,3,4,5,6,7), (1,3,2,4,5,6,7), (2,1,3,4,5,6,7), (2,3,1,4,5,6,7), (3,1,2,4,5,6,7), (3,2,1,4,5,6,7),
(7,6,5,4,1,2,3), (7,6,5,4,1,3,2), (7,6,5,4,2,1,3), (7,6,5,4,2,3,1), (7,6,5,4,3,1,2), (7,6,5,4,3,2,1).

e
�� @@
1 2 3

4 5 6 7

FIG. 1 – Un PQ-arbre

Cette structure de données a été introduite par Booth et Lueker (1976) pour résoudre le
problème de la propriété des 1 consécutifs. Un autre intérêt des PQ-arbres est :
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Proposition 1. Étant donné un ensemble S et une dissimilarité de Robinson S sur S, l’en-
semble des permutations compatibles de D peut être représenté par un PQ-arbre.

Un PQ-arbre avec un seul nœud intérieur qui un P-nœud représente toutes les permutations
sur S, il est alors dit universel ; si cet unique nœud intérieur est un Q-nœud, le PQ-arbre ne
représente qu’une permutation (et son opposée), il est alors dit plat

2 Notations et résultats préliminaires
Dans tout ce papier, S sera un ensemble à n éléments, T un PQ-arbre sur S,D une dissimi-

larité sur S et R une dissimilarité de Robinson sur S. Si α est un sommet de T , Sα désignera
l’ensemble des feuilles sous α. On note :

D+(α, β) := max{D(x, y) : x ∈ Sα, y ∈ Sβ},
D−(α, β) := min{D(x, y) : x ∈ Sα, y ∈ Sβ , x 6= y},
D+(α) := max{D(x, y) : x, y ∈ Sα},
Si α est un P-nœud avec les fils ν1, . . . , νp, D−(α) := min{D−(νi, νj) : i 6= j},
Si α est un Q-nœud avec les fils, dans cet ordre, ν1, . . . , νp, D−(α) := D−(ν1, νp),
Si D+(α) = D−(α), alors D(α) := D−(α),
Si D+(α, β) = D−(α, β) alors D(α, β) := D−(α, β).

Proposition 2. Pour tout sommet α de T , si S est trié selon un ordre représenté par T , alors
Sα est un intervalle.

Proposition 3. Si toutes les permutations représentées par T sont compatibles avec R, alors,
pour tout sommet α et tout z ∈ S \ Sα, R(z, α) est bien défini et R+(α) ≤ R(z, α), ie.
∀x, y ∈ Sα, R(x, y) ≤ R(x, z) = R(y, z).

Proposition 4. Soient α et β deux sommets tels que Sα ∩ Sβ = ∅. Si toutes les permutations
représentées par T sont compatibles avec R, alors R(α, β) est bien défini et on a R(α, β) ≥
R+(α), R+(β).

Proposition 5. Soit α un P-nœud de fils ν1, . . . , νp. Si toutes les permutations représentées par
T sont compatibles avec R, alors, pour tout i, j, i′, j′ avec 1 ≤ i 6= j ≤ p et 1 ≤ i′ 6= j′ ≤ p,
r(νi, νj) = R(νi′ , νj′).

Proposition 6. Soit α un Q-nœud de fils ν1, . . . , νp dans cet ordre. Si toutes les permutations
représentées par T sont compatibles avec R, alors, pour tout i, j ∈ {1, . . . , p} avec i < j−1,
R(νi, νj) ≥ R(νi, νj−1), R(νi+1, νj).

Étant donné un PQ-arbre T , on construit le graphe orienté acyclique GT = (VT , ET )
suivant :

VT = {vα, α sommet de T } ∪ {vανi,νj , α Q-nœud de T , νi, νj fils distincts de α}
Si α est un Q-nœud de fils, dans cet ordre, ν1, . . . , νp, on identifie vα et vαν1νp

Si α est un P-nœud et β un fils de α, alors vαvβ ∈ ET
Si α est un Q-nœud avec comme fils ν1, . . . , νp dans cet ordre, alors :
∀i, j ∈ {1, . . . , p} : i < j − 1, vανi,νjv

α
νi,νj−1

, vανi,νjv
α
νi+1,νj ∈ ET

∀i ∈ {1, . . . , p− 1}, vανi,νi+1
vνi , v

α
νi,νi+1

vνi+1
∈ ET

Le graphe GT pour le graphe de la figure 1 est représenté en Figure 2
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FIG. 2 – Le graphe GT correspondant au PQ-arbre de la figure 1. Les nœuds labellés ‘1’, ‘2’,. . . , ‘7’
correspondent aux feuilles ; le sommet labellé ‘a’ au P-nœud, ‘k’ avec la racine (ou à la paire {a, 7}),
‘c’ à la paire {4, 5} ‘g’ à la paire {4, 6}, . . .

À une dissimilaritéD et un PQ-arbre T , on peut associer un vecteur b ∈ RVT de la manière
suivante :

Si v est une feuille, bD(v) := 0
Si v correspond à un P-nœud α, bD(v) := max{D(x, y) : x, y ∈ Sα}
Si v est un nœud vανi,νj , bD(v) := max{D(x, y) : x ∈ Sνi , y ∈ Sνj}

Inversement, si b ∈ RVT est à valeur positive avec b(v) = 0 pour toute feuille, on construit à
partir de b la dissimilarité Db avec :

Si x ∈ Sν , y ∈ Sµ, avec ν, µ fils d’un P-nœud α, alors Db(x, y) := b(vα)
Si x ∈ Sν , y ∈ Sµ, avec ν, µ fils d’un Q-nœud α, alors Db(x, y) := b(vανµ)

et on a bDb
= b. Passer de D à bD ou de b à Db se fait en O(n2).

Soit G = (V,E) un graphe orienté acyclique. Un vecteur b ∈ RV est isotonique si uv ∈
E =⇒ bu ≥ bv . La régression isotonique consiste à déterminer le vecteur isotonique le
plus proche d’un vecteur donné. Il existe de nombreux algorithmes pour ce problème dont
les complexités varient, en fonction de la norme et du type de graphe (arbre, planaire,. . . ), de
O(|V |) à O(|V |4) (Stout, 2013; Kyng et al., 2015).

Proposition 7. Un vecteur b ∈ R+VT à valeur nulle sur les feuilles est isotonique si et seule-
ment siDb est Robinson. De plus, toutes les permutations représentées par T sont compatibles
avec Db.

3 Algorithmes
Nous allons maintenant présenter, pour chaque définition de “proche", un algorithme qui,

étant donnés une dissimilarité D et un PQ-arbre T , donne la dissimilarité de Robinson R la
plus proche de D telle que toutes les permutations représentées par T soient compatibles avec
R.

1. La première étape de ces algorithmes consiste à construire le graphe GT et le vecteur
bD. Ceci se fait en O(n2).

2. Pour déterminer la plus grande des dissimilarités de Robinson plus petites que D, on
fait un parcours top-down de GT , ce qui prend O(n2).



P. Préa et F. Brucker

3. Pour déterminer la plus petite des dissimilarités de Robinson plus grandes que D, on
fait un parcours bottom-up de GT , ce qui prend O(n2).

4. Pour déterminer la dissimilarité de Robison la plus proche de D selon la norme Lp, on
calcule la régression isotonique de bD selon la norme Lp. Ceci peut se faire en temps
O(n2 log n) pour la norme L∞, O(n2 log2 n) pour la norme L1 et O(n3 log3 n) pour
la norme L2.

5. Après les étapes 2, 3 ou 4, on obtient un vecteur isotonique r. On calcule la dissimilarité
Dr, ce qui se fait en O(n2). Cette dissimilarité est la meilleure approximation de D sur
T .

Il est possible d’utiliser cet algorithme pour obtenir une approximation imparfaite (on ob-
tient un optimum local) dans le cas général :

1. On part d’une permutation σ0 et on construit le PQ-arbre plat Tσ0
représentant σ0 et

son opposée.

2. On approxime D sur Tσ . On obtient une dissimilarité de Robinson R0.

3. Si le PQ-arbre deR0 représente d’autres permutations que σ0 et son opposée, on choisit
une autre permutation σ1 ; on applique 1 et 2 avec σ1 à la place de σ0. On obtient une
dissimilarité de Robinson R1, qui est au moins aussi proche de D que R0.

4. Si R1 est plus proche que R0, on recommence.

4 Conclusion

L’approximation à PQ-arbre fixé est une extension naturelle de l’approximation à ordre
fixé, et nous obtenons des algorithmes au moins aussi bons que ceux proposés pour ce pro-
blème, efficaces, souvent optimaux ou proches de l’optimal. On peut ainsi traiter des matrices
de relativement grande taille : sur un portable de 2014 (processeur Intel Core i5 à 1,4 GHz), en
norme L1, une matrice 100× 100 se traite en 0.8s, et une matrice 200× 200 en 6.6s.

De plus, cela prouve que la NP-difficulté de l’approximation Robinsonienne est entière-
ment due à la détermination des ordres compatibles.
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Summary
A dissimilarity D on a n-set S is Robinson if there exists a linear order on S such that

∀x, y, z ∈ S, x < y < z =⇒ D(x, z) ≥ max{D(x, y), D(y, z)}. Such an order is said
to be Robinson or compatible with D. A PQ-tree on S is a tree which represents a set of
permutations of S. Given a Robinson dissimilarity D, the set of the orders compatible with D
can be represented by a PQ-tree.

In this paper, we consider the following problem: given a dissimilarity D and a PQ-tree T
on a n-set S, approximate D into a Robinson dissimilarity R such that all orders represented
by T are compatible with R. This problem generalizes the classical problem of approximating
a given dissimilarity into a Robinson one with a given compatible order.

We show that, in most cases, this problem can be settled as isotonic regression and give
efficient algorithms (complexities in the worst case range from O(n2) to O(n3 log3 n) where
n = |S|) to solve its different versions (approximate along the L1 norm, the L∞ norm,. . . ). In
addition, it may be possible to incrementally improve the solution of these problems, we then
get a Robinson dissimilarity R which is closer from D, but all orders represented by T are not
compatible with R.
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