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Résumé :

Cet article est en partie une traduction d’un article
présenté lors de la conférence SMPS2022. Une copule est
une fonction d’agrégation, qui peut étre utilisée comme
modele de dépendance. Toute fonction de distribution
multivariée peut étre caractérisée par ses marginales ainsi
qu’une copule. Lorsqu’on introduit de ’incertitude sur
ces fonctions de distribution, différentes solutions sont
disponibles pour agréger les modeles d’incertitude uni-
variés en modeles multivariés via une copule. Nous
présentons ici certaines de ces solutions, et discutons de
leurs inclusions respectives pour des cas particuliers :
indépendance, fonctions de nécessité et p-boites.

Mots-clés :

Copules, probabilités inférieures, fonctions de
croyance, mesures de nécessité, p-boites

Abstract:

This article is a translation from our work presented
at the conference SMPS2022. A copula is an aggrega-
tion function, that can be used as a dependency model.
Any multivariate distribution function can be characteri-
zed by its marginals and a copula. When introducing im-
precision in the modelling of those distribution functions,
different solutions are available to aggregate the univa-
riate uncertainty representations into a multivariate one
via the copula. We present some of those solutions, and
discuss their respective inclusions for special cases : in-
dependence, necessity functions and p-boxes.
Keywords:

Copulas, lower probabilities, belief functions, neces-
sity measures, p-boxes

1 Introduction

Les ensembles crédaux, ou ensembles convexes
de distributions de probabilités, sont des ou-
tils utiles pour traiter 1’incertitude, notamment
en présence d’imprécision. Ils comprennent de
nombreux modeles d’incertitude, tels que les
fonctions de croyance, les p-boites, etc [4].
Comment combiner ces modeles univariés en

modeles multivari€s reste une question de re-
cherche trés active, et de nombreux -cher-
cheurs étudient comment les outils utilisés
dans le cadre précis peuvent étre étendus au
cadre imprécis, notamment en utilisant des co-
pules [7, 8].

Lorsqu’on considere des probabilités précises,
il a été prouvé que les copules sont ca-
pables de modéliser n’importe quelle struc-
ture de dépendance entre des distributions cu-
mulées de probabilité. Ceci n’est plus vrai
lorsqu’on ajoute de I'imprécision aux probabi-
lités [8], pour diverses raisons, notamment le
fait qu’ il n’existe pas toujours de correspon-
dance unique entre les distributions cumulées
imprécises et les ensembles crédaux. Dans cet
article, nous présentons d’abord une breve re-
vue des différents modeles d’incertitude (Sec-
tion 2), puis nous présentons plusieurs facons de
combiner les ensembles crédaux ou leurs enve-
loppes inférieures avec une copule (Section 3).
Dans la section 4, nous étudions enfin leurs re-
lations d’inclusions pour divers cas spécifiques.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons les
différents modeles d’incertitude considérés
ainsi que les copules, qui sont des fonc-
tions d’agrégation utilisées pour modéliser
les dépendances entre plusieurs variables
aléatoires. Nous travaillons sur des espaces



finis.

2.1 Modeles imprécis

Définition 1 Si ’on considére un ensemble
crédal (i.e. un ensemble convexe de distribu-
tions de probabilités) M sur un espace fini X,
on définit la probabilité inférieure 2 comme son
enveloppe inférieure sur tous les événements de
I’ensemble des parties de X', P(X) :

VA € P(X), P(A) = inf{ P(A)|P € M}
(D

Il faut noter que, bien que tous les ensembles
crédaux ne puissent étre décrits par des probabi-
lités inférieures, nous nous concentrerons prin-
cipalement sur ces dernieres dans cet article afin
de conserver une certaine clarté dans nos expli-
cations. Comme les ensembles crédaux sont as-
sez génériques, il est intéressant de considérer
des modeles plus simples et plus pratiques.
Nous définissons maintenant certains de ces
modeles d’incertitude qui seront considérés par
la suite.

Définition 2 Etant donné un espace fini X et
I’ensemble de ses parties P(X'), une fonction
de masse de probabilité ([10]) est une fonction
P(X) — [0, 1] satisfaisant :

m(@) =0et Y m(A) =1 2)

Un ensemble A de X est appelé élément focal si
et seulement si m(A) > 0 et nous noterons F,,
I’ensemble de tous les éléments focaux. Une
telle fonction de masse définit une fonction de
croyance Bel : P(X) — [0,1] :

VAC X, Bel(A) = Y m(B) (3)

Bel(A) peut étre interprétée comme notre
confiance dans le fait que la vérité se trouve
dans A. Une fonction de croyance est une pro-
babilité inférieure (1) induisant un ensemble

crédal :

M(Bel) = {P|VA C X, Bel(A) < P(A)}

Définition 3 Une mesure de nécessité Nec est
une fonction de croyance minitive. Pour tout
A, Bde P(X):

Nec(AN B) = min(Nec(A), Nec(B)) (4)

Dans un espace fini, les éléments focaux
d’une fonction de nécessité forment une famille
emboitée d’événements : F,, = {a; C ... C
ax} [5]. En tant que fonction de croyance, une
nécessité induit un ensemble crédal :

M(Nec) = {P|VA C X, Nec(A) < P(A)}

Définition 4 Une p-boite (boite de probabilité)
est une paire de deux fonctions de répartition
(qu’on appelera CDF, Cumulative Distribution
Function) [F, F| définies sur I’ensemble des
réels telles que F(z) < F(x), Vo € R. Une
p-boite est I’extension des CDFs aux probabi-
lités imprécises. Elle induit un ensemble crédal,
composé de toutes les CDFs dominant /' et do-

minées par F':

M(|E,F]) = {PVz € R,
F(x) < P(] - 00,2]) < F(x)} (5)

Nous pouvons définir les ‘coupes-a’ C[Cfv,f]
(o € [0, 1]) d’une p-boite comme des intervalles
[z, 7] dont la limite inférieure (resp. supérieure)
est la pseudo-inverse de F’ (resp. F) en « (Fi-
gure 1). Il a été prouvé dans [4] qu’a chaque p-
boite correspond une fonction de croyance Bel
telle que :

M(IE, F]) = M(Bel) (6)

—

De plus, I’ensemble des éléments focaux
d’une p-boite est inclu dans celui des coupes-
o Fn C[C;F]' Nous noterons F,, =
{[zs, 7] | m([z,,7x]) > 0}. Comme F et

F sont des fonctions croissantes, les limites



inférieures et supérieures de ces intervalles
sont ordonnées. Ainsi, tous les éléments focaux
[, Tx] peuvent étre ordonnés en utilisant leur
ordre naturel :

etr; < Z; (7)

0.5

cdf(z)

FIGURE 1 —Une p-boite et I’'un de ses éléments
focaux [z;, 7]

2.2 Copules

Définition 5 [9] Une copule est une fonction de
distribution multivariée C' : [0,1]Y — [0, 1]
dont les marginales sont uniformes sur [0, 1].
Elle peut étre vue comme une fonction de
répartition de NV variables aléatoires. Une co-
pule vérifie un certain nombre de propriétés,
exprimées ici dans le cas bivarié. Pour tout
u, v, v,0 € [0,1]* tels que u < v/, v < v

C(u,0) =C(0,v) =0 (8)
Clu,1) =u, C(1,v) = ©)
Cu',v") + C(u,v)

- Cu,v")=C(u,v) =0 (10)

L’équation (10) traduit le fait que C' est une
fonction croissante vis-a-vis de chacune de
ses composantes. Il existe deux copules parti-
culieres, les copules fukasiewicz (C) et mi-
nimale (C);) (également appelées copules de
Fréchet-Hoeffding inférieure et supérieure dans
[9]), liant toutes les copules C, i.e. Vu,v €
[0,1],

C(u,v)
Clu,v)

Cr(u,v) £ max(0,u +v — 1)
Cu(u,v) =

NNV

min(u, v)

Le célebre théoreme de Sklar affirme qu’une co-
pule, lorsqu’elle est appliquée a des fonctions
de répartition précises, peut modéliser n’im-
porte quelle fonction multivariée, et que toute
fonction multivariée peut €tre modélisée par
une copule appliquée a ses marginales. Comme
dit précédemment, ceci n’est plus vrai dans le
cadre imprécis, d’ou la nécessité de réétudier la
facon dont les copules peuvent étre appliquées a
des ensembles crédaux génériques et a des pro-
babilités inférieures [8].

3 Comment appliquer les copules
aux ensembles crédaux

Il existe de multiples manieres d’appliquer une
copule a des probabilités inférieures. Nous al-
lons ici en décrire quelques-unes : une méthode
robuste sur les probabilités dominées, une
méthode sur les fonctions de masse induisant
des fonctions de croyance, et une méthode
d’agrégation.

3.1 Méthode robuste sur les probabilités
dominées

Considérons une copule C, et deux ensembles
crédaux M(Py) et M(P, ) définis sur P(X)
et P()) respectivement. Appliquer C' a chaque
marginale Py € M(Py) et Py € M(Py)
donne une probabilité inférieure jointe telle que
pourtout ¥ C X x )

BRobust(E> = 1Hf{ny(E>|ny($,y) =
C (Fx(x), Fy(y)),V(z,y) € X x Y} (11)

avec Fx,Fy les CDFs de Pyx,Py et
Fxy(z,y) = Pxy(X < =z, Y < ).
Comme F'xy est une CDF précise, elle
détermine completement Pxy, ce qui permet
de calculer Pxy sur des événements qui ne
sont pas des produits Cartésiens. Pp .., €st
alors la borne inférieure de ces distributions de
probabilité sur E. Notez que pour définir les
CDFs sur des espaces finis qui ne sont pas des
sous-ensembles de R, des ordonnancements
complets sur X et ) doivent étre définis. Dans
les sections suivantes, nous ferons référence



a Ppo.. selon (11) et a son ensemble crédal
généré avec deux probabilités inférieures
univariées Py, Py- et une copule C' comme :

M Robust(C, Py, Py ) = {Pxy |Ppopust < Pxv}

(12)
ou M gopust pour faire court lorsqu’aucune am-
biguité ne peut survenir. Il est intéressant de re-
marquer que M g €St le plus petit ensemble
crédal contenant toutes les probabilités des en-
sembles crédaux marginaux liés via C, mais
comme il est convexe, il peut aussi contenir des
probabilités liées a leurs marginales avec une
copule différente C".

3.2 Masses jointes a partir de copules

Comme les fonctions de masse induisant des
fonctions de croyance peuvent étre vues comme

des probabilités sur des ensembles, on peut di-
rectement appliquer des copules a ces masses
cumulées. On retrouve cette approche dans [6].
Il n’existe en général pas d’ordre naturel entre
les ensembles focaux F,, (qui jouent alors le
role d’atomes). Pour appliquer une copule et
définir une masse jointe, nous devons choisir
un ordre arbitraire <,,, qui déterminera I’ordre
a l'intérieur des ensembles focaux F,
{a1, a9, ....;an} et Fry = {b1,bo,...., by} avec
Qi1 garb ai7Vi S [[1,77,]] et bj—l <arb bja vj €
[1,n] (avec ag = by = 0). La masse bivariée
associée a un élément (a;, b;) de F,, X Fp,,
peut étre définie en utilisant la différence diago-
nale :

mSy (ai x b;) = C(Ak, By) + C(AY ', By ™)
~C(A%, By ) - 0(Ax ', BY) (13)

avec Ay = Y, mx(a) et By =
> ke My (by) €tant les masses cumulées pour
a; et b; (avec A = mx(a) = By =
my(bo):())

Il est facile de vérifier que la masse jointe
définie par (13) est une distribution de masse
dont les ensembles focaux sont inclus dans le
produit Cartésien des ensembles focaux mar-
ginaux F,,, X F,,, . La masse jointe décrite
par (13) est définie de la méme fagon que la
fonction de masse jointe dans le cas précis (ou
densité pour les espaces continus) via le H —
volume [9].

Cette masse induit une fonction de croyance
Belxy, et donc aussi un ensemble crédal. Dans
les sections suivantes, nous ferons référence a
cet ensemble crédal comme :

Mmass(oa BelXa B@ly) =
{ny‘Belxy = ngy < PXY} (14)

ou M,,.ss lorsqu’aucune confusion n’est pos-
sible, avec m%, défini par (13). Toutefois,
comme le montre ’exemple suivant, le choix
de <, peut avoir un impact important sur le
modele joint.

1
as m(ay) = ap j Hs; H;»
ay {m(al) =a I Hip, Hip,

0 ) =6 mm) =5 |

FIGURE 2 - Probabilité jointes sur les
évenements A et B

Exemple 1 Soit myx et my des fonctions de
masse définies sur P(X) et P()), et dont les
ensembles focaux sont F,,, = {aj,as} et
Fmy = {b1,b2} (Fig. 2). En supposant que
by <4 b2, on considere ’ordre <, suivant
sur Fp,

— Si "ay <am a2” @ mxy(ar X by) =
0(041;51)’ mXY(CLQ X b1) = p -
0(041,51)

— Si”ay Zamp a” i mxy (a1 X by) = B —
Cl(ag, f1), mxy (a2 X by) = C(ag, B1).

En prenant C(u,v) = min(u,v) et a3 =
as = (1 = 0.5, on obtient dans le premier
cas myy(a; x by) = 0.5 et dans le second cas
Myy(ar x by) = 0.1l n’y a, en général, aucune
raison pour que deux ordres aient la méme va-
leur de masse pour un méme produit Cartésien
d’événements. Une exception notable est le cas
de la copule produit, exploré dans la section 4.1.



Enfin, notons qu’une telle approche est assez
couramment rencontrée dans la littérature [7, 1].

3.3 Copule appliquée aux probabilités
inférieures

Une autre facon d’agréger deux probabilités
inférieures Py, Py avec une copule C' est d’ap-
pliquer directement la copule aux probabilités
inférieures (on perd alors I'interprétation du
théoreme de Sklar) :

VAe X,Be),
Pe(Ax B)=C(Px(A),Py(B)) (15)

—agg

Ici, nous utilisons directement la copule comme
opérateur d’agrégation. En général, nous ne
pouvons pas nous attendre a ce que P, in-
duise un ensemble crédal M(P,,,) non vide.
Nous pouvons néanmoins noter que dans le cas
de la copule produit, la probabilité inférieure
bivariée induite par (15) induit un ensemble
crédal non vide si les ensembles crédaux margi-
naux ne sont pas vides, c’est-a-dire que dPx >
Py, 3Py > Py = dPxy = Px x Py >
P, du fait que ce soit vrai pour toute proba-
bilité précise. Il s’ensuit que pour toutes les co-
pules C telles que Cry(u,v) = u xv > C(u,v),
ona:

EXBY Z C(ﬂ)@ﬁy) =P

—agg

— M(B,y,) 70 (16)

Dans les sections suivantes, nous ferons
référence a I’ensemble crédal généré par
I’agrégation directe de deux probabilités
inférieures univariées avec une copule C

comme :

Magg<C> £X7£Y) =
{Pxy|P C(Py,Py) < Pxy} (17)

Lagg —
ou M,,, en abrégé, et nous noterons P,,, son
enveloppe inférieure.

Nous avons défini trois facons différentes d’ap-
pliquer des copules a des ensembles de pro-
babilités. En général, elles génerent des en-
sembles de probabilités différents et incompa-
rables. De plus, si M gopust €St probablement la

maniere la plus fondée d’étendre les copules,
elle peut générer un ensemble complexe, alors
que M,,.ss est garanti d’étre induit par une
fonction de croyance et que M,,, est facile
a calculer et a générer. Dans la section sui-
vante, nous étudions différents cas particuliers
ou ces ensembles bénéficient de certaines rela-
tions spécifiques.

4 Cas particuliers

Cette section explore les cas particuliers de la
copule produit, et lorsque les modeles margi-
naux sont des mesures de nécessité ou des p-
boites. On cherche ici a répondre a la question :
“quand préférer une méthode plutét qu’une
autre 77

4.1 Copule produit

Dans le cas de la copule produit, on sait d’apres
[3] que P, pust) Lonass €t Loy, se factorisent
sur les produits Cartésiens, c’est-a-dire que
Y(A,B) C X x Y,P(A x B) = Py(A) x
Py (B). On sait également d’apres [3] que
MRobust € Mnass, 1'inclusion étant parfois
stricte. De plus, comme M, est le plus grand
ensemble crédal bénéficiant de ces propriétés de

factorisation, alors nécessairement :

M gobust (Cr1, Belx, Bely )

N
Mmass(cl_h Belx, B@ly)

N
Magg(CH, Belx, Bely)

Des relations fortes existent donc dans le cas
de la copule du produit. De plus, dans ce cas
M.ss €st insensible au réordonnancement,
puisque C7p; correspond a la distribution uni-
forme sur [0, 1]2.

4.2 TFonctions de nécessité

Commengons par comparer Mg, et Mqss.
Dans le cas des fonctions de nécessité, il existe



un ordre naturel <,,,; entre les éléments focaux
qui correspond a I’ordre d’inclusion. De ce fait
ils’avereque ;>0 omxy(ag X b) =
D anCa; 2otch; Mxy (@ X by). Caleuler la fone-
tion de croyance Bel xy définie par (14) sur tous
les éléments focaux a; de Necy et b; de Necy
donne :

Belxy(ai X bj) =C (N@CX(CLZ‘),NGCy(bj))

Ainsi, I’enveloppe inférieure de M,,, et de
M hass coincident sur les produits Cartésiens
d’événements. Puisque M,,, est a nouveau
le plus grand ensemble avec cette enveloppe
inférieure, nous avons M,,,ss C M,,, dans
le cas des fonctions de nécessité. Cependant,
comme le montre I’exemple suivant, il n’y a en

général aucune raison pour que

Magg - MRobust

ni

Magg 2 M Robust

Exemple 2 Considérons deux fonctions de
nécessité Necy, Necy définies respectivement
sur X {z1,22} et Y {y1,y2}, avec
Necx(z1) = Necy(y2) = 0 et Necx(za) =
Necy(y;) = 0.9. Considérons d’abord la co-
pule de Lukasiewicz C'(u,v) = max(0, u+v —
1) et les événements x5 X ;. Il est possible
de montrer que sur ces événements Pp ;. ., =

0.9>08=P,,,

SiI’on considere la copule minimum C'(u, v) =
min(u,v), alors en prenant n’importe quel
(Px, Py) vérifiant Px(z;) = 0.1 et Py(y;) =
0.9 et en calculant P, , et Pxy € M Rgopust Sur
I’événement x5 Xy, on obtient P, (79 Xy1) =
0.9 et Pxy(z9 X y1) = 0.8. 1l s’avere donc que

pour ces événements, P, = 0.9 > 0.8 >

BRobust .

4.3 P-boites

Lorsque I’on considere I'incertitude représentée
par deux p-boites [Fy, F x|, [Fy, Fy] (et donc
par leurs fonctions de croyance Bely, Bely
comme dans (6)) il n’est en général pas vrai que

MRobust - Magg ni que MRobust 2 Magg-
On se réfere a I’exemple 2 en considérant les
p-boites induits par les fonctions de nécessité
comme dans [2]. Il est cependant vrai que :

M Robust g Mmass

Pour prouver cela, il faut considérer une fonc-
tion de répartition F issue d’une p-boite [F, F|
dans le cas continu, ainsi que leur pseudo-

. P —
inverses F~', F~! et F . Pour tout Ay €

X,Ay € Y,ona:

Pxy(Ax, Ay) =/ / dFxy(a,b)
a€Ax JbeAy

ARG
Belxy(Ax, Ay) =

[l

avec [ la fonction indicatrice. Sous certaines
hypothéses de régularité Yo € [0,1], F () <
F’l(oz) < F_I(CY) et donc Pxy > Belxy.

6 Ax&F

Fy'(a), Fx'(@)] € Ax

&[Fy (8), Fy(B)] € Ay)dC(a

5 Conclusion

Nous avons présenté différentes méthodes pour
joindre des modeles d’incertitude avec une co-
pule : une méthode robuste, une méthode basée
sur les masses cumulées, et une méthode utili-
sant la copule comme un opérateur d’agrégation
direct. Ces méthodes tentent d’apporter une
réponse a la question “Comment utiliser les co-
pules avec des probabilités inférieures ?”’. Nous
avons montré que dans le cas particulier de
la copule produit, les probabilités inférieures
coincident sur les produits Cartésiens. En uti-
lisant les fonctions de nécessité, la probabilité
inférieure agrégée coincide avec les masses cu-
mulées sur les produits Cartésiens, et en utili-
sant les p-boites nous avons montré que 1’en-
semble crédal obtenu avec la méthode robuste
est inclus dans I’ensemble crédal de 1’approche
des masses cumulées. Ces résultats permettent
de savoir lorsqu’une méthode est une approxi-
mation d’une autre, et donc de répondre a la

(B) € Ay)dC(a, B)

)



question “Quand utiliser une méthode plutot
qu’une autre ?”.

Bien entendu, les résultats présentés ici ne sont
qu’une tentative de réponse a ces questions. De
nombreuses pistes d’améliorations existent, no-
tamment en considérant d’autres modeles d’in-
certitude (les nuages par exemple), des familles
plus spécifiques de copules, ou bien encore en
considérant I'utilisation de copules imprécises
pour caractériser les structures de dépendances.
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