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Cohomologie cristalline et anneau A
Olivier Brinon

RESUME. Notes d’exposé pour le groupe de travail organisé a 'IMB au premier semestre 2018. Il s’agit
d’un résumé assez fidéle de 'ouvrage [2].
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1. INTRODUCTION

On sait que la cohomologie f-adique sur les schémas en caractéristique p n’est pas un bon objet ! lorsque £ = p.
Pire, Serre a démontré qu’il n’existe pas? de bonne théorie cohomologique & coefficients dans Z,. 1l a été préssenti
qu’une bonne théorie cohomologique devrait étre de nature différentielle et s’appuyer sur la cohomologie de de
Rham. Bien entendu, cette derniére n’est pas exempte de défauts : elle n’est pas a valeurs dans des coefficients
de caractéristique 0, et n’est pas de la « bonne » dimension en général (et méme pas de type fini en général ®).
L’idée de base est de considérer la cohomologie de de Rham de certains relévements en caractéristique 0 (ou plus
pécisément modulo p™ pour tout n € Nsg). Il y a eu plusieurs précurseurs de la théorie cristalline, ¢f travaux
de Dwork, Monsky-Washnitzer. En caractéristique 0, le site cristallin coincide avec un site plus simple, le site
infinitésimal, qui permet de réinterpréter les coefficients de la cohomologie de de Rham. Ce dernier sert de guide
spirituel pour définir le site cristallin.

2. CALCUL DIFFERENTIEL SCHEMATIQUE (c¢f [2, §2] ET [5, §16])

2.1. Voisinages infinitésimaux. Soit f: X — S un morphisme de schémas. On note A: X — X xg X
I'immersion diagonale.

X

/

pra

XxgX 220X

1T
X f

- - -9

Version du 9 avril 2018.
1. Par exemple, on a Hét(X, Z,) = 0 si ¢ > d pour tout schéma X propre, lisse et connexe de dimension d sur un corps
algébriquement clos de caractéristique p. On montre que Hét (X,Z/pZ) = 0 (et plus généralement Hét(X7 Z /p™ Z) = 0 pour tout

P
n € Nxq) pour ¢ > d en considérant la suite exacte d’Artin-Schreier 0 — (Z /pZ)x — Gq x Rinaan G, x — 0 (Witt-Artin-Schreier

sin > 1) et en utilisant le fait que Hi (X, Gq) = HY, (X, Ox), cf [10, 111, §3]).

2. Si X est une courbe elliptique supersinguliére, son anneau d’endomorphismes engendre une algébre de quaternions sur Q qui
n’est pas déployée en p et a l'infini. Si X avait un groupe de cohomologie de rang 2 sur Z,, cela fournirait une représentation de
dimension 2 de 'anneau des endomorphismes, ce qui n’est pas possible.

3. Si k est de caractéristique p et X est une courbe affine sur k, alors H)p (X/K) est de dimension infinie.
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Le morphisme A™'Oxy,x — Ox est surjectif : soit .# son noyau. Si n € N, le faisceau des parties principales
d’ordre n est

DU = A1 O0xuox /I

Le faisceau A’l(QXXSX est muni de deux structures de Ox-module : d1: Ox — A“OXXSX (structure & gauche)
et da: Ox — A7 'Oxx,x (structure a droite) déduites des morphismes prl_1 Ox — Oxxsx et pr2_1 Ox —
Ox x s x respectivement : il en est de méme des faisceaux @; /s Pour ces deux structures, la Ox-algébre ’@;n/)s

est quasi-cohérente. L’espace annelé P =(X ,@(" ) est un schéma, et 'augmentation @;n/)s — Ox définit

X/S * X/S
une immersion fermée X — P)(( /)s’ appelée le n-iéme voisinage infinitésimal de X. On a la factorisation

A

— > pn =
X PY) X xg X

Le faisceau conormal & A est le faisceau des différentielles relatives
2
Vs =5/7%
C’est un faisceau de Ox-modules quasi-cohérent (et méme cohérent si Y est noethérien et f de type fini), muni
de la dérivation canonique d =ds —d;: Ox — Qﬁ(/s (c’est un morphisme f~!(Og)-linéaire).
Exemple 2.1.1. Si f est lisse et x1,...,24 sont des coordonnées locales (i.e. des sections de Ox définissant

un morphisme étale X — Ads) et & limage de 1 ® z; — x; ® 1 dans @X/S, alors ce dernier est le &x-module

libre de base {£7* "'ggd}(n17_“7nd)eNd. En effet, 'image de &; dans QX/S est da; pour tout i € {1,...,d} et
ni+-+ng<n
le Ox-module Q X/s est libre de base (dx1,...,dz4) : on conclut par récurrence sur n grace a la suite exacte

0— gn/gntl - ‘@X/S — ,92;’/51) — 0.

2.2. Opérateurs différentiels. Soient .# et 4 deux Ox-modules.
Définition 2.2.1. Un opérateur différentiel de .# dans & est un morphisme f~1(Og)-linéaire h: F — 4.

On a un isomorphisme naturel
Ox @f-1(0g) F = [ [T = propra F

en particulier, on a Ox ®s-1(0.) Ox — pry, Oxxsx). La linéarisation h: Ox ®-10.) F — ¥ de h s’insére
J=1(0s) 1% s f=1(0s)
donc dans le diagramme commutatif

F h %
N . i
Pri. pry &
Observons que pry, pr3 % est un pry, pr; Ox = pry , Oxxgsx-module, donc un A71Oxy  x-module (on a un

morphisme A~ 'Ox . x — pri . Oxxsx par adjonction).

Définition 2.2.2. Soit n € N. On dit que I'opérateur différentiel h: .# — ¥ est d’ordre < n si h est nul sur
I est-a-dire si on a une factorisation

&4
n)\ /
x/s F
P )?/)s 4:Q0«
(de sorte que s e / sz = @( )S B,R0y F est V'opérateur différentiel d’ordre < n universel).
Remarque 2.2.3. (1) Un opérateur différentiel est donc d’ordre 0 si et seulement s’il est Ox-linéaire.

(2) Si f: #F — ¢ est un opérateur différentiel d’ordre < n et g: 4 — S un opérateur différentiel d’ordre
< m, alors le composé go f: .F — H est un opérateur différentiel d’ordre < n + m, et on a

! g

y\ /\ /

r@(/s(g)(?xd\ '@(/5’@0)(%

9(”)
. \ ¢ X/S

P @0y F PV Box Pk Qo F

ou l'application 6y, 9;;7;71) e@(ms ®ox ‘@5?/)5 est induite par pry5 (¢f [5, Lemme 16.8.9.1]). Dans le

cas affine, elle correspond a l’apphcatlon B®sB— BRsB®4sB;a®b—a®1®b (¢f |2, Corollary 2.4]).
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Notation 2.2.4. On note Qzﬁ}/s(ﬁ,%) le faisceau des germes d’opérateurs différentiels d’ordre < n de #
dans ¢. D’aprés ce qui précéde, on a

Diff%)s(F,9) = Homoy (P)s @0y F,9).

C’est un Ox-module (dans le membre de gauche, la multiplication par une section a de Ox est donnée par la
composition a gauche par 'opérateur différentiel de degré 0 correspondant). On pose

Diff x)s(F,9) = hg@iﬁ}/s(f,%).

Exemple 2.2.5. Plagons-nous sous les hypothéses de I'exemple 2.1.1, dont on conserve les notations. Si n =

(n1,...,n4q) € N, on pose In| =ni+--4ng,n=mni!---nglet £ = & - €74, de sorte que (§%)n|<n est une base
de '@;L/)S' Soit (Dy)|n|<n la base duale dans #om o ('@;?/)S” Ox).Onnote D,,: Ox — Ox l'opérateur différentiel

correspondant. Alors (Dy,)|n|<n est une base du Ox-module .@iﬁ}/s((?x, Ox). La composition est donnée par
Dy 0 Dy, = (*"™) Dy 1. Notons que le fait que les D,, commutent n’implique pas que Ziff’y /5(Ox, Ox) soit

n

commutatif : ils ne commutent pas aux opérateurs de degré 0, i.e. aux sections de Ox.
En particulier, si S est un Q-schéma, on a D,, = é ﬁ D} ou D; = D,,, de sorte que Qiﬁﬁqs((’)x, Ox) engendre
2iff'xs(Ox, Ox). -
2.3. Connexions et stratifications (cf [9, §1]).
Définition 2.3.1. Une connezion sur un Ox-module & est un morphisme additif
V:i& = & Roy Qﬁc/s
vérifiant la condition de Leibnitz : pour toutes sections a de Ox et x de &, on a
V(az) =aVz+z®@da
Le faisceau &V := Ker(V) s’appelle le faisceau des germes de sections horizontales (ou plates).

Exemple 2.3.2. La dérivation canonique d: Ox — Q% /5 est une connexion (dite constante).

Remarque 2.3.3. La différence de deux connexions est O x-linéaire, il en résulte que s’il est non vide, I’ensemble
des connexions sur & est un &nd o (&) ®o, U /g-torseur.

L’application

%OmOX(Qﬁ(/S,Ox) — @67”(95(0)()
fr fod

est un isomorphisme?. Si V: & — & ®o, Qk /g est une connexion et D = f od une dérivation, on en déduit une
application
V(D)= (ld®f)oV:& — &.
La connexion donne donc lieu & une application O x-linéaire
V: _@67”05 (Ox) — 5ndf71(os)(£)).
Observons que lorsque f: X — S est lisse, toute application O x-linéaire comme ci-dessus provient d’une unique
connexion.

Exemple 2.3.4. Reprenons les hypothéses et les notations de l’exemple 2.1.1. Si i € {1,...,d}, on a B%n =

(dz;)* od, de sorte que pour toute section  de &, on a

V(z) = iV(ai)(:c) ®dz;.

Proposition 2.3.5. (¢f [2, Proposition 2.9|). La donnée d’une connezion V: & — & Qo Qk/s équivaut a celle
d’un isomorphisme

e: PL)s Box € = & ®ox PY)s
induisant identité modulo l’idéal d’augmentation Q%{/s = Ker(gzg(l/)s — Ox).

4. Rappelons qu'une application D: Ox — Ox est une application f~1(Og)-linéaire et telle que D(zy) = D(x)y + xD(y) pour
toutes sections z et y de Ox.
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Démonstration. Soit e: 3”;1/)3 Rox & = & Qoy 3”;/)5 un isomorphisme comme dans ’énoncé. Notons 0: & —
E ®ox ‘@;1/)5 le composé
dP s
& L5 D) @0y €5 oy Py

Comme d;}s ¢ est Ox-linéaire pour la structure & droite sur '@;1/)37 il en est de méme de 6 i.e. O(azx) = (18a)0(z).

Posons alors

V(z) = (z) ~ 1
pour toute section x de &. Comme ¢ induit I'identité modulo Q}(/x» on obtient en fait une section de &®p Qﬁ(/s :
on a défini un morphisme additif V: & = & ®p Q}X /s Vérifion la régle de Leibniz : soient a une section de Ox
et x une section de &. On a

Vier) =0(ax) —az @1 =(1®a)f(z) — (c®1)(z®1)
=(1®agV(r)+rol)-(exl)(za1)
1I®a)Ve)+(1®ae—a®1)(z®1)

aV(r)+z®da

—
~

(dans Q%{/& les structures de Ox-module a gauche et a droite coincident, de sorte que (1 ® a)w = (a ® 1)w = aw
pour toute section w de Q% /). O
Remarque 2.3.6. La preuve montre que si V est la connexion associée a ¢, alors
el®@z)=2®1+V(z)
pour toute section z de &.
Soit V: & = & ®oy Qk/s une connexion. Si ¢ € N, on a une application
; i+1

Vi & ®ox Vs = & Qo Vs

définie par
Vilr@w)=r@dw+ (=1)'wA V(x)

(ot w A V() désigne 'image de w ® V(z) par 'application canonique Q}/S Royx (€ R0y Qﬁ(/s) — & Roy Q’;/ls

qui envoie w @ (x @ 7) sur z & (w A T)).

Définition 2.3.7. La courbure de la connexion V est I’application
K(V):=V10V: & = & Qoy Vg

On dit que V est intégrable si K(V) = 0.

Proposition 2.3.8. (1) L’application K (V) est Ox-linéaire®.
(2) Pour tout i € N, on a (Viy10V)(z @w) = wA K(V)(x) pour toutes sections x et w de & et Q&/S
respectivement.

Démonstration. (1) Commengons par observer que si a, et w sont des sections de Ox, & et Qﬁ( /8 respectivement,
on a

Vifaz@w)=axr@dw —-—wAV(ar) =axrdw—wA (aV(z) + 2 ®da) =aVi(zQ@w) — 2@ (wAda)
On a donc
K(V)(az) = Vi(aV(x)
comme d*a =0 et da A V(z) = —V(x) Ada, on trouve K (V)(azx) = aK (V)(x), ce qu’on voulait.
(2) Si V(z) = kzrjl xp ®dag, on a K(V)(z) = — kzrjldak AV (zg) et

+z®@da) =aK(V)(x) - V(z)Ada+z®d*a—daAV(z)

R
I
IR

V¢+1(w/\v(x)) = Vi+1(xk ®w/\dak) (:rk®d(w/\dak)+(fl)i+1w/\dak /\V(SE]J)

k

1

=
Il
—_

I
IR

v @dwAdag + (=) wA S dag A V(zg)
1 k=1

Il
o,
e |
>
<

(@) + (~D)'w A K(V)(2)

5. Alors que ni V ni Vi ne le sont.
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de sorte que
(Vis10V)(z@w) = Viyi(z@dw + (—1)'w A V(2))
=2@d*w+ (-1 dwAV(z) + (-1) (dw A V(z) + (-1)'w A K(V)(z))
=wAK(V)(x)
parce que d?w = 0. O

Remarque 2.3.9. (1) En particulier, V est intégrable si et seulement si V;y; o V; = 0 pour tout i € N,
c’est-a-dire si et seulement si

E®oy Vgt 0= E &R0y Vyjg 5 & @0y Wiyg 2+

est un complexe (le complere de de Rham a coefficients dans &).
(2) La courbure mesure le défaut de commutation de V (vue comme application Zero,(Ox) — &ndoy (8))
aux crochets de Lie. En effet, si Dy et Dy sont des sections de Zerp,(Ox), on a

[V(D1),V(D2)] = V([D1, Da]) + (D1 A D2)(K(V))
ot (D1 A Da)(K (V) est le composé & % & @0, 0% g 202 & 9o, Ox = & (f [0, 1.0.5)).
Exemple 2.3.10. Plagons-nous sous les hypothéses de I'exemple 2.1.1. 1l existe 61, ...,0q € &nd f-1(04)(&) tels
que V(z) = Z 0;(z) ® dx; pour toute section z de & (¢f exemple 2.3.4). D’apreés le calcul fait lors de la preuve

de la pr0p051t10n 2.3.8, on a

demv = Y dzi A0 (0i(x) @da; = Y [6:,60;](z) @da; Ada;
1<i,5<d 1<i<j<d
ce qui prouve que V est intégrable si et seulement si les endomorphismes 61, ..., 0; commutent deux & deux.

Pour n € N, on note P)(( /)S( ) le n-iéme voisinage infinitésimal de la diagonale dans X xg X xg X. Les
morphismes de projection

< pry— < Pri2—
X XXSX-eSpSfXXSXXSX

< pro— 5.3 —
induisent des applications

<pi—pm =7 r%n%i (n)
X< — s 2 i — Pxis®)

Définition 2.3.11. Une stratification sur & est une famille d’isomorphismes

ent P B0y €56 B0y Py

(i.e. en: pr(")*cg’g prgn)*cg’) indexée par n € N telle que :
(1) &, est ng(/S linéaire ;

(2)
(3) eo =lde;
(4) on ala condition de cocycle pry’y” (€,) = pr§"2) (en) o prgng) (€n)-
Remarque 2.3.12. (1) Une donnée de descente pour le faisceau & sur X relativement au morphisme f: X —
S est un isomorphisme : prj & = prj & satisfaisant la condition de cocycle prj | (p) = pr§ o() o prs 1 ().
La donnée d’une stratification s’apparente donc & celle d’'une donnée de descente infinitésimale.
(2) La condition de cocycle (4) se traduit par le fait que le diagramme suivant commute pour tout n € N :

si m < n, alors &, induit &, via la restriction @ S — @g% ;

(n) (

P'l 3(en)
pri 3 pry & —— pr} 3pri &

= DS
m3é mE
Pra s Pra & Pri2 Pri &
Pff}k,s(% 4@
Priapri & = m3& ~pri 5 pry &
en posant

Ty = Pryopry g =pryopryo
T2 = PryOpry o = Pryopro 3

T3 = PryOprg g = Proopry 3.
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(3) Soit V: & = & ®oy Q%{/s une connexion, et €: @;}S Roy & E R0y Wg(}s I'isomorphisme associé (cf
proposition 2.3.5). Si x est une section de &, écrivons V(z) = Y 1 ® dag. D’aprés la remarque 2.3.6, on
k=1
ae(l®x)=2®1+V(z). En voyant @;}S comme un quotient de Ox ®;-1(04) Ox, et donc 2! )S Royx &
et & ®Rpy BZS/)S comme des quotients de Ox ®@-1(04) & et de & ®¢-1(04) Ox respectivement, cette égalité
se réécrit
e(1®x) Ex@l—l—Z(mk@ak —apzr ®1).
k=1
Il en résulte qu’on a

P Eelen) =c0lol+ Y (o l®a - e ©11)
k=1

(1) — - _

Py E)1l®lor)=10r0l+ Y (101 —ar,@101)
k=1
T

P E10re)=r0101+Y (®a ol —agrnelol)
k=1

Il en résulte que

P E@or @) e1e) =p @ (1es0l+ Y (1onoa-anel11))
k=1

zx®l®1+2(xk®ak®1—akxk®1®1)+2(xk®1®ak+V(xk)®ak—akxk®1®1—V(akxk)®1)
k=1 k=1

=py el +Z (1) ® ax — axV(2x) ® 1)

(parce que zp Qa1 —aprr ®1®1 = (2 @dag) ® 1 pour tout k € {1,...,7}). Si la condition de cocycle
1) 1)% 1)x
prii3"(e) = priy" () o prif}"(e)

est vérifiée, alors
T

Z(V(l“k) ®ap —apV(zy)®1) =0
k=1

dont 'image dans & ®o Qi(/s n’est autre que K(V)(z), et la connexion V est intégrable.
(4) Supposons f: X — S lisse. En reprenant les notations de I'exemple 2.3.10, le calcul qui précéde montre

que6
d
1)* 1)* 1)*
pri') (e) o prid (e) (@) — prid (e)(x) = D V(0;(x)) @ d
j=1
1<i,j<d
1<i<j<d

de sorte que si la connexion V est intégrable, alors la condition de cocycle est vérifiée : la réciproque de (3)
est donc valide lorsque f: X — S est lisse. En particulier, la donnée d’une connexion intégrable correspond
a celle d’une donnée de descente infinitésimale d’ordre 1, bien siir plus faible, en général, que celle d’une
stratification.

2.4. Le site infinitesimal. Le site infinitésimal et ses variantes ont été introduits par Grothendieck pour
revisiter la cohomologie de de Rham a la lumiére du calcul différentiel schématique tel qu'on ’a sommairement
présenté ci-dessus. Par définition, il englobe tous les épaississements infinitésimaux des ouverts d’un schéma :
c’est un cadre naturel pour considérer la cohomologie de de Rham de ces derniers « simultanément ». Cela dit,

6. L’image de d z ® d z dans Wg?/)s est nulle : avec z = x + y, cela implique que 'image de dz ® dy + dy ® dx dans 39;(2/)3 est

nulle.
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il ne se comporte bien qu’en” caractéristique 0 : le site cristallin (et la cohomologie afférente) est un raffinement

visant & corriger ses défauts en caractéristique p.

Définition 2.4.1. ([7, §4]). Soit f: X — S un morphisme de schémas. Le site infinitésimal de X/S est le site
Inf(X/S) dont :

e les objets sont les S-épaississements (U <»+7T') définis par un faisceau d’idéaux nilpotent® ott U C X est un
ouvert de Zariski ;

e un morphisme entre deux objets (U <tT) et (U'<»T”) est un carré commutatif (dans la catégorie des S-
schémas) :
U—F—T
5L
U—H-=1'
o U C U’ est un ouvert de Zariski;
e une famille ((U; +T;) — (U ‘—|—>T))Z. ¢ (donnée par des S-morphismes u;: T; — T') est couvrante si chaque u;
est une immersion ouverte et T = |J u;(T}).
On note (X/S)int le topos associé.lej
Le site stratifié est le site dont la catégorie sous-jacente est la sous-catégorie pleine de Inf(X/S) constituée des

immersions (U <+T") admettant localement une rétraction 7' — X (avec la topologie induite). On note (X/S)strat
le topos associé. Lorsque f: X — S est lisse on a bien str Inf(X/S) = Strat(X/95).

2.4.2. Description des objets de (X/S)eris. Soit F € (X/S)ne. Si (U <+T) € Inf(X/S) et T" <> T est une im-

mersion ouverte, U/ = U NT' = U xr T, on dispose du morphisme (U’ <+T") — (U ++T) dans Inf(X/S), et de
I’application

F (U T) - FU =T,
Proposition 2.4.3.  (0) 7"+ F(U' <=T") définit un faisceau Fr := F o) sur Tza ;
(1) siu: (Ug=pTs) — (U <»T1) est un morphisme dans Inf(X/S), on a un morphisme
Pu - u_lﬁ'Tl — yTg
qut est un isomorphisme lorsque u est une immersion ouverte ;

(2) sien outre v: (Us<pT3) — (Uz <=Ths) est un morphisme dans Inf(X/S), on a le diagramme commutatif :

—1
1. — v (pu) Po
v 1lu 1yT1 — > 19‘T2 — fTB

!

(U o v)ilyTl Puov

(3) la donnée de F équivaut a celle d’une famille de faisceauz de Zariski
conditions (1) et (2).

{QNT}(U%T)EW(X/S) satisfaisant les

Exemple 2.4.4. e Le faisceau structural Ox g défini par (Ox/s)r = Or. En particulier, (X/S)int est un topos
annelé.
o Le faisceau des différentielles Q¢ défini par Q% (U <»T) =T'(T, .7 /.#?) et ses puissances extérieures.

e Si ¥ € Xy,,, on dispose de ¢ défini par 4(f: U +T) = f.9.

Définition 2.4.5. On dit de F € (X/S)inr que c’est un cristal si pour tout u: (Us <»T3) — (U ++T1) dans
Inf(X/S), le morphisme

Pu: uilﬂTl — F,
est un isomorphisme.

Exemple 2.4.6. Le faisceau structural Ox g est un cristal.

Proposition 2.4.7. (cf [2, Proposition 2.11]). Supposons f: X — S lisse et soit & un Ox-module. Les données
sutvantes sont équivalentes :
(1) Une stratification sur &.

7. La raison en est que, pour prouver l’exactitude du complexe de Rham, il faut une sorte de lemme de Poincaré, dont la preuve
requiert l'intégration et donc l'existence de certaines « puissances divisées » (c¢f paragraphe 3.1), qui existent en caractéristique 0
mais pas toujours en caractéristique p.

8. Cela implique que U — T est un homéomorphisme.
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(2) Un systéme compatible d’applications Ox -linéaires a droite
On: & = & Do\ Py
tel que 0y = lde et que pour tout m,n € N, le diagramme

(m+n) Id ®57n n

éa®(9x ’@X/S @@®ox 32;"/7‘?9 ®OX yé?/)s
97n+n Tern®|d9§?/)s

On

& & ®ox P

commute (condition de cocycle).
(3) Un homomorphisme de Ox-algebres Ziff x,5(Ox, Ox) — Diff x,5(&,&).
(4) Un cristal (&r)1 € (X/S)int-

Démonstration. e Soit (g,,)nen une stratification sur &. Soit (U <»T') € Inf(X/S) un épaississement nilpotent
d’ordre n € N. 5’1l existe une rétraction g;: T' — X, posons ér = gi&. Si go = T — X est une autre rétraction,
alors le morphisme g = (g1,92): T — X xg X se factorise via le voisinage infinitésimal P)(( /)S (puisque g; et g2

coincident modulo un idéal dont la puissance n-iéme est nulle). L’isomorphisme ¢: pré") ES prgn

fournit un isomorphisme

)* & tiré par g

* n)* n) n)* *
ga& ~g* prg)cg’—> pr(l)cg’zglé"

De sorte que &7 est indépendant, a isomorphisme prés, du choix de la rétraction. Si u: (Us <»T3) — (Uy <0T7)
appartient a Inf(X/S) est compatible aux restrictions, on en déduit un isomorphisme
Pu: uilng — &1,

La condition de cocycle (2.3.11 (4)) implique que les diagrammes 2.4.3 (2) commutent, et permet la construction
des faisceaux &7 sans ’hypothése de l'existence d’une rétraction globalement, mais seulement localement (ce qui
est le cas grace a I'hypothése de lissité de f: X — S). On en déduit un cristal (&7)y—remf(x/s)-

e Réciproquement, soit (&7)y— reinf(x/s) un cristal. Posons & = &x. Sin € N et i € {1,2}, on dispose du
morphisme pr;: (X H—)P)((n/)s) — (X = X) et donc d’un isomorphisme py : pri & =& e - On en déduit un

Px/s
isomorphisme
En :p;r} O Ppryt Prad — & ol —pri &

La famille (g, )nen est alors une stratification sur &.
e Si (e,)nen une stratification sur &, et n € N, on pose

O eno (AP @Id): & = 2

s s ®ox € = & 8oy gzgﬁ/g

La condition de cocycle implique la commutativité des diagrammes

27 0oy PV ® g 2rnlrn) oo 2 w0, 2T
x/5 Pox x5 POx Ox < x/5 ¥Ox < x/8
Id ®en |

(m) (my M
gZX/S ®ox € Qox ‘@X/S

impliquant les conditions 2.4.7 (2).
e Etant donné un systéme (6,,)n,en comme en (3), et h: Ox — Ox un opérateur différentiel d’ordre < n, de

linéarisation h: @(" X/s Ox, on pose
V(h) = (1d@h) 0 by: & = & R0y PY)g— &
On en déduit une application additive

Diff x/s(Ox,0x) = Piff x;5(&€, ).

La relation de cocycle équivaut au fait que c¢’est un morphisme d’anneaux. ([l

Définition 2.4.8. (Linéarisation des opérateurs différentiels) Soit & un Ox-module. On note Ly & le systéme
projectif (5”)(?/)5 ®0y €)nenN- 1l est muni d’une stratification canonique définie de la fagon suivante. On part de
I’application
T: Ox Qf-1(0g) E — g@f—l(os) Ox
aR@r— xR a.
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On dispose de 'identification
Ox ®r-1(0s) & ®r-1(0s) Ox ~ (OX Rr-1(0s) é‘)) Rox (OX ®r-1(0s) Ox)
bR rRc—bRrR®1Rc=1RxRbR ¢

et donc de 'application :

T incl
Ox ®f—1(os)éa — g@f (0s) Ox—>(OX ®f-1(0s) (57) Rox (OX Rf-1(03) Ox)
a®@r— rT®a — 1 rzRe=10201®a

ce qui fournit des applications €,,: L, & — L, & Qo ,@% o
Si h: F — & est un opérateur différentiel, on a une application Ox-linéaire horizontale (i.e. compatible aux

stratifications)
Le(h): Le # — Lo9¥

Théoréme 2.4.9. ([2, Theorem 2.15]). Si S est un Q-schéma et f: X — S est lisse, une connexion sur &
s’étend en une stratification si et seulement si elle est intégrable.

Démonstration. Si'V s’étend en une stratification, alors on a la relation de cocycle, de sorte que V est intégrable
(¢f remarque 2.3.12 (3)). Réciproquement, si K (V) = 0, on peut étendre p; : @iﬁk/s(()x, Ox) — @iﬁk/s(& &)
de fagon unique en p: Ziff y,5(Ox,0x) — @iﬁx/s(@@,é"). Cela se voit localement, si z,...,zq sont des co-
ordonnées locales, (Dq,...,Dy) la base duale de (dz1,...,dzg) et 6; = V(a%i) (¢f exemple 2.2.5). Pour tout
n € N% on a nécessairement p(D,) = %9’1“ o---067" ce qui a bien un sens parce que S est un Q-schéma et
01,...,04 commutent deux a deux (car K (V) =0, ¢f exemple 2.3.10). O

2.4.10. Cohomologie infinitésimale. Le site Inf(X/S) n’a pas d’objet final en général (on peut toujour épaissir
un épaississement nilpotent). Si .# € (X/S)int, on a

D(Inf(X/S), ) = {{s1 € F(U ST }vesremxss) | (Vs (Uz 6 T2) = (U1 5T1) pulsn,) = sr, )

Mentionnons que le site Inf(X/S) a assez de points (parce que c’est le cas des sites T7,;), et que les catégories
des faisceaux de groupes abéliens et de Ox,g-modules ont assez d’injectifs. La cohomologie se définit comme
d’habitude :

H ((X/S)int, F) := RT(Inf(X/S), ).

Théoréme 2.4.11. (1) ([7, Theorem 4.1]). Si S est de caractéristique 0 et f: X — S lisse, on a un isomor-
phisme canonique®

Hi((X/S)inﬁOX/S) = HéR(X/S)'
(2) ([7, §5.3]). Si X <5 X' est un épaississement nilpotent, on a un isomorphisme canonique
H ((X/S)ine, Ox/s) ~ H' ((X'/S)int, Ox 1))
3. LE SITE CRISTALLIN
3.1. Puissances divisées. Dans tout ce qui suit, « anneau » signifie anneau commutatif et unitaire.

Définition 3.1.1. (¢f [2, Definition 3.1]). Soient A un anneau et I C A un idéal. Une structure a puissances
divisées sur I est une famille d’applications

V=i I = Anen

telle que pour tout x,y € I et n,m € N, on ait :

(1) vo(x) =1, 11(z) =z et y,(z) € I pour n € Nxg;

(i) vn(w +y) = 2h—0 % (@) mk(y);

(iii) yn(ax) = a™y,(x) pour tout a € A;

(V) (@) ym(2) = ("5") Yntm (@)

nm)!

() nrm (@) = 22 ().

On dit aussi que (I,7) est un idéal & puissances divisées.

Remarque 3.1.2. (1) Lorsque qu’il n’y a pas d’ambiguité sur la structure a puissances divisées, on note

souvent z[" au lieu de v, ().

(2) D’aprés (iii), on a v, (0) = 0 pour tout n € Ns.

(3) Une petite récurrence utilisant (iv) implique que nly,(z) = z" pour tout n € N, de sorte que la famille ~,,
a formellement les propriétés de  — Z. En particulier, si A est de caractéristique 0 (resp. une Q-algebre),
alors tout idéal admet au plus une (resp une unique) structure a puissances divisées.

(4) Si N1a =0, on a2 =nlyy(x) =0, ce qui implique que I est un nil-idéal. Si en outre I est de type fini,
il est donc nilpotent.

9. Permet de calculer la cohomologie de de Rham sans formes différentielles !
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(5) Si N1y =0et (N —1)! € A% et si I C A est un idéal tel que IV = 0, alors on obtient une structure a
puissances divisées sur I en posant v, (z) = %‘ sin <N et y,(x)=0sin>N.
5/03/2018
Exemple 3.1.3. (1) Si A est un anneau de valuation discréte!* de caractéristique mixte (0,p) d’indice de
ramification absolu e, son ideal maximal a une (unique) structure & puissances divisées si et seulement si e < p.
En effet, si m € A est une uniformisante on ap=ur® avec u € A*. On a une structure a puissances divisées si

et seulement si n! divise 7" et Z € 1A i.e. v(n!) < n pour tout n € Nso. Comme v, (n!) = evy(n!) = em

(ot s(n) désigne la somme des chlffres de lécriture de n en base p), cela équivaut a e(l - M) < p—1 pour tout

n € Nsg. Comme lim inf 202
n—oo

(2) Avec les notations qui précédent, posons Aj, = A/(m*) pour k € N+. Si e < p, on peut munir I'idéal 7A;, des
puissances divisées déduites de I'unique structure de puissances divisées sur 7 A (on parle alors de la structure a
puissances divisées canonique). Cela dit, il existe en général d’autres structures de puissances divisées sur wA
(par exemple la structure mentionnée dans la remarque 3.1.2 (5) lorsque k < p, et ce sans condition sur e).

(3) Si A est un anneau, A un ensemble et {Th}rcp des indéterminées, on définit [’algébre des polyndomes a

=0, c’est équivalent a e < p — 1.

puissances divisées A{Ty\)rea comme étant le A-module @ T'), ou I, est le A-module libre de base

n=0
H T["A]
A (nx)xer€NW
AEA 2 ma=n
€
et oil la structure d’algébre est donnée par T;\"]Tim] = (":m)T/{ner]. L’idéal I = @ I',, est muni d’une unique
n=1

structure a puissances divisées v telle que 7, (Th) = T/{"] pour tout A € A et n € N.

(4) Si A est de caractéristique p et I C A a une structure de puissances divisées, on a I () = 0, mais la réciproque
est fausse : si k est un anneau de caractéristique p, A = k[z1,...,z6]/{z},..., 28, 2122 + 2324 + T576) €t !
I={(x1,...,26) (cf [2, Example 3.2.4]).

Lemme 3.1.4. (cf [I1, Tag 07GS]). Soient p un nombre premier, A une Z-algebre et I C A un idéal. Deux
structures o puissances divisées y,7' sur I sont égales si et seulement si 7y, = 'y;, En outre, si 6: I — I est une
application telle que

(a) (VzeI)plo(x) =aP;

(b) (Va € A) (Vx €l) §(ax) = aPd(x )

() (Va,y € 1) d(z+y) = 6(x) + 12} s=ma’y? +0(y) ;
alors il existe une unique structure & puissances divisées v sur I telle que vy, = 0.

mlp!™ m!p!"

Démonstration. Si p { n, on a v,(z) = 2a7v,-1(z), et Ypm(z) € (pm), Ym(Vp(z)) (on a Tmyr € Z(p)) ce qui
montre 'unicité. Pour la deuxiéme assertion, si n = ag + a1p + -+ + a,.p" est écriture de n en base p, on a
nécessairement

Yn(x) = crz®o(z)® - 5" (x)*

avec ¢, = %(p!)‘“+“2(1+p)+"'+aT(1+'”+pr71) € Z(,,, (on vérifie facilement les axiomes de la définition 3.1.1). [

Définition 3.1.5. (¢f [2, Definition 3.1]). Un morphisme & puissances divisées entre deux anneaux munis
d’idéaux a puissances divisées (A, I,7) et (B, .J,d) est un morphisme d’anneaux f: A — B tel que f(I) C J

et
() = 0n(f(2))

pour tout x € I et tout n € N.

Remarque 3.1.6. (c¢f [2, Definition 3.4 & Lemma 3.5]). On en déduit les notions de sous-idéal a puissances
divisées et structure a puissances divisées quotient. Plus précisément, si A est un anneau, (I,v) un idéal a
puissances divisées et J C A un idéal, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes '2
(i) il y a une structure a puissances divisées 7 sur I = I(A/J) (nécessairement unique) telle que la surjection
canonique A — A/.J soit un morphisme a puissances divisées ;

10. L’exemple de base est ’anneau des vecteurs de Witt W(k) a coefficients dans un corps k parfait de caractéristique p.
11. Supposons que ¥ = (Yn)neN est une structure de puissances divisées sur I. On a fyp(:rlzg) = zlyp(xz2) = 0 et de méme

Tp(x324) = Yp(w526) = 0, de sorte que 0 = yp(—z56) = 327_; Vi(@122)Vp—i(w324), dre. 72, (17711)'1( D (@i@2) (wawa)P~t = 0.
Comme (1 — X)?P =1 — XP donc (1 —X)P ' =14+X+X2+...+ XP7! dans Fp[X], on a (p.l) = (~1)* mod pZ pour tout
ie{l,...,p—1}, donc 3 ¥} 1D 1) (z172)*(z324)P~% = 0. Comme le morphisme naturel B := k[zl,.. :p4]/<zl, o ah) = Aest

injectif, l’egallte qui précéde est vraie dans B, ce qui n’est pas vu que B est libre sur k, de base (ml x2 :1:3 ;t4 )0<Zl i9,i3,ia<p"

12. Si 7 existe et € I a pour image T dans A/J, on a nécessairement 7,,(Z) = vn(z) ce qui montre 'unicité. Si en outre x € J,

on a =0, donc 7, (T) = yn(z) =0 i.e. yn(x) € J soit yn(x) € I N J pour tout n € N, ce qui prouve (i)=-(ii). Réciproquement,

si on (ii) et « € J, il faut montrer que v, (x) ne dépend que de T, i.e. que vn () et yn(z + y) ont méme image dans A/J pour tout
y € J, ce qui résulte de la condition (ii) de la définition 3.1.1.
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(ii) I N J est un sous-idéal & puissances divisées de I.

Remarque 3.1.7. Si B est une A-algébre, (I,v) un idéal a puissances divisées de B et {z)}xea une famille
génératrice de I comme A-module, alors il existe un unique morphisme a puissances divisées f: A(T\)xepn — B
tel que f(T)) = x pour tout A € A.

Lemme 3.1.8. (¢f[2, Lemma 3.7]).
(1) Si (Ag, I, vi) est un systéeme inductif d’anneauz & puissances divisées, A = li_n;Ak et I = ligfk, alors il
k k

existe une unique structure o puissances divisées sur I telle que (Ag, Ix,vx) — (A,I,7v) soit un morphisme
a puissances divisées pour tout k.

(2) Si A est un anneau, B et C deuxr A-algébres munies d’idéauz d’augmentation'® I C B et J C C a
puissances divisées v et 6 respectivement. Alors ’idéal K := Ker(B@aC — (B/I)®@4(C/J)) est muni d’une
unique structure de puissances divisées ¢ telle que (B,1,7) = (B®aC,K,¢) et (C,J,v) = (B®a C, K, ¢)
soient des morphismes a puissances divisées.

Lemme 3.1.9. (c¢f [2, Theorem 3.9]). Soient A un anneau et M un A-module. Alors il existe une A-algeébre a
puissances divisées (Ta(M),T'§ (M), ) et un morphisme A-linéaire o: M — Tk (M) ayant la propriété universelle
suivante : si (B, J,d) est une A-algébre & puissances divisées et : M — J une application A-linéaire, alors il
existe un unique morphisme & puissances divisées QZ: TCa(M) — B tel que p = i/;o p. En outre :

(1) Ta(M) = @ T%(M) est une A-algebre graduée telle que TQ(M) = A, TA(M) = M et Tf (M) =
n=0
& (M)

(2)

(3) FA(thk) = limFA(Mk);
k k

(4)

()

4) Ta(My © Mz) = Ta(M1) @4 Ta(Ma2) ; ‘
5) le A-module T (M) est engendré par les éléments de la forme [] vn,(p(zk)) avec z1,...,2, € M et
k=1
T
ni,...,n. € N tels que > np =n.
k=1

Démonstration. Soit (Ty.n)zemnen des indéterminées et G = ATy »]sem nen. On note I 'idéal de G engendré
par

n
{TZ,O - ]-a T)\z,n - )\nTz,na Tz,nTx,m - (n-;m)Tx,n+m; Tz:er,n - Z Tx,iTy,nfi}
i=0
alors T4 (M) = G/I, muni de la graduation déduite de celle de G et de p: M — G/I défini par p(z) = Ty

)

mod I a la propriété universelle requise (¢f [2, Appendix A]). O
Remarque 3.1.10. Lorsque M est libre de base (zx)aea, on a Ty (M) ~ A(T))ren-

Définition 3.1.11. (¢f [2, Definition 3.24]). Soient A un anneau et (I,~y) un idéal & puissances divisées.
(1) Sin € N, on note I I'idéal de A engendré par les éléments de la forme :E[lnl] = .anr] pour xi,...,x, € I
et ny,...,n. € N tels que n; +---+n, > n. Sin >0, alors I est un sous-idéal a puissances divisées de
I, qu’on appelle n-iéme puissance divisée de I.
(2) On dit que I est PD-nilpotent s’il existe N € N+ tel que IV = 0. Lorsque c’est le cas, on peut définir des

o0
isomorphismes de groupes exp: I — 1+ I et log: 1 + I — I inverses I'un de lautre par exp(xz) = > zl

n=0
o0
et log(142z) = > (=1)"Y(n — 1)z,
n=0
Remarque 3.1.12. (1) Bien entendu, 'idéal I ("] n’est pas engendré par les éléments de la forme x[lnl] e :C[T”T]
pour z1,...,x, € I et ny,...,n,. € N tels que ny + --- + n, = n en général, et ce méme lorsque I est

principal.
(2) On a 1™ [l™ < 1I*tm] pour tous n,m € N,

Lemme 3.1.13. ([2, Proposition 3.12]). Soient A un anneau, (I,7v) et (J,0) deux idéaux o puissances divisées
de A tels que ~y et § coincident sur INJ. Alors il existe une unique structure o puissances divisées sur I + J pour
laquelle I et J sont des sous-idéauzx & puissances divisées.

Définition 3.1.14. ([2, §3.14]) Soient f: A — B un morphisme d’anneaux et (I,) un idéal a puissances divisées
de A.
(1) On dit que v s’étend a B s'il existe une (nécessairement unique) structure a puissances divisées 7 sur IB
telle que f: (A4,1,7) — (B,IB,%) soit un morphisme a puissances divisées.

13. Ie. tels que les surjections B — B/I et C — C/J admettent des sections.
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(2) Soit (J,0) un idéal a puissances divisées de B. On dit que «y et § sont compatibles si v s'étend & B en 7 et
si 7 et § coincident sur IB N J.

Remarque 3.1.15. (¢f [2, Proposition 3.15]). Si I est principal, alors v s’étend a tout B.

Toutes les définitions qui précédent s’étendent sans difficulté aux schémas : on considére alors des schémas &
puissances divisées (5, .#,7) ot S est un schéma, .# un faisceau d’idéaux sur S et v un structure a puissance
divisées.

Théoréme 3.1.16. (c¢f [2, Theorem 3.19]). Soient f: A — B un morphisme d’anneaux, (I,v) un idéal & puis-
sances divisées de A et J C B un idéal. Le foncteur qui a une A-algébre C, munie d’un idéal a4 puissances divisées
(K,9) telle que § soit compatible & v, associe {g € Homa ag(B,C)|g(J) C K} est représentable par un triplet

(ZB,~(J),J,7) appelé enveloppe a puissances divisées de J.

a—1 Jf
g /@BW(J)

Démonstration. ¢ Cas ot f(I) C J. On dispose de I'anneau & puissances divisées (I'z(J), T35 (J),[])) et de
Iapplication ¢: J — T (J) (¢f lemme 3.1.9). Notons J idéal de I'p(J) engendré par les éléments de la forme
(i) ¢(z) —z pour* z € J;
(it) (f(@)" — o(f(m(a))) pour a € I.
On pose alors
DA () =Tp(J)/T

On peut montrer (c’est un peu technique) que Jn I'E(J) est un sous-idéal & puissances divisées de I'5(J). Cela
implique que 'image J de I'f(J) dans Dp (J) est un idéal muni de puissances divisées 7 (induites par [.]). Les
relations (i) impliquent que JZp (J) C J et les relations (ii) impliquent que 7 est compatible & 7.

e Dans le cas général, on pose J; = J + IB, I (J) := Z5~(J1) et on note J C J; le sous-idéal & puissances
divisée engendré par J. ]

Notation 3.1.17. Dans tout ce qui suit, on écrit v = 0 lorsque I = 0 est muni de la structure & puissances
divisées triviale.

Exemple 3.1.18. (¢f [2, Remarks 3.20 (5)]). Si M est un A-module, B = Sym% (M) et J = Sym’ (M), alors
P5,0(J) = Ta(M) (cela résulte de la propriété universelle). En particulier, lorsque B = A[Ty,...,Ty] et J =
(T,...,Tq) C B, alors Zpo(J) = AT, ..., Ty).

Remarque 3.1.19. (¢f [2, Remarks 3.20]).
(1) On a bien stir Zp(J) = 5 (J + IB) (par la propriété universelle '°), mais 1'idéal J dépend de J.
(2) La B-algébre P - (J) est engendrée par {z["} ¢/, et J par J (comme idéal & puissances divisées).
neN

(3) Le morphisme B — Zg -(J) induit un isomorphisme B/J ~ Zp . (J)/J si et seulement si v s’étend a
B/J (cela résulte de la propriété universelle). Cette condition est automatiquement remplie lorsque I est
principal ou IB C J.

(4) Si~ s'étend a B/J et B — B/J admet une section, on peut oublier la condition de compatibilité '® a .

(5) Si b C B est un idéal tel que b%Zp (J) =0, alors " on a D (J) ~ D5 (J/(J ND)).

Proposition 3.1.20. (¢f [2, Remarks 3.20 (8)]). Soit (A, I,v) = (A", I',y") un morphisme & puissances divisées
surjectif '8, B une A-algébre, J C B un idéal, B' = A' @4 B et J' = JB' C B'. Alors le morphisme naturel

A' @4 DpA(J) = Dy (J)

est un isomorphisme.

14. Onax € B=T%(J) et o(z) € TL(J).

15. Ca se voit aussi par la construction.

16. En effet, les puissances divisées sur J~ C PB,~(J) sont compatibles aux puissances divisées canoniques sur I'idéal nul dans A :
on en déduit un morphisme canonique g o(J) = ZB,,(J) (par la propriété universelle). Ce dernier n’est autre que le morphisme

Ts(J)/Jo — FB(J)/iy ol Jp est 'idéal engendré par {p(z)—z} ¢ s et j’v est I'idéal engendré par Jo et {¢(f(a))™ —o(f(vn(a))} acr
neN

ce qui implique qu’il est surjectif. Si 7 désigne une extension de v a B/J, la section B/J — B — P o(J) de QB,O(J)/jo ~ B/J
permet d’écrire Z5,0(J) = (B/J) @ Jo, de sorte que 7 s'étend & Z,9(J). Par la propriété universelle, on en déduit un morphisme
PB,~(J) = ZB,0(J) inverse du précédent.

17. En effet, si C est une A-algébre munie d’un idéal K & puissances divisées § compatibles a v, et g: B — C un morphisme de
A-algebres tel que g(J) C K, alors g se factorise de fagon unique & travers le morphisme B — Zp (J). Comme bZp ~(J) = 0,
le morphisme g se factorise en g: B/b — C et g(J/(J Nb)) C K : par la propriété universelle, g se factorise & travers un unique
morphisme 75y ,(J/(J Nb)) = C, ce qui montre que Zg/p ~(J/(J Nb)) a la propriété universelle définissant Zp ~(J).

18. De sorte que Ker(4A — A’) C I.
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Démonstration. Soit g': B’ — C un morphisme de A’-algébres tel que ¢'(J') C K ou K C C est un idéal muni
de puissances divisées compatibles & 4/, donc & 7. Le morphisme composé g: B — B’ — C envoie J dans K :
la propriété universelle fournit un unique morphisme de B-algébres 5 ,(J) — C factorisant g. Comme C est
une B’-algeébre, on en déduit un unique morphisme de B’-algébres B’ @ g I (J) — C factorisant g’. Pour voir
que B’ ®p Zp~(J) ~ A" ®4 P ~(J) ala propriété universelle de Zp (J') (et donc lui est isomorphe comme
B'-algébre & puissances divisées), il reste a voir que l'image de J dans A’ ® 4 P (J) est munie de puissances
divisées compatibles a 7' i.e. a . Il suffit de montrer que J N Ker(Zp ,(J) = A’ ®4 Pp,(J)) est un sous-idéal
a puissances divisées de J. Mais si a = Ker(4 — A’), on a Ker(Zp (J) = A’ ®4 D5,(J)) = aZp,(J). Comme
a C I, cela résulte de la compatibilité des puissances divisées avec . O

Exemple 3.1.21. Si k est un corps parfait de caractéristique p et n > m des entiers, on a un morphisme a
puissances divisées surjectif W, (k) — W,,,(k) (ou (p) est muni de sa structure & puissances divisées canonique) :
on voit dans ce cas que ’enveloppe & puissances divisées est compatible a la reduction modulo p™

Proposition 3.1.22. (|2, Proposition 3.21]). Awvec les notation du théoréeme 3.1.16, si B' est une B-algébre, on
a un morphisme naturel B' @p Pp ~(J) = Dp ~(JB'). C’est un isomorphisme lorsque B — B’ est plat. Cela
implique en particulier que la construction de ’enveloppe 4 puissances divisées se faisceautise.

Démonstration. On a un homomorphisme naturel de B-algebres g ,(J) = Zp/~(JB’') (par la propriété uni-
verselle, comme dans la preuve précédente). Comme Zp ,(JB') est une B’-algébre, on en déduit un morphisme
de B’-algebres

B’ Xp .@B”Y(J) — 93/77(JB/).
Supposons B — B’ plat : on a J ®p B’ ~ JB', donc I'g/(JB') ~ T'p(J) @ B’ (¢f lemme 3.1.9 (2)). Avec les
notations de la preuve du théoréme 3.1.16, on a

~

J = JTp/(JB") ~ J(T(J)®p B)) = J@p B’
de sorte que le morphisme naturel
Pp.,(J) @ B' = (Up(J))/J]) @ B = Tp/(JB')/J — Dp (B
est un isomorphisme. O

Exemple 3.1.23. Si (A, I,7) est un idéal & puissances divisées, et S C A une partie multiplicative, alors
la localisation (S~'A,S7'I) est munie canoniquement de puissances divisées (encore notées v) telles que le
morphisme (A4,1,7) — (S71A, S711I,~) soit a puissances divisées. On a bien siir v, (x/s) = v,(x)/s" pour tous
neN,zeletseS.
Corollaire 3.1.24. ([2, Corollaries 3.22 & 3.23]) On conserve les notations du théoréme 3.1.16.

(1) Si f: A— B est plat, alors v s’étend a B.

(2) Le morphisme B ®z Q — Zp.(J) ®z Q est un isomorphisme .

On fixe désormais un schéma a puissances divisées (9, .#,7) (par exemple S = Spec(W,,(k)) ou k est un corps
parfait de caractéristique p avec .# = (p) muni de sa structure a puissances divisées canonique).

Proposition 3.1.25. ([2, Proposition 3.30]) Soient X un S-schéma, % une Ox -algébre quasi-cohérente et 7 C
B un idéal quasi-cohérent. Alors Dg (7 ) est quasi-cohérent.

Définition 3.1.26. (1) Une immersion a puissances divisées est une S-immersion fermée X——— X’ définie

N
S/

par un idéal & puissances divisées compatible ¢ . On dit aussi que X — X’ est un épaississement o puissances
divisées.
(2) Soit ¢: X Y une immersion fermée de S-schémas définie par un faisceau d’idéaux _#. On pose
Ix 1Y) = Doy 5(F) et Dx,(Y) = Specy(Zx4(Y)).
Siy s'étend a X (i.e. & Ox), alors Px ,(Y)/ 7 ~ Ox (cf remarque 3.1.19), de sorte que i se factorise a travers

I'immersion fermée X «+Dx ,(Y'), qui est définie par I'idéal a puissances divisées # : c’est une immersion &
puissances divisées. Cette derniére jouit de la propriété universelle suivante. Pour tout épaississement a puissances

divisées i': X’ YY" (compatible & ) s’insérant dans le diagramme commutatif suivant
/ Y/
A
Dx.(Y)
N
%—) Y

S

\|2

19. Car B — B ®z Q est plat.
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(dans la catégorie des S-schémas) il existe une unique fleche en pointillés. Si n € N, on pose

L) = Pxa (V)] F 0

et Dg?),y(Y) = Specy(.@(”) (Y)). Ce dernier s’appelle le n-iéme voisinage a puissances divisées de X dans Y.
(3) Si NOy =0 avec N € N+, le point (2) se généralise au cas ot X est seulement localement fermé dans Y,
en remplacant Y par un ouvert dans lequel X est fermé. En effet, ’idéal ] est alors un nil-idéal, de sorte que

les espaces topologiques sous-jacents & X, Dx (Y") et DE?)W(Y) sont les mémes.

Exemple 3.1.27. (c¢f [2, Proposition 3.22]). Supposons que i: X < Y soit une immersion de S-schémas lisses
sur S, et qu’il existe N € Ny tel que NOy = 0. Alors Zx ,(Y) est localement isomorphe 20 3 une algebre de
polyndémes a puissances divisées sur Ox.

Proposition 3.1.28. (Lemme de Poincaré o puissances divisées : le cas affine, ¢f [1, V, Lemme 2.1.2]) Soient A

un anneau, d € N et B = Alxy,...,24). On dispose de la A-algébre D = A{zy, ..., xq) = @ Azxl® 4 puissances
neN9
divisées pour Uidéal I = @ Az (cf exemple 3.1.3 (3)). On étend la différentielle canonique d: B — QlB/A
n€N\{0}

end: D — D ®p Q}B/A en posant d(vi(z)) = ye—1(x) dx pour tout x € I et k € N<g. Elle induit un complezxe
de de Rham a puissances divisées :

D&p 0y, D$D®BQ}B/A $D®BQQB/A_>...
Ce dernier est une résolution de A, i.e. le complexe 0 - A — D Qp Q%/A est acyclique.

Démonstration. Lorsque n = 1, c¢’est ’exactitude de la suite

0+ A PAad! S P A @de—0
n=0 n=0

N —_
oud ( > anx[”]) = 3 ame12™ ® dx (qui n’est autre qu'un décalage). On procéde alors par récurrence sur

d : on écrit le complexe D ®p Q%/A sous la forme K*®(&1,...,&4). Alors K*(&1,...,&q) s’identifie au complexe
simple associé au bicomplexe K*®(&1,...,84-1) ®a K*(xq). Comme K*(&1,...,£4—1) est & termes plats sur A et
K*(xq) une résolution de A, il en résulte que K*(1,...,&q) est une résolution de K*(&1,...,£4-1), et donc de A
par hypothése de recurrence21 ([

3.2. Calcul différentiel sur les schémas a puissances divisées. Comme plus haut, on fixe un schéma &
puissances divisées (S,.#,7) (ou & est un idéal quasi-cohérent), et f: X — S un morphisme de schémas. Si

m € N, on note Xs(m) le produit fibré de m + 1 copies de X au-dessus de S. On dispose de I'immersion diagonale
A X — X(m) et des m + 1 projections pr;: Xs(m) — X pourie{l,...,m+1}.

Définition 3.2.1. Supposons que f soit lisse ou qu'’il existe N € N1 tel que NOx = 0 (¢f remarque 3.1.26 (3)).
Soit n € N. On dispose des faisceaux Zx/s(m) := QX,V(Xé ) et @X/S( m) = _@)(?Z/(X(m)). On note Dx/g(m)
(resp. D()?/)s( )) enveloppe a puissances divisées (resp. le n-iéme voisinage a puissances divisées) de X dans
Xs(m) (cf deéfinition 3.1.26). Pour alléger, on note Zx/sg, 9&/)5’ Dx/s et Dgc/)s lorsque m = 1.

t22

Remarque 3.2.2. (1) Sivys’étend a X, alors Dx/g(m) et DX/)S( ) ne dépendent ** pas de la structure « (cf

remarque 3.1.19 (4)).
(2) L’application naturelle ,@(1 X5 QX /s est un isomorphisme.

20. En effet, on peut supposer i fermée, de codimension d. L’idéal quasi-cohérent _# définissant i est localement engendré par
d sections. Comme NOy = 0, ona f#™"Px (Y) =0 avec m = d(N — 1) + 1, de sorte que Yoy ~(f) = Zoy.; gm (I F™)
(¢f remarque 3.1.19 (5)). Comme X — S est lisse, 'application Oy / _#™ — Ox admet localement une section et 7 s’étend
localement : d’aprés la remarque 3.1.19 (4), on peut oublier v (en donc remplacer .# et v par 0). Si (t1,...,tq) est une suite
réguliére de sections engendrant _Z, une section de Oy /_#™ — Ox fournit (localement) une application Ox|[t1,...,tq] = Oy.
Si #o désigne l'idéal de Ox|t1,...,tq] engendré par {t1,...,tq}, elle induit un isomorphisme Ox[t1,...,tq]/ Z* — Oy / 7™,
de sorte que localement, on a Zx ~(Y) = @Oy/jnl’,y(f/fm) ~ @Oy/jm,o(f/fm) ~ @Ox[h yyyy td]/jom’o({jo//o ) ~
DO [t1,erta),0(F0) = Ox(t1,... ta).

21. Explication terre a terre (piquée & Marc-Hubert). L’idée est d’intégrer les formes différentielles en isolant la n-iéme variable.
Si donc w est une forme fermée de degré k, on écrit w = w1 Adxg + w2 ol wy est de degré k — 1 et wo de degré k£ mais ne faisant
pas intervenir dzg4. Ecrivons aussi d = d’Jr(,}8 Adzg. On a alors 0 = dw = d'wy Adzg +d we + (71)"_1%0.)2 Adzg. Cela

)y 1 a wg = 0. Par récurrence, on peut écrire wg = d’ n2 (avec n2 de degré k — 1) et donc

nla

implique que d’wy = 0 et d’wy + (-1
d’ (wl + (—1)"’1%172) = 0, ce qui 1mp11que qu'il existe n1 de degré k — 2 telle que w1 + (—1) Sz = dn1, de sorte que

w=d(m Adzg+n2).
22. Dans ce cas, la notation ne mentionnant pas -y est rigoureuse.
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(3) Sil existe N € N+ tel que NOx = 0, les espaces topologiques sous-jacents & X, Dx/gs(m) et D()?/)S(m)
sont les mémes.
Exemple 3.2.3. Si f: X — S est lisse et NOx = 0 (avec N € Nyy), et si zq,...,24 sont des coordonnées

locales de X/S, alors Zx/g est isomorphe & Ox (&1,...,8a), o1 § = 1 ® x; — x; ® 1 pour tout i € {1,...,d} (cf
exemple 3.1.27).

On suppose désormais que vy s’étend a X. L’idéal ¢ de Px /5 est un idéal d’augmentation a puissances divisées.
Cela implique que Zx /s ®oy Zx/s est une algébre a puissances divisées (cf lemme 3.1.8 (2)). Le morphisme
0: Ox X f-1(0s) Ox — (OX X f-1(0s) Ox) ROy (OX Qf-1(0g) Ox)
TRy~ 11y
(quienvoie =1z —2®@1sur @1+ 1®E avec 1 = 1® 1) induit un morphisme & puissances divisées
6: -@X/S — @X/S Rox QX/S

Remarque 3.2.4. Sié=1®z—x®1et k€ N, on a alors
k

M) =0 =(ce1+109l =3 o

i=0
ce qui montre que ¢ induit des morphismes
. gylm+n) (m) (n)
Omn @X/S — @X/S Rox @X/S
pour tout n,m € N.
L’analogue de la notion de stratification dans ce contexte est le suivant :

Définition 3.2.5. Soit & un Ox-module. Une stratification o puissances divisées sur & est une famille d’iso-
morphismes

en: D)5 Box €38 @0y I\)g
indexée par n € N telle que :
(1) &, est @)(?/)S—linéaire;
2) si m < n, alors ¢, induit &,, via la restriction @%)S — .@)(;7?3 :

(2)
()éo:|dg;
(4)

3
4) pour tout m,n € N, le diagramme
" n 6:n,n(5m+") m n
.@)((7)3 ®oy ‘@)((/)S ®o & & ROy .@g(/; Koy ‘@;/)S
Id @e, > — 2, ®ld

D% ®ox & Rox D\)s
est commutatif (condition de cocycle).

Une structure plus forte est la suivante :

Définition 3.2.6. Soit & un Ox-module. Une hyper-stratification & puissances divisées sur & est un isomor-
phisme
£: -@X/S R0y g:)g@)ox QX/S
tel que :
(1) € est Px/s-linéaire;
(2) € induit Idg modulo ¢ ;
(3) le diagramme
8% (e)
Dx/s Qox Dx/s Qox & & Royx Dx/s ®ox Ix/s
Id®e > —Z®ld
@X/S ®OX (52®(9X @X/S

est commutatif (condition de cocycle).
On dispose aussi d’'un analogue de la notion d’opérateur différentiel :

Définition 3.2.7. Soient & et % deux Ox-modules. Un opérateur différentiel & puissances divisées d’ordre < n
de & dans % est une application O x-linéaire

D)5 ®ox &~ F

(on dispose aussi de la notion « hyper »).
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Remarque 3.2.8. Un opérateur différentiel & puissances divisées h: _@)(?/)S ®Royx & = F d’ordre < n induit un

opérateur différentiel > h*: & — .Z qui s’insert dans le diagramme commutatif :

PV B0y & —= D) @0y &

(n)
d}ﬁs,@T J{h

& n F

Contrairement au cas des opérateurs différentiels « classiques », Papplication h” ne détermine pas h, parce que
& n’engendre pas -@Q/)S ® Ox & comme Ox-module (contrairement a @;?/)S Roy &).

On peut composer les opérateurs différentiels a puissances divisées (cf [2, Definition 4.4]), notons que (fog)® =
f? 0 g”. On a un énoncé analogue & la proposition 2.4.7 et au théoréme 2.4.9 :

Théoréme 3.2.9. (¢f [2, Theorem 4.8]). Supposons f: X — S lisse et soit & un Ox-module. Les données
sutvantes sont équivalentes :

(1) une stratification & puissances divisées (en)neN SUr & ;

(2) une famille compatible d’applications Ox -linéaires

pn: PDZiffy,5(Ox,0x) — PDZiff,5(&, &)

induisant un homomorphisme d’anneauz®* p: PDZiff x/s(Ox,0x) = PDZiff x;s(&, &) ;
(3) une connexion intégrable V sur &.

Idée de la preuve. Soient (z1,...,24) des coordonnées locales de X/S et & =1®z; —2; ® 1 pouri € {1,...,d}.

Pour n € N, le Ox-module @)(("/)S est libre de base (f[ﬂ])neNd ou M = 5;"1] e ft[i"d] sin=(ni,...,ng) € N (¢f
In|<n
exemple 3.2.3). Notons (Dj,)),cne la base duale dans PDZiff'y 5(Ox,Ox) ~ Homoy (Qg(n/)s, Ox). Observons

[n|<n

que si n,m, k € N%, alors (D © D[ﬂ])(f[@) est 'image de ¢ par le composé

) S 9%)5 ®o, 7 1d ® Dy 70 Dim) Ox.

X/S X/S X/S
Comme ona d(éH) = S ¢d@eld ona (Id ®@Dp) (0(EH)) = ¢l et done (Dpyyj 0 Dpy) (EH) = S, mtn (sym-
itj=k

bole de Kronecker), ce qui montre que D)0 Djp) = D 4. Cela montre que le Ox-module PDZiff x/5(Ox, Ox)
est engendré par les opérateurs différentiels & puissances divisées d’ordre < 1, i.e. par (D;)i1<i<q o0l D; =
Dy,....0,1,0,...,0) pour i € {1,...,d}.

(1) + (2) Comme dans le cas « classique », si (€, )nen €st une stratification a puissances divisées et h: _@g("/)s —
Ox une opérateur différentiel & puissances divisées d’ordre < n, on définit p,,(h) comme le composé

D)5 ®ox & 5 & @0y DY)s =2 6.

Le point clé (qui requiert une vérification ?®) est de montrer que la condition de cocycle équivaut au fait que
p est Px;s-linéaire. Réciproquement, si on part des applications (pn)nen, on dispose pour tout n € N d'un

morphisme @g?/)s—linéaire pn ® 1d: jfomox(@;"/)s,OX) ®ox 9)((”/)5 — Hompy (@;?/)S ®ox €,8) @oy @)((n/)s,
(n)

qui s’identifie & un morphisme p, ® Id: cfndox(@X/s) — %”omox(ﬁ}((n/)s ®ox 6,6 Roy @)((n/)s) : on a alors %6
En = (pn X |d)<|d@§(n/)s).

d
(2) < (3)SiV:& = ERoy Qﬁ(/s est une connexion, on a V =} 6; ® dx; avec 0; = V(D;) € &nd y-1(04) (&)
i=1
pour i € {1,...,d}. On a nécessairement *” p(D,)) = 07" -0 pour tout n = (ny,...,ng) € N (ce qui a bien
un sens parce que les #; commutent deux & deux). Bien entendu, on retrouve V connaissant la famille (p,,)nen
car 6; = p(D;) pour tout i € {1,...,n}. |

Supposons, pour le reste de ce paragraphe, que p nilpotent sur S.

23. Ie. une application f~1(Og)-linéaire, cf définition 2.2.1.
24. Ou PDZiff x5(&,6) = liLnPD@z'ﬁ”;(/S(é”7 &).

n
25. Qui s’appuie sur la formule zD,) = > (%) Dy;)(2) D) qui, par linéarité, se vérifie sur ¢lnl avec z = ¢lml,
itj=n =

26. Cela résulte de I'égalité e, = > (Id Qi;D[n]) oen ®£EM qui est évidente vu que les bases (g[ﬂ])neNd et (Dip])pena sont duales
[n|<n B N N
I’'une de l'autre.
27. Cf. la formule p(Dyn) = %9?1 ~-'02d de la preuve du théoréme 2.4.9 : ici les dénominateurs sont contenus dans la base

(g[n] )ﬂeNd‘
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Définition 3.2.10. (¢f [2, Definition 4.10]). Supposons f: X — S lisse et soient (z1,...,zq) des coordonnées
locales de X/S. Une connexion V: & — & Qo Q}(/S est dite quasi-nilpotente si pour tout ouvert U C X et

toute section x € I'(U, &), il existe un recouvrement ouvert (Ux)xea de U et des entiers (e; x)1<i<d tels que pour
AEA

tout i € {1,...,d} et tout A € A, on ait V((%)b)em(qw) =0.

Remarque 3.2.11. Si pOg = 0, on a ((%)b)p = 0 mod p, ce qui implique que les opérateurs (%)b sont
nilpotents.

Théoréme 3.2.12. (c¢f [2, Theorem 4.12]). Supposons f: X — S lisse, et soit & un Ox-module. La donnée
d’une hyperstratification & puissances divisées sur & équivaut & celle d’une connexion intégrable quasi-nilpotente
sur &.

Démonstration. e Soit €: Px/5 ®oy 6 — & ®oyx Px/s une hyperstratification a puissances divisées. Notons

p: HPDZiff x,s(Ox,Ox) — HPDZiff x/5(&, &) P'application associée, on dispose de § =cody g: & — & Qo

Pxs (on a 0(z) = (1 ®x)). Reprenons les notations de la « preuve » du théoréme 3.2.9. Si 2 est une section de

&, on peut écrire (z) = Y x, @& (somme localement finie). Pour tout n € N, on a ,, = (Id ®@Dpy)(0(x)) =
neN4

p(D[ﬂ])b(a:), ce qui montre que 0(x) = > p(D[ﬂ])b(x) ® €. Comme la somme est localement finie, presque
neNd

tous les p(D[Q])"(x) sont nuls, ce qui signifie que la connexion associée est quasi-nilpotente.

e Réciproquement, soit V: & — & Qo Qﬁ( /g une connexion intégrable et quasi-nilpotente pour un choix de
coordonnées locales (z1,...,24). Pour i € {1,...,d}, on dispose de #; = V(D;)°. L’intégrabilité implique que les
0; commutent deux & deux : on peut poser ,o(D[E])b = 67" -0 pour tout n = (n1,...,ng) € N9, La quasi-
nilpotence signifie que pour toute section x de &, on a p(D[Q])b(a:) = 0 pour presque tout n € N%. On peut donc
poser O(x) = > p(D[ﬂ])b(a:) ® &0l ce qui définit une application Ox-linéaire §: & — & @, Px/s qu'on étend

n€Nd
par .@X/S—lingaerité ene: Ix/s @oyx 6 — 8 ®ox Px/s- La condition de cocycle provient de la commutativité du

diagramme

& o & oy Dx/s

ai Jold
Id @3
& RQox Dxjs — & ®ox Ix/s ®ox Dx/s

qui résulte des égalités

(021d)(0(x)) = (O 1)( X p(Dw) (@) @) = £ p(Dpwy)"(@)p( D) () @ €12 0 €2

neN¢ m,neN
= Y p(Dppin) (@) @ €m @ glol = 3 P(Dm)b(fﬂ)@?(,z 5[@1@)5@)
m,neN? neNd i+j=n
= X p(Dy) () @66 = (1d@d)(6(x))

neN?

Corollaire 3.2.13. La condition de quasi-nilpotence ne dépend pas du choix des coordonnées locales.

3.3. Site et topos cristallins. Dans tout ce qui suit, on suppose p nilpotent sur .5, et on fixe un S-schéma X
sur lequel v s’étend.

Définition 3.3.1. Le (petit) site cristallin Cris(X/S) est le site dont :
e les objets sont les S-épaississements a puissances divisées (U <7, d) ot U C X est un ouvert de Zariski?®;
e un morphisme entre deux objets (U <=T,¢) et (U’ <»T”,d’') est un carré commutatif (dans la catégorie des
S-schémas) :
U—r—T
L
U1’
o U C U’ est un ouvert de Zariski et v un morphisme & puissances divisées ;
e une famille ((Uz +T;,0) = (UT, 6))2 cr (donnée par des S-morphismes & puissances divisées u;: T; — T') est
couvrante si chaque u; est une immersion ouverte et 7' = | J,; ui(T3).
On note (X/S)qis le topos associé.

28. Comme p est nilpotent, I'idéal de 'immersion U <7 est un nil-idéal, ce qui implique que U — T est un homéomorphisme.
Rappelons en outre (¢f définition 3.1.26 (1)) que cela implique que les puissances divisées sur I'idéal définissant 'immersion fermée

U <+»T sont compatibles a ~.
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Remarque 3.3.2. (1) Gréace a ’hypothése que v s’étend a X, on a (U = U, 0) € Cris(X/S) pour tout ouvert
U C X (parce que 7 est compatible a la structure a puissances divisées 0 sur 'idéal nul de Oy).

(2) Le site (X/S)ais n'a pas d’objet final en général. Soient n € N5 et k un corps parfait de caractéristique

p. Posons S = Spec(W/p"W) (ou W = W(k) est anneau des vecteurs de Witt muni de sa structure a

puissances divisées canonique). Supposons en outre X = Spec(A) affine. Si (Up <+7p) est un objet final,

il existe un unique morphisme (X = X) — (Uy<pTp), ce qui implique que Uy = X. Comme X — Tp
est entier, le schéma Tp est affine (¢f |11, Tag 05YU]) : écrivons Ty = Spec(Bp). On a un morphisme de
W-algébres By — A surjectif, dont le noyau est muni de puissances divisées compatibles avec celles sur
W /p"W , et initial pour cette propriété. On verra plus tard (cf 4.1) que si p.14 = 0 et A est semi-parfait 2,
alors un tel By existe. Par exemple, si A = k, alors By = W/p"W. A contrario, un tel By n’existe pas
lorsque A = k[x] : montrons-le par I'absurde. Comme (W/p"W)[z] — A a un noyau muni de puissances
divisées, il existe un unique morphisme a puissances divisées f: By — (W/p"W)[x] de W-algebres relevant
Id4. Soit By € By relevant © € A : on a f(By) =z mod (pW/p"W)[z] donc f(By) engendre la W-algébre
(W/p"W)[z]. I en résulte que l'application f est surjective. Quitte & modifier Sy, on peut supposer que
f(Bo) ==x. Sig: (W/p"W)[z] — By désigne 'unique morphisme de W-algeébres tel que g(z) = By, alors g
est un morphisme a puissances divisées, reléve ld4 et go f: By — By est un morphisme & puissances divisées
relevant Id4 : on a go f = ldg,, ce qui montre que f est un isomorphisme i.e. By = (W/p"W)[z]|. Mais
sin>1etp e By=(W/p"W)x] vérifie 8 = z mod (pW/p"W)|x], 'unique morphisme de W-algébres
By — By envoyant x sur 3 est aussi un morphisme a puissances divisées relevant Id4 : il n’y a pas unicité
d’un tel morphisme et By — A n’est pas initial.

3.3.3. Description des objets de (X/S)cris. Soit F € (X/S)eris- Si (U T, 0) € Cris(X/S) et T' <e» T' une immer-
sion ouverte, U’ = U NT" et ' = d)7/, on dispose du morphisme (U’ <+1",0") — (U T, ) dans Cris(X/S), et
de 'application

F(U T,8) — F(U =T",§)

Proposition 3.3.4.  (0) 7"+ F(U' <=T",4") définit un faiscean Fr = F sy sur Tzar ;

(1) siu: (Ug<pTy,d2) — (U <0T1,01) est un morphisme dans Cris(X/S), on a un morphisme
Pu u*1<?T1 — Fr,

qut est un isomorphisme lorsque u est une immersion ouverte ;

(2) si en outre v: (Us<pTs5,03) = (Uz <0Th,02) est un morphisme dans Cris(X/S), on a le diagramme com-
mutatif :

1
_ _ v (pu) _ Pv
v u 1ﬁT1 — 135T2 —_— (Q\Ta

6
Puov

(wov) "1 Fp,

(3) la donnée de F équivaut a celle d’une famille de faisceaux de Zariski {,ﬁzT}( satisfaisant

les conditions (1) et (2).

UsT,8)eCris(X/S)

Exemple 3.3.5. e Le faisceau structural Ox s défini par (Ox,s)r = Or, et son sous-faisceau fx /g défini par
(Zx/s)r = Ker(Or — Op) (c’est un faisceau d’idéaux & puissances divisées).
e Le faisceau ix,5,Ox défini par (ix/s.Ox)r = Ov (cf plus tard). Notons qu’on a la suite exacte

0— fx/s — OX/S — ZX/S*OX — 0.

e Le faisceau des différentielles Q% /5 défini par Q% s(UT,0)=0(T,7/5 1) et ses puissances extérieures.

Corollaire 3.3.6. (c¢f[2, Remark 5.3]). Le site Cris(X/S) a assez de points : un morphisme de faisceaur F — 4
est un isomorphisme si et seulement s’il induit des isomorphismes sur les fibres (Fr), — (9r). pour tout point
x de X et tout S-épaississement & puissances divisées T d’un voisinage ouvert de x dans X .

Remarque 3.3.7. Le site cristallin n’est pas fonctoriel : si X’ — X est un morphisme de S-schémas, on ne peut
pas, en général, tirer un épaississement a puissances divisées de X en un épaississement a puissances divisées de
X'. Cela dit, il y a fonctorialité du topos cristallin : on a un morphisme de topos (X’/S)eris = (X/S)eris, €t on
peut tirer en arriére le faisceau qu’il représente.

29. ILe. le morphisme de Frobenius A — A; x +— xP est surjectif.
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3.3.8. Fonctorialité du topos cristallin. Si € est une catégorie, on note *° hy: € *)Cg; A — Ason plongement de
Yoneda. Commencgons par observer que pour tout 7' = (U <»T,4) € Cris(X/S5), le préfaisceau T est un faisceau
(cela résulte de I’énoncé correspondant pour Zar(X/S5)).
Soit
x' 9. x
g L
o_ 1 g
un diagramme commutatif, ot f: S — S est un morphisme & puissances divisées. Le but de ce paragraphe est
d’expliquer qu’il induit un morphisme de topos
Yeris - (X//S/)Cris — (X/S)cris
Il s’agit pour cela de construire un foncteur
YGeris * - (X//S/)cris — (X/S)cris
qui admet un adjoint a gauche

(X/S>Crlb — (X//S Cl‘lb

gCI’lS
qui commute aux limites projectives finies.

Définition 3.3.9. Si T'= (U +»T, ) € Cris(X/S), on note g~ 1(T) le préfaisceau sur Cris(X’/S’) défini par
(U <sT',8") = PD Hom, (U T8, (U <sT,5)).

C’est 'ensemble vide sauf si g(U') C U, auquel cas c’est l'ensemble des morphismes & puissances divisées
h: (T",8") — (T,0) s'insérant dans le diagramme commutatif

[y

o
S ——5
Remarque 3.3.10. Il est essentiellement immédiat que g~ (T') est un faisceau (non représentable en général), et
que T+ g~ 1(T) est un foncteur Cris(X/S) — (X'/S")eris- Cela dit, il n’est pas évident qu’il existe un morphisme
de topos Jeris: (X'/8)eris = (X/S)cris compatible avec cette définition i.e. tel que g;rils(T) = ¢~ Y(T) pour tout
= (U <»T,9) € Cris(X/9).

L’unicité résulte du résultat général suivant :

Proposition 3.3.11. (¢f |2, PI‘OpOblthn 5.7]). Soient € et €' des catégories et p: € %" un foncteur. Il existe
un unique couple de foncteurs ©*® ' C >C et Pe: ¢ > tels que go‘%a = et p°® est adjoint & gauche de @,.

Démonstration. Si F' €€ et T € %, on veut avoir

@e(F')(T) = Homy (T, pu(F')) = Homg, (¢*(T), #') = Homg, (p(T), F')
ce qul montre déja 'unicité de ¢,, et donc de son adjoint ¢®. Pour l'existence, il s’agit de montrer que le foncteur
Do %' —% défini par

pe(F')(T) = Homg, (o(T), 7')
admet un adjoint a gauche ¢*. Si T’ € €”, on note p{T"} la catégorie constituée par les morphismes 7”7 — (T
onT € €. Pour F €% et T' € €', on pose

PPN =l F(T)
e{T"}

Si Z' € %', un élément de Homg, (0*(F), #') correspond & la donnée d’une famille compatible de fleches
{e*(F)(T) Iy g (1) }T’e%’” soit encore une famille compatible de fleches {. (T') ~ EIN F(T')}
1.e. une famille compatible de fléches {9(T) — Homgns ( Home, (T", (T')), #'(T") )}TGS” S

en T” implique que cela équivaut & la donnée d’un systéme compatible de fléches {J T) — Homg, (o(T'), F') } Tee
Comme @o(F')(T) = Homg, (¢(T), #'), cela équivaut donc & la donnée d’un morphisme .7 — @, (5") :on a
donc

u€Homg, (T7,¢(T))
La compatibilité

Homg, (¢* (), #') ~ Homy(Z, 0u(F"))

ce qu’on voulait. O

30. Bien entendu, 2 désigne la catégorie des préfaisceaux de €.
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Placons-nous dans la situation (x). On dispose du morphisme ¢ = g~1: Cris(X/S) — Cris(/X’\/S’). Gréce a
la proposition 3.3.11, on dispose d’un prolongement ¢*: Cris(X/S) — Cris(X’/S’) et de son adjoint & droite

ve: Cris(X']S") — Cris(X/S).
Proposition 3.3.12. (c¢f [2, Proposition 5.8]).
(1) Si F' est un faisceau sur Cris(X'/S"), alors Geris« (F') := o (F') est un faisceau sur Cris(X/S).
(2) Si F est u faisceau sur Cris(X/S), on note g_i.(F) la faisceautisation du préfaisceau ¢*(F). Alors gk
est adjoint & gauche de Geyis « -

Démonstration. La preuve est formelle.

(2) Soient (u;: T; — T')ier une famille couvrante de (U <7, 6) € Cris(X/S) et (s;)ier une famille compatible
de sections : on a 8; € geris«(F')(T;) = HomCris&,\/S,)(g_l(Ti),ﬁ’) pour tout ¢ € I. On veut construire le
recollement s € geris+(F')(T) = HomCriS&,\/S,)(g_l(T), F'), cest-a~dire une application

sy g H(T)(T') = PD Homy (U »T",8'), (U T,s)) — F'(T)

pour chaque (U’ <+T",§') € Cris(X'/S"), compatible au changement de base. Si h € g~ }(T)(T") et i € I, on
dispose de T/ = h=1(T;), de la restriction h;: T} — T; € g~ *(T;)(T)) et du recouvrement {(T} — T'};er. Sii € I,
la section s; induit s; 772 g~ (Ti)(T}) — F'(T}), de sorte que s; 17 (h;) € F'(T}). Comme .7’ est un faisceau,
la compatibilité des sections s; implique qu'il existe un unique élément sr(h) € F'(1") induisant s; 7 (h;)
dans Z'(T/). La compatibilité des sections s; implique que les sy définissent ['unique section s € geris«(-Z')(T)
induisant s; sur T; pour tout ¢ € I.

(2) Reésulte de la propriété d’adjonction au niveau des préfaisceaux et de la propriété universelle de la faisceau-
tisation. (]

Proposition 3.3.13. (c¢f [2, Proposition 5.9]). Le foncteur g;ils commute auz limites projectives finies.

Démonstration. Contrairement a ce qui précéde, ce n’est pas formel. Il s’agit de montrer que si I est une catégorie
finie et (%;);cs un systéme projectif de (X/S)qis indexé par I, application naturelle
—1 /- . —1
gcris(@gi) - mgcris(ji)
€l i€l
est un isomorphisme. Cela se vérifie sur les fibres. Si (U’ <+7",8') € Cris(X'/S’) et 2’ € T', la fibre de g_,{,(F)
en (T",z') est
li (7)
Iz/,T’,g

ou I 7/ 4 est la catégorie dont les objets sont les S-morphismes & puissances divisées h: V' — T ou V' est un
voisinage ouvert de 2’ dans T” et (U <»T, §) € Cris(X/S), un morphisme h; — hg étant un diagramme commutatif

ha
vyt

P

h
V] —=Ty

et il s’agit de montrer que I'application

lim  lim 7(T) — lim lim .%(T)
I(L'I,T,,g I I I:L'/,T,,g

est un isomorphisme, ce qui résulte du fait que la catégorie I,/ 7 4 est filtrante®'. La preuve repose sur des
lemmes techniques, dont I'un, d & Grothendieck, est le suivant :
Lemme 3.3.14. Si (U’ ++T",¢") € Cris(X'/S") avec U’ affine et tel que g(U') CU ou U est un ouvert affine de
X, alors il existe (U ++T,0) € Cris(X/S) et un S’-morphisme & puissances divisées T' — T qui étend g: U' — U.

On peut supposer S et S affines d’anneaux (A, I,v) et (A’,I’,~') respectivement. Ecrivons U’ = Spec(C"),
T’ = Spec(B’) et U = Spec(C). On pose alors B = C x¢ B’ : on a le diagramme

B—>p

4k

c—2sc

31. C’est-a-dire qu’elle est non vide, connexe (si a et b sont des objets, il en existe un troisiéme c et des fleches a — c et b — ¢),
que si a — b et a — ¢ sont des fléches, il existe des fleches b — d et ¢ — d tels que les composés a — b — d et a — ¢ — d soient
égaux, et si u,v: a — b sont deux fléches, il en existe une troisiéme w: b — ¢ telle que w ou = w o v.
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Comme 7’ est surjective, il en est de méme de 7, et J := Ker(m) = {(¢/,0) |¥' € J'} ou J' = Ker(n’). On munit
J de la structure a puissances divisées donnée par 6, (b',0) = (4,,(0/),0) (o & = (8])nen est la structure a
puissances divisées dont on dispose sur J'), ce qui fait de h un morphisme & puissances divisées. Par définition, v/
s’étend a B’ (par définition des objets de Cris(X’/S")) et v & C' (rappelons qu’on suppose toujours que vy s’étend
a X, ¢f remarque 3.3.2 (1)), donc & B’ parce que A — A’ est un morphisme & puissances divisées. On étend ~
a B en posant 7,, (', ¢) = (7, (V), v (c)) si (b',c) € IB i.e. b € IB" et ¢ € IC. Comme ¢’ est compatible avec 4/
donc avec =, alors § est compatible avec 7. ([

Remarque 3.3.15. Plagons-nous de nouveau dans la situation (x). Si (U <»T,6) € Cris(X/S), et (U’ +T",¢') €
Cris(X'/S"), et si h € g~H(T)(T") = PD Hom g (U ++T",8"), (U T, 4)), on dispose de I'application
Ox/s(T) = Or(T) = Or (T") = Ox1ysr (T")
Cels définit une application
Ox/s(T) = Hom(x1/s).,.. (97 (T), Oxy50) = Geris «(Oxry5:)(T)
fonctorielle en T', i.e. un morphisme

OX/S - gcris*(OX’/S’)

Il en résulte que geris: (X'/S")eris = (X/S)eris €st un morphisme de topos annelés.
26/03/2018

Remarque 3.3.16. L’objet final du topos 7 associé & un site 2 est le faisceau associé au préfaisceau constant
(qui vaut {0} sur tous les objets de Z7). Il n’est pas représentable en général, notamment dans le cas du site
cristallin, comme on 1’a mentionné plus haut (¢f remarque 3.3.2). Cela dit, si A est un faisceau d’anneaux sur 2,
la catégorie des faisceaux de A-modules a assez d’injectifs, et pour tout 7' € 7, on peut définir H(T,.) comme
le i-éme foncteur dérivé du foncteur I'(7,.) dans cette catégorie. Il ne dépend pas de A : on peut le calculer dans
la catégorie des faisceaux abéliens sur % .

Dans la situation (x), on dispose d’une suite spectrale de Leray :

qu - Hp(<X/S)Crisa Rq YGeris *f?/) = Hp+q((X//S/)Crisaf)

(qui n’est autre que la suite spectrale associée & la composition des foncteurs ** T'((X/Seris, -) €t Geris «)-

Proposition 3.3.17. Soit i: X »Y une S-immersion fermée. SiY/S est lisse, alors Y =i}

cris (Y) est représen-

table et application>? Y — e est un éptmorphisme.

Démonstration. Observons déja que (Y =Y,0) € Cris(Y/S) (¢f remarque 3.3.2 (1)).
e L’objet Y = zcm(Y) est représenté par 1’enveloppe & puissances divisées D = Dx ,(Y) de X dans Y. En effet,
Y est le faisceau associé au préfaisceau

Cris(X/5) 5 (U'=»T") = lim Y(U «»T) = lim Homcyis(yy ) (U #T,Y =Y)
U<nT h

oit la limite est indexée par les morphismes h: T" — T relevant iy : U' — U (cf définition 3.3.9). Si h est un tel

morphisme et f € Homcisy/s)((U <»T), (Y =Y)), la propriété universelle de I’enveloppe & puissances divisées

implique Dexistence et I'unicité de fe Homcisx/5) ((U" +T"), (X <+ D)) en pointillé dans le diagramme suivant :

i

<, R

T7————T

u’ U

ey
R

Réciproquement, f € Homcis(x/s) (U" <+T"), (X <+ D)) fournit le morphisme hf=go f: T =Y relevant i,

et f provient par la construction précédente de
ldy—y € Homcis(y/s)(Y =Y, Y =Y) = lim Homcyis(y5) (U 0T, Y =Y).
h
Cela implique que le préfaisceau en question est représentable par D : c¢’est donc un faisceau, i.e. Y.

32. Notons que geris « envoie injectifs sur injectifs parce que son adjoint & gauche g7 . est exact.
33. Ou, comme plus haut, e est 'objet final de (X/S)cris-
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e Pour voir que Y — e est un épimorphisme, il suffit de voir que ?T/ — eps est un épimorphisme de faisceaux de
Zariski pour tout (U’ <+T") € Cris(X/S), c’est-a-dire que pour tout ouvert 7" C T” assez petit, Y (T") est non
vide, soit encore que le morphisme X NT" — Y peut étre relevé en 7" — Y. Cela résulte du fait que Y/S est
lisse et que X NT" — T" est une nil-immersion 4. O

11 en résulte que, bien qu’il ne soit pas représentable en général, 'objet final de (X/S)cris est recouvert par un
objet représentable.

Remarque 3.3.18. Cela implique que 'exactitude d’une suite de faisceaux abéliens se vérifie en tirant sur Y.
Cela permet aussi de calculer la cohomologie d’un faisceau a la Cech-Alexander.

Théoréme 3.3.19. (cf [2, Theorem 5.17]) Supposons qu’on a un diagramme cartésien
XOC_|i_> X

S

So—+— S

ot (S, 7, v) est un schéma a puissances divisées et Sy <S défini par un sous-idéal # C .7 & puissances divisées.
Alors on a un isomorphisme canonique

Hi((X/S)crisa OX/S) = Hi((XO/S)cris; OXO/S)-

Démonstration. On a le morphisme de topos icris: (Xo/S)eris = (X/S)eris €t la suite spectale de Leray associée :
le théoréme résulte des deux faits suivants :

® i.is« €st exact;

® iais+(Ox,/s) = Ox/s-
Cela repose sur I'observation que si T = (U <+T,§) € Cris(X/S), alors i (T est représentable®. Si .% est un
faisceau sur Cris(Xy/S), alors

leris «(F)(U 0T) = Hom(xy /) (i (T), F) = Hom(xy /) . (Uo +T), F) = F (Uo +:T)

L’exactitude de icis« provient donc du fait qu’une suite de faisceaux dans (X/.5)eris est exacte si et seulement si
les suites de faisceaux Zariski associées (cf paragraphe 3.3.3) sont exactes. On a en outre icis «(Ox,/s)(U <=T) =
OXO/S(UO H—)T) = OT(T) = Ox/s(U H—)T) pour tout (U H—>T) S CI’iS()(/S)7 i.e. icris*(OXO/S) = OX/S’- [l
3.3.20. Le morphisme ux/s.

Proposition 3.3.21. On a un morphisme de topos
ux/s: (X/S)eris = Xzar
défini par :
o pour F € (X/S)ais et j: U X, on a ux;g.(F)(U) = F((U/S)Cris,j;ilsf) ;
o 506 € Xzar et (UwT,0) € Cris(X/S), on a uy;o(&)(UT,6) = E(U).

Démonstration. e Montrons que u;(}s est adjoint & gauche de ux/gjast- Si & € Xzar et F € (X/S)ais, la
donnée d’un élément de f € Hom(x/g)_.,. (u;} 5(&),.F) correspond a celle d’une famille compatible d’applications

fr: &U) = F(U +T) pour (U<+T) € Cris(X/S). Pour toute immersion ouverte j: U <e» X, on a Cris(U/S) C
Cris(X/S) : si (U <»T",4¢") € Cris(U/S), on a une application

EWU) = EUY 12 Z(U wT') = j2L(F) U =T,
Les compatibilités impliquent que les sections se recollent : on a une famille compatible d’applications

gu: EU) = T((U/8)exis: Joris (F))

c’est-a-dire un élément de g € HomXZar(éa,u;(}S(ﬂ)). Réciproquement, si g € HomXZar(é",u;(}S(ﬁ)), et si

(U<T,0) € Cris(X/S), on dispose de application composée
gu —1 —1
fT: éa<U) F((U/S)Crim]cris(y)) - jcris(ny LHT) = y(U LHT)

34. C’est classique lorsqu’on a une immersion définie par un idéal nilpotent. Le cas d’une nil-immersion se raméne au cas nilpotent
par un procédé standard (cf |2, §5.28]).

35. En effet, si Uy = U N X, alors Uy «++U est défini par 'idéal & puissances divisées # Oy C Oy, de sorte que Uy <+ T Vest par
HOp + F (o Z est l'idéal de U «+=T'). Par définition (cf définition 3.1.26 (1)), v s’étend en 7 & .#Or donc a son sous-idéal &
puissances divisées %', et § est compatible & 7 sur # Or + _#. Cela implique que (Up T, 6) € Cris(Xo/S) et (Up =»T) = (U =T)

est universel, de sorte que i~ 1(T) est représenté par (Uy =T, 6).
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et les applications fr définissent un élément f € Hom(x,g).,., (u}}s(é"), F).

e On a en outre u}}s(éa) ~ &y pour tout & € Xz, et (U <T,6) € Cris(X/S), ce qui implique que u)_(}s

(U <T,5)
commute aux limites projectives quelconques. O

Remarque 3.3.22. ux/g n’est pas un morphisme de topos annelés (on n’a pas de morphisme Ox — ux/s.(Ox/s)
en général).

Le foncteur u)_(} 5 admet un adjoint & gauche z)—(} g = ux/g défini par

ux/s|(F) = F(x=x,0)

On a donc un morphisme de topos
Z‘X/S: XZar — (X/S)cris

en posant ix,g. = u;(}s C’est un morphisme de topos annelés car on a un morphisme 3° Ox/s = ix/s«(Ox)
Notons que comme iy,g, est exact, la suite spectrale de Leray associ¢e dégénere, de sorte que

Hn(XZah éa) ~ Hn((X/S)CrlsazX/S*(éa))
pour tout & € Xcyis-

Remarque 3.3.23. Le morphisme de topos icyis: Xzar — (X/S)eris €st une section de uy /55 qu’on qualifie donc
de projection sur le topos Xz.;.

3.3.24. Cristaux.
Définition 3.3.25. (cf [2, Definition 6.1]). Un cristal de Ox/s-modules est un faisceau de Ox,g-modules .7 tel
que pour tout morphisme u: (U’ <»T",6") = (U «»T, §) dans Cris(X/S), 'application naturelle

u* Fp — Frp

soit un isomorphisme (ici u* est Iimage inverse de modules, i.e. I'image inverse tensorisée avec le faisceau
structural).

Exemple 3.3.26. Le faisceau structural Ox /s et son sous-faisceau f#x,s sont des cristaux. A contrario, les
faisceaux Q’X /g he sont pas des cristaux.

Proposition 3.3.27. (cf |2, Proposition 6.2]). Soit i: X =Y une immersion fermée de (S, .#,~)-schémas (au-
quels y s’étend). Le foncteur icis« est exact et icis«(Ox/s) est un cristal de Oy g-algebres.

Remarque 3.3.28. Cela généralise les résultats démontrés lors de la preuve du théoréme 3.3.19.

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme 3.3.19, on montre que si (U <=7, §) € Cris(Y/S), alors i ~1(T')
est représenté par D = (Up <Dy, 5(T), []) ot Up = UN X et 0 lextension de § & S Or + _# (ou _Z est I'idéal a

puissances divisées définissant U <++T"). En outre, si .% est un faisceau sur Cris(X/S), on a icis« (% )17 = A\(FD)
(dans Tza,) ot A: D — T est Papplication naturelle. Au niveau des espaces topologiques sous-jacents, A est

Iimmersion fermeée Uy <«+U, de sorte que A, est exact (¢f [11, Lemma 58.14.1]) : il en est de méme de icyis «-
Pour voir que icis«(Ox/g) est un cristal, il faut montrer que u*(icris « (Ox/5) 1) :)icris*(OX/S)T/ i.e. que

Or R0y QUO ,S(T) = ‘@Ué i (T/)

pour tout morphisme wu: (U’ <»T",§") — (U T, §) dans Cris(Y/S). On se raméne au cas affine, et la preuve,
assez technique, requiert de revenir a la construction des enveloppes a puissances divisées. O

Corollaire 3.3.29. (cf [2, Corollaries 6.3 & 6.4]). Les applications canoniques
Dx~(Y) ®oy Pyis = Dx (Y xsY)
Dys @oy Dxy(Y) = Dx (Y xsY)
sont des isomorphismes. Ils fournissent une hyper-stratification & puissances divisées
e: Dyis ®oy Ix(Y) = Ix~(Y) ®oy Pyys

et la connexion intégrable V associée vérifie V(y[k]) = ylF=U @ dy pour tout k € Nsg et toute section y de lidéal
de X dans Y.

36. Il correspond, par adjonction, & I’isomorphisme iX}S(OX/X) 5 0x.
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Démonstration. e On a les diagrammes

Y —Y xgY Dy/S
ij\ p1 i’i’p2 (/71'1 \L\sz
X' sy Y Y

Les morphismes 7, et m sont les morphismes dans Cris(Y/S) : comme icris « (Ox/g) est un cristal, les applications
7T;'kicris*((DX/S)Y — icris*(OX/S)Dy/S

sont des isomorphismes. On a en outre icris «(Ox/5)y ~ Zx~(Y) €t icris«(Ox/s) ~ D 7(Dyys) (cf «preuve

X,

de la proposition 3.3.27). On conclut en observant que .@X’ﬁ(gy/s) ~ Px (Y xsY) en E]/ertu de la propriété
universelle de I’enveloppe & puissances divisées.

e L’application Zx (Y) ®0, Pyv;s =+ Px~Y xsY) (resp. Dy ;s R0y Dx~(Y) = Px (Y xsY)) étant donnée
par £ ® a — ax (resp. a ® x — ax), on a £(a ® ) =  ® a pour toutes sections a de Zy /g et x de Zx ,(Y). Si
3 est une section de %y g, on a donc

(exld)o(ldee)(a®@pf@x)=(exld)(a@zf)=2a® =0@E)(a® )
(rappelons que §: Py s — Py ;s @0, Py)s envoie u @ v sur u @ 1L @ v) car
Fe)a@for)=0(E) (@) @(10r)=(a@f)e@rdl)=ra®f
la premiére égalité provenant de 1’identification
Dy s ®oy Dyys @oy Dx4(Y) = (Dyys ®oy Dyys) @ay,s (Dys @oy Dx(Y)).

Cela prouve la relation de cocycle vérifiée par e (¢f définition 3.2.6).
e Si y est une section de I'idéal de X dans Y et k € N+, I'image de 1Qy!*! par Dy1sR0y Dx (V) = Dx (Y xX5Y)
est

Dy/s

k
leyH=@eol+iey—ye )M =3 "Elen(loy-—ye 1)k
i=0
dont I'image dans Zx ~(Y) ®0, Py, est congrue a yH @1+ P Uel)(1ey—y®1) modulo Zx,(Y)®0, 7 2.
Comme V(y*1) est I'image de £(1 ® y*) — y*1 @ 1 dans Zx (V) ®o, Qy/s : c’est donc yF1 @ dy. O

Proposition 3.3.30. Placons-nous dans la situation (x). Si F est un cristal sur X/S, alors gt (F) est

un cristal sur X'/S'. En outre, si h: T" — T est un élément de DP H#om ,(U' ++T",¢"), (U <+T,9)), alors
g:ris(ﬁ)T’ =~ yT'

Démonstration. & Soit (U’ <»T",¢") € Cris(X’/S’). Quitte a localiser en 17, il existe (U <»T,§) € Cris(X/S) et

h:T" — T un élément de PD om (((U' ++T",4"), (U <+T,¢)). Comme on 'a mentionné lors de la « preuve »
de la proposition 3.3.13, la catégorie des tels h est filtrante : si on a hy: T" — Ty et hy: T — T deux telles
applications, il en existe une troisiéme hs: T" — T3 qui coiffe les deux premiéres, c’est-a-dire s’insérant dans un
diagramme

h 1 Tl

hs %

T —— T
~
ha T,
Comme .Z est un cristal sur Cris(X/S), on a les isomorphismes
hiFr, = hsp1 Fr, =~ hyFr, = hspy Fr, ~ hs T,
L’isomorphisme hj.%p, ~ h3.%7, ne dépend pas des choix faits. On dispose alors d’un morphisme
(%) Or ®@p-1(07) K Fr = goi(F )1/

(par définition de g};;(:%)). C’est un isomorphisme. Cela se vérifie sur les fibres : soit 2’ un point de T”. La fibre de
9nis(F) en (T',2') est lim F1,,9(2'), de sorte que celle de g% (F) est lim Oy ®or, Fry g2y, OU Ly 17 g est
Irb’,T',g IE/1T1>Q

la catégorie des g-PD-morphismes V' — T; d’un voisinage ouvert V' de 2’ dans T et (Uy <»T1,d1) € Cris(X/S).
Comme I,/ 7/ 4 est filtrante, la sous-catégorie des objets qui factorisent h est cofinale, ce qui implique que (db)
induit un isomorphisme sur la fibre en z’.

e Soit u: (U] <»T7,01) — (Uj<T4,55) un morphisme dans Cris(X’/S’). 1l s’agit de vérifier que application
naturelle

U*g:ris(g)Tz - g:ris(tg.)Tl
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est un isomorphisme dans T} z.,. Cela se vérifie localement en 75 : on peut supposer qu’il existe un g-PD-

morphisme h: Ty — T ou (U <+T,0) € Cris(X/S) : on dispose du g-PD-morphisme hou: 77 — T'. L’isomorphisme
(&) appliqué a T et Ty fournit des isomorphismes

Or; ®n-1(07) W HF)r = ghis(F)m
OT{ ®u_1h_1(OT) uilhil(ﬂ\)T:)g:ris(y)Tl

ce qui permet de conclure. O

Théoréme 3.3.31. (|2, Theorem 6.6]). Soit i: X <©Y une immersion fermée de (S, .7 ,7)-schémas. Si Y lisse
sur S, alors les catégories suivantes sont équivalentes :
(i) les cristaur de Ox;g-modules sur Cris(X/S) ;
(i) les Px (Y)-modules munis d’une hyper-stratification & puissances divisées (comme Oy -module) compa-
tible avec Uhyper-stratification & puissances divisées canonique sur Px (Y) (cf corollaire 3.5.29) ;
(iil) les Zx (Y )-modules & munis d’une connexion intégrable quasi-nilpotente Ve: & — & ®@0, Q%,/S, com-
patible®” avec la connezion canonique V: Dx oY) — Px ,(Y) @0y Q%,/S (qui vérifie V(o) = al"~da
pour toute section o de Ker(Zx (Y) = Ox), cf corollaire 3.3.29).
Démonstration. e L’équivalence entre (ii) et (iii) a déja été vue (¢f théoréme 3.2.12).
e Soit # un cristal sur Cris(X/S). On dispose des morphismes 7;: Dx (Y xsY) — Dx ,(Y) dans Cris(X/95) : la
propriété de cristal fournit deux isomorphismes W:(g\DXﬂ(y)) ;‘ghDX,»y(YXSY)' IIs fournissent un isomorphisme
7 (Foy,(v)) :)W;(g/’\DXW(y)), i.e. un isomorphisme

Dxy(Y XsY) @y (v) Fax.,(v) = Fox.v) P@ax.v) ZxY xsY)
Comme Zx (Y xsY) ~ Ix,(Y) ®oy Py/s ~ Dy/s @oy Dx~(Y) (cf corollaire 3.3.29), il s’identifie a4 un
isomorphisme
Eg: @y/s Koy ESE Koy @y/s

ol & = Fgy _(v), ce qui fournit 'hyper-stratification a puissances divisées recherchée.

Réciproquement, si & est un Zx (Y )-module muni d’une hyper-stratification a puissances divisées compatible
a 'hyper-stratification & puissances divisées canonique sur Zx ,(Y), on construit un cristal # sur Cris(X/5)
de la fagon suivante. Si (U <+T,d) € Cris(X/S) est tel que T soit suffisamment petit, il existe un S-morphisme
T — Dx,(Y) qui étend U — Y. On pose alors F#r = h*(&). L’hyper-stratification a puissances divisées sur &
(vue comme un isomorphisme Zx (Y xsY)®g, _(v)& = ERagy (v)Px~(Y x5Y)) implique que cela ne dépend
pas, a isomorphisme canonique prés du choix de h, et donc que cette construction s’étend, par recollement, au

cas ot on n’a pas de S-morphisme global ' — Dx ,(Y). On conclut comme lors de la preuve de la proposition
2.4.7. 0

Corollaire 3.3.32. (cf |2, Corollaries 6.7 & 6.8]). Supposons qu’on a un diagramme cartésien

XU X
=
So—= S

ou X — S est de type fini et So =S une immersion & puissances divisées définie par un sous-idéal & puissances
divisées de & . Alors le foncteur naturel de la catégorie des cristaux sur Cris(X/S) dans celle des cristauz sur
Cris(X(/S) est une égquivalence de catégories. En particulier, si X est lisse sur S, ces catégories sont équivalentes
avec la catégorie des Ox-modules munis d’une connexion intégrable quasi-nilpotente sur S.

Démonstration. La question est locale : on peut supposer qu’on dispose d’une S-immersion fermée j: X <Y avec
Y lisse sur S. On a vu (¢f théoréme 3.3.19) que iqis+Ox,/s = Ox/s et (cf preuve de la proposition 3.3.27) que
Jeris+(Ox/8)y = Dx4(Y) et (j 0 )eris«(Ox,/5)y = Dx0.70(Y), de sorte que Zx, ,(Y) =~ Zx ,(Y). On conclut
en invoquant la description (ii) ou (iii) du théoréme 3.3.31. O

Définition 3.3.33. (¢f définition 2.4.8). Soit Y un S schéma auquel v s’étend. Si & est un Oy-module, on pose
Ly& = Dy;s Qoy &
Ce dernier est muni d’une hyper-stratification & puissances divisées
.@y/s oy LyES Ly & Roy @y/s

construite de fagon analogue a la définition 2.4.8.

37. Cela signifie qu'on a Vg (ae) = V(a) ® e + aV g(e) pour toutes sections a de Zx (Y) et e de &.
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Rappelons (¢f définition 3.2.7) qu’un opérateur différentiel & puissances divisées entre deux Oy-modules &) et
&, est un morphisme Oy-linéaire u: %y /s ®o, €1 — &3 : il induit un morphisme %y g-linéaire
Eyu’ Eyédl — Eyéé

P 3 5@ldg, ldg,,, g ®u o
défini comme le compos¢ Py /s ®o, &1 ——— Dy/s Qoy Py)s ®oy 61 ———— Dy /s Qo &2, ce qui fait de

Ly un foncteur. Si Y/S est lisse, Zy 5 est localement libre sur Oy (cf exemple 3.1.27), ce qui implique que Ly
est exact.

Remarque 3.3.34. Plagons-nous sous les hypothéses du théoréeme 3.3.31. Il implique que le Oy-module hyper-
stratiﬁé Ly & correspond a un cristal sur Cris(Y/S) que 'on notera Ly &. En particulier, on dispose du cristal
¥ Ly & sur Cris(X/S) (¢f proposition 3.3.30).

Proposition 3.3.35. (cf[2, Proposition 6.10]). Sous les hypothéses qui précedent, notons Y =i 2(Y) € (X/S) eris
(c’est le faisceau représenté par Dx ~(Y)). On a un diagramme de topos™®

(X/S)cris.f/ L> DX,’Y (Y)Zar = XZar

Rl

(X/S)cris
SiA: Dx 4 (Y)zar = Yzar est le morphisme naturel, on a un isomorphisme naturel
Lyéa—>jy*()\oga) (&)

Théoréme 3.3.36. (Lemme de Poincaré cristallin, ¢f [2, Theorem 6.12]). Sous les hypothéses du théoréme
3.3.31, le compleze de cristaux

CrlS

Leris Ly Q;’/S
sur Cris(X/S) est une résolution de Oxg, i.e. il y a un quasi-isomorphisme naturel
OX/S - Zcrls Ly Q;’/S

Démonstration. On dispose du morphisme Oy — %y,g ~ Ly Oy défini par x — x ® 1, compatible aux hyper-
stratifications & puissances divisées (celle sur Oy est I'identité de Zy /g et celle sur Py g est donnée par Py, g X0,
gy/s — @Y/S Koy .@y/s;a®b®6®d+—) 1®d®a® be).

Si x1,...,zq sont des coordonnées locales de Y sur S, et §;, =1 ®z; —2; ®1 € Qy/s, et si a et w sont des

sections de Oy et de Q’{,/S respectivement, I"application Ly (d): Zy,s ®o, Q?//S — Dy)s oy QI;,J/ré envoie %?
d

ad"l] . ~§([i"d] Quwsuray, E%"l] . fl["i_l] e f[nd] Qdz; ANw+ ag["l . [nd] ® dw. Cela implique que le composé
i=1

Oy — LyOy — EyQ%//S est nul, et que EyQ;//S est un complexe, de sorte qu'on a bien un morphisme
de complexes Oy — Ly QS /s et donc un morphisme de complexes de cristaux Oy;s — Ly Q;,/S, et donc

un morphisme de complexes de cristaux Ox,s — i Ly Q;,/S. Le fait qu’il s’agit d’une résolution se vérifie

localement : on se place sur un objet (U <+7T,d) € Cris(X/S) assez petit tel qu’il existe un section h: T — Y : on
a (% Ly Q;,/S)T ~ h*(Ly Q;,/S)y ~ h* (L‘yQ;,/S). Si h(T) est contenu dans un ouvert de Y sur lequel on a des
coordonnées locales x1, ..., x4, cela résulte de la proposition 3.1.28. [l
On dispose d’une version filtrée de I’énoncé précédent :
Théoréme 3.3.37. (¢f [2, Theorems 6.13 & 6.14]). Pour tout n € N, on a un quasi-isomorphisme
S5 = Filk il Ly Q%

ot Filx est la filtration donnée, en coordonnées locales, par Fil'y i

Ly Qf g = Klr—e

lidéal & puissances divisées engendré par {&1,...,&aq} si (it Ly Oy)r ~ Or(&, ... ,§d>

Plus généralement, si & est un faisceau de Ox/g-modules, on a un quasi-isomorphisme
/[”] F — Fil§ (J ®Ox/s cris Ly QY/S)

Si en outre F est un cristal de Ox;g-modules, associé au module a connezion intégrable quasi-nilpotente & sur
Px (YY), on a un quasi-isomorphisme

Lyﬂy/s ot KC est

CrlS

/}[(n/}sﬂ - FI|?'( i:ris LY(éB ®@XW(Y) Q;.ZX,-Y(Y)/S)

38. Si € est une catégorie et T' € €, on note €1 la catégorie des fleches de € de but T'. Si € est un topos, on a un morphisme de
topos jr: ¢r — € (cf |2, Proposition 5.23]).
solgy Moy g ©d
39. En effet, Ly (d) est le composé Py, g R0y, Q’;,/S ——— Dy /5 Q0y Pyv)s R0y 2 Y/S ————— Py/s Q0y © Y/S Comme
d est un morphsime & puissances divisées, on a (§®Id )(a&L ®w) =ad(O)M@w =a(1@&+&ED M Rw=a 3 Weotilgw
Y/s itj=n
(car 6(§) =1®& +&®1 € Py)s ®oy Pyys)s et Id@y/s ®d envoie f[l] ® w sur 0 dés que [j]| > 2.



Cohomologie cristalline et anneau Acris 27

(o1 QF, ()8 = Ix~(Y) ®oy Q5 est muni de la connexion mentionnée dans le théoréme 3.3.51).

Remarque 3.3.38. La preuve du cas plus général n’est pas plus dure ce celle du cas ou .# = Ox 5. L’énoncé
plus précis dans le cas d’un cristal repose sur l'existence d’un isomorphisme de complexes ¥, Ly (& ®o,
Q55) =T ®0y,s Tais Ly O /s (qui par lin¢arité préserve les filtrations). Cette derniére résulte sur celle, pour
tout Oy-module & muni d’une hyper-stratification a puissances divisées et tout Oy -module 2, de I'isomorphisme
horizontal Ly (€ ®o, Q) =& Qg (v) Ly donné par

Eg: -@Y/S Koy g@oy Q;@(()@oy -@Y/S Koy Q
(cf [2, Proposition 6.15]).

3.4. Cohomologie cristalline.

Théoréme 3.4.1. ([2, Theorem 7.1], [4, Theorem 3.6]). Soient X <Y une immersion fermée de S-schémas
telle que Y/ S soit lisse, et & un Px (Y)-module muni d’une hyper-stratification & puissances divisées, de cristal
associé F (cf théoréeme 3.3.81). Alors on a un isomorphisme canonique

RUX/S* (ng.) 5 PPy, (V) Q.DX,A,(Y)/S
dans la catégorie dérivée des faisceaux abéliens®

H ((X/S)eris; 7) 5 H' (Xzar, & ®0y O5)

sur Xzar. En particulier, on a un isomorphisme naturel

pour tout i € Z.

Remarque 3.4.2.

(1) Le complexe & ®g, _(v) Qb (v)/s West autre que le complexe & ®o, 5, ¢ déduit de la connexion intégrable
sur le Oy-module &.

(2) La deuxiéme partie du théoréme résulte de la premiére parce que RT s = RT'za; © Rux/sy-

Démonstration. e Cas ou & provient d'un Oy-module .# muni d’une hyper-stratification & puissances divisées
(ie. & = Dx (Y)R0, M =N M (00 \: Dx(Y) — Y est le morphisme naturel), muni de ’hyper-stratification
a puissances divisées produit tensoriel. D’apreés le lemme de Poincaré cristallin (¢f théoréme 3.3.37), on a un
quasi-isomorphisme

F = i:ris LY (% ®OY Q;//S)

dans (X/S)eis- On a un diagramme commutatif

(X/S)cris,f/ z Dx.y (Y)zar
o A
JY\L ux/s H \
(X/S)cris -XvZaLrC YZar

(¢f proposition 3.3.35, rappelons que Yy = i~ 1(Y) est représenté par Dx (Y) € Cris(X/S)). D’aprés la proposition
3.3.35, on a

s Ly (A B0y Qy5) = g, (V0 @) (M R0y U 5) = Gy .67 (6 Do 1) W vy/5)
Ils sont acycliques *! pour uy /5, : on a un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

Rux/s.(F) > ux 5.0y .7 (6 @ax (v) Wy, (v)8) = 0+ (6 Qo (v) W (vy/s)

ol Y. * (6 Ray (v) Q.DXW(Y)/S) n’est autre que le complexe de faisceaux de Zariski & ®g, _(v) Q.DXW(Y)/S'

e Cas général. Commengons par observer que R icris«(-F) = icris«(F) est un cristal de Oy/g-modules (on a vu
que ieris« est exact, ¢f proposition 3.3.27). Si (U ++T,0) € Cris(Y/S), on a vu que (ieris«(-F))r = Fp ou D est
une enveloppe a puissances divisées de X NT dans T dont la formation commute aux changements de base : si
(U <sT",8") — (UT,6) € Cris(Y/S), on a u*(icris«(F)1) = O Qg Fp ~ D' Q9 Fp =~ Fpr = icris«(F )1
parce que .7 est un cristal. Cela implique en particulier que & = (icris«(F)y) = A(F Dy (v))s €t feris«(F) est
le cristal sur Cris(Y/S) associé a & vu comme Oy -module muni d’une hyper-stratification & puissances divisées.
Le cas particulier traité plus haut implique qu’il y a un isomorphisme canonique

. ~ ° ~ o
Ruy s sicis «(F) = 6 ®oy QY5 = 6 Ray ,v) Wy (v)/s
Comme Ricris* = Z.cris* et RU’Y/S7*RZ.CriS*(ﬁ) = RiZar RuX/S,*(y)a on a RiZar RUX/S7*(§Z.) ~ & ®@XW(Y)
Q.DX,W(Y)/S : on conclut en observant que iz, est exact et igalr 0 lzar+ =2 Id. O
40. Rappelons que & et donc & Oy (v) Q%X,W(Y)/S est un faisceau sur Dx (Y)zar = Xzar-
41. Cela résulte de la suite spectrale E5'? = RPuyx,g , R? jf/’*(ﬁi) = R’H'q(ux/s 0 jy)(F) qui dégénére en un isomorphisme

R? ux/s,« Uy (F)) ~ Ri(uX/S 0 jg)«(F) : comme ux /g 0 jy = iy 0@y avec iy et py exacts (cf [2, Proposition 5.26 & Corollary
5.27]), on a R'ux g . (j5 ,(F)) =0sii>0.
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Exemple 3.4.3. On a H'((X/S)eis, Ox/s) = H' (Xzar, U () )-
On dispose d’une version filtrée (en utilisant le lemme de Poincaré cristallin filtré) :

Théoréme 3.4.4. ([2, Theorem 7.2]). Sous les hypothéses du théoréeme 3.4.1, on a
RuX/SV*/)[(n/]Sf = Fil™ (& PPy (V) Q.DX,,(Y)/S)

et donc
RI((X/S)eris: F1)s7) SR (X,Fil™(E @a(v) W vy/s))

(ou Fil" (& ®gy_ (v) Q'DXV(Y)/S) est le sous-compleze de & Qg (v) 2p,, ~(Y)/8 dont le terme de degré q est
glr-dg Ry, (v) Wy (v)/s € F lideal de X dans Dx (Y')).

Corollaire 3.4.5. Si X/S est lisse, Sy =S est une immersion fermée définie par un sous-idéal a puissance divi-
sées de I et Xo = SoxgX. Alors on a un quasi-isomorphisme naturel H ((Xo/9) cris, Ox,/s) = H' (Xzar, Q;{/S).

Remarque 3.4.6. Plagons-nous dans la situation (). Supposons que X (resp. X’) peut se plonger dans un
S-schéma, (resp. un S’-schéma) lisse. Si X/S est séparé, alors *2 il existe de telles immersions fermées X <Y et

X' Y’ et un morphisme g: Y’ — Y qui reléve g.
vy 2oy
X 2 %AL(
T
S ——5
On a alors un diagramme commutatif
H ((X/S)eris, Ox/s) <———H'(Xzar, Qo (v)/5)

ig* \Lﬁ*

H ((X'/S ) exis, Ox1ys1) =—— H' (Xp. Ql’jxw(y/)/s)

qui implique que g* ne dépend pas des choix de Y, Y’ et g.
Mentionnons pour finir quelques propriétés de la cohomologie cristalline.

Théoréme 3.4.7. (Finitude et annulation, c¢f [2, Theorem 7.6]). Supposons S quasi-compact, f: X — S quasi-
compact et quasi-séparé. Posons fx;s = fouxs: (X/S)eris — Szar- Si F est un cristal quasi-cohérent*3 sur
Cris(X/S), alors R’ Ix/s,+F est quasi-cohérent sur S. En outre, il existe r € N tel que R’ Ix/s+F =0 pour tout
F et tout i > r.

Théoréme 3.4.8. (¢f [2, Theorem 7.8]). Considérons le diagramme

X 2. x

i/f(l) fo\L
£ Sﬁi>? f

S % .9

ot u: (8,9, = (S,.7,7) est un morphisme & puissances divisées, So S et Sy S’ sont définis par des
sous-idéauz & puissances divisées de I et F' respectivement. On suppose que X' = X xg, S|, et que .F est un
cristal quasi-cohérent et plat sur Cris(X/S). Alors on a un isomorphisme (de changement de base)

Lu” RfX/S,*('g) - Rf;(’/s’,*g:ris(g\)'

42. Soient i: X «»Yp (resp. ¢': X' 43Y]) une S-immersion fermée (resp. une S’-immersion fermée). On dispose du diagramme
commutatif
X/ i
S
gi Y xs V' —=Y’
B BN
Xkﬂ\ \LQ \L S’
V4
Y ——S
7 est lisse par changement de base (car Y — S est lisse) : il en est de méme du composé Y xg Y’ — S’ vu que Y’ — S’ et lisse.
Par ailleurs, le morphisme § est le composé des trois applications Ax/g x ldx/: X' = X xg X', i x ldx/: X xg X' =Y x5 X' et
Idy xi’: Y Xg X’ = Y Xg Y’ dont chacune est une immersion fermée par changement de base (la premiére parce que X — S est
séparé.
43. ILe. tel que Z7 soit un Op-module quasi-cohérent pour tout (U <+T,~) € Cris(X/S).
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Corollaire 3.4.9. (¢f [2, Corollary 7.9]). Supposons S quasi-compact, So S défini par un sous-idéal & puis-
sances divisées de .7, et soit F un cristal plat sur Cris(X/S), & = F(x—x,0) muni de sa connexion intégrable V
(relativement & Sp). Alors on a un isomorphisme

(R fx/5.+(F)) @8, Os, = R f.(6 @0y Q% /s)-

Corollaire 3.4.10. (c¢f [2, Corollary 7.11]). Soit f: X — Y un S-morphisme lisse, quasi-compact et quasi-séparé,
avec Y quasi-compact. Si & est un cristal quasi-cohérent et plat sur Cris(X/S), alors R feis«F est un cristal
dans la catégorie dérivée des Oy -modules.

Remarque 3.4.11. Supposons Y/S lisse. Alors les projections p;: Dy,g — Y sont lisses, de sorte que Lp; = p; :
le corollaire qui précéde implique qu’on a un isomorphisme

p; ( Rl fcris,*(y)Y) — p; ( Rl fCriSpk(y)Y) .
Comme f: X — S est lisse, on a R’ Jeris,«(F)y = R’ f. (Fx ®oy Q;(/Y). cela fournit une connexion intégrable,

quasi-nilpotente sur R’ f.(Fx ®o0, Q% /y’) ¢ ’est la connexion de Gauss-Manin.

Théoréme 3.4.12. (¢f [2, Theorem 7.24 & Summary 7.26]). Soit A un anneau de valuation discréte complet,
de caractéristique 0, d’idéal mazimal I et de corps résiduel k de caractéristique p (’exemple qu’on a en téte est
bien entendu A = W(k) ot k est un corps parfait de caractéristique p). On suppose I muni d’une structure a
puissances divisées (ce qui implique que l'indice de ramification absolu e est < p—1, cf exemple 3.1.3 (1)). Si X
est un k-schéma, on pose

Hewis (X/A) i= lim H* ((X/ Spec(A/1™))eris, Ox/ spec(a/im))-

° . . . 44 . . .
(1) He,. est un foncteur de la catégorie des k-schémas propres®* et lisses dans la catégorie des A-modules

gradués de type fini.
(2) On a les suites exactes

0 — HL (X/A) @4 k — Hig (X/k) — Tori (HE1(X/A), k) — 0

cris cris

(3) SiY est un A-schéma lisse relevant X, on a un isomorphisme naturel

Hivia(X/A) = Higg (V/4)

cris

Remarque 3.4.13. (1) La cohomologie cristalline fournit une bonne cohomologie pour les k-schémas propres
et lisses. Si X est un k-schéma projectif ou relevable en caractéristique 0, alors les modules ont le bon rang
(donné par les nombres de Betti dimq, H:, (X7, Q) si £ # p). Elle satisfait Kiinneth, la dualité de Poincaré,
ete, ce qui permet de montrer la rationalité des fonction zéta.

(2) Les choses se passent moins bien si X n’est pas propre ou singulier.

3.4.14. Des contre-exemples (cf [11, Tag 07LI]). Dans ce paragraphe, on pose A = Z,, I = (p) muni de sa
structure a puissances divisées ~.
e Posons C' = F[z,y]/(2?, 2y, y*), qu'on présente comme C' = P/J ot P = Zy[x,y] et J = (22, zy,y?, p). Posons
D =Dp(J) et

T = ip(xz)ip(yQ) - ip(xy)2 €D
Si X = Spec(C), alors 7 définit un élément de H?,, (X/A) en vertu du théoréme 3.4.1, car

cris
d (T, (=7, (y") = Tpr (27, () @ da?® +7,(2*)7, 1 (y*) dy”
= o (@, @ do +y*P T, (%) dy)
= o (277, (ay?) @ da + P71, (2%y) dy)
= e p(@y) (@Y @ do +aPyP T dy)
= 29, (zy)Vp—1(zy)(ydo + zdy)
= 27, (2y)7p—1 (zy) d(zy)
= d(7,(zy)?)
ce qui montre que d 7 = 0. Par ailleurs, on a
pit = 2?77, (y%) — ()", (xy) = 7,(2%y?) =7, ((xy)*) = 0
alors que 7 # 0. En effet, si

m: B = Fylx,y,u,v]/(x* 2%y, 292, y3, vu, yu, zo, yo, u?,v?) — C

44. La propreté est utilisée pour le passage a la limite projective (finitude du R%igl, cf |2, Appendix BJ).
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est la surjection naturelle, on a K = Ker(r) = F, 22 & F,zy ® F,y> ® Fpu @ F, v + F,uv. On munit K d'une
structure a puissances divisées en posant

5p(a:c2 + bzy 4 ¢y + du + ev + fuv) = aPu + Pv
(les conditions du lemme 3.1.4 sont trivialement vérifiées). D’aprés la propriété universelle de I'enveloppe a
puissances divisées, on a un unique morphisme f: D — B factorisant le morphisme P — B. On a alors f(7) =
5p(2%)0,(y?) — 6p(xy)? = uv # 0, ce qui implique bien que 7 # 0. Cela fournit donc un exemple pour lequel
HY,.(X/A) a de la p-torsion.
e Soient d € Nyg et C = F,[x1,...,24] que on présente comme C' = P/J ou P = Zy[zy,...,24] et J = pP
(c’est un idéal & puissances divisées). On pose X = Spec(C) et S = Spec(A). D’aprés les théorémes 3.4.1 et 3.4,
RT((X/S)eis, Ox/s) est représenté par le complexe de de Rham & puissances divisées

D—=Qpa—= Q54— =0, 2050

ou D = Dm). Cela implique déja que Hi . (X/A) =0sii > d et H, (X/S) = 0, ce qui est raisonnable. Par
contre, H! . (X/A) est infini, n’est pas de torsion et n’est pas séparé pour la topologie p-adique. Traitons le cas
r =1 :il s’agit de décrire le conoyau de ’application

d: D= (ész")A—) Qb = (ész"_l®dx>
n=0 n=1

o0 o0
Ce dernier contient @@ Z, /nZ, : il est infini. En outre, siw = ) pmxp2 ~1 d 2 définit un élément qui n’est pas
n=1 m=1

s} m Sas) m
de torsion dans le conoyau. Mieux, si n = > p™aP ~tdz est congrua > p™aP  ~!dz modulo Im(d), ce qui
m=1 m=N
implique que I'image de 7 dans Coker(d) est divisible par p" pour tout N € N. Elle n’est cependant pas nulle :
mieux p’¥7n a une image non nulle dans Coker(d), ce qui montre que I'image de 7 engendre une copie de Q, dans

H%ris (X/A) .

3.4.15. Le théoréme de comparaison de Berthelot-Ogus. Dans ce paragraphe, k est un corps parfait de caractéris-
tique p. On note f: X — S un morphisme de k-schémas et ¥ = Spf(IW), ot W = W(k) est 'anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans K. On note Fix : X — X le Frobenius absolu et Fiy,g: X — X' := Xép) le Frobenius

relatif :
X Fx
\F\\N
xS
TNV |1
S i> S

On dispose alors du morphisme
F)*(/S: RFéris*OX’/Z — RFcris*OX/Z

Lemme 3.4.16. (¢f [3, Theorem 1.3]). Supposons X/S lisse de type fini et soit S <(T, .7,§) une L-immersion
a puissances divisées dans un schéma formel. Notons fx,r le composé

(X/T)exis L5 Xgar 22 Ty
Si O sans p-torsion, le morphimse naturel
Fxr = Fx;s: Rfxr 7. Oxr ®% Q = R fx/7.Ox/1 ©% Q
est un isomorphisme.

Idée de la preuve. Si F est un faisceau abélien, il en est de méme de U — F(U) ®z Q (parce que Xz, est
noethérienne). Il en résulte que (fzar«+F) ®z Q — fzar«(F @z Q) est un isomorphisme : il en est de méme de
(R fzar «F) @5 Q = fzar(F @5 Q) dans la catégorie dérivée D(Xza,). Comme Ix/r = fzar o ux 7, il suffit donc
de montrer que
Fys: Ruxyr ©7 Q = Rux/r ©7 Q
est un quasi-isomorphisme (prendre 7 = Rux 7 .Ox/r). C’est une question locale sur 7" et X : on peut supposer
que X se reléve en un schéma formel Y lisse sur 7. Supposons *° que Fg se reléve en un morphisme Fr: T — T
(c’est alors automatiquement un morphisme & puissances divisées) et que Fx se reléve en un Fp-morphisme
Fy:Y — Y. Posons Y =Y xpg. T : on dispose d’un relévement Fy;r:Y — Y’ du Frobenius relatif Fxys.
L’action Fy /T de Fy 7 sur la cohomologie de de Rham représente celle de F'x,r sur la cohomologie cristalline. Il
s’agit de voir que
Fyyp: 50y = Py S5 7

45. Le cas général est plus délicat, ¢f |3, Theorem 1.3].
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est une isogénie. Observons que 46 F;o/To tue Q_YO,/TO’ ce qui implique que F;}/T(Q%,//T) C pr/&*Q;/T. Comme
F;-/T est compatible aux produits, on a F;/T(QZY,,/T) C ple/&*Qg,/T. Comme on a un morphisme de complexes,
I'image de Fy /7 est contenue dans

{we piFy/Sy*Qg,/T | dw € pi+1Fy/S’*Q§,+/%F}
C’est en fait une égalité (¢f [2, Theorem 8.3], I'un des ingfedients de la preuve est I'isomorphisme de Cartier). O

Théoréme 3.4.17. (¢f [3, Theorem 2.1]). Soient f: X — S et g: Y — S deux morphismes lisses de schémas
noethériens, So<+S une immersion férmée définie par un idéal & puissances divisées et u: Xo — Yo (ou Xo =
X Xg S0 et Yo=Y xg5S0) un So-morphisme. Il existe des morphismes canoniques
u*: (Rgy/rOy)7) @5 Q = (R fx/7.0x/7) ®% Q
u': RTais(Y/T) ©7 Q = RTais(X/T) 97 Q
les que st h: Z — S est un troisiéme morphisme lisse de schémas noethériens et v: Yy — Zg un So-morphisme,

on a (vou)* =u*ov*. En outre, si u est induit par un S-morphisme u: X =Y, on a u* = u*.

Démonstration. Le deuxiéme isomorphisme résulte du premier en prenant les sections globales sur 7. Posons
XO = X et XD = (X)) = X(™) xS pour tout n € N. Avec le lemme 3.4.16, une récurrence immédiate
montre qu’on a un isomorphisme canonique

% RIC 2.0 r 95 Q = R fx/1.Ox 95 Q

Si .# designe l'idéal de I'immersion fermée j: Sy <S5, il existe n € N tel que #?" = 0 : le morphisme Fg se
factorise & travers un morphisme p(™: S — S :

SLS

AN 1
S() ?& SO

On dispose de p(™*(u): X(™ — Y™ Pour m > n, on a p(™ = p(™ o FF*™ donc p(™*(u) = FL™*(p(™*(u)).

Définissons u* comme le composé

(n)xy—1
(Fy/s )

(Rgy/1Oy /1) ®% Q (R Q(Y%)/T*OYM»/T) ®% Q

u’ v (n)= \Lp(”)*(u)*
Y/S
(R fx/1+Ox/7) ®% Q =——— (R f)((n(zl)/T*OX(")/T) ®% Q

La relation p(™)*(u) = F§' =" (p(™*(u)) et la canonicité de Fg'~™* impliquent que cette définition ne dépend pas
du choix de n tel que #P" = 0. Comme p™* (vou) = p(™*(v) 0 p(M*(u), la relation (vou)* = u* ov* résulte de la
fonctorialité de la cohomologie cristalline. La derniére assertion résulte de la définition de u* et de la canonicité

(n)
de Fy))s. O

Corollaire 3.4.18. (c¢f [3, Corollary 2.2]). Si X et X' sont deux déformations de Xo sur S, il existe des
isomorphismes canoniques
5x,x: (Rgx/mOxr) @5 Q = (R fx;7.0x/7) ©% Q
u*: RFCYiS(XI/T) ®% Q— RFcris(X/T) ®% Q
tels que :

(i) si X" est une autre déformation, on a dx x» = 0x,x’ ©0x/ x ;
(ii) siY et Y’ sont des déformations de'Y et u: Xo — Yo un So-morphisme, on a dx x ou* =u*odyy.

Démonstration. Résulte du théoréme 3.4.17 appliqué & u = v = ldx,. La relation (ii) résulte que dx, x/ o u* =
Id, ou* = (uoldx,)* = (Idy, ou)* = u* o dy,y". O

Théoréme 3.4.19. (c¢f [3, Theorem 2.4]). Soient K un corps de valuation discréte complet, de caractéristique 0,
a corps résiduel k, et X un Ok -schéma formel lisse, de fibre spéciale Xq. Il existe des isomorphismes canoniques

Oeris: RU(X, Q% 0,0) ®6, K= RTeris(Xo/W) @3 K
Oeris: Hig(X/0k) @0, K S HL . (Xo/W) @w K.

46. On note avec un indice 0 la fibre spéciale.
47. En ce qu’il commute aux morphismes induits fonctoriellement par les morphismes de S-schémas.
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Démonstration. L’application (W, pW,~) — (Ok,pOk,~) est un morphisme a puissances divisées. Posons R =
Ok /pOx =~ k[t]/(t°) (c’est une k-algébre artinienne) et S = Spec(R). Posons T' = Spf(Ok) : c’est un %-
épaississement a puissances divisées de S. Pour n € N+, on pose 3, = Spec(W/p"W), T,, = Spec(Ok/p"Ok).
Posons aussi X = X x7 S et X = Xy x5, S. Le théoréme de changement de base cristallin (cf théoréme 3.4.8
implique qu’on a un isomorphisme canonique

RTeris(Xo/En) @4 jpnw (Ok /0" O) = RTeris(X 0/ T

Comme O est plat sur W, on a ®%V/pnw(0K/p"0K) ~ ®I§V O : en passant a la limite il vient un isomorphisme

Rlim (RTeis(Xo0/E0) ®%V/pnw (Ok/p"OK)) = Rlim (RTeis(X0/Ty))
Comme Op est libre de rang fini sur W, les foncteurs @% Ok et Rlim commutent (cf [2, Appendix B (2.3)]) :
on obtient un isomorphisme canonique
chris(XO/W) ®I[/i/ OK :> chris(XO/T)
Par ailleurs, X est lisse sur S et X est un relévement lisse de X au-dessus de 1’épaississement & puissances divisées

S <»T. D’apres le théoréme 3.4.1 (et un autre argument de passage a la limite), on a un isomorphisme canonique
RT(%, Q;E/T) S RTqis(X/T)
Mais X et X sont deux déformations de Xy : on dispose de I’isomorphisme
0xy.x° Rleis(X/T) ®7 Q5 Rleis(Xo/T) 0% Q.
Le théoréme résulte de la composition de ces trois isomorphismes. ([

Remarque 3.4.20. L’adjectif « canonique » de I’énoncé signifie que si h: X — ) est un morphisme de Og-
schémas formels lisses, on a un diagramme commutatif

RF(‘*Z)’QE_)/OK) ®I(5K K —— RFcris<YO/W> ®II/JV K

RFdR(h)i lRFcris(h)
RF(%, Q.’:Y/OK) ®%K K —— chris(XO/W) ®%/ K

Corollaire 3.4.21. Si X est un Ok -schéma propre et lisse, de fibre spéciale Xy, il y a un isomorphisme canonique
Teris: Hip (X/OK) @0, K = Hiyio(Xo/W) @w K.
Démonstration. Cela résulte du théoréme de comparaison de Grothendieck (cf [8, Corollary 8.2.4]). O

4. I ANNEAU A s

4.1. La construction générale de Fontaine. Soient A un anneau et R une A-algébre séparés et complets
pour la topologie p-adique. Supposons le Frobenius surjectif sur R/pR.

4.1.1. L’anneau R et Uapplication 0. Posons
Rr =lmR/pR = {(zn)nen € (R/pR)N | (Vn € N)ah, =@, }

C’est un anneau parfait® de caractéristique p. Si m € N, on note pr,,: Rr — R/pR la m-iéme projection.

Lemme 4.1.2. L’application naturelle*’
lim R = {(@")en € BN | (vn € N)2(™1r =200} & Ry

TP

est bijective.

Démonstration. Soient © = (7,)neN € Rr, et (Tn)neN, (Zn)nen € RN des suites relevant z (i.e. telles que la
réduction de Z,, et z,, modulo pR soit x,, pour tout n € N). Comme Z,, 4 = Tptm mod pR, une récurrence
immédiate implique que

(W) B =30, modp™'R

o m+1 an

m
Avec T, =Ty g, on a1 =Thy, mod p™ O :lasuite (T),,,),  est de Cauchy, donc converge dans

R. En outre, (#) montre que sa limite (™ € O¢ ne dépend pas du choix du relévement (Z,)nen. Bien entendu,
la réduction de 2™ modulo pR redonne z,,, de sorte que la suite (x("))n en st elle aussi un relévement de x.
En particulier, on a .

(x(n+1))p — n'lgnoo p(n+1+m)p — ()

48. L’application inverse du Frobenius est le décalage vers la droite : (n)neN = (Tn+1)neN-
49. De réduction modulo p composante par composante.
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ce qui montre que (ar("))n en € ]gl O¢ est un antécédent de x, fournissant ’application réciproque. O
x—xP

Dans ce qui suit, on identifiera implicitement Ry et l&n R.
TP

Remarque 4.1.3. Soient © = (25,)neN €t ¥ = (Yn)nen sont des éléments de R correspondant a (x(”))neN et

y = (y(”))neN dans @ R. Comme z(™y(") releve z,y, et (g;("+1)y(n+1))p = 2(My™ pour tout n € N, on a
TP

(acy)(”) = 2™y pour tout n € N, i.e. & — (™ est une application multiplicative. Elle n’est pas additive : on

a seulement
(z+y)™ = lim (a(Fm) 4 y(rm))P

m—r o0

L’anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans R est séparé et complet pour la topologie p-adique (¢f [, ]).
Posons

6: W(Rg) — R
(xo,21,...) — Zpixgi)
i=0

Proposition 4.1.4. 0 est un homomorphisme d’anneaux surjectif.

n—-1 _

Démonstration. Pour n € N, s0it 0,: W,(Rgr) = R/p"R; (20,21, Tn-1)— Y pzmgl) I’application induite
i=0

par # modulo p". La n — 1-iéme composante fantome

®,_1: W,(R/p"R) — R/p"R

n—1 o
(0, 1, -+, Tn—1) — Zpixfnﬂ '
i=0
est un homomorphisme d’anneaux®’. Si z; = y; mod pR on a xfniiil = yl’.’nﬂ;1 mod p" R (récurrence tri-
n—1 . n—i— n—1 . n—i—
viale), donc > p'a? = > plyf " mod p™R. On a donc une factorisation
i=0 i=0
n (I’n—l n
W, (R/p"R) ———— R/p"R
\ %71
W (R/pR)
ou la fleche de gauche est induite par Iapplication R/p™R — R/pR. On en déduit le diagramme commutatif
W, (Rr) On R/p"R
o W,.(R/p"R) -
Pl , ~.
W,.(Rr) Wn(R/pR)
o a(xo, T1,...,Tp-1) = (xéo) mod p"R,...) et B(zg,z1,...,Tpn_1) = (x(()o) mod pR,...). L’application a n'est

pas un homomorphisme d’anneaux, mais 3 = W, (pr,) en est un. Cela implique que 6, = ®,,_1 0 30!~ est un
homomorphisme d’anneaux. Comme c’est vrai pour tout n € N, il en est de méme de 6.

Soit @ € R. L’hypothése de surjectivité du Frobenius sur R/pR implique l’existence d’une suite z = (z,)nen € Rr
telle que 9 = @ mod pR : on a 61(z) = a mod pR. Cela montre que lapplication 6 est surjective modulo p.
Comme R et W(Rg) sont séparés et complets pour la topologie p-adique, cela implique que 6 est surjectif. Notons
que sous I’hypoteése plus forte « I’élévation a la puisance p » est surjective sur R, il existe (x("))neN € Rpg tel que
20 = qa, et on a a = 0([z]). O

Par A-linéarité, 6 induit un homomorphisme surjectif de A-algébres

0: A®zW(Rgr) = R

50. Par définition des vecteurs de Witt.
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4.1.5. L’anneau Aqis. On munit 'idéal pA de sa structure a puissances divisées canonique +.

Définition 4.1.6. (1) Un A-épaississement a puissances divisées formel p-adique de R est un homomorphisme
surjectif de A-algébres 0p: D — R dont le noyau est muni d’une structure & puissances divisées compatible
a 7, et tel que D soit séparé et complet pour la topologie p-adique.
(2) On note Ais(R/A) le séparé complété, pour la topologie p-adique, de 'enveloppe a puissances divisées
(compatible avec v) de A ®z W(Rpr) par rapport a I'idéal Ker(8), i.e.

Acris(R/A) = Dagyw(rn) - (Ker(0))

L’homomorphisme 6 s’étend en un homomorphisme surjectif de A-algébres Dyg,w(r )~ (Ker(#)) — R, et donc
en un homomorphisme surjectif de A-algébres

0: Aqis(R/A) = R
(car R est séparé et complet pour la topologie p-adique).

Théoréme 4.1.7. 0: A.is(R/A) — R est un A-épaississement & puissances divisées formel p-adique univer-
sel de R : si Op: D — R est un A-épaississement & puissances divisées formel p-adique, il existe un unique
homomorphisme continu de A-algébres a: Agyis(R/A) — D tel que § = 0p o a.

Démonstration. D’aprés les propriétés universelles de la complétion p-adique et de ’enveloppe & puissances
divisées, il suffit de montrer qu’il existe un unique homomorphisme d’anneaux a: W(Rg) — D tel que

W(Rg) —*>D
0\ /GD
R
commute. Soit x = (ac("))neN € R. Pour tout n € N, soit (", Z(™ e D des relévements de z(™ € R (qui

existent vu que fp est surjectif). L'élément a := 2(™ — (™) € Ker(fp) a des puissances divisées dans D : on a

2P = (7 4 )P = 2P 4 P mod pD d’ou WP = (WP mod pD puisque a? = plalP! € pD. Par récurrence,

on en déduit que Z™P" = FP" mod p™D. Avec le choix Z(") = (P cela implique que la suite (E(")pn)neN

est de Cauchy (pour la topologie p-adique) dans D : elle converge. La congruence qui précéde montre que sa limite

p(x) € D ne dépend pas du choix des relévements (2(™),cn. Si a existe, alors a([z'/?"]) € D reléve 2(™), de sorte
oo

que p(z) = lim a([ml/”n])pn = a([z]). Cela implique que si « existe, alors pour tout z = > p"[z,] € W(Rgr),
n— 00 n=0
on a necéssairement

= p"pln)
n=0
ce qui montre I'unicité de a. Pour 'existence, il faut vérifier que la formule qui précéde définit un homomorphisme
d’anneaux. Soient x,y € R. On voit facilement que p(zy) = p(z)p(y), dou a[z]ly]) = a([z])a([y]) : il suffit de
- o0 —n
montrer que o([z] + [y]) = a([z]) + a([y]). Ecrivons [z] + [y] = X p"[sh "], avec s, = Sn([z],[y]) (o les
n=0

polynomes S,, définissent I’addition dans les vecteurs de Witt), de sorte que a([z] + [y]) = Z p"p(sk ). Par

m

ailleurs, avec les notations qui précedent, on a o([z]) + a([y]) = p(z) + p(y) = lim (2™ + A(m)p ). Comme
m— o0

B G = @ ([#]) + @ ([7]) = @ (S0 ([27], (7)) S1 ([, (7)), )

=S (EL )

m—n

on a a[z]) + a(y]) = lim Z S ([2], [f/(m)])p .Oron a

m~>oo

ASa ([ [1])) = Su([=™], [y™]) = Sullwm), lym]) € B/PR
ce qui implique que
Sn([2™], [57™]) =55 mod Ker(6p) + pD
(car la réduction de si™ modulo pR est Pro, (Sn) = Sn(prp, (), pro(y)) = Sn([Xm], [Ym]), vu que la m-iéme projec-
tion pr,,: Rg — R/pR est un homomorphisme d’anneaux). Comme 1'idéal Ker(0p)+pD a des puissances divisées

~m)] [m) V2" = g (m)p™ T _ s oo )] [\ e
dans D, onaSn([xmL[yTnD =3\ mod p™—"d d’ott n}g%osn([xm],[y L]) —p(s’,’L ),z.e.

a(fa) +all) = 3 p"p(sr ") = alle] + b)), 0
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Corollaire 4.1.8. Le site Cris(Spec(R/pR),Spec(A/p"A)) a un objet final pour tout n € Nxg, et
H® ((SpeC(R/pR)a SpeC(A/pnA))criS7 OSpec(R/pR)/ Spec(A/p”A)) = cris(R/A)/pn Acris(R/A)
Crls(spec(R/pR)/A) CrlS(R/A)

4.2. Le cas de I’anneau des entiers d’un corps local. Dans tout ce qui suit, K désigne un corps de valuation
discréte complet, de caractéristique 0, & corps résiduel k parfait de caractéristique p. On note v: K — RU{oo} la
valuation normalisée (i.e. telle que v(p) = 1). On fixe une cloture algébrique K de K et on pose Gx = Gal(K /K).
La valuation v s’étend de facon unique a K : on note C' le complété de K. L’action de Gg se prolonge par
continuité a C. Posons W = W(k) et F' = Frac(W), on a F C K. Si L est une sous-extension de C/F', on note
Or ={z € L|v(z) > 0} son anneau des entiers.

L’anneau

R = lm Og /pOg = {(@a)nen € (O /pOR)Y, (v € N)al,, =2,

TP
est parfait de caractéristique p, muni d’une action de G (composante par composante). C’est une k-algébre via
I’application
k=R
T (x,xl/p,xl/pz, . )

Comme K est algébriquement clos, on peut extraire des racines p"-iémes dans O i : les applications pr,, et 6
sont surjectives. Mieux, comme C' est algébriquement clos, les applications R — O¢; z — (™ sont surjectives
pour tout n € N. Par exemple, on dispose d’éléments € = ((pn)pn>0 (resp. p = (p("))nzo) dans R tels que pn
soit une racine primitive p"-iéme de l'unité (resp. p0 = p). Ces éléments ne sont pas canoniques, parce que les
extractions de racines p-iémes requierent des choix.

Remarque 4.2.1. Si g € Gk, on a g((n) = q,ﬁgg) (ou x: Gg — Z; est le caractére cyclotomique), d’ou
g(e) = £X9). De meéme, il existe c(g) € Z, tel que g(p(")) = §;$lg)p(”) pour tout n € N, et g(p) = £“9p. Si
h € Gg, on a (gh)(p) = g(e°MWp) = ex(9eh) g(p) = e« +x(9e(M 5 donc ¢ définit un 1-cocycle Gx — Z,(1).
Six= (x(”))neN € R, on pose

vr(z) = v(x(o)) € R U{+o0}
(rappelons que v est la valuation sur C normalisée par v(p) = 1).

Proposition 4.2.2. L’application v est une valuation, pour laquelle R est complet. En outre, l'action de Gg
sur R est continue pour vg.

Démonstration. Soit x = (Jj("))neN € R. Si vr(z) = +oo, alors U(a:(o)) = 400 t.e. (x("))pn =20 =0 don
(") = 0 pour tout n € N, i.e. 2 = 0. Siy = (y(”))neN € R,ona (zy)® = 20y hence vg (zy) = v(zVy®) =
v(z@) +v(y?) = vr(z) + vr(y). Sim € N, on a

%v(x(m) + y(m)) > min {ﬁv(x(m)), #v(y(m))} = min {v(x(o)),v(y(o))} = min{vg (z),v=(y)}

p

donc vr(z +y) = v((z +y) V) = limOO pimv(x(m) +y™) > min{vg (z), v (y)}. Enfin, pour N € N, on a

x € ﬂ pri1({0}) & ™) € pO¢ & 20 = = g (Mp" GppNOc & vp(z) > pV

Cela implique que la topologle de R definie par la valuation v n’est autre que la topologie induite par la topologie
produit de (O /PO E)N. Comme R est fermé dans ce dernier, il est complet.

Soit # = (7)nen € R. Si N € N, il existe une extension finie L/K dans K telle que x,, € Or,/pOy, pour tout
n € {0,...,N}. Si g € Gal(K /L), on a pr,(g(x)) = pr,,(z) pour tout n < N, i.e. g(x) —x € Ker(pry), de sorte
que g € Gal(K /L) = vr(g(z) — z) > pV. O
Exemple 4.2.3. vg(p) =1 et vg(e — 1) = lim v({m — 1)P" = -2

m—00 T

Remarque 4.2.4. L’action de Gk sur R induit une action sur W(R). Cette derniére n’est pas continue pour la
topologie p-adique : cela impliquerait que action de G sur R = W(R)/pW(R) est discréete, ce qui n’est pas
(car (g — 1)(p) = (¢°9) —1)p = 0 & g € Ker(c) qui n’est pas un sous-groupe ouvert de G ), ¢f remarque 4.2.1.

Corollaire 4.2.5. R est intégre, de corps des fractions R[p~!].
Démonstration. Résulte que vg(p) > 0. O

Proposition 4.2.6. Le corps Frac(R) est algébriquement clos.
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Démonstration. On doit montrer que tout polynéme irréductible P(X) = XN +a; XN=1+...4ay € Frac(R)[X] a
une racine dans Frac(R). Comme R, donc aussi Frac(R), est parfait, P(X) est séparable. Comme p~ "NV P(p"X) =
XN 4+ p57a; XNt ... + 7"Nay a coefficients dans R pour » € N assez grand, on peut supposer que P(X) €
R[X]. Comme P(X) est séparable dans Frac(R)[X], il existe Up(X), Vo(X) € Frac(R)[X] tels que P(X)Up(X) +
P'(X)Vo(X) = 1. Soit mg € N tel que U(X) = p™Up(X) € R[X] et V(X) = p™Vp(X) € R[X] : on a
P(X)U(X) + P'(X)V(X) = p™. Soit m € N tel que m > 2mq. Le polynome P(™(X) := XN 4 o™ xN-1 4
-+ asz,n) € O¢[X] admet une racine dans O¢. L’application R — O¢; ¢ — (™) étant surjective, il existe
a € R dont la m-iéme composante a(™ est une telle racine. En réduisant modulo pO¢, on a pr,,(P(a)) =
ol +aymaN "+ +an, = 0 dott vr(P(a)) > p™. Cela implique que vg(P(a)U(a)) > m > myg, donc
R (P'()V(a)) = vr (p™ — P(a)U(a)) = mg, d’ott vr(P'(a)) < mg. comme vg(P(a)) = p™ > m > 2mg >
20 (P'()), le lemme de Hensel implique que P(X) a un zéro = o mod pm~ " R. O

Proposition 4.2.7. Le noyau de 0: W(R) — O¢ est principal, engendré par tout élément x € Ker(0) dont la
réduction T € R modulo p vérifie vg(T) = 1. Par exemple, £ := [p] — p est un tel élément.

o)
Démonstration. Soit x € Ker(0) tel que T € R vérifie vg(ZT) =1, et y = > p"[yn] € Ker(#). On a Z oy =0,
n=0

donc yéo) € pO¢, i.e. vr(yo) > 1 : il existe zg € R tel que yg = Tzg. Cela implique que y — x[z] € Ker(@) a une

image nulle modulo p : on peut écrire y — x[z9] = py’. Comme O¢ est sans p-torsion, on a aussi y’ € Ker(f). Par
récurrence, on peut construire une suite (z,)nen € RN telle que y — 2 Z p'[zi] € p"T1 Ker(0) pour tout n € N.
=

Comme W(R) est séparé et complet pour la topologie p-adique, on a y = x Z pilzi] € W(R). O
i=0

1/p_1

donc vg (%) = (p — og (/P — 1) = p—lvn(e —1) =1 (c¢f exemple 4.2.3), d’oit Ker(0) = wW(R).

Exemple 4.2.8. Soit w = [E[f/],ai = 1+[eY/P]+ [P+ [P~ € W(R). Ona® = 552 = (eV/P—1)P~1,

Comme Ker(f) est principal, I'enveloppe a puissances divisées W(R)PF de W(R) par rapport a 'ideal Ker(6) n’est
autre que la sous-W(R)-algébre de W(R)[p~'] engendrée par {n™},cn, ot  est n’importe quel générateur de
Ker(#) (on peut prendre n = £ par exemple). En particulierr, elle n’a pas de p-torsion : A5 non plus. L’application
0 se prolonge en 0: Acs — O¢ (on a 9(:5["]) = 0 pour tout = € Ker(6) et n € Nxg). Soit Fil' Acpis = Ker(0) et
pour i € N, soit Fil' A la i-éme puissance divisée de Fil' Aes @ c’est Padhérence, pour la topologie p-adique,
de l'idéal de A5 engendré par {77["]}”22-. On a en particulier Fil® Aeyg = W(R)nm + Fil'™ A : Papplication 0
induit un isomorphisme
gri Acris = OCUM
L’action de Gk sur W(R) s’étend & W(R)FP : en effet, si g € G, on a

g( ) =9([p]) = p = BIe"@] — p € Ker(9)

(parce que 0([e9)]) = 1 et 0([p]) = p) : 'idéal Ker(theta) est stable par g. Elle s etend aussi & As par continuité.
De méme, le Frobenius des vecteurs de Witt p: W(R) — W(R) s’étend & W(R)FP, parce que

o) =[P —p=(§+p)* —pcKer(@ +pW(R)

et Ker(6 + pW(R) est un idéal a puissances divisées. Il s’é¢tend aussi & A5 par continuité.
Proposition 4.2.9. Soit v Uapplication x — . On a un isomorphisme :

cris /p Acris H(R/ﬁpn)[ém]méN/( )mEN

ot 6y, est I’image de v 1 (n).

Démonstration. Un récurrence immédiate montre que v¢(x) = :ipfl .SineNvs%écritn=a9+a1p+---+a-p”
pr-t
s . . T i @ n
avec r € N et a; € {0,...,p— 1} pour i € {0,...,r}, on a [] (fyl(n))az =1J] "pil = vaW) = o™
=0 =0 pal P—

avec a, = —% € Z;. Cela implique que W(R)P¥ est la sous-W(R)-algebre de W(R)[p~'] engendrée par

vp(n

{’yi(n)}ier En particulier, ’application

W(R)[Ln]men — W(R)PT
Tm — '7m+1(77)

est surjective. Son noyau est l'ideal I engendré par n? — pTy et {TP — pTint1}ien : on a un isomorphisme
W(R)[Tn]men/I — W(R)PF. Sa réduction modulo p fournit un isomorphisme

R[Tm]meN/T — W(R)DP/pW(R)DP =~ Acris /p Acris
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ott I est 'image de I dans R[T},|men. Comme vg(7) = 1, on a 7 € pR* : cette image est I'idéal en-
gendré par pP et {6F }men ol &; est image de T}, donc de v™*+1(n). L’isomorphisme précédent est donc
(R/ﬁpR) [5m]mEN/(6fn)mEN 5 Ay /p Ay, O

Pour n € Nyg, on a
Heis (O /p" O |Wy) = lim H?((Spec(Or /p"OL), Spec(Wy))eris, Or,n)
L/K

(ot la limite est indexée par les extensions finies L/K dans K, et p, désigne le faisceau structural du topos
(Spec(OL/p™OL)/ Spec(Wy)) se-

Théoréme 4.2.10. (Fontaine, ¢f [6, Théoréme 1])

Acris s1q= 0

lim HE, (O /p" O |W,) =

cris
n

Démonstration. Le premier isomorphisme résulte du corollaire 4.1.8. Pour calculer H? (((9 L/P"OL\Wy)eris, O L,n),
on plonge Spec(Or /p"Or) dans un W,-schéma lisse : comme O = W|[z] est monogéne, on peut écrire
OL/p"OL =~ Wi[X]/(f(X))

ou f € W[X] est unitaire, de sorte que la cohomologie cristalline de O, /p™ Oy, est celle du complexe de de Rham
complex & puissances divisées :

0— DL,n — DL,n ®W,L[X} Q‘l/Vn[X]/Wn — DL,n ®Wn[X] Q%/VH[X]/WTL =0— .-
(ou Dy, ,, désigne I’enveloppe a puissances divisées de W, [X] par rapport a 'idéal engendré par f. Cela implique
que Hq((OL/p"OL|Wn)CriS, ﬁ’Lm) =0siq>2 Deplus, siy € K vérifie y?" = x, on dispose de la présentation
OLiy/P"OLpy = W, [Y]/(f(Y?")), et du diagramme commutatif

X Dpn—— Drn ®w,[x] Q%Vn[X]/Wn dX

| | ]

yr" DL[y]vn - DL[y]ﬂL W, [v] Q%/Vn[Y]/Wn dy?" =0

qui implique que I'image de Hl((OL/p”OL|Wn)CriS, ﬁLyn) dans Hl((OL[y] [P"OL)|Wh)eriss ﬁLyn) est nulle : on a
HL (O /p" O |W,) =0, ce qui prouve le cas ¢ > 0. O

Remarque 4.2.11. (1) De méme, Fil' Agyis est reli¢ a la cohomologie du faisceau Spec(O /pO ) /W -
(2) L’évaluation d’un cristal de Ospec(o/po)/w,-modules sur Cris (Spec(OE/pOE),Spec(W)) en l'objet
test Spec(Op /pOx) ++Spec(O¢) fournit un Agyis-module.
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