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Cohomologie cristalline et l’anneau Acris

Olivier Brinon

Résumé. Notes d’exposé pour le groupe de travail organisé à l’IMB au premier semestre 2018. Il s’agit
d’un résumé assez fidèle de l’ouvrage [2].
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1. Introduction

On sait que la cohomologie `-adique sur les schémas en caractéristique p n’est pas un bon objet 1 lorsque ` = p.
Pire, Serre a démontré qu’il n’existe pas 2 de bonne théorie cohomologique à coefficients dans Zp. Il a été préssenti
qu’une bonne théorie cohomologique devrait être de nature différentielle et s’appuyer sur la cohomologie de de
Rham. Bien entendu, cette dernière n’est pas exempte de défauts : elle n’est pas à valeurs dans des coefficients
de caractéristique 0, et n’est pas de la « bonne » dimension en général (et même pas de type fini en général 3).
L’idée de base est de considérer la cohomologie de de Rham de certains relèvements en caractéristique 0 (ou plus
pécisément modulo pn pour tout n ∈ N>0). Il y a eu plusieurs précurseurs de la théorie cristalline, cf travaux
de Dwork, Monsky-Washnitzer. En caractéristique 0, le site cristallin coïncide avec un site plus simple, le site
infinitésimal, qui permet de réinterpréter les coefficients de la cohomologie de de Rham. Ce dernier sert de guide
spirituel pour définir le site cristallin.

2. Calcul différentiel schématique (cf [2, §2] et [5, §16])

2.1. Voisinages infinitésimaux. Soit f : X → S un morphisme de schémas. On note ∆: X → X ×S X
l’immersion diagonale.

X
∆

$$
X ×S X

pr2 //

pr1

��

X

f

��
X

f // S

Version du 9 avril 2018.
1. Par exemple, on a Hiét(X,Zp) = 0 si i > d pour tout schéma X propre, lisse et connexe de dimension d sur un corps

algébriquement clos de caractéristique p. On montre que Hiét(X,Z /pZ) = 0 (et plus généralement Hiét(X,Z /p
n Z) = 0 pour tout

n ∈ N>0) pour i > d en considérant la suite exacte d’Artin-Schreier 0→ (Z /pZ)X → Ga,X
t7→tp−−−−→ Ga,X → 0 (Witt-Artin-Schreier

si n > 1) et en utilisant le fait que Hiét(X,Ga) = HiZar(X,OX), cf [10, III, §3]).
2. Si X est une courbe elliptique supersingulière, son anneau d’endomorphismes engendre une algèbre de quaternions sur Q qui

n’est pas déployée en p et à l’infini. Si X avait un groupe de cohomologie de rang 2 sur Zp, cela fournirait une représentation de
dimension 2 de l’anneau des endomorphismes, ce qui n’est pas possible.

3. Si k est de caractéristique p et X est une courbe affine sur k, alors H0
dR(X/K) est de dimension infinie.
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Le morphisme ∆−1OX×SX → OX est surjectif : soit I son noyau. Si n ∈ N, le faisceau des parties principales
d’ordre n est

P
(n)
X/S = ∆−1OX×SX/I n+1.

Le faisceau ∆−1OX×SX est muni de deux structures de OX -module : d1 : OX → ∆−1OX×SX (structure à gauche)
et d2 : OX → ∆−1OX×SX (structure à droite) déduites des morphismes pr−1

1 OX → OX×SX et pr−1
2 OX →

OX×SX respectivement : il en est de même des faisceaux P
(n)
X/S . Pour ces deux structures, la OX -algèbre P

(n)
X/S

est quasi-cohérente. L’espace annelé P (n)
X/S := (X,P

(n)
X/S) est un schéma, et l’augmentation P

(n)
X/S → OX définit

une immersion fermée X → P
(n)
X/S , appelée le n-ième voisinage infinitésimal de X. On a la factorisation

X �
�
| //

∆
**

P
(n)
X/S

// X ×S X

Le faisceau conormal à ∆ est le faisceau des différentielles relatives

Ω1
X/S = I /I 2.

C’est un faisceau de OX -modules quasi-cohérent (et même cohérent si Y est noethérien et f de type fini), muni
de la dérivation canonique d = d2 − d1 : OX → Ω1

X/S (c’est un morphisme f−1(OS)-linéaire).

Exemple 2.1.1. Si f est lisse et x1, . . . , xd sont des coordonnées locales (i.e. des sections de OX définissant
un morphisme étale X → Ad

S) et ξi l’image de 1 ⊗ xi − xi ⊗ 1 dans P
(n)
X/S , alors ce dernier est le OX -module

libre de base {ξn1
1 · · · ξ

nd
d }(n1,...,nd)∈Nd

n1+···+nd≤n
. En effet, l’image de ξi dans Ω1

X/S est dxi pour tout i ∈ {1, . . . , d} et

le OX -module Ω1
X/S est libre de base (dx1, . . . ,dxd) : on conclut par récurrence sur n grâce à la suite exacte

0→ I n/I n+1 →P
(n)
X/S →P

(n−1)
X/S → 0.

2.2. Opérateurs différentiels. Soient F et G deux OX -modules.

Définition 2.2.1. Un opérateur différentiel de F dans G est un morphisme f−1(OS)-linéaire h : F → G .

On a un isomorphisme naturel
OX ⊗f−1(OS) F = f∗f∗F → pr1∗ pr

∗
2 F

(en particulier, on a OX ⊗f−1(OS) OX
∼→ pr1,∗OX×SX). La linéarisation h : OX ⊗f−1(OS) F → G de h s’insère

donc dans le diagramme commutatif

F
h //

d2⊗F ''

G

pr1∗ pr
∗
2 F

h

77

Observons que pr1∗ pr
∗
2 F est un pr1∗ pr

∗
2OX = pr1,∗OX×SX -module, donc un ∆−1OX×SX -module (on a un

morphisme ∆−1OX×SX → pr1,∗OX×SX par adjonction).

Définition 2.2.2. Soit n ∈ N. On dit que l’opérateur différentiel h : F → G est d’ordre ≤ n si h est nul sur
I n+1, c’est-à-dire si on a une factorisation

F
h //

d
(n)

X/S,F

((

G

P
(n)
X/S d2

⊗OX F
h

66

(de sorte que d(n)
X/S,F : F →P

(n)
X/S d2

⊗OX F est l’opérateur différentiel d’ordre ≤ n universel).

Remarque 2.2.3. (1) Un opérateur différentiel est donc d’ordre 0 si et seulement s’il est OX -linéaire.
(2) Si f : F → G est un opérateur différentiel d’ordre ≤ n et g : G → H un opérateur différentiel d’ordre
≤ m, alors le composé g ◦ f : F →H est un opérateur différentiel d’ordre ≤ n+m, et on a

F
f //

))

��

G
g //

((

H

P
(n)
X/S ⊗OX F

f

::

**

P
(m)
X/S ⊗OX G

g

66

P
(n+m)
X/S ⊗OX F

δn,m⊗F //P(n)
X/S ⊗OX P

(m)
X/S ⊗OX F

P
(n)

X/S
⊗f

OO

où l’application δm,n : P
(m+n)
X/S →P

(m)
X/S ⊗OX P

(n)
X/S est induite par pr13 (cf [5, Lemme 16.8.9.1]). Dans le

cas affine, elle correspond à l’application B⊗AB → B⊗AB⊗AB; a⊗ b 7→ a⊗1⊗ b (cf [2, Corollary 2.4]).
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Notation 2.2.4. On note D iff nX/S(F ,G ) le faisceau des germes d’opérateurs différentiels d’ordre ≤ n de F
dans G . D’après ce qui précède, on a

D iff nX/S(F ,G ) 'HomOX (P
(n)
X/S ⊗OX F ,G ).

C’est un OX -module (dans le membre de gauche, la multiplication par une section a de OX est donnée par la
composition à gauche par l’opérateur différentiel de degré 0 correspondant). On pose

D iffX/S(F ,G ) = lim−→
n

D iff nX/S(F ,G ).

Exemple 2.2.5. Plaçons-nous sous les hypothèses de l’exemple 2.1.1, dont on conserve les notations. Si n =
(n1, . . . , nd) ∈ Nd, on pose |n| = n1+· · ·+nd, n = n1! · · ·nd! et ξn = ξn1

1 · · · ξ
nd
d , de sorte que (ξn)|n|≤n est une base

de P
(n)
X/S . Soit (Dn)|n|≤n la base duale dans HomOX (P

(n)
X/S ,OX). On noteDn : OX → OX l’opérateur différentiel

correspondant. Alors (Dn)|n|≤n est une base du OX -module D iff nX/S(OX ,OX). La composition est donnée par
Dn ◦ Dm =

(
n+m
n

)
Dn+m. Notons que le fait que les Dn commutent n’implique pas que D iff nX/S(OX ,OX) soit

commutatif : ils ne commutent pas aux opérateurs de degré 0, i.e. aux sections de OX .

En particulier, si S est un Q-schéma, on a Dn = 1
n!

d∏
i=1

Dni
i où Di = Dei , de sorte que D iff 1

X/S(OX ,OX) engendre

D iff nX/S(OX ,OX).

2.3. Connexions et stratifications (cf [9, §1]).

Définition 2.3.1. Une connexion sur un OX -module E est un morphisme additif

∇ : E → E ⊗OX Ω1
X/S

vérifiant la condition de Leibnitz : pour toutes sections a de OX et x de E , on a

∇(ax) = a∇x+ x⊗ d a

Le faisceau E∇ := Ker(∇) s’appelle le faisceau des germes de sections horizontales (ou plates).

Exemple 2.3.2. La dérivation canonique d : OX → Ω1
X/S est une connexion (dite constante).

Remarque 2.3.3. La différence de deux connexions est OX -linéaire, il en résulte que s’il est non vide, l’ensemble
des connexions sur E est un EndOX (E )⊗OX Ω1

X/S-torseur.

L’application

HomOX (Ω1
X/S ,OX)→ DerOS (OX)

f 7→ f ◦ d

est un isomorphisme 4. Si ∇ : E → E ⊗OX Ω1
X/S est une connexion et D = f ◦ d une dérivation, on en déduit une

application
∇(D) = (Id⊗f) ◦ ∇ : E → E .

La connexion donne donc lieu à une application OX -linéaire

∇ : DerOS (OX)→ End f−1(OS)(E ).

Observons que lorsque f : X → S est lisse, toute application OX -linéaire comme ci-dessus provient d’une unique
connexion.

Exemple 2.3.4. Reprenons les hypothèses et les notations de l’exemple 2.1.1. Si i ∈ {1, . . . , d}, on a ∂
∂xi

=

(dxi)
∗ ◦ d, de sorte que pour toute section x de E , on a

∇(x) =
d∑
i=1

∇
(
∂
∂xi

)
(x)⊗ dxi.

Proposition 2.3.5. (cf [2, Proposition 2.9]). La donnée d’une connexion ∇ : E → E ⊗OX Ω1
X/S équivaut à celle

d’un isomorphisme

ε : P
(1)
X/S ⊗OX E → E ⊗OX P

(1)
X/S

induisant l’identité modulo l’idéal d’augmentation Ω1
X/S = Ker(P

(1)
X/S → OX).

4. Rappelons qu’une application D : OX → OX est une application f−1(OS)-linéaire et telle que D(xy) = D(x)y + xD(y) pour
toutes sections x et y de OX .
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Démonstration. Soit ε : P
(1)
X/S ⊗OX E → E ⊗OX P

(1)
X/S un isomorphisme comme dans l’énoncé. Notons θ : E →

E ⊗OX P
(1)
X/S le composé

E
d

(1)

X/S,E−−−−→P
(1)
X/S ⊗OX E

ε−→ E ⊗OX P
(1)
X/S

Comme d(1)
X/S,E estOX -linéaire pour la structure à droite sur P

(1)
X/S , il en est de même de θ i.e. θ(ax) = (1⊗a)θ(x).

Posons alors
∇(x) = θ(x)− x⊗ 1

pour toute section x de E . Comme ε induit l’identité modulo Ω1
X/X , on obtient en fait une section de E⊗OXΩ1

X/S :
on a défini un morphisme additif ∇ : E → E ⊗OX Ω1

X/S . Vérifion la règle de Leibniz : soient a une section de OX
et x une section de E . On a

∇(ax) = θ(ax)− ax⊗ 1 = (1⊗ a)θ(x)− (a⊗ 1)(x⊗ 1)

= (1⊗ a)(∇(x) + x⊗ 1)− (a⊗ 1)(x⊗ 1)

= (1⊗ a)∇(x) + (1⊗ a− a⊗ 1)(x⊗ 1)

= a∇(x) + x⊗ d a

(dans Ω1
X/S , les structures de OX -module à gauche et à droite coïncident, de sorte que (1⊗ a)ω = (a⊗ 1)ω = aω

pour toute section ω de Ω1
X/S). �

Remarque 2.3.6. La preuve montre que si ∇ est la connexion associée à ε, alors

ε(1⊗ x) = x⊗ 1 +∇(x)

pour toute section x de E .

Soit ∇ : E → E ⊗OX Ω1
X/S une connexion. Si i ∈ N, on a une application

∇i : E ⊗OX ΩiX/S → E ⊗OX Ωi+1
X/S

définie par
∇i(x⊗ ω) = x⊗ dω + (−1)iω ∧∇(x)

(où ω ∧∇(x) désigne l’image de ω⊗∇(x) par l’application canonique ΩiX/S ⊗OX (E ⊗OX Ω1
X/S)→ E ⊗OX Ωi+1

X/S

qui envoie ω ⊗ (x⊗ τ) sur x⊗ (ω ∧ τ)).

Définition 2.3.7. La courbure de la connexion ∇ est l’application

K(∇) := ∇1 ◦ ∇ : E → E ⊗OX Ω2
X/S .

On dit que ∇ est intégrable si K(∇) = 0.

Proposition 2.3.8. (1) L’application K(∇) est OX-linéaire 5.
(2) Pour tout i ∈ N, on a (∇i+1 ◦ ∇i)(x ⊗ ω) = ω ∧ K(∇)(x) pour toutes sections x et ω de E et ΩiX/S

respectivement.

Démonstration. (1) Commençons par observer que si a, x et ω sont des sections deOX , E et Ω1
X/S respectivement,

on a

∇1(ax⊗ ω) = ax⊗ dω − ω ∧∇(ax) = ax⊗ dω − ω ∧ (a∇(x) + x⊗ d a) = a∇1(x⊗ ω)− x⊗ (ω ∧ d a)

On a donc

K(∇)(ax) = ∇1(a∇(x) + x⊗ d a) = aK(∇)(x)−∇(x) ∧ d a+ x⊗ d2 a− d a ∧∇(x)

comme d2 a = 0 et d a ∧∇(x) = −∇(x) ∧ d a, on trouve K(∇)(ax) = aK(∇)(x), ce qu’on voulait.

(2) Si ∇(x) =
r∑

k=1

xk ⊗ d ak, on a K(∇)(x) = −
r∑

k=1

d ak ∧∇(xk) et

∇i+1(ω ∧∇(x)) =
r∑

k=1

∇i+1(xk ⊗ ω ∧ d ak) =
r∑

k=1

(
xk ⊗ d(ω ∧ d ak) + (−1)i+1ω ∧ d ak ∧∇(xk)

)
=

r∑
k=1

xk ⊗ dω ∧ d ak + (−1)i+1ω ∧
r∑

k=1

d ak ∧∇(xk)

= dω ∧∇(x) + (−1)iω ∧K(∇)(x)

5. Alors que ni ∇ ni ∇1 ne le sont.
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de sorte que

(∇i+1 ◦ ∇i)(x⊗ ω) = ∇i+1

(
x⊗ dω + (−1)iω ∧∇(x)

)
= x⊗ d2 ω + (−1)i+1 dω ∧∇(x) + (−1)i

(
dω ∧∇(x) + (−1)iω ∧K(∇)(x)

)
= ω ∧K(∇)(x)

parce que d2 ω = 0. �

Remarque 2.3.9. (1) En particulier, ∇ est intégrable si et seulement si ∇i+1 ◦ ∇i = 0 pour tout i ∈ N,
c’est-à-dire si et seulement si

E ⊗OX Ω•X/S : 0→ E
∇−→ E ⊗OX Ω1

X/S
∇1−−→ E ⊗OX Ω2

X/S
∇2−−→ · · ·

est un complexe (le complexe de de Rham à coefficients dans E ).
(2) La courbure mesure le défaut de commutation de ∇ (vue comme application DerOS (OX)→ EndOX (E ))

aux crochets de Lie. En effet, si D1 et D2 sont des sections de DerOS (OX), on a

[∇(D1),∇(D2)] = ∇([D1, D2]) + (D1 ∧D2)(K(∇))

où (D1 ∧D2)(K(∇)) est le composé E
K(∇)−−−→ E ⊗OX Ω2

X/S

D1∧D2−−−−−→ E ⊗OX OX ' E (cf [9, 1.0.5]).

Exemple 2.3.10. Plaçons-nous sous les hypothèses de l’exemple 2.1.1. Il existe θ1, . . . , θd ∈ End f−1(OS)(E ) tels

que ∇(x) =
r∑

k=1

θi(x)⊗ dxi pour toute section x de E (cf exemple 2.3.4). D’après le calcul fait lors de la preuve

de la proposition 2.3.8, on a

K(∇)(x) = −
d∑
i=1

dxi ∧∇(θi(x)) = −
∑

1≤i,j≤d

dxi ∧ θj(θi(x))⊗ dxj =
∑

1≤i<j≤d

[θi, θj ](x)⊗ dxi ∧ dxj

ce qui prouve que ∇ est intégrable si et seulement si les endomorphismes θ1, . . . , θd commutent deux à deux.

Pour n ∈ N, on note P (n)
X/S(2) le n-ième voisinage infinitésimal de la diagonale dans X ×S X ×S X. Les

morphismes de projection
X X ×S Xpr2oo

pr1oo
X ×S X ×S Xpr2,3oo

pr1,3oo
pr1,2oo

induisent des applications

X P
(n)
X/Spr

(n)
2

oo
pr

(n)
1

oo
P

(n)
X/S(2)

pr
(n)
2,3

oo
pr

(n)
1,3

oo
pr

(n)
1,2

oo

Définition 2.3.11. Une stratification sur E est une famille d’isomorphismes

εn : P
(n)
X/S ⊗OX E

∼→E ⊗OX P
(n)
X/S

(i.e. εn : pr
(n)∗
2 E

∼→ pr
(n)∗
1 E ) indexée par n ∈ N telle que :

(1) εn est P
(n)
X/S-linéaire ;

(2) si m ≤ n, alors εn induit εm via la restriction P
(n)
X/S →P

(m)
X/S ;

(3) ε0 = IdE ;
(4) on a la condition de cocycle pr

(n)∗
1,3 (εn) = pr

(n)∗
1,2 (εn) ◦ pr(n)∗

2,3 (εn).

Remarque 2.3.12. (1) Une donnée de descente pour le faisceau E sur X relativement au morphisme f : X →
S est un isomorphisme ϕ : pr∗1 E

∼→ pr∗2 E satisfaisant la condition de cocycle pr∗3,1(ϕ) = pr∗3,2(ϕ) ◦ pr∗2,1(ϕ).
La donnée d’une stratification s’apparente donc à celle d’une donnée de descente infinitésimale.

(2) La condition de cocycle (4) se traduit par le fait que le diagramme suivant commute pour tout n ∈ N :

pr∗1,3 pr
∗
2 E

pr∗1,3(εn)
// pr∗1,3 pr

∗
1 E

π∗3E π∗1E

pr∗2,3 pr
∗
2 E

pr∗2,3(εn) ((

pr∗1,2 pr
∗
1 E

pr∗2,3 pr
∗
1 E π∗2E pr∗1,2 pr

∗
2 E

pr∗1,2(εn)

66

en posant

π1 = pr1 ◦ pr1,3 = pr1 ◦ pr1,2
π2 = pr2 ◦ pr1,2 = pr1 ◦ pr2,3
π3 = pr2 ◦ pr2,3 = pr2 ◦ pr1,3 .
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(3) Soit ∇ : E → E ⊗OX Ω1
X/S une connexion, et ε : P

(1)
X/S ⊗OX E

∼→E ⊗OX P
(1)
X/S l’isomorphisme associé (cf

proposition 2.3.5). Si x est une section de E , écrivons ∇(x) =
r∑

k=1

xk ⊗ d ak. D’après la remarque 2.3.6, on

a ε(1⊗x) = x⊗1+∇(x). En voyant P
(1)
X/S comme un quotient de OX ⊗f−1(OS)OX , et donc P

(1)
X/S⊗OX E

et E ⊗OX P
(1)
X/S comme des quotients de OX ⊗f−1(OS) E et de E ⊗f−1(OS)OX respectivement, cette égalité

se réécrit

ε(1⊗ x) ≡ x⊗ 1 +

r∑
k=1

(xk ⊗ ak − akxk ⊗ 1).

Il en résulte qu’on a

p
(1)∗
1,3 (ε)(1⊗ 1⊗ x) ≡ x⊗ 1⊗ 1 +

r∑
k=1

(xk ⊗ 1⊗ ak − akxk ⊗ 1⊗ 1)

p
(1)∗
2,3 (ε)(1⊗ 1⊗ x) ≡ 1⊗ x⊗ 1 +

r∑
k=1

(1⊗ xk ⊗ ak − akxk ⊗ 1⊗ 1)

p
(1)∗
1,2 (ε)(1⊗ x⊗ 1) ≡ x⊗ 1⊗ 1 +

r∑
k=1

(xk ⊗ ak ⊗ 1− akxk ⊗ 1⊗ 1)

Il en résulte que

(
p

(1)∗
1,2 (ε) ◦ p(1)∗

2,3 (ε)
)
(1⊗ 1⊗ x) ≡ p(1)∗

1,2 (ε)
(

1⊗ x⊗ 1 +

r∑
k=1

(1⊗ xk ⊗ ak − akxk ⊗ 1⊗ 1)
)

≡ x⊗ 1⊗ 1 +

r∑
k=1

(xk ⊗ ak ⊗ 1− akxk ⊗ 1⊗ 1) +

r∑
k=1

(xk ⊗ 1⊗ ak +∇(xk)⊗ ak − akxk ⊗ 1⊗ 1−∇(akxk)⊗ 1)

≡ p(1)∗
1,3 (ε)(1⊗ 1⊗ x) +

r∑
k=1

(∇(xk)⊗ ak − ak∇(xk)⊗ 1)

(parce que xk⊗ak⊗ 1−akxk⊗ 1⊗ 1 = (xk⊗d ak)⊗ 1 pour tout k ∈ {1, . . . , r}). Si la condition de cocycle

pr
(1)∗
1,3 (ε) = pr

(1)∗
1,2 (ε) ◦ pr(1)∗

2,3 (ε)

est vérifiée, alors
r∑

k=1

(∇(xk)⊗ ak − ak∇(xk)⊗ 1) ≡ 0

dont l’image dans E ⊗OX Ω2
X/s n’est autre que K(∇)(x), et la connexion ∇ est intégrable.

(4) Supposons f : X → S lisse. En reprenant les notations de l’exemple 2.3.10, le calcul qui précède montre
que 6

pr
(1)∗
1,2 (ε) ◦ pr(1)∗

2,3 (ε)(x)− pr
(1)∗
1,3 (ε)(x) ≡

d∑
j=1

∇(θj(x))⊗ dxj

≡
∑

1≤i,j≤d

θj(θi(x))⊗ dxi ⊗ dxj

≡
∑

1≤i<j≤d

[θi, θj ](x)⊗ dxi ⊗ dxj

de sorte que si la connexion ∇ est intégrable, alors la condition de cocycle est vérifiée : la réciproque de (3)
est donc valide lorsque f : X → S est lisse. En particulier, la donnée d’une connexion intégrable correspond
à celle d’une donnée de descente infinitésimale d’ordre 1, bien sûr plus faible, en général, que celle d’une
stratification.

2.4. Le site infinitesimal. Le site infinitésimal et ses variantes ont été introduits par Grothendieck pour
revisiter la cohomologie de de Rham à la lumière du calcul différentiel schématique tel qu’on l’a sommairement
présenté ci-dessus. Par définition, il englobe tous les épaississements infinitésimaux des ouverts d’un schéma :
c’est un cadre naturel pour considérer la cohomologie de de Rham de ces derniers « simultanément ». Cela dit,

6. L’image de d z ⊗ d z dans P
(2)
X/S

est nulle : avec z = x + y, cela implique que l’image de dx ⊗ d y + d y ⊗ dx dans P
(2)
X/S

est

nulle.
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il ne se comporte bien qu’en 7 caractéristique 0 : le site cristallin (et la cohomologie afférente) est un raffinement
visant à corriger ses défauts en caractéristique p.

Définition 2.4.1. ([7, §4]). Soit f : X → S un morphisme de schémas. Le site infinitésimal de X/S est le site
Inf(X/S) dont :
• les objets sont les S-épaississements (U ↪−→p T ) définis par un faisceau d’idéaux nilpotent 8, où U ⊂ X est un
ouvert de Zariski ;
• un morphisme entre deux objets (U ↪−→p T ) et (U ′ ↪−→p T ′) est un carré commutatif (dans la catégorie des S-
schémas) :

U
� � //|� _

©
��

T

u��
U ′ �
� //| T ′

où U ⊂ U ′ est un ouvert de Zariski ;
• une famille

(
(Ui ↪−→p Ti) → (U ↪−→p T )

)
i∈I (donnée par des S-morphismes ui : Ti → T ) est couvrante si chaque ui

est une immersion ouverte et T =
⋃
i∈I

ui(Ti).

On note (X/S)inf le topos associé.
Le site stratifié est le site dont la catégorie sous-jacente est la sous-catégorie pleine de Inf(X/S) constituée des
immersions (U ↪−→p T ) admettant localement une rétraction T → X (avec la topologie induite). On note (X/S)strat

le topos associé. Lorsque f : X → S est lisse on a bien sûr Inf(X/S) = Strat(X/S).

2.4.2. Description des objets de (X/S)cris. Soit F ∈ (X/S)inf . Si (U ↪−→p T ) ∈ Inf(X/S) et T ′ ↪−→◦ T est une im-
mersion ouverte, U ′ = U ∩ T ′ = U ×T T ′, on dispose du morphisme (U ′ ↪−→p T ′) → (U ↪−→p T ) dans Inf(X/S), et de
l’application

F (U ↪−→p T )→ F (U ′ ↪−→p T ′),

Proposition 2.4.3. (0) T ′ 7→ F (U′ ↪−→p T ′) définit un faisceau FT := F(U↪→T ) sur TZar ;

(1) si u : (U2 ↪−→p T2)→ (U1 ↪−→p T1) est un morphisme dans Inf(X/S), on a un morphisme

ρu : u−1FT1 → FT2

qui est un isomorphisme lorsque u est une immersion ouverte ;
(2) si en outre v : (U3 ↪−→p T3)→ (U2 ↪−→p T2) est un morphisme dans Inf(X/S), on a le diagramme commutatif :

v−1u−1FT1

v−1(ρu)// v−1FT2

ρv // FT3

(u ◦ v)−1FT1

ρu◦v

55

(3) la donnée de F équivaut à celle d’une famille de faisceaux de Zariski
{
FT

}
(U↪→T )∈Inf(X/S)

satisfaisant les
conditions (1) et (2).

Exemple 2.4.4. • Le faisceau structural OX/S défini par (OX/S)T = OT . En particulier, (X/S)inf est un topos
annelé.
• Le faisceau des différentielles Ω1

X/S défini par Ω1
X/S(U ↪−→p T ) = Γ(T,I /I 2) et ses puissances extérieures.

• Si G ∈ XZar, on dispose de G défini par G (f : U ↪−→p T ) = f∗G .

Définition 2.4.5. On dit de F ∈ (X/S)inf que c’est un cristal si pour tout u : (U2 ↪−→p T2) → (U1 ↪−→p T1) dans
Inf(X/S), le morphisme

ρu : u−1FT1
→ FT2

est un isomorphisme.

Exemple 2.4.6. Le faisceau structural OX/S est un cristal.

Proposition 2.4.7. (cf [2, Proposition 2.11]). Supposons f : X → S lisse et soit E un OX-module. Les données
suivantes sont équivalentes :

(1) Une stratification sur E .

7. La raison en est que, pour prouver l’exactitude du complexe de Rham, il faut une sorte de lemme de Poincaré, dont la preuve
requiert l’intégration et donc l’existence de certaines « puissances divisées » (cf paragraphe 3.1), qui existent en caractéristique 0

mais pas toujours en caractéristique p.
8. Cela implique que U → T est un homéomorphisme.
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(2) Un système compatible d’applications OX-linéaires à droite

θn : E → E ⊗OX P
(n)
X/S

tel que θ0 = IdE et que pour tout m,n ∈ N, le diagramme

E ⊗OX P
(m+n)
X/S

Id⊗δm,n // E ⊗OX P
(m)
X/S ⊗OX P

(n)
X/S

E

θm+n

OO

θn // E ⊗OX P
(n)
X/S

θm⊗Id
P

(n)
X/S

OO

commute (condition de cocycle).
(3) Un homomorphisme de OX-algèbres D iffX/S(OX ,OX)→ D iffX/S(E ,E ).
(4) Un cristal (ET )T ∈ (X/S)inf .

Démonstration. • Soit (εn)n∈N une stratification sur E . Soit (U ↪−→p T ) ∈ Inf(X/S) un épaississement nilpotent
d’ordre n ∈ N. S’il existe une rétraction g1 : T → X, posons ET = g∗1E . Si g2 → T → X est une autre rétraction,
alors le morphisme g = (g1, g2) : T → X ×S X se factorise via le voisinage infinitésimal P (n)

X/S (puisque g1 et g2

coïncident modulo un idéal dont la puissance n-ième est nulle). L’isomorphisme ε : pr
(n)∗
2 E

∼→ pr
(n)∗
1 E tiré par g

fournit un isomorphisme

g∗2E ' g∗pr(n)∗
2 E

g∗(εn)−−−−→ g∗pr
(n)∗
1 E ' g∗1E

De sorte que ET est indépendant, à isomorphisme près, du choix de la rétraction. Si u : (U2 ↪−→p T2) → (U1 ↪−→p T1)
appartient à Inf(X/S) est compatible aux restrictions, on en déduit un isomorphisme

ρu : u−1ET1
→ ET2

La condition de cocycle (2.3.11 (4)) implique que les diagrammes 2.4.3 (2) commutent, et permet la construction
des faisceaux ET sans l’hypothèse de l’existence d’une rétraction globalement, mais seulement localement (ce qui
est le cas grâce à l’hypothèse de lissité de f : X → S). On en déduit un cristal (ET )U↪→T∈Inf(X/S).
• Réciproquement, soit (ET )U↪→T∈Inf(X/S) un cristal. Posons E = EX . Si n ∈ N et i ∈ {1, 2}, on dispose du

morphisme pri : (X ↪−→p P (n)
X/S) → (X = X) et donc d’un isomorphisme ρpri : pr∗1 E

∼→E
P

(n)

X/S

. On en déduit un

isomorphisme
εn = ρ−1

pr1
◦ ρpr2 : pr∗2 E → E

P
(n)

X/S

← pr∗1 E

La famille (εn)n∈N est alors une stratification sur E .
• Si (εn)n∈N une stratification sur E , et n ∈ N, on pose

θn : εn ◦ (d
(n)
X/S ⊗ Id) : E →P

(n)
X/S ⊗OX E → E ⊗OX P

(n)
X/S

La condition de cocycle implique la commutativité des diagrammes

P
(m)
X/S ⊗OX P

(n)
X/S ⊗OX E

δ∗m,n(εm+n)
//

Id⊗εn ��

E ⊗OX P
(m)
X/S ⊗OX P

(n)
X/S

P
(m)
X/S ⊗OX E ⊗OX P

(n)
X/S

εm⊗Id

22

impliquant les conditions 2.4.7 (2).
• Étant donné un système (θn)n∈N comme en (3), et h : OX → OX un opérateur différentiel d’ordre ≤ n, de
linéarisation h : P

(n)
X/S → OX , on pose

∇(h) = (Id⊗h) ◦ θn : E → E ⊗OX P
(n)
X/S → E

On en déduit une application additive

D iffX/S(OX ,OX)→ D iffX/S(E ,E ).

La relation de cocycle équivaut au fait que c’est un morphisme d’anneaux. �

Définition 2.4.8. (Linéarisation des opérateurs différentiels) Soit E un OX -module. On note L• E le système
projectif (P

(n)
X/S ⊗OX E )n∈N. Il est muni d’une stratification canonique définie de la façon suivante. On part de

l’application

τ : OX ⊗f−1(OS) E → E ⊗f−1(OS) OX
a⊗ x 7→ x⊗ a.
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On dispose de l’identification

OX ⊗f−1(OS) E ⊗f−1(OS) OX ' (OX ⊗f−1(OS) E )⊗OX (OX ⊗f−1(OS) OX)

b⊗ x⊗ c 7→ b⊗ x⊗ 1⊗ c = 1⊗ x⊗ b⊗ c
et donc de l’application :

OX ⊗f−1(OS) E
τ−→ E ⊗f−1(OS) OX

incl−−→ (OX ⊗f−1(OS) E )⊗OX (OX ⊗f−1(OS) OX)
a⊗ x 7−→ x⊗ a −→ 1⊗ x⊗ a = 1⊗ x⊗ 1⊗ a

ce qui fournit des applications εn : Ln E → Ln E ⊗OX P
(n)
X/S .

Si h : F → G est un opérateur différentiel, on a une application OX -linéaire horizontale (i.e. compatible aux
stratifications)

L•(h) : L•F → L• G

Théorème 2.4.9. ([2, Theorem 2.15]). Si S est un Q-schéma et f : X → S est lisse, une connexion sur E
s’étend en une stratification si et seulement si elle est intégrable.

Démonstration. Si ∇ s’étend en une stratification, alors on a la relation de cocycle, de sorte que ∇ est intégrable
(cf remarque 2.3.12 (3)). Réciproquement, siK(∇) = 0, on peut étendre ρ1 : D iff 1

X/S(OX ,OX)→ D iff 1
X/S(E ,E )

de façon unique en ρ : D iffX/S(OX ,OX) → D iffX/S(E ,E ). Cela se voit localement, si x!, . . . , xd sont des co-
ordonnées locales, (D1, . . . , Dd) la base duale de (dx1, . . . ,dxd) et θi = ∇

(
∂
∂xi

)
(cf exemple 2.2.5). Pour tout

n ∈ Nd, on a nécessairement ρ(Dn) = 1
nθ

n1
1 ◦ · · · ◦ θ

nd
d ce qui a bien un sens parce que S est un Q-schéma et

θ1, . . . , θd commutent deux à deux (car K(∇) = 0, cf exemple 2.3.10). �

2.4.10. Cohomologie infinitésimale. Le site Inf(X/S) n’a pas d’objet final en général (on peut toujour épaissir
un épaississement nilpotent). Si F ∈ (X/S)inf , on a

Γ(Inf(X/S),F ) =
{
{sT ∈ F (U ↪−→p T )}U↪→T∈Inf(X/S)

∣∣∣ (∀u : (U2 ↪−→p T2)→ (U1 ↪−→p T1)) ρu(sT1
) = sT2

}
Mentionnons que le site Inf(X/S) a assez de points (parce que c’est le cas des sites TZar), et que les catégories
des faisceaux de groupes abéliens et de OX/S-modules ont assez d’injectifs. La cohomologie se définit comme
d’habitude :

Hi((X/S)inf ,F ) := RiΓ(Inf(X/S),F ).

Théorème 2.4.11. (1) ([7, Theorem 4.1]). Si S est de caractéristique 0 et f : X → S lisse, on a un isomor-
phisme canonique 9

Hi((X/S)inf ,OX/S) ' HidR(X/S).

(2) ([7, §5.3]). Si X ↪−→p X ′ est un épaississement nilpotent, on a un isomorphisme canonique

Hi((X/S)inf ,OX/S) ' Hi((X ′/S)inf ,OX′/S)

3. Le site cristallin

3.1. Puissances divisées. Dans tout ce qui suit, « anneau » signifie anneau commutatif et unitaire.

Définition 3.1.1. (cf [2, Definition 3.1]). Soient A un anneau et I ⊂ A un idéal. Une structure à puissances
divisées sur I est une famille d’applications

γ = (γn : I → A)n∈N

telle que pour tout x, y ∈ I et n,m ∈ N, on ait :
(i) γ0(x) = 1, γ1(x) = x et γn(x) ∈ I pour n ∈ N>0 ;
(ii) γn(x+ y) =

∑n
k=0 γi(x)γn−k(y) ;

(iii) γn(ax) = anγn(x) pour tout a ∈ A ;
(iv) γn(x)γm(x) =

(
n+m
n

)
γn+m(x) ;

(v) γn(γm(x)) = (nm)!
n!(m!)n γnm(x).

On dit aussi que (I, γ) est un idéal à puissances divisées.

Remarque 3.1.2. (1) Lorsque qu’il n’y a pas d’ambiguité sur la structure à puissances divisées, on note
souvent x[n] au lieu de γn(x).

(2) D’après (iii), on a γn(0) = 0 pour tout n ∈ N>0.
(3) Une petite récurrence utilisant (iv) implique que n!γn(x) = xn pour tout n ∈ N, de sorte que la famille γn

a formellement les propriétés de x 7→ xn

n! . En particulier, si A est de caractéristique 0 (resp. une Q-algèbre),
alors tout idéal admet au plus une (resp. une unique) structure à puissances divisées.

(4) Si N1A = 0, on a xN = n!γN (x) = 0, ce qui implique que I est un nil-idéal. Si en outre I est de type fini,
il est donc nilpotent.

9. Permet de calculer la cohomologie de de Rham sans formes différentielles !
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(5) Si N1A = 0 et (N − 1)! ∈ A×, et si I ⊂ A est un idéal tel que IN = 0, alors on obtient une structure à
puissances divisées sur I en posant γn(x) = xn

n! si n < N et γn(x) = 0 si n ≥ N .
5/03/2018

Exemple 3.1.3. (1) Si A est un anneau de valuation discrète 10 de caractéristique mixte (0, p) d’indice de
ramification absolu e, son ideal maximal a une (unique) structure à puissances divisées si et seulement si e < p.
En effet, si π ∈ A est une uniformisante, on a p = uπe avec u ∈ A×. On a une structure à puissances divisées si
et seulement si n! divise πn et πn

n! ∈ πA i.e. vπ(n!) < n pour tout n ∈ N>0. Comme vπ(n!) = evp(n!) = en−s(n)
p−1

(où s(n) désigne la somme des chiffres de l’écriture de n en base p), cela équivaut à e
(
1− s(n)

n

)
< p− 1 pour tout

n ∈ N>0. Comme lim inf
n→∞

s(n)
n = 0, c’est équivalent à e ≤ p− 1.

(2) Avec les notations qui précèdent, posons Ak = A/〈πk〉 pour k ∈ N>0. Si e < p, on peut munir l’idéal πAk des
puissances divisées déduites de l’unique structure de puissances divisées sur πA (on parle alors de la structure à
puissances divisées canonique). Cela dit, il existe en général d’autres structures de puissances divisées sur πAk
(par exemple la structure mentionnée dans la remarque 3.1.2 (5) lorsque k ≤ p, et ce sans condition sur e).
(3) Si A est un anneau, Λ un ensemble et {Tλ}λ∈Λ des indéterminées, on définit l’algèbre des polynômes à

puissances divisées A〈Tλ〉λ∈Λ comme étant le A-module
∞⊕
n=0

Γn où Γn est le A-module libre de base{ ∏
λ∈Λ

T
[nλ]
λ

}
(nλ)λ∈Λ∈N(Λ)∑
λ∈Λ

nλ=n

et où la structure d’algèbre est donnée par T [n]
λ T

[m]
λ =

(
n+m
n

)
T

[n+m]
λ . L’idéal I =

∞⊕
n=1

Γn est muni d’une unique

structure à puissances divisées γ telle que γn(Tλ) = T
[n]
λ pour tout λ ∈ Λ et n ∈ N.

(4) Si A est de caractéristique p et I ⊂ A a une structure de puissances divisées, on a I(p) = 0, mais la réciproque
est fausse : si k est un anneau de caractéristique p, A = k[x1, . . . , x6]/〈xp1, . . . , x

p
6, x1x2 + x3x4 + x5x6〉 et 11

I = 〈x1, . . . , x6〉 (cf [2, Example 3.2.4]).

Lemme 3.1.4. (cf [11, Tag 07GS]). Soient p un nombre premier, A une Z(p)-algèbre et I ⊂ A un idéal. Deux
structures à puissances divisées γ, γ′ sur I sont égales si et seulement si γp = γ′p. En outre, si δ : I → I est une
application telle que

(a) (∀x ∈ I) p!δ(x) = xp ;
(b) (∀a ∈ A) (∀x ∈ I) δ(ax) = apδ(x) ;
(c) (∀x, y ∈ I) δ(x+ y) = δ(x) +

∑p−1
i=1

1
i!(p−i)!x

iyj + δ(y) ;
alors il existe une unique structure à puissances divisées γ sur I telle que γp = δ.

Démonstration. Si p - n, on a γn(x) = 1
nxγn−1(x), et γpm(x) ∈ m!p!m

(pm)! γm(γp(x)) (on a m!p!m

(pm)! ∈ Z×(p)), ce qui
montre l’unicité. Pour la deuxième assertion, si n = a0 + a1p + · · · + arp

r est l’écriture de n en base p, on a
nécessairement

γn(x) = cnx
a0δ(x)a1 · · · δr(x)ar

avec cn = 1
n! (p!)

a1+a2(1+p)+···+ar(1+···+pr−1) ∈ Z×(p) (on vérifie facilement les axiomes de la définition 3.1.1). �

Définition 3.1.5. (cf [2, Definition 3.1]). Un morphisme à puissances divisées entre deux anneaux munis
d’idéaux à puissances divisées (A, I, γ) et (B, J, δ) est un morphisme d’anneaux f : A → B tel que f(I) ⊂ J
et

f(γn(x)) = δn(f(x))

pour tout x ∈ I et tout n ∈ N.

Remarque 3.1.6. (cf [2, Definition 3.4 & Lemma 3.5]). On en déduit les notions de sous-idéal à puissances
divisées et structure à puissances divisées quotient. Plus précisément, si A est un anneau, (I, γ) un idéal à
puissances divisées et J ⊂ A un idéal, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes 12 :

(i) il y a une structure à puissances divisées γ sur I = I(A/J) (nécessairement unique) telle que la surjection
canonique A→ A/J soit un morphisme à puissances divisées ;

10. L’exemple de base est l’anneau des vecteurs de Witt W(k) à coefficients dans un corps k parfait de caractéristique p.
11. Supposons que γ = (γn)n∈N est une structure de puissances divisées sur I. On a γp(x1x2) = xp1γp(x2) = 0 et de même

γp(x3x4) = γp(x5x6) = 0, de sorte que 0 = γp(−x5x6) =
∑p
i=1 γi(x1x2)γp−i(x3x4), i.e.

∑p−1
i=1

1
(p−1)!i

(p−1
i

)
(x1x2)i(x3x4)p−i = 0.

Comme (1 − X)p = 1 − Xp donc (1 − X)p−1 = 1 + X + X2 + · · · + Xp−1 dans Fp[X], on a
(p−1
i

)
≡ (−1)i mod pZ pour tout

i ∈ {1, . . . , p − 1}, donc
∑p−1
i=1

(−1)i

i
(x1x2)i(x3x4)p−i = 0. Comme le morphisme naturel B := k[x1, . . . , x4]/〈xp1, . . . , x

p
4〉 → A est

injectif, l’égalité qui précède est vraie dans B, ce qui n’est pas vu que B est libre sur k, de base (xi11 x
i2
2 x

i3
3 x

i4
4 )0≤i1,i2,i3,i4<p.

12. Si γ existe et x ∈ I a pour image x dans A/J , on a nécessairement γn(x) = γn(x) ce qui montre l’unicité. Si en outre x ∈ J ,
on a x = 0, donc γn(x) = γn(x) = 0 i.e. γn(x) ∈ J soit γn(x) ∈ I ∩ J pour tout n ∈ N>0, ce qui prouve (i)⇒(ii). Réciproquement,
si on (ii) et x ∈ J , il faut montrer que γn(x) ne dépend que de x, i.e. que γn(x) et γn(x+ y) ont même image dans A/J pour tout
y ∈ J , ce qui résulte de la condition (ii) de la définition 3.1.1.
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(ii) I ∩ J est un sous-idéal à puissances divisées de I.

Remarque 3.1.7. Si B est une A-algèbre, (I, γ) un idéal à puissances divisées de B et {xλ}λ∈Λ une famille
génératrice de I comme A-module, alors il existe un unique morphisme à puissances divisées f : A〈Tλ〉λ∈Λ → B
tel que f(Tλ) = xλ pour tout λ ∈ Λ.

Lemme 3.1.8. (cf [2, Lemma 3.7]).
(1) Si (Ak, Ik, γk) est un système inductif d’anneaux à puissances divisées, A = lim−→

k

Ak et I = lim−→
k

Ik, alors il

existe une unique structure à puissances divisées sur I telle que (Ak, Ik, γk)→ (A, I, γ) soit un morphisme
à puissances divisées pour tout k.

(2) Si A est un anneau, B et C deux A-algèbres munies d’idéaux d’augmentation 13 I ⊂ B et J ⊂ C à
puissances divisées γ et δ respectivement. Alors l’idéal K := Ker(B⊗AC → (B/I)⊗A(C/J)) est muni d’une
unique structure de puissances divisées ε telle que (B, I, γ)→ (B⊗A C,K, ε) et (C, J, γ)→ (B⊗A C,K, ε)
soient des morphismes à puissances divisées.

Lemme 3.1.9. (cf [2, Theorem 3.9]). Soient A un anneau et M un A-module. Alors il existe une A-algèbre à
puissances divisées (ΓA(M),Γ+

A (M), γ) et un morphisme A-linéaire ϕ : M → Γ+
A(M) ayant la propriété universelle

suivante : si (B, J, δ) est une A-algèbre à puissances divisées et ψ : M → J une application A-linéaire, alors il
existe un unique morphisme à puissances divisées ψ̃ : ΓA(M)→ B tel que ψ = ψ̃ ◦ ϕ. En outre :

(1) ΓA(M) =
∞⊕
n=0

ΓnA(M) est une A-algèbre graduée telle que Γ0
A(M) = A, Γ1

A(M) = M et Γ+
A (M) =

∞⊕
n=1

ΓnA(M) ;

(2) ΓA′(A
′ ⊗AM) = A′ ⊗A ΓA(M) pour toute A-algèbre A′ ;

(3) ΓA(lim−→
k

Mk) = lim−→
k

ΓA(Mk) ;

(4) ΓA(M1 ⊕M2) = ΓA(M1)⊗A ΓA(M2) ;

(5) le A-module ΓnA(M) est engendré par les éléments de la forme
r∏

k=1

γnk(ϕ(xk)) avec x1, . . . , xr ∈ M et

n1, . . . , nr ∈ N tels que
r∑

k=1

nk = n.

Démonstration. Soit (Tx,n)x∈M,n∈N des indéterminées et G = A[Tx,n]x∈M,n∈N. On note I l’idéal de G engendré
par {

Tx,0 − 1, Tλx,n − λnTx,n, Tx,nTx,m −
(
n+m
n

)
Tx,n+m, Tx+y,n −

n∑
i=0

Tx,iTy,n−i

}
alors ΓA(M) = G/I, muni de la graduation déduite de celle de G et de ϕ : M → G/I défini par ϕ(x) = Tx,1
mod I a la propriété universelle requise (cf [2, Appendix A]). �

Remarque 3.1.10. Lorsque M est libre de base (xλ)λ∈Λ, on a ΓA(M) ' A〈Tλ〉λ∈Λ.

Définition 3.1.11. (cf [2, Definition 3.24]). Soient A un anneau et (I, γ) un idéal à puissances divisées.
(1) Si n ∈ N, on note I [n] l’idéal de A engendré par les éléments de la forme x[n1]

1 · · ·x[nr]
r pour x1, . . . , xr ∈ I

et n1, . . . , nr ∈ N tels que n1 + · · ·+ nr ≥ n. Si n > 0, alors I [n] est un sous-idéal à puissances divisées de
I, qu’on appelle n-ième puissance divisée de I.

(2) On dit que I est PD-nilpotent s’il existe N ∈ N>0 tel que I [N ] = 0. Lorsque c’est le cas, on peut définir des

isomorphismes de groupes exp: I → 1 + I et log : 1 + I → I inverses l’un de l’autre par exp(x) =
∞∑
n=0

x[n]

et log(1 + x) =
∞∑
n=0

(−1)n−1(n− 1)!x[n].

Remarque 3.1.12. (1) Bien entendu, l’idéal I [n] n’est pas engendré par les éléments de la forme x[n1]
1 · · ·x[nr]

r

pour x1, . . . , xr ∈ I et n1, . . . , nr ∈ N tels que n1 + · · · + nr = n en général, et ce même lorsque I est
principal.

(2) On a I [n]I [m] ⊂ I [n+m] pour tous n,m ∈ N.

Lemme 3.1.13. ([2, Proposition 3.12]). Soient A un anneau, (I, γ) et (J, δ) deux idéaux à puissances divisées
de A tels que γ et δ coïncident sur I ∩J . Alors il existe une unique structure à puissances divisées sur I+J pour
laquelle I et J sont des sous-idéaux à puissances divisées.

Définition 3.1.14. ([2, §3.14]) Soient f : A→ B un morphisme d’anneaux et (I, γ) un idéal à puissances divisées
de A.

(1) On dit que γ s’étend à B s’il existe une (nécessairement unique) structure à puissances divisées γ sur IB
telle que f : (A, I, γ)→ (B, IB, γ) soit un morphisme à puissances divisées.

13. I.e. tels que les surjections B → B/I et C → C/J admettent des sections.
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(2) Soit (J, δ) un idéal à puissances divisées de B. On dit que γ et δ sont compatibles si γ s’étend à B en γ et
si γ et δ coïncident sur IB ∩ J .

Remarque 3.1.15. (cf [2, Proposition 3.15]). Si I est principal, alors γ s’étend à tout B.

Toutes les définitions qui précèdent s’étendent sans difficulté aux schémas : on considère alors des schémas à
puissances divisées (S,I , γ) où S est un schéma, I un faisceau d’idéaux sur S et γ un structure à puissance
divisées.

Théorème 3.1.16. (cf [2, Theorem 3.19]). Soient f : A → B un morphisme d’anneaux, (I, γ) un idéal à puis-
sances divisées de A et J ⊂ B un idéal. Le foncteur qui à une A-algèbre C, munie d’un idéal à puissances divisées
(K, δ) telle que δ soit compatible à γ, associe {g ∈ HomA -alg(B,C) | g(J) ⊂ K} est représentable par un triplet
(DB,γ(J), J , γ) appelé l’enveloppe à puissances divisées de J .

A
f //

��

B

��
g

xx
C DB,γ(J)oo

Démonstration. • Cas où f(I) ⊂ J . On dispose de l’anneau à puissances divisées (ΓB(J),Γ+
B (J), [.])) et de

l’application ϕ : J → Γ+
B (J) (cf lemme 3.1.9). Notons Ĵ l’idéal de ΓB(J) engendré par les éléments de la forme

(i) ϕ(x)− x pour 14 x ∈ J ;
(ii) ϕ(f(a))[n] − ϕ(f(γn(a))) pour a ∈ I.

On pose alors
DB,γ(J) := ΓB(J)/Ĵ

On peut montrer (c’est un peu technique) que Ĵ ∩ Γ+
B(J) est un sous-idéal à puissances divisées de Γ+

B(J). Cela
implique que l’image J de Γ+

B(J) dans DB,γ(J) est un idéal muni de puissances divisées γ (induites par [.]). Les
relations (i) impliquent que JDB,γ(J) ⊂ J et les relations (ii) impliquent que γ est compatible à γ.
• Dans le cas général, on pose J1 = J + IB, DB,γ(J) := DB,γ(J1) et on note J ⊂ J 1 le sous-idéal à puissances
divisée engendré par J . �

Notation 3.1.17. Dans tout ce qui suit, on écrit γ = 0 lorsque I = 0 est muni de la structure à puissances
divisées triviale.

Exemple 3.1.18. (cf [2, Remarks 3.20 (5)]). Si M est un A-module, B = Sym•A(M) et J = Sym+
A(M), alors

DB,0(J) = ΓA(M) (cela résulte de la propriété universelle). En particulier, lorsque B = A[T1, . . . , Td] et J =
〈T1, . . . , Td〉 ⊂ B, alors DB,0(J) = A〈T1, . . . , Td〉.

Remarque 3.1.19. (cf [2, Remarks 3.20]).
(1) On a bien sûr DB,γ(J) = DB,γ(J + IB) (par la propriété universelle 15), mais l’idéal J dépend de J .
(2) La B-algèbre DB,γ(J) est engendrée par {x[n]}x∈J

n∈N
, et J par J (comme idéal à puissances divisées).

(3) Le morphisme B → DB,γ(J) induit un isomorphisme B/J ' DB,γ(J)/J si et seulement si γ s’étend à
B/J (cela résulte de la propriété universelle). Cette condition est automatiquement remplie lorsque I est
principal ou IB ⊂ J .

(4) Si γ s’étend à B/J et B → B/J admet une section, on peut oublier la condition de compatibilité 16 à γ.
(5) Si b ⊂ B est un idéal tel que bDB,γ(J) = 0, alors 17 on a DB,γ(J) ' DB/b,γ(J/(J ∩ b)).

Proposition 3.1.20. (cf [2, Remarks 3.20 (8)]). Soit (A, I, γ)→ (A′, I ′, γ′) un morphisme à puissances divisées
surjectif 18, B une A-algèbre, J ⊂ B un idéal, B′ = A′ ⊗A B et J ′ = JB′ ⊂ B′. Alors le morphisme naturel

A′ ⊗A DB,γ(J)→ DB′,γ′(J
′)

est un isomorphisme.

14. On a x ∈ B = Γ0
B(J) et ϕ(x) ∈ Γ1

B(J).
15. Ça se voit aussi par la construction.
16. En effet, les puissances divisées sur J γ ⊂ DB,γ(J) sont compatibles aux puissances divisées canoniques sur l’idéal nul dans A :

on en déduit un morphisme canonique DB,0(J) → DB,γ(J) (par la propriété universelle). Ce dernier n’est autre que le morphisme
ΓB(J)/Ĵ0 → ΓB(J)/Ĵγ où Ĵ0 est l’idéal engendré par {ϕ(x)−x}x∈J et Ĵγ est l’idéal engendré par Ĵ0 et {ϕ(f(a))[n]−ϕ(f(γn(a)))} a∈I

n∈N
,

ce qui implique qu’il est surjectif. Si γ désigne une extension de γ à B/J , la section B/J → B → DB,0(J) de DB,0(J)/J 0 ' B/J

permet d’écrire DB,0(J) = (B/J) ⊕ J 0, de sorte que γ s’étend à DB,0(J). Par la propriété universelle, on en déduit un morphisme
DB,γ(J)→ DB,0(J) inverse du précédent.
17. En effet, si C est une A-algèbre munie d’un idéal K à puissances divisées δ compatibles à γ, et g : B → C un morphisme de

A-algèbres tel que g(J) ⊂ K, alors g se factorise de façon unique à travers le morphisme B → DB,γ(J). Comme bDB,γ(J) = 0,
le morphisme g se factorise en g : B/b → C et g(J/(J ∩ b)) ⊂ K : par la propriété universelle, g se factorise à travers un unique
morphisme DB/b,γ(J/(J ∩ b))→ C, ce qui montre que DB/b,γ(J/(J ∩ b)) a la propriété universelle définissant DB,γ(J).
18. De sorte que Ker(A→ A′) ⊂ I.
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Démonstration. Soit g′ : B′ → C un morphisme de A′-algèbres tel que g′(J ′) ⊂ K où K ⊂ C est un idéal muni
de puissances divisées compatibles à γ′, donc à γ. Le morphisme composé g : B → B′ → C envoie J dans K :
la propriété universelle fournit un unique morphisme de B-algèbres DB,γ(J) → C factorisant g. Comme C est
une B′-algèbre, on en déduit un unique morphisme de B′-algèbres B′ ⊗B DB,γ(J)→ C factorisant g′. Pour voir
que B′ ⊗B DB,γ(J) ' A′ ⊗A DB,γ(J) a la propriété universelle de DB′,γ′(J

′) (et donc lui est isomorphe comme
B′-algèbre à puissances divisées), il reste à voir que l’image de J dans A′ ⊗A DB,γ(J) est munie de puissances
divisées compatibles à γ′ i.e. à γ. Il suffit de montrer que J ∩ Ker(DB,γ(J)→ A′ ⊗A DB,γ(J)) est un sous-idéal
à puissances divisées de J . Mais si a = Ker(A→ A′), on a Ker(DB,γ(J)→ A′ ⊗A DB,γ(J)) = aDB,γ(J). Comme
a ⊂ I, cela résulte de la compatibilité des puissances divisées avec γ. �

Exemple 3.1.21. Si k est un corps parfait de caractéristique p et n ≥ m des entiers, on a un morphisme à
puissances divisées surjectif Wn(k)→Wm(k) (où 〈p〉 est muni de sa structure à puissances divisées canonique) :
on voit dans ce cas que l’enveloppe à puissances divisées est compatible à la reduction modulo pm.

Proposition 3.1.22. ([2, Proposition 3.21]). Avec les notation du théorème 3.1.16, si B′ est une B-algèbre, on
a un morphisme naturel B′ ⊗B DB,γ(J) → DB′,γ(JB′). C’est un isomorphisme lorsque B → B′ est plat. Cela
implique en particulier que la construction de l’enveloppe à puissances divisées se faisceautise.

Démonstration. On a un homomorphisme naturel de B-algèbres DB,γ(J) → DB′,γ(JB′) (par la propriété uni-
verselle, comme dans la preuve précédente). Comme DB′,γ(JB′) est une B′-algèbre, on en déduit un morphisme
de B′-algèbres

B′ ⊗B DB,γ(J)→ DB′,γ(JB′).

Supposons B → B′ plat : on a J ⊗B B′ ' JB′, donc ΓB′(JB
′) ' ΓB(J) ⊗B B′ (cf lemme 3.1.9 (2)). Avec les

notations de la preuve du théorème 3.1.16, on a

Ĵ ′ = ĴΓB′(JB
′) ' Ĵ(ΓB(J)⊗B B′) = Ĵ ⊗B B′

de sorte que le morphisme naturel

DB,γ(J)⊗B B′ = (ΓB(J)/Ĵ)⊗B B′ → ΓB′(JB
′)/Ĵ ′ → DB′,γ(JB′)

est un isomorphisme. �

Exemple 3.1.23. Si (A, I, γ) est un idéal à puissances divisées, et S ⊂ A une partie multiplicative, alors
la localisation (S−1A,S−1I) est munie canoniquement de puissances divisées (encore notées γ) telles que le
morphisme (A, I, γ) → (S−1A,S−1I, γ) soit à puissances divisées. On a bien sûr γn(x/s) = γn(x)/sn pour tous
n ∈ N, x ∈ I et s ∈ S.
Corollaire 3.1.24. ([2, Corollaries 3.22 & 3.23]) On conserve les notations du théorème 3.1.16.

(1) Si f : A→ B est plat, alors γ s’étend à B.
(2) Le morphisme B ⊗Z Q→ DB,γ(J)⊗Z Q est un isomorphisme 19.

On fixe désormais un schéma à puissances divisées (S,I , γ) (par exemple S = Spec(Wn(k)) où k est un corps
parfait de caractéristique p avec I = 〈p〉 muni de sa structure à puissances divisées canonique).

Proposition 3.1.25. ([2, Proposition 3.30]) Soient X un S-schéma, B une OX-algèbre quasi-cohérente et J ⊂
B un idéal quasi-cohérent. Alors DB,γ(J ) est quasi-cohérent.

Définition 3.1.26. (1) Une immersion à puissances divisées est une S-immersion fermée X
##
� � //| X ′

zz
S

définie

par un idéal à puissances divisées compatible à γ. On dit aussi que X → X ′ est un épaississement à puissances
divisées.
(2) Soit i : X ↪−→p Y une immersion fermée de S-schémas définie par un faisceau d’idéaux J . On pose

DX,γ(Y ) = DOY ,γ(J ) et DX,γ(Y ) = SpecY (DX,γ(Y )).

Si γ s’étend à X (i.e. à OX), alors DX,γ(Y )/J ' OX (cf remarque 3.1.19), de sorte que i se factorise à travers

l’immersion fermée X ↪−→p DX,γ(Y ), qui est définie par l’idéal à puissances divisées J : c’est une immersion à
puissances divisées. Cette dernière jouit de la propriété universelle suivante. Pour tout épaississement à puissances
divisées i′ : X ′ ↪−→p Y ′ (compatible à γ) s’insérant dans le diagramme commutatif suivant

X ′
� � //| i

′

��

Y ′

��

yy
DX,γ(Y )

%%
X
� � //| i
+ �
99

�

&&

Y

xx
S

19. Car B → B ⊗Z Q est plat.
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(dans la catégorie des S-schémas) il existe une unique flèche en pointillés. Si n ∈ N, on pose

D
(n)
X,γ(Y ) = DX,γ(Y )/J [n+1]

et D(n)
X,γ(Y ) = SpecY (D

(n)
X,γ(Y )). Ce dernier s’appelle le n-ième voisinage à puissances divisées de X dans Y .

(3) Si NOY = 0 avec N ∈ N>0, le point (2) se généralise au cas où X est seulement localement fermé dans Y ,
en remplaçant Y par un ouvert dans lequel X est fermé. En effet, l’idéal J est alors un nil-idéal, de sorte que
les espaces topologiques sous-jacents à X, DX,γ(Y ) et D(n)

X,γ(Y ) sont les mêmes.

Exemple 3.1.27. (cf [2, Proposition 3.22]). Supposons que i : X ↪→ Y soit une immersion de S-schémas lisses
sur S, et qu’il existe N ∈ N>1 tel que NOY = 0. Alors DX,γ(Y ) est localement isomorphe 20 à une algèbre de
polynômes à puissances divisées sur OX .

Proposition 3.1.28. (Lemme de Poincaré à puissances divisées : le cas affine, cf [1, V, Lemme 2.1.2]) Soient A
un anneau, d ∈ N et B = A[x1, . . . , xd]. On dispose de la A-algèbre D = A〈x1, . . . , xd〉 =

⊕
n∈Nd

Ax[n] à puissances

divisées pour l’idéal I =
⊕

n∈Nd \{0}
Ax[n] (cf exemple 3.1.3 (3)). On étend la différentielle canonique d: B → Ω1

B/A

en d: D → D ⊗B Ω1
B/A en posant d(γk(x)) = γk−1(x) dx pour tout x ∈ I et k ∈ N>0. Elle induit un complexe

de de Rham à puissances divisées :

D ⊗B Ω•B/A : D
d−→ D ⊗B Ω1

B/A
d−→ D ⊗B Ω2

B/A → · · ·

Ce dernier est une résolution de A, i.e. le complexe 0→ A→ D ⊗B Ω•B/A est acyclique.

Démonstration. Lorsque n = 1, c’est l’exactitude de la suite

0→ A→
∞⊕
n=0

Ax[n] d−→
∞⊕
n=0

Ax[n] ⊗ dx→ 0

où d
( N∑
n=0

anx
[n]
)

=
N−1∑
m=0

am+1x
[m] ⊗ dx (qui n’est autre qu’un décalage). On procède alors par récurrence sur

d : on écrit le complexe D ⊗B Ω•B/A sous la forme K•(ξ1, . . . , ξd). Alors K•(ξ1, . . . , ξd) s’identifie au complexe
simple associé au bicomplexe K•(ξ1, . . . , ξd−1)⊗A K•(xd). Comme K•(ξ1, . . . , ξd−1) est à termes plats sur A et
K•(xd) une résolution de A, il en résulte que K•(ξ1, . . . , ξd) est une résolution de K•(ξ1, . . . , ξd−1), et donc de A
par hypothèse de récurrence 21. �

3.2. Calcul différentiel sur les schémas à puissances divisées. Comme plus haut, on fixe un schéma à
puissances divisées (S,I , γ) (où I est un idéal quasi-cohérent), et f : X → S un morphisme de schémas. Si
m ∈ N, on note X(m)

S le produit fibré de m+ 1 copies de X au-dessus de S. On dispose de l’immersion diagonale
∆: X → X

(m)
S et des m+ 1 projections pri : X

(m)
S → X pour i ∈ {1, . . . ,m+ 1}.

Définition 3.2.1. Supposons que f soit lisse ou qu’il existe N ∈ N>1 tel que NOX = 0 (cf remarque 3.1.26 (3)).
Soit n ∈ N. On dispose des faisceaux DX/S(m) := DX,γ(X

(m)
S ) et D

(n)
X/S(m) := D

(n)
X,γ(X

(m)
S ). On note DX/S(m)

(resp. D(n)
X/S(m)) l’enveloppe à puissances divisées (resp. le n-ième voisinage à puissances divisées) de X dans

X
(m)
S (cf définition 3.1.26). Pour alléger, on note DX/S , D

(n)
X/S , DX/S et D(n)

X/S lorsque m = 1.

Remarque 3.2.2. (1) Si γ s’étend à X, alors DX/S(m) et D(n)
X/S(m) ne dépendent 22 pas de la structure γ (cf

remarque 3.1.19 (4)).
(2) L’application naturelle P

(1)
X/S → D

(1)
X/S est un isomorphisme.

20. En effet, on peut supposer i fermée, de codimension d. L’idéal quasi-cohérent J définissant i est localement engendré par
d sections. Comme NOY = 0, on a JmDX,γ(Y ) = 0 avec m = d(N − 1) + 1, de sorte que DOY ,γ(J ) = DOY /Jm,γ(J /Jm)

(cf remarque 3.1.19 (5)). Comme X → S est lisse, l’application OY /Jm → OX admet localement une section et γ s’étend
localement : d’après la remarque 3.1.19 (4), on peut oublier γ (en donc remplacer I et γ par 0). Si (t1, . . . , td) est une suite
régulière de sections engendrant J , une section de OY /Jm → OX fournit (localement) une application OX [t1, . . . , td] → OY .
Si J0 désigne l’idéal de OX [t1, . . . , td] engendré par {t1, . . . , td}, elle induit un isomorphisme OX [t1, . . . , td]/Jm

0 → OY /Jm,
de sorte que localement, on a DX,γ(Y ) = DOY /Jm,γ(J /Jm) ' DOY /Jm,0(J /Jm) ' DOX [t1,...,td]/Jm

0 ,0(J0/Jm
0 ) '

DOX [t1,...,td],0(J0) ' OX〈t1, . . . , td〉.
21. Explication terre à terre (piquée à Marc-Hubert). L’idée est d’intégrer les formes différentielles en isolant la n-ième variable.

Si donc ω est une forme fermée de degré k, on écrit ω = ω1 ∧ dxd + ω2 où ω1 est de degré k − 1 et ω2 de degré k mais ne faisant
pas intervenir dxd. Écrivons aussi d = d′+ ∂

∂xd
∧ dxd. On a alors 0 = dω = d′ ω1 ∧ dxd + d′ ω2 + (−1)n−1 ∂

∂xd
ω2 ∧ dxd. Cela

implique que d′ ω2 = 0 et d′ ω1 + (−1)n−1 ∂
∂xd

ω2 = 0. Par récurrence, on peut écrire ω2 = d′ η2 (avec η2 de degré k − 1) et donc

d′
(
ω1 + (−1)n−1 ∂

∂xd
η2

)
= 0, ce qui implique qu’il existe η1 de degré k − 2 telle que ω1 + (−1)n−1 ∂

∂xd
η2 = d η1, de sorte que

ω = d(η1 ∧ dxd + η2).
22. Dans ce cas, la notation ne mentionnant pas γ est rigoureuse.
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(3) S’il existe N ∈ N>1 tel que NOX = 0, les espaces topologiques sous-jacents à X, DX/S(m) et D
(n)
X/S(m)

sont les mêmes.

Exemple 3.2.3. Si f : X → S est lisse et NOX = 0 (avec N ∈ N>1), et si x1, . . . , xd sont des coordonnées
locales de X/S, alors DX/S est isomorphe à OX〈ξ1, . . . , ξd〉, où ξi = 1⊗ xi − xi ⊗ 1 pour tout i ∈ {1, . . . , d} (cf
exemple 3.1.27).

On suppose désormais que γ s’étend à X. L’idéal J de DX/S est un idéal d’augmentation à puissances divisées.
Cela implique que DX/S ⊗OX DX/S est une algèbre à puissances divisées (cf lemme 3.1.8 (2)). Le morphisme

δ : OX ⊗f−1(OS) OX → (OX ⊗f−1(OS) OX)⊗OX (OX ⊗f−1(OS) OX)

x⊗ y 7→ x⊗ 1⊗ 1⊗ y

(qui envoie ξ = 1⊗ x− x⊗ 1 sur ξ ⊗ 11 + 11⊗ ξ avec 11 = 1⊗ 1) induit un morphisme à puissances divisées

δ : DX/S → DX/S ⊗OX DX/S

Remarque 3.2.4. Si ξ = 1⊗ x− x⊗ 1 et k ∈ N, on a alors

δ(ξ[k]) = δ(ξ)[k] = (ξ ⊗ 11 + 11⊗ ξ)[k] =

k∑
i=0

ξ[i] ⊗ ξ[k−i]

ce qui montre que δ induit des morphismes

δm,n : D
(m+n)
X/S → D

(m)
X/S ⊗OX D

(n)
X/S

pour tout n,m ∈ N.

L’analogue de la notion de stratification dans ce contexte est le suivant :

Définition 3.2.5. Soit E un OX -module. Une stratification à puissances divisées sur E est une famille d’iso-
morphismes

εn : D
(n)
X/S ⊗OX E

∼→E ⊗OX D
(n)
X/S

indexée par n ∈ N telle que :
(1) εn est D

(n)
X/S-linéaire ;

(2) si m ≤ n, alors εn induit εm via la restriction D
(n)
X/S → D

(m)
X/S ;

(3) ε0 = IdE ;
(4) pour tout m,n ∈ N, le diagramme

D
(m)
X/S ⊗OX D

(n)
X/S ⊗OX E

δ∗m,n(εm+n)
//

Id⊗εn ++
E ⊗OX D

(m)
X/S ⊗OX D

(n)
X/S

D
(m)
X/S ⊗OX E ⊗OX D

(n)
X/S

εm⊗Id
33

est commutatif (condition de cocycle).

Une structure plus forte est la suivante :

Définition 3.2.6. Soit E un OX -module. Une hyper-stratification à puissances divisées sur E est un isomor-
phisme

ε : DX/S ⊗OX E
∼→E ⊗OX DX/S

tel que :
(1) ε est DX/S-linéaire ;
(2) ε induit IdE modulo J ;
(3) le diagramme

DX/S ⊗OX DX/S ⊗OX E
δ∗(ε) //

Id⊗ε ,,
E ⊗OX DX/S ⊗OX DX/S

DX/S ⊗OX E ⊗OX DX/S

ε⊗Id
22

est commutatif (condition de cocycle).

On dispose aussi d’un analogue de la notion d’opérateur différentiel :

Définition 3.2.7. Soient E et F deux OX -modules. Un opérateur différentiel à puissances divisées d’ordre ≤ n
de E dans F est une application OX -linéaire

D
(n)
X/S ⊗OX E → F

(on dispose aussi de la notion « hyper »).
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Remarque 3.2.8. Un opérateur différentiel à puissances divisées h : D
(n)
X/S ⊗OX E → F d’ordre ≤ n induit un

opérateur différentiel 23 h[ : E → F qui s’insert dans le diagramme commutatif :

P
(n)
X/S ⊗OX E // D (n)

X/S ⊗OX E

h

��
E

d
(n)

X/S,E

OO

h[ // F

Contrairement au cas des opérateurs différentiels « classiques », l’application h[ ne détermine pas h, parce que
E n’engendre pas D

(n)
X/S ⊗OXE comme OX -module (contrairement à P

(n)
X/S ⊗OX E ).

On peut composer les opérateurs différentiels à puissances divisées (cf [2, Definition 4.4]), notons que (f ◦g)[ =
f [ ◦ g[. On a un énoncé analogue à la proposition 2.4.7 et au théorème 2.4.9 :

Théorème 3.2.9. (cf [2, Theorem 4.8]). Supposons f : X → S lisse et soit E un OX-module. Les données
suivantes sont équivalentes :

(1) une stratification à puissances divisées (εn)n∈N sur E ;
(2) une famille compatible d’applications OX-linéaires

ρn : PDD iff nX/S(OX ,OX)→ PDD iff nX/S(E ,E )

induisant un homomorphisme d’anneaux 24 ρ : PDD iffX/S(OX ,OX)→ PDD iffX/S(E ,E ) ;
(3) une connexion intégrable ∇ sur E .

Idée de la preuve. Soient (x1, . . . , xd) des coordonnées locales de X/S et ξi = 1⊗ xi− xi⊗ 1 pour i ∈ {1, . . . , d}.
Pour n ∈ N, le OX -module D

(n)
X/S est libre de base (ξ[n])n∈Nd

|n|≤n
où ξ[n] = ξ

[n1]
1 · · · ξ[nd]

d si n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd (cf

exemple 3.2.3). Notons (D[n])n∈Nd

|n|≤n
la base duale dans PDD iff nX/S(OX ,OX) ' HomOX (D

(n)
X/S ,OX). Observons

que si n,m, k ∈ Nd, alors (D[m] ◦D[n])(ξ
[k]) est l’image de ξ[k] par le composé

D
(2n)
X/S

δn,n−−−→ D
(n)
X/S ⊗OX D

(n)
X/S

Id⊗D[n]−−−−−→ D
(n)
X/S

D[m]−−−→ OX .

Comme on a δ(ξ[k]) =
∑

i+j=k

ξ[i]⊗ξ[j], on a (Id⊗D[n])(δ(ξ
[k])) = ξ[k−n], et donc (D[m] ◦D[n])(ξ

[k]) = δk,m+n (sym-

bole de Kronecker), ce qui montre queD[m]◦D[n] = D[m+n]. Cela montre que le OX -module PDD iffX/S(OX ,OX)

est engendré par les opérateurs différentiels à puissances divisées d’ordre ≤ 1, i.e. par (Di)1≤i≤d où Di =
D[(0,...,0,1,0,...,0)] pour i ∈ {1, . . . , d}.
(1)↔ (2) Comme dans le cas « classique », si (εn)n∈N est une stratification à puissances divisées et h : D

(n)
X/S →

OX une opérateur différentiel à puissances divisées d’ordre ≤ n, on définit ρn(h) comme le composé

D
(n)
X/S ⊗OX E

εn−→ E ⊗OX D
(n)
X/S

Id⊗h−−−→ E .

Le point clé (qui requiert une vérification 25) est de montrer que la condition de cocycle équivaut au fait que
ρ est DX/S-linéaire. Réciproquement, si on part des applications (ρn)n∈N, on dispose pour tout n ∈ N d’un
morphisme D

(n)
X/S-linéaire ρn ⊗ Id : HomOX (D

(n)
X/S ,OX) ⊗OX D

(n)
X/S → HomOX (D

(n)
X/S ⊗OX E ,E ) ⊗OX D

(n)
X/S ,

qui s’identifie à un morphisme ρn ⊗ Id : EndOX (D
(n)
X/S) → HomOX (D

(n)
X/S ⊗OX E ,E ⊗OX D

(n)
X/S) : on a alors 26

εn = (ρn ⊗ Id)(Id
D

(n)

X/S

).

(2)↔ (3) Si ∇ : E → E ⊗OX Ω1
X/S est une connexion, on a ∇ =

d∑
i=1

θi ⊗ dxi avec θi = ∇(Di) ∈ End f−1(OS)(E )

pour i ∈ {1, . . . , d}. On a nécessairement 27 ρ(D[n]) = θn1
1 · · · θ

nd
d pour tout n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd (ce qui a bien

un sens parce que les θi commutent deux à deux). Bien entendu, on retrouve ∇ connaissant la famille (ρn)n∈N
car θi = ρ(Di) pour tout i ∈ {1, . . . , n}. �

Supposons, pour le reste de ce paragraphe, que p nilpotent sur S.

23. Ie. une application f−1(OS)-linéaire, cf définition 2.2.1.
24. Où PDDiffX/S(E , E ) = lim−→

n

PDDiff nX/S(E , E ).

25. Qui s’appuie sur la formule zD[n] =
∑

i+j=n

(n
i

)
D[i](z)D[j] qui, par linéarité, se vérifie sur ξ[n] avec z = ξ[m].

26. Cela résulte de l’égalité εn =
∑
|n|≤n

(Id⊗D[n])◦εn⊗ ξ[n] qui est évidente vu que les bases (ξ[n])n∈Nd et (D[n])n∈Nd sont duales

l’une de l’autre.
27. Cf. la formule ρ(Dn) = 1

n!
θn1
1 · · · θ

nd
d de la preuve du théorème 2.4.9 : ici les dénominateurs sont contenus dans la base

(ξ[n])n∈Nd .
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Définition 3.2.10. (cf [2, Definition 4.10]). Supposons f : X → S lisse et soient (x1, . . . , xd) des coordonnées
locales de X/S. Une connexion ∇ : E → E ⊗OX Ω1

X/S est dite quasi-nilpotente si pour tout ouvert U ⊂ X et
toute section x ∈ Γ(U,E ), il existe un recouvrement ouvert (Uλ)λ∈Λ de U et des entiers (ei,λ)1≤i≤d

λ∈Λ
tels que pour

tout i ∈ {1, . . . , d} et tout λ ∈ Λ, on ait ∇
((

∂
∂xi

)[)ei,λ(x|Uλ) = 0.

Remarque 3.2.11. Si pOS = 0, on a
((

∂
∂xi

)[)p ≡ 0 mod p, ce qui implique que les opérateurs
(
∂
∂xi

)[ sont
nilpotents.

Théorème 3.2.12. (cf [2, Theorem 4.12]). Supposons f : X → S lisse, et soit E un OX-module. La donnée
d’une hyperstratification à puissances divisées sur E équivaut à celle d’une connexion intégrable quasi-nilpotente
sur E .

Démonstration. • Soit ε : DX/S ⊗OX E → E ⊗OX DX/S une hyperstratification à puissances divisées. Notons
ρ : HPDD iffX/S(OX ,OX)→ HPDD iffX/S(E ,E ) l’application associée, on dispose de θ = ε ◦ d2,E : E → E ⊗OX
DX/S (on a θ(x) = ε(1⊗ x)). Reprenons les notations de la « preuve » du théorème 3.2.9. Si x est une section de
E , on peut écrire θ(x) =

∑
n∈Nd

xn⊗ξ[n] (somme localement finie). Pour tout n ∈ Nd, on a xn = (Id⊗D[n])(θ(x)) =

ρ(D[n])
[(x), ce qui montre que θ(x) =

∑
n∈Nd

ρ(D[n])
[(x) ⊗ ξ[n]. Comme la somme est localement finie, presque

tous les ρ(D[n])
[(x) sont nuls, ce qui signifie que la connexion associée est quasi-nilpotente.

• Réciproquement, soit ∇ : E → E ⊗OX Ω1
X/S une connexion intégrable et quasi-nilpotente pour un choix de

coordonnées locales (x1, . . . , xd). Pour i ∈ {1, . . . , d}, on dispose de θi = ∇(Di)
[. L’intégrabilité implique que les

θi commutent deux à deux : on peut poser ρ(D[n])
[ = θn1

1 · · · θ
nd
d pour tout n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd. La quasi-

nilpotence signifie que pour toute section x de E , on a ρ(D[n])
[(x) = 0 pour presque tout n ∈ Nd. On peut donc

poser θ(x) =
∑

n∈Nd

ρ(D[n])
[(x)⊗ ξ[n], ce qui définit une application OX -linéaire θ : E → E ⊗OX DX/S qu’on étend

par DX/S-linéarité en ε : DX/S ⊗OX E → E ⊗OX DX/S . La condition de cocycle provient de la commutativité du
diagramme

E
θ //

θ ��

E ⊗OX DX/S

θ⊗Id��
E ⊗OX DX/S

Id⊗δ // E ⊗OX DX/S ⊗OX DX/S

qui résulte des égalités

(θ ⊗ Id)(θ(x)) = (θ ⊗ Id)
( ∑
n∈Nd

ρ(D[n])
[(x)⊗ ξ[n]

)
=

∑
m,n∈Nd

ρ(D[m])
[(x)ρ(D[n])

[(x)⊗ ξ[m] ⊗ ξ[n]

=
∑

m,n∈Nd

ρ(D[m+n])
[(x)⊗ ξ[m] ⊗ ξ[n] =

∑
n∈Nd

ρ(Dn])
[(x)⊗

( ∑
i+j=n

ξ[i] ⊗ ξ[j]
)

=
∑

n∈Nd

ρ(Dn])
[(x)⊗ δ(ξ)[n] = (Id⊗δ)(θ(x))

�

Corollaire 3.2.13. La condition de quasi-nilpotence ne dépend pas du choix des coordonnées locales.

3.3. Site et topos cristallins. Dans tout ce qui suit, on suppose p nilpotent sur S, et on fixe un S-schéma X
sur lequel γ s’étend.

Définition 3.3.1. Le (petit) site cristallin Cris(X/S) est le site dont :
• les objets sont les S-épaississements à puissances divisées (U ↪−→p T, δ) où U ⊂ X est un ouvert de Zariski 28 ;
• un morphisme entre deux objets (U ↪−→p T, δ) et (U ′ ↪−→p T ′, δ′) est un carré commutatif (dans la catégorie des
S-schémas) :

U �
� //|� _

©
��

T

u��
U ′
� � //| T ′

où U ⊂ U ′ est un ouvert de Zariski et u un morphisme à puissances divisées ;
• une famille

(
(Ui ↪−→p Ti, δ)→ (U ↪−→p T, δ)

)
i∈I (donnée par des S-morphismes à puissances divisées ui : Ti → T ) est

couvrante si chaque ui est une immersion ouverte et T =
⋃
i∈I ui(Ti).

On note (X/S)cris le topos associé.

28. Comme p est nilpotent, l’idéal de l’immersion U ↪−→p T est un nil-idéal, ce qui implique que U → T est un homéomorphisme.
Rappelons en outre (cf définition 3.1.26 (1)) que cela implique que les puissances divisées sur l’idéal définissant l’immersion fermée

U ↪−→p T sont compatibles à γ.
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Remarque 3.3.2. (1) Grâce à l’hypothèse que γ s’étend à X, on a (U = U, 0) ∈ Cris(X/S) pour tout ouvert
U ⊂ X (parce que γ est compatible à la structure à puissances divisées 0 sur l’idéal nul de OU ).

(2) Le site (X/S)cris n’a pas d’objet final en général. Soient n ∈ N>0 et k un corps parfait de caractéristique
p. Posons S = Spec(W/pnW ) (où W = W(k) est l’anneau des vecteurs de Witt muni de sa structure à
puissances divisées canonique). Supposons en outre X = Spec(A) affine. Si (U0 ↪−→p T0) est un objet final,
il existe un unique morphisme (X = X) → (U0 ↪−→p T0), ce qui implique que U0 = X. Comme X → T0

est entier, le schéma T0 est affine (cf [11, Tag 05YU]) : écrivons T0 = Spec(B0). On a un morphisme de
W -algèbres B0 → A surjectif, dont le noyau est muni de puissances divisées compatibles avec celles sur
W/pnW , et initial pour cette propriété. On verra plus tard (cf 4.1) que si p.1A = 0 et A est semi-parfait 29,
alors un tel B0 existe. Par exemple, si A = k, alors B0 = W/pnW . A contrario, un tel B0 n’existe pas
lorsque A = k[x] : montrons-le par l’absurde. Comme (W/pnW )[x] → A a un noyau muni de puissances
divisées, il existe un unique morphisme à puissances divisées f : B0 → (W/pnW )[x] de W -algèbres relevant
IdA. Soit β0 ∈ B0 relevant x ∈ A : on a f(β0) ≡ x mod (pW/pnW )[x] donc f(β0) engendre la W -algèbre
(W/pnW )[x]. Il en résulte que l’application f est surjective. Quitte à modifier β0, on peut supposer que
f(β0) = x. Si g : (W/pnW )[x]→ B0 désigne l’unique morphisme de W -algèbres tel que g(x) = β0, alors g
est un morphisme à puissances divisées, relève IdA et g◦f : B0 → B0 est un morphisme à puissances divisées
relevant IdA : on a g ◦ f = IdB0 , ce qui montre que f est un isomorphisme i.e. B0 = (W/pnW )[x]. Mais
si n > 1 et β ∈ B0 = (W/pnW )[x] vérifie β ≡ x mod (pW/pnW )[x], l’unique morphisme de W -algèbres
B0 → B0 envoyant x sur β est aussi un morphisme à puissances divisées relevant IdA : il n’y a pas unicité
d’un tel morphisme et B0 → A n’est pas initial.

3.3.3. Description des objets de (X/S)cris. Soit F ∈ (X/S)cris. Si (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S) et T ′ ↪−→◦ T une immer-
sion ouverte, U ′ = U ∩ T ′ et δ′ = δ|T ′ , on dispose du morphisme (U ′ ↪−→p T ′, δ′) → (U ↪−→p T, δ) dans Cris(X/S), et
de l’application

F (U ↪−→p T, δ)→ F (U ′ ↪−→p T ′, δ′)

Proposition 3.3.4. (0) T ′ 7→ F (U ′ ↪−→p T ′, δ′) définit un faisceau FT := F(U↪→T,δ) sur TZar ;

(1) si u : (U2 ↪−→p T2, δ2)→ (U1 ↪−→p T1, δ1) est un morphisme dans Cris(X/S), on a un morphisme

ρu : u−1FT1
→ FT2

qui est un isomorphisme lorsque u est une immersion ouverte ;
(2) si en outre v : (U3 ↪−→p T3, δ3) → (U2 ↪−→p T2, δ2) est un morphisme dans Cris(X/S), on a le diagramme com-

mutatif :

v−1u−1FT1

v−1(ρu)// v−1FT2

ρv // FT3

(u ◦ v)−1FT1

ρu◦v

55

(3) la donnée de F équivaut à celle d’une famille de faisceaux de Zariski
{
FT

}
(U↪→T,δ)∈Cris(X/S)

satisfaisant
les conditions (1) et (2).

Exemple 3.3.5. • Le faisceau structural OX/S défini par (OX/S)T = OT , et son sous-faisceau JX/S défini par
(JX/S)T = Ker(OT → OU ) (c’est un faisceau d’idéaux à puissances divisées).
• Le faisceau iX/S∗OX défini par (iX/S∗OX)T = OU (cf plus tard). Notons qu’on a la suite exacte

0→JX/S → OX/S → iX/S∗OX → 0.

• Le faisceau des différentielles Ω1
X/S défini par Ω1

X/S(U ↪−→p T, δ) = Γ(T,I /I [2]) et ses puissances extérieures.

Corollaire 3.3.6. (cf [2, Remark 5.3]). Le site Cris(X/S) a assez de points : un morphisme de faisceaux F → G
est un isomorphisme si et seulement s’il induit des isomorphismes sur les fibres (FT )x → (GT )x pour tout point
x de X et tout S-épaississement à puissances divisées T d’un voisinage ouvert de x dans X.

Remarque 3.3.7. Le site cristallin n’est pas fonctoriel : si X ′ → X est un morphisme de S-schémas, on ne peut
pas, en général, tirer un épaississement à puissances divisées de X en un épaississement à puissances divisées de
X ′. Cela dit, il y a fonctorialité du topos cristallin : on a un morphisme de topos (X ′/S)cris → (X/S)cris, et on
peut tirer en arrière le faisceau qu’il représente.

29. I.e. le morphisme de Frobenius A→ A; x 7→ xp est surjectif.
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3.3.8. Fonctorialité du topos cristallin. Si C est une catégorie, on note 30 hC : C → Ĉ ;A→ Ã son plongement de
Yoneda. Commençons par observer que pour tout T = (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), le préfaisceau T̃ est un faisceau
(cela résulte de l’énoncé correspondant pour Zar(X/S)).

Soit

(∗)
X ′

g //

��

X

��
S′

f // S

un diagramme commutatif, où f : S′ → S est un morphisme à puissances divisées. Le but de ce paragraphe est
d’expliquer qu’il induit un morphisme de topos

gcris : (X ′/S′)cris → (X/S)cris

Il s’agit pour cela de construire un foncteur

gcris ∗ : (X ′/S′)cris → (X/S)cris

qui admet un adjoint à gauche
g−1

cris : (X/S)cris → (X ′/S′)cris

qui commute aux limites projectives finies.

Définition 3.3.9. Si T = (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), on note g−1(T ) le préfaisceau sur Cris(X ′/S′) défini par

(U ′ ↪−→p T ′, δ′) 7→ PD Hom g

(
(U ′ ↪−→p T ′, δ′), (U ↪−→p T, δ)

)
.

C’est l’ensemble vide sauf si g(U ′) ⊂ U , auquel cas c’est l’ensemble des morphismes à puissances divisées
h : (T ′, δ′)→ (T, δ) s’insérant dans le diagramme commutatif

U ′
g //� _

��

��

U� _
��

��
T ′

h //
��

T
��

S′
f // S

Remarque 3.3.10. Il est essentiellement immédiat que g−1(T ) est un faisceau (non représentable en général), et
que T 7→ g−1(T ) est un foncteur Cris(X/S)→ (X ′/S′)cris. Cela dit, il n’est pas évident qu’il existe un morphisme
de topos gcris : (X ′/S′)cris → (X/S)cris compatible avec cette définition i.e. tel que g−1

cris(T̃ ) = g−1(T ) pour tout

T = (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S).

L’unicité résulte du résultat général suivant :

Proposition 3.3.11. (cf [2, Proposition 5.7]). Soient C et C ′ des catégories et ϕ : C → Ĉ ′ un foncteur. Il existe
un unique couple de foncteurs ϕ• : Ĉ → Ĉ ′ et ϕ• : Ĉ ′ → Ĉ tels que ϕ•|C = ϕ et ϕ• est adjoint à gauche de ϕ•.

Démonstration. Si F ′ ∈ Ĉ ′ et T ∈ C , on veut avoir

ϕ•(F
′)(T ) = HomĈ

(
T̃ , ϕ•(F

′)
)

= HomĈ ′

(
ϕ•(T̃ ),F ′

)
= HomĈ ′(ϕ(T ),F ′)

ce qui montre déjà l’unicité de ϕ•, et donc de son adjoint ϕ•. Pour l’existence, il s’agit de montrer que le foncteur
ϕ• : Ĉ ′ → Ĉ défini par

ϕ•(F
′)(T ) = HomĈ ′(ϕ(T ),F ′)

admet un adjoint à gauche ϕ•. Si T ′ ∈ C ′, on note ϕ{T ′} la catégorie constituée par les morphismes T̃ ′ → ϕ(T )

où T ∈ C . Pour F ∈ Ĉ et T ′ ∈ C ′, on pose

ϕ•(F )(T ′) = lim−→
ϕ{T ′}

F (T )

Si F ′ ∈ Ĉ ′, un élément de HomĈ ′(ϕ
•(F ),F ′) correspond à la donnée d’une famille compatible de flèches{

ϕ•(F )(T ′)
fT ′−−→ F ′(T ′)

}
T ′∈C ′

, soit encore une famille compatible de flèches
{
F (T )

fu−→ F ′(T ′)
}
u∈HomĈ′ (T

′,ϕ(T ))

i.e. une famille compatible de flèches
{
F (T )→ HomEns

(
HomĈ ′(T

′, ϕ(T )),F ′(T ′)
)}
T∈C ,T ′∈C ′

. La compatibilité
en T ′ implique que cela équivaut à la donnée d’un système compatible de flèches

{
F (T )→ HomĈ ′(ϕ(T ),F ′)

}
T∈C

.
Comme ϕ•(F ′)(T ) = HomĈ ′(ϕ(T ),F ′), cela équivaut donc à la donnée d’un morphisme F → ϕ•(F ′) : on a
donc

HomĈ ′(ϕ
•(F ),F ′) ' HomĈ (F , ϕ•(F

′))

ce qu’on voulait. �

30. Bien entendu, Ĉ désigne la catégorie des préfaisceaux de C .
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Plaçons-nous dans la situation (∗). On dispose du morphisme ϕ = g−1 : Cris(X/S) → ̂Cris(X ′/S′). Grâce à
la proposition 3.3.11, on dispose d’un prolongement ϕ• : ̂Cris(X/S) → ̂Cris(X ′/S′) et de son adjoint à droite
ϕ• : ̂Cris(X ′/S′)→ ̂Cris(X/S).

Proposition 3.3.12. (cf [2, Proposition 5.8]).
(1) Si F ′ est un faisceau sur Cris(X ′/S′), alors gcris ∗(F ′) := ϕ•(F ′) est un faisceau sur Cris(X/S).
(2) Si F est u faisceau sur Cris(X/S), on note g−1

cris(F ) la faisceautisation du préfaisceau ϕ•(F ). Alors g−1
cris

est adjoint à gauche de gcris ∗.

Démonstration. La preuve est formelle.
(2) Soient (ui : Ti → T )i∈I une famille couvrante de (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S) et (si)i∈I une famille compatible
de sections : on a si ∈ gcris ∗(F ′)(Ti) = Hom ̂Cris(X′/S′)

(g−1(Ti),F ′) pour tout i ∈ I. On veut construire le
recollement s ∈ gcris ∗(F ′)(T ) = Hom ̂Cris(X′/S′)

(g−1(T ),F ′), c’est-à-dire une application

sT ′ : g
−1(T )(T ′) = PD Hom g

(
(U ′ ↪−→p T ′, δ′), (U ↪−→p T, δ)

)
→ F ′(T ′)

pour chaque (U ′ ↪−→p T ′, δ′) ∈ Cris(X ′/S′), compatible au changement de base. Si h ∈ g−1(T )(T ′) et i ∈ I, on
dispose de T ′i = h−1(Ti), de la restriction hi : T ′i → Ti ∈ g−1(Ti)(T

′
i ) et du recouvrement {(T ′i → T ′}i∈I . Si i ∈ I,

la section si induit si,T ′i : g−1(Ti)(T
′
i ) → F ′(T ′i ), de sorte que si,T ′i (hi) ∈ F ′(T ′i ). Comme F ′ est un faisceau,

la compatibilité des sections si implique qu’il existe un unique élément sT ′(h) ∈ F ′(T ′) induisant si,T ′i (hi)
dans F ′(T ′i ). La compatibilité des sections si implique que les sT ′ définissent l’unique section s ∈ gcris ∗(F ′)(T )
induisant si sur Ti pour tout i ∈ I.
(2) Résulte de la propriété d’adjonction au niveau des préfaisceaux et de la propriété universelle de la faisceau-
tisation. �

Proposition 3.3.13. (cf [2, Proposition 5.9]). Le foncteur g−1
cris commute aux limites projectives finies.

Démonstration. Contrairement à ce qui précède, ce n’est pas formel. Il s’agit de montrer que si I est une catégorie
finie et (Fi)i∈I un système projectif de (X/S)cris indexé par I, l’application naturelle

g−1
cris(lim←−

i∈I
Fi)→ lim←−

i∈I
g−1

cris(Fi)

est un isomorphisme. Cela se vérifie sur les fibres. Si (U ′ ↪−→p T ′, δ′) ∈ Cris(X ′/S′) et x′ ∈ T ′, la fibre de g−1
cris(F )

en (T ′, x′) est
lim−→

Ix′,T ′,g

F (T )

où Ix′,T ′,g est la catégorie dont les objets sont les S-morphismes à puissances divisées h : V ′ → T où V ′ est un

voisinage ouvert de x′ dans T ′ et (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), un morphisme h1 → h2 étant un diagramme commutatif

V ′2
h2 //

� _
©
��

T2

��
V ′1

h1 // T1

et il s’agit de montrer que l’application

lim−→
Ix′,T ′,g

lim←−
I

Fi(T )→ lim←−
I

lim−→
Ix′,T ′,g

Fi(T )

est un isomorphisme, ce qui résulte du fait que la catégorie Ix′,T ′,g est filtrante 31. La preuve repose sur des
lemmes techniques, dont l’un, dû à Grothendieck, est le suivant :

Lemme 3.3.14. Si (U ′ ↪−→p T ′, δ′) ∈ Cris(X ′/S′) avec U ′ affine et tel que g(U ′) ⊂ U où U est un ouvert affine de
X, alors il existe (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S) et un S′-morphisme à puissances divisées T ′ → T qui étend g : U ′ → U .

On peut supposer S et S′ affines d’anneaux (A, I, γ) et (A′, I ′, γ′) respectivement. Écrivons U ′ = Spec(C ′),
T ′ = Spec(B′) et U = Spec(C). On pose alors B = C ×C′ B′ : on a le diagramme

B
h //

π ��

B′

π′

��
C

g // C ′

31. C’est-à-dire qu’elle est non vide, connexe (si a et b sont des objets, il en existe un troisième c et des flèches a → c et b → c),
que si a → b et a → c sont des flèches, il existe des flèches b → d et c → d tels que les composés a → b → d et a → c → d soient
égaux, et si u, v : a→ b sont deux flèches, il en existe une troisième w : b→ c telle que w ◦ u = w ◦ v.
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Comme π′ est surjective, il en est de même de π, et J := Ker(π) = {(b′, 0) | b′ ∈ J ′} où J ′ = Ker(π′). On munit
J de la structure à puissances divisées donnée par δn(b′, 0) = (δ′n(b′), 0) (où δ′ = (δ′n)n∈N est la structure à
puissances divisées dont on dispose sur J ′), ce qui fait de h un morphisme à puissances divisées. Par définition, γ′
s’étend à B′ (par définition des objets de Cris(X ′/S′)) et γ à C (rappelons qu’on suppose toujours que γ s’étend
à X, cf remarque 3.3.2 (1)), donc à B′ parce que A → A′ est un morphisme à puissances divisées. On étend γ
à B en posant γn(b′, c) = (γn(b′), γn(c)) si (b′, c) ∈ IB i.e. b′ ∈ IB′ et c ∈ IC. Comme δ′ est compatible avec γ′
donc avec γ, alors δ est compatible avec γ. �

Remarque 3.3.15. Plaçons-nous de nouveau dans la situation (∗). Si (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), et (U ′ ↪−→p T ′, δ′) ∈
Cris(X ′/S′), et si h ∈ g−1(T )(T ′) = PD Hom g

(
(U ′ ↪−→p T ′, δ′), (U ↪−→p T, δ)

)
, on dispose de l’application

OX/S(T ) = OT (T )→ OT ′(T ′) = OX′/S′(T ′)

Cels définit une application

OX/S(T )→ Hom(X′/S′)cris
(g−1(T ),OX′/S′) = gcris ∗(OX′/S′)(T )

fonctorielle en T , i.e. un morphisme
OX/S → gcris ∗(OX′/S′)

Il en résulte que gcris : (X ′/S′)cris → (X/S)cris est un morphisme de topos annelés.
26/03/2018

Remarque 3.3.16. L’objet final du topos T associé à un site X est le faisceau associé au préfaisceau constant
(qui vaut {0} sur tous les objets de X ). Il n’est pas représentable en général, notamment dans le cas du site
cristallin, comme on l’a mentionné plus haut (cf remarque 3.3.2). Cela dit, si A est un faisceau d’anneaux sur X ,
la catégorie des faisceaux de A-modules a assez d’injectifs, et pour tout T ∈ T , on peut définir Hi(T, .) comme
le i-ème foncteur dérivé du foncteur Γ(T, .) dans cette catégorie. Il ne dépend pas de A : on peut le calculer dans
la catégorie des faisceaux abéliens sur X .

Dans la situation (∗), on dispose d’une suite spectrale de Leray :

Ep,q2 = Hp((X/S)cris,R
q gcris ∗F

′)⇒ Hp+q((X ′/S′)cris,F )

(qui n’est autre que la suite spectrale associée à la composition des foncteurs 32 Γ((X/Scris, .) et gcris ∗).

Proposition 3.3.17. Soit i : X ↪−→p Y une S-immersion fermée. Si Y/S est lisse, alors Ỹ = i−1
cris(Y ) est représen-

table et l’application 33 Ỹ → e est un épimorphisme.

Démonstration. Observons déjà que (Y = Y, 0) ∈ Cris(Y/S) (cf remarque 3.3.2 (1)).
• L’objet Ỹ := i−1

cris(Y ) est représenté par l’enveloppe à puissances divisées D = DX,γ(Y ) de X dans Y . En effet,
Ỹ est le faisceau associé au préfaisceau

Cris(X/S) 3 (U ′ ↪−→p T ′) 7→
U ↪−→p T

lim−→ Y (U ↪−→p T ) = lim−→
h

HomCris(Y/S)(U ↪−→p T, Y = Y )

où la limite est indexée par les morphismes h : T ′ → T relevant i|U ′ : U ′ → U (cf définition 3.3.9). Si h est un tel

morphisme et f ∈ HomCris(Y/S)((U ↪−→p T ), (Y = Y )), la propriété universelle de l’enveloppe à puissances divisées

implique l’existence et l’unicité de f̃ ∈ HomCris(X/S)((U
′ ↪−→p T ′), (X ↪−→p D)) en pointillé dans le diagramme suivant :

U ′� _ � q

""�

i|U′ // UN n
~~ �
� _

T ′
h //

f̃ ��
T

f

��
D

g

**X

((

- 

<<

� � i //| Y

vv
S

Réciproquement, f̃ ∈ HomCris(X/S)((U
′ ↪−→p T ′), (X ↪−→p D)) fournit le morphisme hf̃ = g ◦ f̃ : T ′ → Y relevant i|U ′ ,

et f̃ provient par la construction précédente de

IdY=Y ∈ HomCris(Y/S)(Y = Y, Y = Y )→ lim−→
h

HomCris(Y/S)(U ↪−→p T, Y = Y ).

Cela implique que le préfaisceau en question est représentable par D : c’est donc un faisceau, i.e. Ỹ .

32. Notons que gcris ∗ envoie injectifs sur injectifs parce que son adjoint à gauche g∗cris est exact.
33. Où, comme plus haut, e est l’objet final de (X/S)cris.
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• Pour voir que Ỹ → e est un épimorphisme, il suffit de voir que ỸT ′ → eT ′ est un épimorphisme de faisceaux de
Zariski pour tout (U ′ ↪−→p T ′) ∈ Cris(X/S), c’est-à-dire que pour tout ouvert T ′′ ⊂ T ′ assez petit, Ỹ (T ′′) est non
vide, soit encore que le morphisme X ∩ T ′′ → Y peut être relevé en T ′′ → Y . Cela résulte du fait que Y/S est
lisse et que X ∩ T ′′ → T ′′ est une nil-immersion 34. �

Il en résulte que, bien qu’il ne soit pas représentable en général, l’objet final de (X/S)cris est recouvert par un
objet représentable.

Remarque 3.3.18. Cela implique que l’exactitude d’une suite de faisceaux abéliens se vérifie en tirant sur Ỹ .
Cela permet aussi de calculer la cohomologie d’un faisceau à la Cech-Alexander.

Théorème 3.3.19. (cf [2, Theorem 5.17]) Supposons qu’on a un diagramme cartésien

X0
� � i //|

��

X

��
S0
� � //| S

où (S,I , γ) est un schéma à puissances divisées et S0 ↪−→p S défini par un sous-idéal K ⊂ I à puissances divisées.
Alors on a un isomorphisme canonique

Hi((X/S)cris,OX/S)
∼→Hi((X0/S)cris,OX0/S).

Démonstration. On a le morphisme de topos icris : (X0/S)cris → (X/S)cris et la suite spectale de Leray associée :
le théorème résulte des deux faits suivants :
• icris ∗ est exact ;
• icris ∗(OX0/S) = OX/S .

Cela repose sur l’observation que si T = (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), alors i−1(T ) est représentable 35. Si F est un
faisceau sur Cris(X0/S), alors

icris ∗(F )(U ↪−→p T ) = Hom(X0/S)cris
(i−1(T ),F ) = Hom(X0/S)cris

((U0 ↪−→p T ),F ) = F (U0 ↪−→p T )

L’exactitude de icris ∗ provient donc du fait qu’une suite de faisceaux dans (X/S)cris est exacte si et seulement si
les suites de faisceaux Zariski associées (cf paragraphe 3.3.3) sont exactes. On a en outre icris ∗(OX0/S)(U ↪−→p T ) =

OX0/S(U0 ↪−→p T ) = OT (T ) = OX/S(U ↪−→p T ) pour tout (U ↪−→p T ) ∈ Cris(X/S), i.e. icris ∗(OX0/S) = OX/S . �

3.3.20. Le morphisme uX/S.

Proposition 3.3.21. On a un morphisme de topos

uX/S : (X/S)cris → XZar

défini par :
• pour F ∈ (X/S)cris et j : U ↪−→◦ X, on a uX/S∗(F )(U) = Γ((U/S)cris, j

−1
crisF ) ;

• si E ∈ XZar et (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), on a u−1
X/S(E )(U ↪−→p T, δ) = E (U).

Démonstration. • Montrons que u−1
X/S est adjoint à gauche de uX/S|ast. Si E ∈ XZar et F ∈ (X/S)cris, la

donnée d’un élément de f ∈ Hom(X/S)cris
(u−1
X/S(E ),F ) correspond à celle d’une famille compatible d’applications

fT : E (U)→ F (U ↪−→p T ) pour (U ↪−→p T ) ∈ Cris(X/S). Pour toute immersion ouverte j : U ↪−→◦ X, on a Cris(U/S) ⊂
Cris(X/S) : si (U ′ ↪−→p T ′, δ′) ∈ Cris(U/S), on a une application

E (U)→ E (U ′)
fT ′−−→ F (U ′ ↪−→p T ′) = j−1

cris(F )(U ′ ↪−→p T ′).
Les compatibilités impliquent que les sections se recollent : on a une famille compatible d’applications

gU : E (U)→ Γ((U/S)cris, j
−1
cris(F ))

c’est-à-dire un élément de g ∈ HomXZar
(E , u−1

X/S(F )). Réciproquement, si g ∈ HomXZar
(E , u−1

X/S(F )), et si

(U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), on dispose de l’application composée

fT : E (U)
gU−−→ Γ((U/S)cris, j

−1
cris(F ))→ j−1

cris(F )(U ↪−→p T ) = F (U ↪−→p T )

34. C’est classique lorsqu’on a une immersion définie par un idéal nilpotent. Le cas d’une nil-immersion se ramène au cas nilpotent
par un procédé standard (cf [2, §5.28]).

35. En effet, si U0 = U ∩X0, alors U0 ↪−→p U est défini par l’idéal à puissances divisées K OU ⊂ OU , de sorte que U0 ↪−→p T l’est par

K OT + J (où J est l’idéal de U ↪−→p T ). Par définition (cf définition 3.1.26 (1)), γ s’étend en γ à IOT donc à son sous-idéal à

puissances divisées K , et δ est compatible à γ sur K OT + J . Cela implique que (U0 ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X0/S) et (U0 ↪−→p T )→ (U ↪−→p T )

est universel, de sorte que i−1(T ) est représenté par (U0 ↪−→p T, δ).
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et les applications fT définissent un élément f ∈ Hom(X/S)cris
(u−1
X/S(E ),F ).

• On a en outre u−1
X/S(E )

(U ↪−→p T,δ)
' EU pour tout E ∈ XZar et (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S), ce qui implique que u−1

X/S

commute aux limites projectives quelconques. �

Remarque 3.3.22. uX/S n’est pas un morphisme de topos annelés (on n’a pas de morphismeOX → uX/S∗(OX/S)
en général).

Le foncteur u−1
X/S admet un adjoint à gauche i−1

X/S := uX/S! défini par

uX/S!(F ) = F(X=X,0)

On a donc un morphisme de topos
iX/S : XZar → (X/S)cris

en posant iX/S∗ = u−1
X/S . C’est un morphisme de topos annelés car on a un morphisme 36 OX/S → iX/S∗(OX)

Notons que comme iX/S∗ est exact, la suite spectrale de Leray associée dégénère, de sorte que

Hn(XZar,E ) ' Hn((X/S)cris, iX/S∗(E ))

pour tout E ∈ Xcris.

Remarque 3.3.23. Le morphisme de topos icris : XZar → (X/S)cris est une section de uX/S , qu’on qualifie donc
de projection sur le topos XZar.

3.3.24. Cristaux.

Définition 3.3.25. (cf [2, Definition 6.1]). Un cristal de OX/S-modules est un faisceau de OX/S-modules F tel

que pour tout morphisme u : (U ′ ↪−→p T ′, δ′)→ (U ↪−→p T, δ) dans Cris(X/S), l’application naturelle

u∗FT → FT ′

soit un isomorphisme (ici u∗ est l’image inverse de modules, i.e. l’image inverse tensorisée avec le faisceau
structural).

Exemple 3.3.26. Le faisceau structural OX/S et son sous-faisceau JX/S sont des cristaux. A contrario, les
faisceaux ΩiX/S ne sont pas des cristaux.

Proposition 3.3.27. (cf [2, Proposition 6.2]). Soit i : X ↪−→p Y une immersion fermée de (S,I , γ)-schémas (au-
quels γ s’étend). Le foncteur icris ∗ est exact et icris ∗(OX/S) est un cristal de OY/S-algèbres.

Remarque 3.3.28. Cela généralise les résultats démontrés lors de la preuve du théorème 3.3.19.

Démonstration. Comme dans la preuve du théorème 3.3.19, on montre que si (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(Y/S), alors i−1(T )

est représenté par D = (U0 ↪−→p DU0,δ
(T ), [.]) où U0 = U ∩X et δ l’extension de δ à IOT + J (où J est l’idéal à

puissances divisées définissant U ↪−→p T ). En outre, si F est un faisceau sur Cris(X/S), on a icris ∗(F )T = λ∗(FD)
(dans TZar) où λ : D → T est l’application naturelle. Au niveau des espaces topologiques sous-jacents, λ est
l’immersion fermée U0 ↪−→p U , de sorte que λ∗ est exact (cf [11, Lemma 58.14.1]) : il en est de même de icris ∗.
Pour voir que icris ∗(OX/S) est un cristal, il faut montrer que u∗(icris ∗(OX/S)T )

∼→ icris ∗(OX/S)T ′ i.e. que

OT ′ ⊗OT DU0,δ
(T )

∼→DU ′0,δ
′(T ′)

pour tout morphisme u : (U ′ ↪−→p T ′, δ′) → (U ↪−→p T, δ) dans Cris(Y/S). On se ramène au cas affine, et la preuve,
assez technique, requiert de revenir à la construction des enveloppes à puissances divisées. �

Corollaire 3.3.29. (cf [2, Corollaries 6.3 & 6.4]). Les applications canoniques

DX,γ(Y )⊗OY DY/S → DX,γ(Y ×S Y )

DY/S ⊗OY DX,γ(Y )→ DX,γ(Y ×S Y )

sont des isomorphismes. Ils fournissent une hyper-stratification à puissances divisées

ε : DY/S ⊗OY DX,γ(Y )→ DX,γ(Y )⊗OY DY/S

et la connexion intégrable ∇ associée vérifie ∇(y[k]) = y[k−1]⊗d y pour tout k ∈ N>0 et toute section y de l’idéal
de X dans Y .

36. Il correspond, par adjonction, à l’isomorphisme i−1
X/S

(OX/X)
∼→OX .
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Démonstration. • On a les diagrammes

Y // Y ×S Y
p2��

p1 ��
X
?�
i

OO

� � i //
|

Y

DY/S
π2
��

π1
��

Y
, �

99
�

Y

Les morphismes π1 et π2 sont les morphismes dans Cris(Y/S) : comme icris ∗(OX/S) est un cristal, les applications

π∗i icris ∗(OX/S)Y → icris ∗(OX/S)DY/S

sont des isomorphismes. On a en outre icris ∗(OX/S)Y ' DX,γ(Y ) et icris ∗(OX/S)DY/S ' D
X,[]

(DY/S) (cf « preuve
de la proposition 3.3.27). On conclut en observant que D

X,[]
(DY/S) ' DX,γ(Y ×S Y ) en vertu de la propriété

universelle de l’enveloppe à puissances divisées.
• L’application DX,γ(Y )⊗OY DY/S → DX,γ(Y ×S Y ) (resp. DY/S ⊗OY DX,γ(Y )→ DX,γ(Y ×S Y )) étant donnée
par x⊗ α 7→ αx (resp. α⊗ x 7→ αx), on a ε(α⊗ x) = x⊗ α pour toutes sections α de DY/S et x de DX,γ(Y ). Si
β est une section de DY/S , on a donc

(ε⊗ Id) ◦ (Id⊗ε)(α⊗ β ⊗ x) = (ε⊗ Id)(α⊗ x⊗ β) = x⊗ α⊗ β = δ∗(ε)(α⊗ β ⊗ x)

(rappelons que δ : DY/S → DY/S ⊗OY DY/S envoie u⊗ v sur u⊗ 11⊗ v) car

δ∗(ε)(α⊗ β ⊗ x) = δ∗(ε)((α⊗ β)⊗ (1⊗ x)) = (α⊗ β)⊗ (x⊗ 1) = x⊗ α⊗ β

la première égalité provenant de l’identification

DY/S ⊗OY DY/S ⊗OY DX,γ(Y ) ' (DY/S ⊗OY DY/S)⊗DY/S (DY/S ⊗OY DX,γ(Y )).

Cela prouve la relation de cocycle vérifiée par ε (cf définition 3.2.6).
• Si y est une section de l’idéal deX dans Y et k ∈ N>0, l’image de 1⊗y[k] par DY/S⊗OY DX,γ(Y )→ DX,γ(Y×SY )
est

(1⊗ y)[k] = (y ⊗ 1 + 1⊗ y − y ⊗ 1)[k] =

k∑
i=0

(y[i] ⊗ 1)(1⊗ y − y ⊗ 1)[k−i]

dont l’image dans DX,γ(Y )⊗OY DY/S est congrue à y[k]⊗1+(y[k−1]⊗1)(1⊗y−y⊗1) modulo DX,γ(Y )⊗OY J [2].
Comme ∇(y[k]) est l’image de ε(1⊗ y[k])− y[k] ⊗ 1 dans DX,γ(Y )⊗OY ΩY/S : c’est donc y[k−1] ⊗ d y. �

Proposition 3.3.30. Plaçons-nous dans la situation (∗). Si F est un cristal sur X/S, alors g∗cris(F ) est

un cristal sur X ′/S′. En outre, si h : T ′ → T est un élément de DP Hom g((U
′ ↪−→p T ′, δ′), (U ↪−→p T, δ)), alors

g∗cris(F )T ′ ' FT .

Démonstration. • Soit (U ′ ↪−→p T ′, δ′) ∈ Cris(X ′/S′). Quitte à localiser en T ′, il existe (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S) et
h : T ′ → T un élément de PD Hom g((U

′ ↪−→p T ′, δ′), (U ↪−→p T, δ)). Comme on l’a mentionné lors de la « preuve »
de la proposition 3.3.13, la catégorie des tels h est filtrante : si on a h1 : T ′ → T1 et h2 : T ′ → T2 deux telles
applications, il en existe une troisième h3 : T ′ → T3 qui coiffe les deux premières, c’est-à-dire s’insérant dans un
diagramme

T1

T ′

h1
00

h3 //

h2
..

T3

p1

99

p2

%%
T2

Comme F est un cristal sur Cris(X/S), on a les isomorphismes

h∗1FT1
' h∗3p∗1FT1

' h∗3FT3
' h∗3p∗2FT2

' h∗2FT2

L’isomorphisme h∗1FT1 ' h∗2FT2 ne dépend pas des choix faits. On dispose alors d’un morphisme

(♣) OT ′ ⊗h−1(OT ) h
−1FT → g∗cris(F )T ′

(par définition de g∗cris(F )). C’est un isomorphisme. Cela se vérifie sur les fibres : soit x′ un point de T ′. La fibre de
g−1

cris(F ) en (T ′, x′) est lim−→
Ix′,T ′,g

FT1,g(x′), de sorte que celle de g
∗
cris(F ) est lim−→

Ix′,T ′,g

OV ′⊗OT1
FT1,g(x′), où Ix′,T ′,g est

la catégorie des g-PD-morphismes V ′ → T1 d’un voisinage ouvert V ′ de x′ dans T ′ et (U1 ↪−→p T1, δ1) ∈ Cris(X/S).
Comme Ix′,T ′,g est filtrante, la sous-catégorie des objets qui factorisent h est cofinale, ce qui implique que (♣)
induit un isomorphisme sur la fibre en x′.
• Soit u : (U ′1 ↪−→p T ′1, δ′1) → (U ′2 ↪−→p T ′2, δ′2) un morphisme dans Cris(X ′/S′). Il s’agit de vérifier que l’application
naturelle

u∗g∗cris(F )T2
→ g∗cris(F )T1
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est un isomorphisme dans T1,Zar. Cela se vérifie localement en T2 : on peut supposer qu’il existe un g-PD-

morphisme h : T2 → T où (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S) : on dispose du g-PD-morphisme h◦u : T1 → T . L’isomorphisme
(♣) appliqué à T ′1 et T ′2 fournit des isomorphismes

OT ′2 ⊗h−1(OT ) h
−1(F )T

∼→ g∗cris(F )T2

OT ′1 ⊗u−1h−1(OT ) u
−1h−1(F )T

∼→ g∗cris(F )T1

ce qui permet de conclure. �

Théorème 3.3.31. ([2, Theorem 6.6]). Soit i : X ↪−→p Y une immersion fermée de (S,I , γ)-schémas. Si Y lisse
sur S, alors les catégories suivantes sont équivalentes :

(i) les cristaux de OX/S-modules sur Cris(X/S) ;
(ii) les DX,γ(Y )-modules munis d’une hyper-stratification à puissances divisées (comme OY -module) compa-

tible avec l’hyper-stratification à puissances divisées canonique sur DX,γ(Y ) (cf corollaire 3.3.29) ;
(iii) les DX,γ(Y )-modules E munis d’une connexion intégrable quasi-nilpotente ∇E : E → E ⊗OY Ω1

Y/S, com-
patible 37 avec la connexion canonique ∇ : DX,γ(Y )→ DX,γ(Y )⊗OY Ω1

Y/S (qui vérifie ∇(α[n]) = α[n−1] dα

pour toute section α de Ker(DX,γ(Y )→ OX), cf corollaire 3.3.29).

Démonstration. • L’équivalence entre (ii) et (iii) a déjà été vue (cf théorème 3.2.12).
• Soit F un cristal sur Cris(X/S). On dispose des morphismes πi : DX,γ(Y ×S Y )→ DX,γ(Y ) dans Cris(X/S) : la
propriété de cristal fournit deux isomorphismes π∗i (FDX,γ(Y ))

∼→FDX,γ(Y×SY ). Ils fournissent un isomorphisme
π∗1(FDX,γ(Y ))

∼→π∗2(FDX,γ(Y )), i.e. un isomorphisme

DX,γ(Y ×S Y )⊗DX,γ(Y ) FDX,γ(Y )
∼→FDX,γ(Y ) ⊗DX,γ(Y ) DX,γ(Y ×S Y )

Comme DX,γ(Y ×S Y ) ' DX,γ(Y ) ⊗OY DY/S ' DY/S ⊗OY DX,γ(Y ) (cf corollaire 3.3.29), il s’identifie à un
isomorphisme

εF : DY/S ⊗OY E
∼→E ⊗OY DY/S

où E = FDX,γ(Y ), ce qui fournit l’hyper-stratification à puissances divisées recherchée.
Réciproquement, si E est un DX,γ(Y )-module muni d’une hyper-stratification à puissances divisées compatible
à l’hyper-stratification à puissances divisées canonique sur DX,γ(Y ), on construit un cristal F sur Cris(X/S)

de la façon suivante. Si (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S) est tel que T soit suffisamment petit, il existe un S-morphisme
T → DX,γ(Y ) qui étend U → Y . On pose alors FT = h∗(E ). L’hyper-stratification à puissances divisées sur E

(vue comme un isomorphisme DX,γ(Y ×SY )⊗DX,γ(Y )E
∼→E ⊗DX,γ(Y )DX,γ(Y ×SY )) implique que cela ne dépend

pas, à isomorphisme canonique près du choix de h, et donc que cette construction s’étend, par recollement, au
cas où on n’a pas de S-morphisme global T → DX,γ(Y ). On conclut comme lors de la preuve de la proposition
2.4.7. �

Corollaire 3.3.32. (cf [2, Corollaries 6.7 & 6.8]). Supposons qu’on a un diagramme cartésien

X0
� � i //

�� �

X

��
S0
� � //| S

où X → S est de type fini et S0 ↪−→p S une immersion à puissances divisées définie par un sous-idéal à puissances
divisées de I . Alors le foncteur naturel de la catégorie des cristaux sur Cris(X/S) dans celle des cristaux sur
Cris(X0/S) est une équivalence de catégories. En particulier, si X est lisse sur S, ces catégories sont équivalentes
avec la catégorie des OX-modules munis d’une connexion intégrable quasi-nilpotente sur S.

Démonstration. La question est locale : on peut supposer qu’on dispose d’une S-immersion fermée j : X ↪−→p Y avec
Y lisse sur S. On a vu (cf théorème 3.3.19) que icris ∗OX0/S = OX/S et (cf preuve de la proposition 3.3.27) que
jcris ∗(OX/S)Y = DX,γ(Y ) et (j ◦ i)cris ∗(OX0/S)Y = DX0,γ0

(Y ), de sorte que DX0,γ0
(Y ) ' DX,γ(Y ). On conclut

en invoquant la description (ii) ou (iii) du théorème 3.3.31. �

Définition 3.3.33. (cf définition 2.4.8). Soit Y un S schéma auquel γ s’étend. Si E est un OY -module, on pose

LY E = DY/S ⊗OY E

Ce dernier est muni d’une hyper-stratification à puissances divisées

DY/S ⊗OY LY E
∼→LY E ⊗OY DY/S

construite de façon analogue à la définition 2.4.8.

37. Cela signifie qu’on a ∇E (αe) = ∇(α)⊗ e+ α∇E (e) pour toutes sections α de DX,γ(Y ) et e de E .
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Rappelons (cf définition 3.2.7) qu’un opérateur différentiel à puissances divisées entre deux OY -modules E1 et
E2 est un morphisme OY -linéaire u : DY/S ⊗OY E1 → E2 : il induit un morphisme DY/S-linéaire

LY u : LY E1 → LY E2

défini comme le composé DY/S ⊗OY E1

δ⊗IdE1−−−−→ DY/S ⊗OY DY/S ⊗OY E1

IdDY/S
⊗u

−−−−−−−→ DY/S ⊗OY E2, ce qui fait de
LY un foncteur. Si Y/S est lisse, DY/S est localement libre sur OY (cf exemple 3.1.27), ce qui implique que LY
est exact.

Remarque 3.3.34. Plaçons-nous sous les hypothèses du théorème 3.3.31. Il implique que le OY -module hyper-
stratifié LY E correspond à un cristal sur Cris(Y/S) que l’on notera LY E . En particulier, on dispose du cristal
i∗cris LY E sur Cris(X/S) (cf proposition 3.3.30).

Proposition 3.3.35. (cf [2, Proposition 6.10]). Sous les hypothèses qui précèdent, notons Ỹ = i−1(Y ) ∈ (X/S)cris

(c’est le faisceau représenté par DX,γ(Y )). On a un diagramme de topos 38

(X/S)cris,Ỹ

ϕ //

jỸ ��

DX,γ(Y )Zar = XZar

(X/S)cris

uX/S

44

Si λ : DX,γ(Y )Zar → YZar est le morphisme naturel, on a un isomorphisme naturel

i∗cris LY E
∼→ jỸ ,∗(λ ◦ ϕ)∗(E )

Théorème 3.3.36. (Lemme de Poincaré cristallin, cf [2, Theorem 6.12]). Sous les hypothèses du théorème
3.3.31, le complexe de cristaux

i∗cris LY Ω•Y/S
sur Cris(X/S) est une résolution de OX/S, i.e. il y a un quasi-isomorphisme naturel

OX/S → i∗cris LY Ω•Y/S

Démonstration. On dispose du morphisme OY → DY/S ' LYOY défini par x 7→ x ⊗ 1, compatible aux hyper-
stratifications à puissances divisées (celle sur OY est l’identité de DY/S et celle sur DY/S est donnée par DY/S⊗OY
DY/S → DY/S ⊗OY DY/S ; a⊗ b⊗ c⊗ d 7→ 1⊗ d⊗ a⊗ bc).
Si x1, . . . , xd sont des coordonnées locales de Y sur S, et ξi = 1 ⊗ xi − xi ⊗ 1 ∈ DY/S , et si a et ω sont des
sections de OY et de ΩkY/S respectivement, l’application LY (d) : DY/S ⊗OY ΩkY/S → DY/S ⊗OY Ωk+1

Y/S envoie 39

aξ
[n1]
1 · · · ξ[nd]

d ⊗ ω sur a
d∑
i=1

ξ
[n1]
1 · · · ξ[ni−1]

i · · · ξ[nd]
d ⊗ dxi ∧ ω+ aξ

[n1]
1 · · · ξ[nd]

d ⊗ dω. Cela implique que le composé

OY → LYOY → LY Ω1
Y/S est nul, et que LY Ω•Y/S est un complexe, de sorte qu’on a bien un morphisme

de complexes OY → LY Ω•Y/S , et donc un morphisme de complexes de cristaux OY/S → LY Ω•Y/S , et donc
un morphisme de complexes de cristaux OX/S → i∗cris LY Ω•Y/S . Le fait qu’il s’agit d’une résolution se vérifie

localement : on se place sur un objet (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(X/S) assez petit tel qu’il existe un section h : T → Y : on
a (i∗cris LY Ω•Y/S)T ' h∗(LY Ω•Y/S)Y ' h∗(LY Ω•Y/S). Si h(T ) est contenu dans un ouvert de Y sur lequel on a des
coordonnées locales x1, . . . , xd, cela résulte de la proposition 3.1.28. �

On dispose d’une version filtrée de l’énoncé précédent :

Théorème 3.3.37. (cf [2, Theorems 6.13 & 6.14]). Pour tout n ∈ N, on a un quasi-isomorphisme

J
[n]
X/S → FilnX i

∗
cris LY Ω•Y/S

où FilX est la filtration donnée, en coordonnées locales, par FilnX i
∗
cris LY ΩqY/S = K[n−q]i∗cris LY ΩqY/S où K est

l’idéal à puissances divisées engendré par {ξ1, . . . , ξd} si (i∗cris LY OY )T ' OT 〈ξ1, . . . , ξd〉.
Plus généralement, si F est un faisceau de OX/S-modules, on a un quasi-isomorphisme

J
[n]
X/SF → FilnX(F ⊗OX/S i

∗
cris LY Ω•Y/S)

Si en outre F est un cristal de OX/S-modules, associé au module à connexion intégrable quasi-nilpotente E sur
DX,γ(Y ), on a un quasi-isomorphisme

J
[n]
X/SF → FilnX i

∗
cris LY (E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S)

38. Si C est une catégorie et T ∈ C , on note CT la catégorie des flèches de C de but T . Si C est un topos, on a un morphisme de
topos jT : CT → C (cf [2, Proposition 5.23]).

39. En effet, LY (d) est le composé DY/S⊗OY Ωk
Y/S

δ⊗Id
Ωk
Y/S−−−−−−−→ DY/S⊗OY DY/S⊗OY Ωk

Y/S

IdDY/S
⊗ d

−−−−−−−−→ DY/S⊗OY Ωk+1
Y/S

. Comme

δ est un morphsime à puissances divisées, on a (δ⊗IdΩk
Y/S

)
(
aξ[n]⊗ω

)
= aδ(ξ)[n]⊗ω = a(11⊗ξi+ξi⊗11)[n]⊗ω = a

∑
i+j=n

ξ[i]⊗ξ[j]⊗ω

(car δ(ξ) = 11⊗ ξi + ξi ⊗ 11 ∈ DY/S ⊗OY DY/S), et IdDY/S
⊗ d envoie ξ[j] ⊗ ω sur 0 dès que |j| ≥ 2.
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(où Ω•DX,γ(Y )/S = DX,γ(Y )⊗OY Ω•Y/S est muni de la connexion mentionnée dans le théorème 3.3.31).

Remarque 3.3.38. La preuve du cas plus général n’est pas plus dure ce celle du cas où F = OX/S . L’énoncé
plus précis dans le cas d’un cristal repose sur l’existence d’un isomorphisme de complexes i∗cris LY (E ⊗OY
Ω•Y/S)

∼→F ⊗OX/S i∗cris LY Ω•Y/S (qui par linéarité préserve les filtrations). Cette dernière résulte sur celle, pour
tout OY -module E muni d’une hyper-stratification à puissances divisées et tout OY -module Ω, de l’isomorphisme
horizontal LY (E ⊗OY Ω)

∼→E ⊗DX,γ(Y ) LY Ω donné par

εE : DY/S ⊗OY E ⊗OY Ω
∼→E ⊗OY DY/S ⊗OY Ω

(cf [2, Proposition 6.15]).

3.4. Cohomologie cristalline.

Théorème 3.4.1. ([2, Theorem 7.1], [4, Theorem 3.6]). Soient X ↪−→p Y une immersion fermée de S-schémas
telle que Y/S soit lisse, et E un DX,γ(Y )-module muni d’une hyper-stratification à puissances divisées, de cristal
associé F (cf théorème 3.3.31). Alors on a un isomorphisme canonique

RuX/S∗(F )
∼→E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S

dans la catégorie dérivée des faisceaux abéliens 40 sur XZar. En particulier, on a un isomorphisme naturel

Hi((X/S)cris,F )
∼→Hi(XZar,E ⊗OY Ω•Y/S)

pour tout i ∈ Z.

Remarque 3.4.2.
(1) Le complexe E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S n’est autre que le complexe E ⊗OY Ω•Y/S déduit de la connexion intégrable
sur le OY -module E .

(2) La deuxième partie du théorème résulte de la première parce que RΓcris = RΓZar ◦RuX/S∗.

Démonstration. • Cas où E provient d’un OY -module M muni d’une hyper-stratification à puissances divisées
(i.e. E ' DX,γ(Y )⊗OY M = λ∗M (où λ : DX,γ(Y )→ Y est le morphisme naturel), muni de l’hyper-stratification
à puissances divisées produit tensoriel. D’après le lemme de Poincaré cristallin (cf théorème 3.3.37), on a un
quasi-isomorphisme

F → i∗cris LY (M ⊗OY Ω•Y/S)

dans (X/S)cris. On a un diagramme commutatif

(X/S)cris,Ỹ

ϕ //

jỸ ��

DX,γ(Y )Zar

λ

((
(X/S)cris

uX/S // XZar
� � // YZar

(cf proposition 3.3.35, rappelons que Ỹ = i−1(Y ) est représenté par DX,γ(Y ) ∈ Cris(X/S)). D’après la proposition
3.3.35, on a

i∗cris LY (M ⊗OY Ω•Y/S) ' jỸ ,∗(λ ◦ ϕ)∗(M ⊗OY ΩqY/S) ' jỸ ,∗ϕ
∗(E ⊗DX,γ(Y ) ΩqDX,γ(Y )/S)

Ils sont acycliques 41 pour uX/S,∗ : on a un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RuX/S,∗(F )
∼→uX/S,∗jỸ ,∗ϕ

∗(E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S) ' ϕ∗ϕ∗(E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S)

où ϕ∗ϕ∗(E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S) n’est autre que le complexe de faisceaux de Zariski E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S .
• Cas général. Commençons par observer que R icris ∗(F ) ' icris ∗(F ) est un cristal de OY/S-modules (on a vu

que icris ∗ est exact, cf proposition 3.3.27). Si (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(Y/S), on a vu que (icris ∗(F ))T = FD où D est
une enveloppe à puissances divisées de X ∩ T dans T dont la formation commute aux changements de base : si
(U ′ ↪−→p T ′, δ′) → (U ↪−→p T, δ) ∈ Cris(Y/S), on a u∗(icris ∗(F )T ) = OT ′ ⊗D FD ' D ′ ⊗D FD ' FD′ = icris ∗(F )T ′

parce que F est un cristal. Cela implique en particulier que E = (icris ∗(F )Y ) = λ∗(FDX,γ(Y )), et icris ∗(F ) est
le cristal sur Cris(Y/S) associé à E vu comme OY -module muni d’une hyper-stratification à puissances divisées.
Le cas particulier traité plus haut implique qu’il y a un isomorphisme canonique

RuY/S,∗icris ∗(F )
∼→E ⊗OY Ω•Y/S ' E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S .

Comme R icris ∗ = icris ∗ et RuY/S,∗R icris ∗(F ) = R iZar RuX/S,∗(F ), on a R iZar RuX/S,∗(F ) ' E ⊗DX,γ(Y )

Ω•DX,γ(Y )/S : on conclut en observant que iZar est exact et i−1
Zar ◦ iZar ∗ ' Id. �

40. Rappelons que E et donc E ⊗DX,γ(Y ) Ωq
DX,γ(Y )/S

est un faisceau sur DX,γ(Y )Zar = XZar.
41. Cela résulte de la suite spectrale Ep,q2 = Rp uX/S,∗ R

q j
Ỹ ,∗(F ) ⇒ Rp+q(uX/S ◦ jỸ )(F ) qui dégénère en un isomorphisme

Ri uX/S,∗(jỸ ,∗(F )) ' Ri(uX/S ◦ jỸ )∗(F ) : comme uX/S ◦ jỸ = i
Ỹ
◦ ϕ

Ỹ
avec i

Ỹ
et ϕ

Ỹ
exacts (cf [2, Proposition 5.26 & Corollary

5.27]), on a Ri uX/S,∗(jỸ ,∗(F )) = 0 si i > 0.
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Exemple 3.4.3. On a Hi((X/S)cris,OX/S)
∼→Hi(XZar,Ω

•
DX,γ(Y )/S).

On dispose d’une version filtrée (en utilisant le lemme de Poincaré cristallin filtré) :

Théorème 3.4.4. ([2, Theorem 7.2]). Sous les hypothèses du théorème 3.4.1, on a

RuX/S,∗J
[n]
X/SF

∼→Film(E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S)

et donc
RΓ((X/S)cris,J

[n]
X/SF )

∼→RΓ
(
X,Filn(E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S)

)
(où Filn(E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S) est le sous-complexe de E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S dont le terme de degré q est
J [n−q]E ⊗DX,γ(Y ) Ω•DX,γ(Y )/S et J l’ideal de X dans DX,γ(Y )).

Corollaire 3.4.5. Si X/S est lisse, S0 ↪−→p S est une immersion fermée définie par un sous-idéal à puissance divi-
sées de I et X0 = S0×SX. Alors on a un quasi-isomorphisme naturel Hi((X0/S)cris,OX0/S)→ Hi(XZar,Ω

•
X/S).

Remarque 3.4.6. Plaçons-nous dans la situation (∗). Supposons que X (resp. X ′) peut se plonger dans un
S-schéma (resp. un S′-schéma) lisse. Si X/S est séparé, alors 42 il existe de telles immersions fermées X ↪−→p Y et
X ′ ↪−→p Y ′ et un morphisme g̃ : Y ′ → Y qui relève g.

Y ′
g̃ //

��

Y

��

X ′
g //

f ′��

?�

OO
−

X
f ��

?�

OO
−

S′ // S

On a alors un diagramme commutatif

Hi((X/S)cris,OX/S)

g∗��

Hi(XZar,ΩDX,γ(Y )/S)

g̃∗��

∼oo

Hi((X ′/S′)cris,OX′/S′) Hi(X ′Zar,Ω
′
DX′,γ(Y ′)/S)

∼oo

qui implique que g̃∗ ne dépend pas des choix de Y , Y ′ et g̃.

Mentionnons pour finir quelques propriétés de la cohomologie cristalline.

Théorème 3.4.7. (Finitude et annulation, cf [2, Theorem 7.6]). Supposons S quasi-compact, f : X → S quasi-
compact et quasi-séparé. Posons fX/S = f ◦ uX/S : (X/S)cris → SZar. Si F est un cristal quasi-cohérent 43 sur
Cris(X/S), alors Ri fX/S,∗F est quasi-cohérent sur S. En outre, il existe r ∈ N tel que Ri fX/S,∗F = 0 pour tout
F et tout i > r.

Théorème 3.4.8. (cf [2, Theorem 7.8]). Considérons le diagramme

X ′
g //

f ′0��
f ′

��

X

f0 ��
f

��

S′0
u0 //

� _

��
−

S0� _

��
−

S′
u // S

où u : (S′,I ′, γ′) → (S,I , γ) est un morphisme à puissances divisées, S0 ↪−→p S et S′0 ↪−→p S′ sont définis par des
sous-idéaux à puissances divisées de I et I ′ respectivement. On suppose que X ′ = X ×S0

S′0 et que F est un
cristal quasi-cohérent et plat sur Cris(X/S). Alors on a un isomorphisme (de changement de base)

Lu∗R fX/S,∗(F )→ R f ′X′/S′,∗g
∗
cris(F ).

42. Soient i : X ↪−→p Y0 (resp. i′ : X′ ↪−→p Y ′0) une S-immersion fermée (resp. une S′-immersion fermée). On dispose du diagramme
commutatif

X′

δ
))

g
��

 �

))
| i
′

Y ×S Y ′ π //

g̃
��

Y ′

��
##

X �
w

**|i
S′
zz

Y // S
π est lisse par changement de base (car Y → S est lisse) : il en est de même du composé Y ×S Y ′ → S′ vu que Y ′ → S′ et lisse.
Par ailleurs, le morphisme δ est le composé des trois applications ∆X/S × IdX′ : X

′ → X ×S X′, i× IdX′ : X ×S X′ → Y ×S X′ et
IdY ×i′ : Y ×S X′ → Y ×S Y ′ dont chacune est une immersion fermée par changement de base (la première parce que X → S est
séparé.

43. I.e. tel que FT soit un OT -module quasi-cohérent pour tout (U ↪−→p T, γ) ∈ Cris(X/S).
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Corollaire 3.4.9. (cf [2, Corollary 7.9]). Supposons S quasi-compact, S0 ↪−→p S défini par un sous-idéal à puis-
sances divisées de I , et soit F un cristal plat sur Cris(X/S), E = F(X=X,0) muni de sa connexion intégrable ∇
(relativement à S0). Alors on a un isomorphisme

(R fX/S,∗(F ))⊗L
OS OS0

→ R f∗(E ⊗OX Ω•X/S).

Corollaire 3.4.10. (cf [2, Corollary 7.11]). Soit f : X → Y un S-morphisme lisse, quasi-compact et quasi-séparé,
avec Y quasi-compact. Si F est un cristal quasi-cohérent et plat sur Cris(X/S), alors R fcris ∗F est un cristal
dans la catégorie dérivée des OY -modules.

Remarque 3.4.11. Supposons Y/S lisse. Alors les projections pi : DY/S → Y sont lisses, de sorte que Lp∗i = p∗i :
le corollaire qui précède implique qu’on a un isomorphisme

p∗2
(
Ri fcris,∗(F )Y

)
→ p∗1

(
Ri fcris,∗(F )Y

)
.

Comme f : X → S est lisse, on a Ri fcris,∗(F )Y = Ri f∗(FX ⊗OX Ω•X/Y ). cela fournit une connexion intégrable,
quasi-nilpotente sur Ri f∗(FX ⊗OX Ω•X/Y ) : c’est la connexion de Gauss-Manin.

Théorème 3.4.12. (cf [2, Theorem 7.24 & Summary 7.26]). Soit A un anneau de valuation discrète complet,
de caractéristique 0, d’idéal maximal I et de corps résiduel k de caractéristique p (l’exemple qu’on a en tête est
bien entendu A = W(k) où k est un corps parfait de caractéristique p). On suppose I muni d’une structure à
puissances divisées (ce qui implique que l’indice de ramification absolu e est ≤ p− 1, cf exemple 3.1.3 (1)). Si X
est un k-schéma, on pose

H•cris(X/A) := lim←−
n

H•((X/ Spec(A/In))cris,OX/ Spec(A/In)).

(1) H•cris est un foncteur de la catégorie des k-schémas propres 44 et lisses dans la catégorie des A-modules
gradués de type fini.

(2) On a les suites exactes

0→ Hicris(X/A)⊗A k → HidR(X/k)→ TorA1 (Hi+1
cris (X/A), k)→ 0

(3) Si Y est un A-schéma lisse relevant X, on a un isomorphisme naturel

Hicris(X/A) ' HidR(Y/A)

Remarque 3.4.13. (1) La cohomologie cristalline fournit une bonne cohomologie pour les k-schémas propres
et lisses. Si X est un k-schéma projectif ou relevable en caractéristique 0, alors les modules ont le bon rang
(donné par les nombres de Betti dimQ`

Hiét(Xk̄,Q`) si ` 6= p). Elle satisfait Künneth, la dualité de Poincaré,
etc, ce qui permet de montrer la rationalité des fonction zéta.

(2) Les choses se passent moins bien si X n’est pas propre ou singulier.

3.4.14. Des contre-exemples (cf [11, Tag 07LI]). Dans ce paragraphe, on pose A = Zp, I = 〈p〉 muni de sa
structure à puissances divisées γ.
• Posons C = Fp[x, y]/〈x2, xy, y2〉, qu’on présente comme C = P/J où P = Zp[x, y] et J = 〈x2, xy, y2, p〉. Posons
D = D̂P,γ(J) et

τ = γp(x
2)γp(y

2)− γp(xy)2 ∈ D
Si X = Spec(C), alors τ définit un élément de H0

cris(X/A) en vertu du théorème 3.4.1, car

d
(
γp(x

2)γp(y
2)
)

= γp−1(x2)γp(y
2)⊗ dx2 + γp(x

2)γp−1(y2) d y2

= 2
(p−1)!

(
x2p−1γp(y

2)⊗ dx+ y2p−1γp(x
2) d y

)
= 2

(p−1)!

(
xp−1γp(xy

2)⊗ dx+ yp−1γp(x
2y) d y

)
= 2

(p−1)!γp(xy)(xp−1yp ⊗ dx+ xpyp−1 d y
)

= 2γp(xy)γp−1(xy)(y dx+ xd y)

= 2γp(xy)γp−1(xy) d(xy)

= d(γp(xy)2)

ce qui montre que d τ = 0. Par ailleurs, on a

p!τ = x2pγp(y
2)− (xy)pγp(xy) = γp(x

2y2)− γp((xy)2) = 0

alors que τ 6= 0. En effet, si

π : B := Fp[x, y, u, v]/〈x3, x2y, xy2, y3, xu, yu, xv, yv, u2, v2〉� C

44. La propreté est utilisée pour le passage à la limite projective (finitude du R lim←−, cf [2, Appendix B]).
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est la surjection naturelle, on a K = Ker(π) = Fp x
2 ⊕ Fp xy ⊕ Fp y

2 ⊕ Fp u⊕ Fp v + Fp uv. On munit K d’une
structure à puissances divisées en posant

δp(ax
2 + bxy + cy2 + du+ ev + fuv) = apu+ cpv

(les conditions du lemme 3.1.4 sont trivialement vérifiées). D’après la propriété universelle de l’enveloppe à
puissances divisées, on a un unique morphisme f : D → B factorisant le morphisme P → B. On a alors f(τ) =
δp(x

2)δp(y
2) − δp(xy)2 = uv 6= 0, ce qui implique bien que τ 6= 0. Cela fournit donc un exemple pour lequel

H0
cris(X/A) a de la p-torsion.
• Soient d ∈ N>0 et C = Fp[x1, . . . , xd] que l’on présente comme C = P/J où P = Zp[x1, . . . , xd] et J = pP
(c’est un idéal à puissances divisées). On pose X = Spec(C) et S = Spec(A). D’après les théorèmes 3.4.1 et 3.4,
RΓ((X/S)cris,OX/S) est représenté par le complexe de de Rham à puissances divisées

D → Ω1
D/A → Ω2

D/A → · · · → ΩdD/A → 0→ 0→ · · ·

où D = D̂P,γ(J). Cela implique déjà que Hicris(X/A) = 0 si i > d et H0
cris(X/S) = 0, ce qui est raisonnable. Par

contre, Hrcris(X/A) est infini, n’est pas de torsion et n’est pas séparé pour la topologie p-adique. Traitons le cas
r = 1 : il s’agit de décrire le conoyau de l’application

d: D =
( ∞⊕
n=0

Zp x
n
)̂
→ Ω1

D/Zp
=
( ∞⊕
n=1

Zp x
n−1 ⊗ dx

)̂
Ce dernier contient

∞⊕
n=1

Zp /nZp : il est infini. En outre, si ω =
∞∑
m=1

pmxp
2m−1 dx définit un élément qui n’est pas

de torsion dans le conoyau. Mieux, si η =
∞∑
m=1

pmxp
m−1 dx est congru à

∞∑
m=N

pmxp
m−1 dx modulo Im(d), ce qui

implique que l’image de η dans Coker(d) est divisible par pN pour tout N ∈ N. Elle n’est cependant pas nulle :
mieux pNη a une image non nulle dans Coker(d), ce qui montre que l’image de η engendre une copie de Qp dans
H1

cris(X/A).

3.4.15. Le théorème de comparaison de Berthelot-Ogus. Dans ce paragraphe, k est un corps parfait de caractéris-
tique p. On note f : X → S un morphisme de k-schémas et Σ = Spf(W ), où W = W(k) est l’anneau des vecteurs
de Witt à coefficients dans K. On note FX : X → X le Frobenius absolu et FX/S : X → X ′ := X

(p)
S le Frobenius

relatif :
X FX

%%
FX/S

&&

f

##

X ′
WX/S //

f ′
��

X
f��

S
FS // S

On dispose alors du morphisme
F ∗X/S : RF ′cris ∗OX′/Σ → RFcris ∗OX/Σ

Lemme 3.4.16. (cf [3, Theorem 1.3]). Supposons X/S lisse de type fini et soit S ↪−→p (T,I , δ) une Σ-immersion
à puissances divisées dans un schéma formel. Notons fX/T le composé

(X/T )cris

uX/T−−−→ XZar
fZar−−→ TZar

Si OT sans p-torsion, le morphimse naturel

FX/T =: F ∗X/S : R f ′X′/T,∗OX′/T ⊗
L
Z Q→ R fX/T,∗OX/T ⊗L

Z Q

est un isomorphisme.

Idée de la preuve. Si F est un faisceau abélien, il en est de même de U 7→ F(U) ⊗Z Q (parce que XZar est
noethérienne). Il en résulte que (fZar ∗F) ⊗Z Q → fZar∗(F ⊗Z Q) est un isomorphisme : il en est de même de
(R fZar ∗F)⊗L

Z Q→ fZar∗(F ⊗L
Z Q) dans la catégorie dérivée D(XZar). Comme fX/T = fZar ◦ uX/T , il suffit donc

de montrer que
F ∗X/S : RuX′/T ⊗L

Z Q→ RuX/T ⊗L
Z Q

est un quasi-isomorphisme (prendre F = RuX/T,∗OX/T ). C’est une question locale sur T et X : on peut supposer
que X se relève en un schéma formel Y lisse sur T . Supposons 45 que FS se relève en un morphisme FT : T → T
(c’est alors automatiquement un morphisme à puissances divisées) et que FX se relève en un FT -morphisme
FY : Y → Y . Posons Y ′ = Y ×FT T : on dispose d’un relèvement FY/T : Y → Y ′ du Frobenius relatif FX/S .
L’action F ∗Y/T de FY/T sur la cohomologie de de Rham représente celle de FX/T sur la cohomologie cristalline. Il
s’agit de voir que

F ∗Y/T : Ω•Y ′/T → FY/T,∗Ω
•
Y/T

45. Le cas général est plus délicat, cf [3, Theorem 1.3].
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est une isogénie. Observons que 46 F ∗Y0/T0
tue ΩY ′0/T0

, ce qui implique que F ∗Y/T (Ω1
Y ′/T ) ⊂ pFY/S,∗Ω1

Y/T . Comme
F ∗Y/T est compatible aux produits, on a F ∗Y/T (ΩiY ′/T ) ⊂ piFY/S,∗ΩiY/T . Comme on a un morphisme de complexes,
l’image de F ∗Y/T est contenue dans

{ω ∈ piFY/S,∗ΩiY/T | dω ∈ pi+1FY/S,∗Ω
i+1
Y/T }

C’est en fait une égalité (cf [2, Theorem 8.3], l’un des ingŕedients de la preuve est l’isomorphisme de Cartier). �

Théorème 3.4.17. (cf [3, Theorem 2.1]). Soient f : X → S et g : Y → S deux morphismes lisses de schémas
noethériens, S0 ↪−→p S une immersion férmée définie par un idéal à puissances divisées et u : X0 → Y0 (où X0 =
X ×S S0 et Y0 = Y ×S S0) un S0-morphisme. Il existe des morphismes canoniques

u∗ : (R gY/T∗OY/T )⊗L
Z Q→ (R fX/T∗OX/T )⊗L

Z Q

u∗ : RΓcris(Y/T )⊗L
Z Q→ RΓcris(X/T )⊗L

Z Q

les que si h : Z → S est un troisième morphisme lisse de schémas noethériens et v : Y0 → Z0 un S0-morphisme,
on a (v ◦ u)∗ = u∗ ◦ v∗. En outre, si u est induit par un S-morphisme ũ : X → Y , on a u∗ = ũ∗.

Démonstration. Le deuxième isomorphisme résulte du premier en prenant les sections globales sur T . Posons
X(0) = X et X(n+1) = (X(n))′ = X(n) ×FS S pour tout n ∈ N. Avec le lemme 3.4.16, une récurrence immédiate
montre qu’on a un isomorphisme canonique 47

F
(n)∗
X/S : R f

(n)

X(n)/T,∗OX(n)/T ⊗L
Z Q→ R fX/T,∗OX/T ⊗L

Z Q

Si I désigne l’idéal de l’immersion fermée j : S0 ↪−→p S, il existe n ∈ N tel que I pn = 0 : le morphisme FnS se
factorise à travers un morphisme ρ(n) : S → S0 :

S
FnS //
ρ(n)

))

S

S0

j

OO

FnS0

// S0

j

OO

On dispose de ρ(n)∗(u) : X(n) → Y (n). Pour m ≥ n, on a ρ(m) = ρ(n) ◦ Fm−nS donc ρ(m)∗(u) = Fm−n∗S (ρ(n)∗(u)).
Définissons u∗ comme le composé

(R gY/T∗OY/T )⊗L
Z Q

u∗
��

//
(F

(n)∗
Y/S

)−1

(R g
(n)

Y (n)/T∗OY (n)/T )⊗L
Z Q

ρ(n)∗(u)∗��
(R fX/T∗OX/T )⊗L

Z Q (R f
(n)

X(n)/T∗OX(n)/T )⊗L
Z Qoo

F
(n)∗
Y/S

La relation ρ(m)∗(u) = Fm−n∗S (ρ(n)∗(u)) et la canonicité de Fm−n∗S impliquent que cette définition ne dépend pas
du choix de n tel que I pn = 0. Comme ρ(n)∗(v ◦u) = ρ(n)∗(v)◦ρ(n)∗(u), la relation (v ◦u)∗ = u∗ ◦v∗ résulte de la
fonctorialité de la cohomologie cristalline. La dernière assertion résulte de la définition de u∗ et de la canonicité
de F (n)∗

X/S . �

Corollaire 3.4.18. (cf [3, Corollary 2.2]). Si X et X ′ sont deux déformations de X0 sur S, il existe des
isomorphismes canoniques

δX,X′ : (R gX′/T∗OX′/T )⊗L
Z Q→ (R fX/T∗OX/T )⊗L

Z Q

u∗ : RΓcris(X
′/T )⊗L

Z Q→ RΓcris(X/T )⊗L
Z Q

tels que :
(i) si X ′′ est une autre déformation, on a δX,X′′ = δX,X′ ◦ δX′,X′′ ;
(ii) si Y et Y ′ sont des déformations de Y et u : X0 → Y0 un S0-morphisme, on a δX,X′ ◦ u∗ = u∗ ◦ δY,Y ′ .

Démonstration. Résulte du théorème 3.4.17 appliqué à u = v = IdX0
. La relation (ii) résulte que δX,X′ ◦ u∗ =

Id∗X0
◦u∗ = (u ◦ IdX0

)∗ = (IdY0
◦u)∗ = u∗ ◦ δY,Y ′ . �

Théorème 3.4.19. (cf [3, Theorem 2.4]). Soient K un corps de valuation discrète complet, de caractéristique 0,
à corps résiduel k, et X un OK-schéma formel lisse, de fibre spéciale X0. Il existe des isomorphismes canoniques

σcris : RΓ(X,Ω•X/OK )⊗L
OK K

∼→RΓcris(X0/W )⊗L
W K

σcris : HidR(X/OK)⊗OK K
∼→Hicris(X0/W )⊗W K.

46. On note avec un indice 0 la fibre spéciale.
47. En ce qu’il commute aux morphismes induits fonctoriellement par les morphismes de S-schémas.
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Démonstration. L’application (W,pW, γ) → (OK , pOK , γ) est un morphisme à puissances divisées. Posons R =
OK/pOK ' k[t]/〈te〉 (c’est une k-algèbre artinienne) et S = Spec(R). Posons T = Spf(OK) : c’est un Σ-
épaississement à puissances divisées de S. Pour n ∈ N>0, on pose Σn = Spec(W/pnW ), Tn = Spec(Ok/pnOK).
Posons aussi X = X×T S et X 0 = X0 ×Σ1

S. Le théorème de changement de base cristallin (cf théorème 3.4.8
implique qu’on a un isomorphisme canonique

RΓcris(X0/Σn)⊗L
W/pnW (OK/pnOK)

∼→RΓcris(X 0/Tn)

Comme OK est plat surW , on a ⊗L
W/pnW (OK/pnOK) ' ⊗L

WOK : en passant à la limite il vient un isomorphisme

R lim←−
(
RΓcris(X0/Σn)⊗L

W/pnW (OK/pnOK))
∼→R lim←−

(
RΓcris(X 0/Tn)

)
Comme OK est libre de rang fini sur W , les foncteurs ⊗L

WOK et R lim←− commutent (cf [2, Appendix B (2.3)]) :
on obtient un isomorphisme canonique

RΓcris(X0/W )⊗L
W OK

∼→RΓcris(X 0/T )

Par ailleurs, X est lisse sur S et X est un relèvement lisse de X au-dessus de l’épaississement à puissances divisées
S ↪−→p T . D’après le théorème 3.4.1 (et un autre argument de passage à la limite), on a un isomorphisme canonique

RΓ(X,Ω•X/T )
∼→RΓcris(X/T )

Mais X et X 0 sont deux déformations de X0 : on dispose de l’isomorphisme

δX0,X
: RΓcris(X/T )⊗L

Z Q
∼→RΓcris(X 0/T )⊗L

Z Q .

Le théorème résulte de la composition de ces trois isomorphismes. �

Remarque 3.4.20. L’adjectif « canonique » de l’énoncé signifie que si h : X → Y est un morphisme de OK-
schémas formels lisses, on a un diagramme commutatif

RΓ(Y,Ω•Y/OK )⊗L
OK K

RΓdR(h)

��

RΓcris(Y0/W )⊗L
W K

RΓcris(h)

��
RΓ(X,Ω•X/OK )⊗L

OK K RΓcris(X0/W )⊗L
W K

Corollaire 3.4.21. Si X est un OK-schéma propre et lisse, de fibre spéciale X0, il y a un isomorphisme canonique

σcris : HidR(X/OK)⊗OK K
∼→Hicris(X0/W )⊗W K.

Démonstration. Cela résulte du théorème de comparaison de Grothendieck (cf [8, Corollary 8.2.4]). �

4. L’anneau Acris

4.1. La construction générale de Fontaine. Soient Λ un anneau et R une Λ-algèbre séparés et complets
pour la topologie p-adique. Supposons le Frobenius surjectif sur R/pR.

4.1.1. L’anneau R et l’application θ. Posons

RR = lim←−
n

R/pR =
{

(xn)n∈N ∈ (R/pR)N | (∀n ∈ N)xpn+1 = xn
}

C’est un anneau parfait 48 de caractéristique p. Si m ∈ N, on note prm : RR → R/pR la m-ième projection.

Lemme 4.1.2. L’application naturelle 49

lim←−
x 7→xp

R =
{

(x(n))n∈N ∈ RN | (∀n ∈ N)x(n+1)p = x(n)
}
→ RR

est bijective.

Démonstration. Soient x = (xn)n∈N ∈ RR, et (x̂n)n∈N, (x̃n)n∈N ∈ RN des suites relevant x (i.e. telles que la
réduction de x̂n et x̃n modulo pR soit xn pour tout n ∈ N). Comme x̂n+m ≡ x̃n+m mod pR, une récurrence
immédiate implique que

(♠) x̂p
m

n+m ≡ x̃
pm

n+m mod pm+1R

Avec x̃n = x̂pn+1, on a x̂p
m+1

n+m+1 ≡ x̂
pm

n+m mod pm+1OC : la suite
(
x̂p

m

n+m

)
m∈N est de Cauchy, donc converge dans

R. En outre, (♠) montre que sa limite x(n) ∈ OC ne dépend pas du choix du relèvement (x̂n)n∈N. Bien entendu,
la réduction de x(n) modulo pR redonne xn, de sorte que la suite

(
x(n)

)
n∈N est elle aussi un relèvement de x.

En particulier, on a (
x(n+1)

)p
= lim
m→∞

x(n+1+m)pm+1

= x(n)

48. L’application inverse du Frobenius est le décalage vers la droite : (xn)n∈N 7→ (xn+1)n∈N.
49. De réduction modulo p composante par composante.
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ce qui montre que
(
x(n)

)
n∈N ∈ lim←−

x 7→xp
OC est un antécédent de x, fournissant l’application réciproque. �

Dans ce qui suit, on identifiera implicitement RR et lim←−
x 7→xp

R.

Remarque 4.1.3. Soient x = (xn)n∈N et y = (yn)n∈N sont des éléments de R correspondant à
(
x(n)

)
n∈N et

y =
(
y(n)

)
n∈N dans lim←−

x 7→xp
R. Comme x(n)y(n) relève xnyn et

(
x(n+1)y(n+1)

)p
= x(n)y(n) pour tout n ∈ N, on a

(xy)(n) = x(n)y(n) pour tout n ∈ N, i.e. x 7→ x(n) est une application multiplicative. Elle n’est pas additive : on
a seulement

(x+ y)(n) = lim
m→∞

(
x(n+m) + y(n+m)

)pm
L’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans RR est séparé et complet pour la topologie p-adique (cf [, ]).
Posons

θ : W(RR)→ R

(x0, x1, . . .) 7→
∞∑
i=0

pix
(i)
i

Proposition 4.1.4. θ est un homomorphisme d’anneaux surjectif.

Démonstration. Pour n ∈ N>0, soit θn : Wn(RR)→ R/pnR; (x0, x1, . . . , xn−1) 7→
n−1∑
i=0

pix
(i)
i l’application induite

par θ modulo pn. La n− 1-ième composante fantôme

Φn−1 : Wn(R/pnR)→ R/pnR

(x0, x1, . . . , xn−1) 7→
n−1∑
i=0

pixp
n−i−1

i

est un homomorphisme d’anneaux 50. Si xi ≡ yi mod pR on a xp
n−i−1

i ≡ yp
n−i−1

i mod pn−iR (récurrence tri-

viale), donc
n−1∑
i=0

pixp
n−i−1

i ≡
n−1∑
i=0

piyp
n−i−1

i mod pnR. On a donc une factorisation

Wn(R/pnR)
Φn−1 //

'' ''

R/pnR

Wn(R/pR)
Φ̃n−1

99

où la flèche de gauche est induite par l’application R/pnR→ R/pR. On en déduit le diagramme commutatif

Wn(RR)
θn //

ϕ1−n

��

R/pnR

Wn(R/pnR)
Φn−1

55

)) ))
Wn(RR)

α 66

β // Wn(R/pR)

Φ̃n−1

OO

où α(x0, x1, . . . , xn−1) = (x
(0)
0 mod pnR, . . .) et β(x0, x1, . . . , xn−1) = (x

(0)
0 mod pR, . . .). L’application α n’est

pas un homomorphisme d’anneaux, mais β = Wn(pr0) en est un. Cela implique que θn = Φ̃n−1 ◦ β ◦ϕ1−n est un
homomorphisme d’anneaux. Comme c’est vrai pour tout n ∈ N>0, il en est de même de θ.
Soit a ∈ R. L’hypothèse de surjectivité du Frobenius sur R/pR implique l’existence d’une suite x = (xn)n∈N ∈ RR
telle que x0 = a mod pR : on a θ1(x) = a mod pR. Cela montre que l’application θ est surjective modulo p.
Comme R et W(RR) sont séparés et complets pour la topologie p-adique, cela implique que θ est surjectif. Notons
que sous l’hypotèse plus forte « l’élévation à la puisance p » est surjective sur R, il existe (x(n))n∈N ∈ RR tel que
x(0) = a, et on a a = θ([x]). �

Par Λ-linéarité, θ induit un homomorphisme surjectif de Λ-algèbres

θ : Λ⊗Z W(RR)→ R

50. Par définition des vecteurs de Witt.
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4.1.5. L’anneau Acris. On munit l’idéal pΛ de sa structure à puissances divisées canonique γ.

Définition 4.1.6. (1) Un Λ-épaississement à puissances divisées formel p-adique deR est un homomorphisme
surjectif de Λ-algèbres θD : D → R dont le noyau est muni d’une structure à puissances divisées compatible
à γ, et tel que D soit séparé et complet pour la topologie p-adique.

(2) On note Acris(R/Λ) le séparé complété, pour la topologie p-adique, de l’enveloppe à puissances divisées
(compatible avec γ) de Λ⊗Z W(RR) par rapport à l’idéal Ker(θ), i.e.

Acris(R/Λ) = DΛ⊗ZW(RR),γ(Ker(θ))̂

L’homomorphisme θ s’étend en un homomorphisme surjectif de Λ-algèbres DΛ⊗ZW(RR),γ(Ker(θ))→ R, et donc
en un homomorphisme surjectif de Λ-algèbres

θ : Acris(R/Λ)→ R

(car R est séparé et complet pour la topologie p-adique).

Théorème 4.1.7. θ : Acris(R/Λ) → R est un Λ-épaississement à puissances divisées formel p-adique univer-
sel de R : si θD : D → R est un Λ-épaississement à puissances divisées formel p-adique, il existe un unique
homomorphisme continu de Λ-algèbres α : Acris(R/Λ)→ D tel que θ = θD ◦ α.

Démonstration. D’après les propriétés universelles de la complétion p-adique et de l’enveloppe à puissances
divisées, il suffit de montrer qu’il existe un unique homomorphisme d’anneaux α : W(RR)→ D tel que

W(RR)
α //

θ "" ""

D

θD����
R

commute. Soit x =
(
x(n)

)
n∈N ∈ R. Pour tout n ∈ N, soit x̂(n), x̃(n) ∈ D des relèvements de x(n) ∈ R (qui

existent vu que θD est surjectif). L’élément a := x̂(n) − x̃(n) ∈ Ker(θD) a des puissances divisées dans D : on a
x̂(n)p = (x̃(n) + a)p ≡ x̃(n)p + ap mod pD d’où x̂(n)p ≡ x̃(n)p mod pD puisque ap = p!a[p] ∈ pD. Par récurrence,
on en déduit que x̂(n)pn ≡ x̃(n)pn mod pnD. Avec le choix x̃(n) = x̂(n+1)p, cela implique que la suite

(
x̂(n)pn

)
n∈N

est de Cauchy (pour la topologie p-adique) dans D : elle converge. La congruence qui précède montre que sa limite
ρ(x) ∈ D ne dépend pas du choix des relèvements (x̂(n))n∈N. Si α existe, alors α([x1/pn ]) ∈ D relève x(n), de sorte

que ρ(x) = lim
n→∞

α
(
[x1/pn

])pn
= α([x]). Cela implique que si α existe, alors pour tout x =

∞∑
n=0

pn[xn] ∈ W(RR),

on a necéssairement

α(x) =

∞∑
n=0

pnρ(xn)

ce qui montre l’unicité de α. Pour l’existence, il faut vérifier que la formule qui précède définit un homomorphisme
d’anneaux. Soient x, y ∈ R. On voit facilement que ρ(xy) = ρ(x)ρ(y), d’où α([x][y]) = α([x])α([y]) : il suffit de

montrer que α([x] + [y]) = α([x]) + α([y]). Écrivons [x] + [y] =
∞∑
n=0

pn
[
sp
−n

n

]
, avec sn = Sn([x], [y]) (où les

polynômes Sn définissent l’addition dans les vecteurs de Witt), de sorte que α([x] + [y]) =
∞∑
n=0

pnρ
(
sp
−n

n

)
. Par

ailleurs, avec les notations qui précèdent, on a α([x]) + α([y]) = ρ(x) + ρ(y) = lim
m→∞

(
x̂(m)pm + ŷ(m)pm

)
. Comme

x̂(m)pm + ŷ(m)pm = Φm
([
x̂(m)

])
+ Φm

([
ŷ(m)

])
= Φm

(
S0

([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

])
, S1

([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

])
, . . .

)
=

m∑
n=0

pnSn
([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

])pm−n
on a α([x]) + α([y]) = lim

m→∞

m∑
n=0

pnSn
([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

])pm−n . Or on a

λ
(
Sn
([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

]))
= Sn

([
x(m)

]
,
[
y(m)

])
7→ Sn([xm], [ym]) ∈ R/pR

ce qui implique que
Sn
([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

])
≡ ŝ(m)

n mod Ker(θD) + pD

(car la réduction de s(m)
n modulo pR est prm(sn) = Sn(prm(x), prm(y)) = Sn([xm], [ym]), vu que lam-ième projec-

tion prm : RR → R/pR est un homomorphisme d’anneaux). Comme l’idéal Ker(θD)+pD a des puissances divisées

dans D, on a Sn
([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

])pm−n≡ ŝ(m)pm−n

n mod pm−nd d’où lim
m→∞

Sn
([
x̂(m)

]
,
[
ŷ(m)

])pm−n
= ρ

(
sp
−n

n

)
, i.e.

α([x]) + α([y]) =
∞∑
n=0

pnρ
(
sp
−n

n

)
= α([x] + [y]). �
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Corollaire 4.1.8. Le site Cris(Spec(R/pR),Spec(Λ/pnΛ)) a un objet final pour tout n ∈ N>0, et

H0
(
(Spec(R/pR),Spec(Λ/pnΛ))cris,OSpec(R/pR)/ Spec(Λ/pnΛ)

)
= Acris(R/Λ)/pn Acris(R/Λ)

H0
cris(Spec(R/pR)/Λ) = Acris(R/Λ)

4.2. Le cas de l’anneau des entiers d’un corps local. Dans tout ce qui suit, K désigne un corps de valuation
discrète complet, de caractéristique 0, à corps résiduel k parfait de caractéristique p. On note v : K → R∪{∞} la
valuation normalisée (i.e. telle que v(p) = 1). On fixe une clôture algébrique K de K et on pose GK = Gal(K/K).
La valuation v s’étend de façon unique à K : on note C le complété de K . L’action de GK se prolonge par
continuité à C. Posons W = W(k) et F = Frac(W ), on a F ⊂ K. Si L est une sous-extension de C/F , on note
OL = {x ∈ L | v(x) ≥ 0} son anneau des entiers.

L’anneau
R = lim←−

x7→xp
OK/pOK =

{
(xn)n∈N ∈ (OK/pOK )N, (∀n ∈ N)xpn+1 = xn

}
est parfait de caractéristique p, muni d’une action de GK (composante par composante). C’est une k̄-algèbre via
l’application

k̄ → R

x 7→
(
x, x1/p, x1/p2

, . . .
)

Comme K est algébriquement clos, on peut extraire des racines pn-ièmes dans OK : les applications prm et θ
sont surjectives. Mieux, comme C est algébriquement clos, les applications R → OC ; x 7→ x(n) sont surjectives
pour tout n ∈ N. Par exemple, on dispose d’éléments ε = (ζpn)n≥0 (resp. p̃ = (p(n))n≥0) dans R tels que ζpn
soit une racine primitive pn-ième de l’unité (resp. p(0) = p). Ces éléments ne sont pas canoniques, parce que les
extractions de racines p-ièmes requierent des choix.

Remarque 4.2.1. Si g ∈ GK , on a g(ζpn) = ζ
χ(g)
pn (où χ : GK → Z×p est le caractère cyclotomique), d’où

g(ε) = εχ(g). De même, il existe c(g) ∈ Zp tel que g
(
p(n)

)
= ζ

c(g)
pn p(n) pour tout n ∈ N, et g(p̃) = εc(g)p̃. Si

h ∈ GK , on a (gh)(p̃) = g(εc(h)p̃) = εχ(g)c(h)g(p̃) = εc(g)+χ(g)c(h)p̃, donc c définit un 1-cocycle GK → Zp(1).

Si x =
(
x(n)

)
n∈N ∈ R, on pose

vR(x) = v
(
x(0)

)
∈ R≥0 ∪{+∞}

(rappelons que v est la valuation sur C normalisée par v(p) = 1).

Proposition 4.2.2. L’application vR est une valuation, pour laquelle R est complet. En outre, l’action de GK
sur R est continue pour vR.

Démonstration. Soit x =
(
x(n)

)
n∈N ∈ R. Si vR(x) = +∞, alors v

(
x(0)

)
= +∞ i.e.

(
x(n)

)pn
= x(0) = 0 d’où

x(n) = 0 pour tout n ∈ N, i.e. x = 0. Si y =
(
y(n)

)
n∈N ∈ R, on a (xy)(0) = x(0)y(0) hence vR(xy) = v

(
x(0)y(0)

)
=

v
(
x(0)

)
+ v
(
y(0)

)
= vR(x) + vR(y). Si m ∈ N, on a

1
pm v

(
x(m) + y(m)

)
≥ min

{
1
pm v

(
x(m)

)
, 1
pm v

(
y(m)

)}
= min

{
v
(
x(0)

)
, v
(
y(0)

)}
= min{vR(x), vR(y)

}
donc vR(x+ y) = v

(
(x+ y)(0)

)
= lim
m→∞

1
pm v

(
x(m) + y(m)

)
≥ min{vR(x), vR(y)

}
. Enfin, pour N ∈ N, on a

x ∈
N⋂
i=0

pr−1
i ({0})⇔ x(N) ∈ pOC ⇔ x(0) = x(N)pN ∈ pp

N

OC ⇔ vR(x) ≥ pN

Cela implique que la topologie deR definie par la valuation vR n’est autre que la topologie induite par la topologie
produit de

(
OK/pOK

)N. Comme R est fermé dans ce dernier, il est complet.
Soit x = (xn)n∈N ∈ R. Si N ∈ N, il existe une extension finie L/K dans K telle que xn ∈ OL/pOL pour tout
n ∈ {0, . . . , N}. Si g ∈ Gal(K/L), on a prn(g(x)) = prn(x) pour tout n ≤ N , i.e. g(x) − x ∈ Ker(prN ), de sorte
que g ∈ Gal(K/L)⇒ vR(g(x)− x) ≥ pN . �

Exemple 4.2.3. vR(p̃) = 1 et vR(ε− 1) = lim
m→∞

v
(
ζpm − 1)p

m

= p
p−1 .

Remarque 4.2.4. L’action de GK sur R induit une action sur W(R). Cette dernière n’est pas continue pour la
topologie p-adique : cela impliquerait que l’action de GK sur R = W(R)/pW(R) est discrèete, ce qui n’est pas
(car (g − 1)(p̃) = (εc(g) − 1)p̃ = 0⇔ g ∈ Ker(c) qui n’est pas un sous-groupe ouvert de GK), cf remarque 4.2.1.

Corollaire 4.2.5. R est intègre, de corps des fractions R[p̃−1].

Démonstration. Résulte que vR(p̃) > 0. �

Proposition 4.2.6. Le corps Frac(R) est algébriquement clos.
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Démonstration. On doit montrer que tout polynôme irréductible P (X) = XN+a1X
N−1+· · ·+aN ∈ Frac(R)[X] a

une racine dans Frac(R). Comme R, donc aussi Frac(R), est parfait, P (X) est séparable. Comme p̃−rNP
(
p̃rX

)
=

XN + p̃ra1X
N−1 + · · · + p̃rNaN a coefficients dans R pour r ∈ N assez grand, on peut supposer que P (X) ∈

R[X]. Comme P (X) est séparable dans Frac(R)[X], il existe U0(X), V0(X) ∈ Frac(R)[X] tels que P (X)U0(X) +
P ′(X)V0(X) = 1. Soit m0 ∈ N tel que U(X) = p̃m0U0(X) ∈ R[X] et V (X) = p̃m0V0(X) ∈ R[X] : on a
P (X)U(X) + P ′(X)V (X) = p̃m0 . Soit m ∈ N tel que m > 2m0. Le polynôme P (m)(X) := XN + a

(m)
1 XN−1 +

· · · + a
(m)
N ∈ OC [X] admet une racine dans OC . L’application R → OC ; x 7→ x(m) étant surjective, il existe

α ∈ R dont la m-ième composante α(m) est une telle racine. En réduisant modulo pOC , on a prm(P (α)) =
αNm + a1,mα

N−1
m + · · · + aN,m = 0 d’où vR(P (α)) ≥ pm. Cela implique que vR(P (α)U(α)) ≥ m > m0, donc

vR
(
P ′(α)V (α)

)
= vR

(
pm0 − P (α)U(α)

)
= m0, d’où vR(P ′(α)) ≤ m0. comme vR(P (α)) = pm ≥ m > 2m0 ≥

2vR(P ′(α)), le lemme de Hensel implique que P (X) a un zéro ≡ α mod p̃m−m0R. �

Proposition 4.2.7. Le noyau de θ : W(R) → OC est principal, engendré par tout élément x ∈ Ker(θ) dont la
réduction x ∈ R modulo p vérifie vR(x) = 1. Par exemple, ξ := [p̃]− p est un tel élément.

Démonstration. Soit x ∈ Ker(θ) tel que x ∈ R vérifie vR(x) = 1, et y =
∞∑
n=0

pn[yn] ∈ Ker(θ). On a
∞∑
n=0

pny
(n)
n = 0,

donc y(0)
0 ∈ pOC , i.e. vR(y0) ≥ 1 : il existe z0 ∈ R tel que y0 = xz0. Cela implique que y − x[z0] ∈ Ker(θ) a une

image nulle modulo p : on peut écrire y − x[z0] = py′. Comme OC est sans p-torsion, on a aussi y′ ∈ Ker(θ). Par

récurrence, on peut construire une suite (zn)n∈N ∈ RN telle que y − x
n∑
i=0

pi[zi] ∈ pn+1 Ker(θ) pour tout n ∈ N.

Comme W(R) est séparé et complet pour la topologie p-adique, on a y = x
∞∑
i=0

pi[zi] ∈ xW(R). �

Exemple 4.2.8. Soit$ = [ε]−1
[ε1/p]−1

= 1+[ε1/p]+[ε1/p]2+· · ·+[ε1/p]p−1 ∈W(R). On a$ = ε−1
ε1/p−1

= (ε1/p−1)p−1,
donc vR($) = (p− 1)vR(ε1/p − 1) = p−1

p vR(ε− 1) = 1 (cf exemple 4.2.3), d’où Ker(θ) = $W(R).

Comme Ker(θ) est principal, l’enveloppe à puissances divisées W(R)DP de W(R) par rapport à l’ideal Ker(θ) n’est
autre que la sous-W(R)-algèbre de W(R)[p−1] engendrée par {η[n]}n∈N, où η est n’importe quel générateur de
Ker(θ) (on peut prendre η = ξ par exemple). En particulierr, elle n’a pas de p-torsion : Acris non plus. L’application
θ se prolonge en θ : Acris → OC (on a θ(x[n]) = 0 pour tout x ∈ Ker(θ) et n ∈ N>0). Soit Fil1 Acris = Ker(θ) et,
pour i ∈ N, soit Fili Acris la i-ème puissance divisée de Fil1 Acris : c’est l’adhérence, pour la topologie p-adique,
de l’idéal de Acris engendré par {η[n]}n≥i. On a en particulier Fili Acris = W(R)η[i] + Fili+1 Acris : l’application θ
induit un isomorphisme

gri Acris
∼→OCη[i]

L’action de GK sur W(R) s’étend à W(R)PD : en effet, si g ∈ GK , on a

g(ξ) = g([p̃])− p = [p̃][εc(g)]− p ∈ Ker(θ)

(parce que θ([εc(g)]) = 1 et θ([p̃]) = p) : l’idéal Ker(theta) est stable par g. Elle s’étend aussi à Acris par continuité.
De même, le Frobenius des vecteurs de Witt ϕ : W(R)→W(R) s’étend à W(R)PD, parce que

ϕ(ξ) = [p̃]p − p = (ξ + p)p − p ∈ Ker(θ + pW(R)

et Ker(θ + pW(R) est un idéal à puissances divisées. Il s’étend aussi à Acris par continuité.

Proposition 4.2.9. Soit γ l’application x 7→ xp

p . On a un isomorphisme :

Acris /pAcris
∼→(R/p̃pR)[δm]m∈N/(δ

p
m)m∈N

où δm est l’image de γm+1(η).

Démonstration. Un récurrence immédiate montre que γi(x) = xp
i

p
pi−1
p−1

. Si n ∈ N s’écrit n = a0 + a1p+ · · ·+ arp
r

avec r ∈ N et ai ∈ {0, . . . , p − 1} pour i ∈ {0, . . . , r}, on a
r∏
i=0

(
γi(η)

)ai
=

r∏
i=0

ηaip
i

p
ai
pi−1
p−1

= ηn

pvp(n!) = αnη
[n]

avec αn = n!
pvp(n!) ∈ Z×p . Cela implique que W(R)DP est la sous-W(R)-algèbre de W(R)[p−1] engendrée par

{γi(η)}i∈N>0
. En particulier, l’application

W(R)[Tm]m∈N →W(R)DP

Tm 7→ γm+1(η)

est surjective. Son noyau est l’ideal I engendré par ηp − pT0 et {T pm − pTm+1}i∈N : on a un isomorphisme
W(R)[Tm]m∈N/I →W(R)DP. Sa réduction modulo p fournit un isomorphisme

R[Tm]m∈N/I →W(R)DP/pW(R)DP ' Acris /pAcris
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où I est l’image de I dans R[Tm]m∈N. Comme vR(η) = 1, on a η ∈ p̃R× : cette image est l’idéal en-
gendré par p̃p et {δpm}m∈N où δi est l’image de Tm donc de γm+1(η). L’isomorphisme précédent est donc
(R/p̃pR)[δm]m∈N/(δ

p
m)m∈N

∼→Acris /pAcris. �

Pour n ∈ N>0, on a

Hqcris

(
OK/p

nOK |Wn

)
= lim−→
L/K

Hq
(
(Spec(OL/pnOL),Spec(Wn))cris,OL,n

)
(où la limite est indexée par les extensions finies L/K dans K , et OL,n désigne le faisceau structural du topos(
Spec(OL/pnOL)/Spec(Wn)

)
cris

.

Théorème 4.2.10. (Fontaine, cf [6, Théorème 1])

lim←−
n

Hqcris

(
OK/p

nOK |Wn

) ∼= {Acris si q = 0

0 si q > 0

Démonstration. Le premier isomorphisme résulte du corollaire 4.1.8. Pour calculer Hq
(
(OL/pnOL|Wn)cris,OL,n

)
,

on plonge Spec(OL/pnOL) dans un Wn-schéma lisse : comme OL = W [x] est monogène, on peut écrire

OL/pnOL 'Wn[X]/(f(X))

où f ∈W [X] est unitaire, de sorte que la cohomologie cristalline de OL/pnOL est celle du complexe de de Rham
complex à puissances divisées :

0→ DL,n → DL,n ⊗Wn[X] Ω1
Wn[X]/Wn

→ DL,n ⊗Wn[X] Ω2
Wn[X]/Wn

= 0→ · · ·

(où DL,n désigne l’enveloppe à puissances divisées de Wn[X] par rapport à l’idéal engendré par f . Cela implique
que Hq

(
(OL/pnOL|Wn)cris,OL,n

)
= 0 si q ≥ 2. De plus, si y ∈ K vérifie yp

n

= x, on dispose de la présentation
OL[y]/p

nOL[y] 'Wn[Y ]/(f(Y p
n

)), et du diagramme commutatif

X_

��

DL,n
//

��

DL,n ⊗Wn[X] Ω1
Wn[X]/Wn

��

dX_

��
Y p

n

DL[y],n
// DL[y],n ⊗Wn[Y ] Ω1

Wn[Y ]/Wn
dY p

n

0

qui implique que l’image de H1
(
(OL/pnOL|Wn)cris,OL,n

)
dans H1

(
(OL[y]/p

nOL[y]|Wn)cris,OL,n
)
est nulle : on a

H1
cris

(
OK/pnOK |Wn

)
= 0, ce qui prouve le cas q > 0. �

Remarque 4.2.11. (1) De même, Fil1 Acris est relié à la cohomologie du faisceau JSpec(OK /pOK )/Wn
.

(2) L’évaluation d’un cristal de OSpec(OK /pOK )/Wn
-modules sur Cris

(
Spec(OK/pOK ),Spec(W )

)
en l’objet

test Spec(OK/pOK ) ↪−→p Spec(OC) fournit un Acris-module.
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