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Résumé :

Les structures de Dirac sont les sous-fibrés de la somme directe de fibrés tangent et cotangent d’une
variété, avec certaines propriétés. Leur cadre permet de donner une description unifiée entre autres de
la géométrie symplectique et de Poisson, de certaines classes de feuilletages. On va commencer par
un rappel des situations ou les structures de Dirac apparaissent naturellement pour les problemes mé-
caniques. Ensuite on va adresser la question de la formulation variationnelle de la dynamique sur les
structures de Dirac. Les obstructions a cette formulation peuvent étre caractérisées par une classe de
cohomologie basique des algebroides de Lie. Une telle formulation variationelle implique la possibi-
lité de construction des intégrateurs géométriques, notamment la construction des schémas numériques
(variationnels) qui préservent les propriétés physiques du systeme “encodées” par la structure de Dirac

—on va la survoler rapidement.

Abstract :

Dirac structures are the subbundles of the direct sum of the tangent and cotangent bundles to a smooth
manifold, subject to some properties. Their framework permits to provide a unified description of sym-
plectic and Poisson structures (among others), as well as a certain class of foliations. We will start by
recalling several instances of Dirac structures appearing naturally for mechanical problems. Then we
will adress the question of variational formulation of dynamics on Dirac structures. The obstructions
to such a formulation can be characterized by a class in basic cohomology of Lie algebroids. And the
Sformulation itself implies the possibility to construct geometric integrators, namely (variational) nume-
rical methods that preserve physical properties of the system, encoded by the Dirac structure — we will
briefly sketch the idea.

Mots clefs : Structures de Dirac, formulation variationnelle, intégrateurs
géométriques.
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1 Introduction

Ce papier fait partie de la série des travaux sur la géométrisation de la mécanique, ¢’est-a-dire de I’étude
des structures géométriques pertinentes pour la description efficace des propriétés des systemes des
équations différentielles (ordinaires et aux dérivées partielles) issues des modeles mécaniques, ou bien
pour la déduction de ces équations. L’exemple historique d’une telle approche est la géométrie symplec-
tique et le formalisme Hamiltonien pour les systemes conservatifs en dimension finie, qui fait mainte-
nant partie de folklore en mécanique théorique. Différentes structures géométriques s’aveérent pertinentes
pour prendre en compte les phénomenes autre que la conservation d’énergie, nous avons fait un survol
concernant la géométrie généralisée et graduée dans [1].

Dans ce papier on s’intéresse en particulier aux structures de Dirac. Congues initialement avec la mo-
tivation mécanique elles ont d’abord été étudiées dans le contexte purement géométrique ([2]), comme
une structure qui généralise simultanément la géométrie symplectique, les structures de Poisson, les
feuilletages. Pour les applications mécaniques assez directes on peut citer par exemple les systemes dits
Hamiltoniens a ports ([3]) et les systemes avec les contraintes ([4]). Les structures de Dirac peuvent
aussi étre utilisées comme espaces de cible pour les théories de jauge ([5]), et décrivent I’algebre des
symétries des sigma-modeles les plus généraux (dans un certain sens) en dimension 2 d’espace-temps
([6]). Mais dans la plupart de ces travaux la structure est en quelque sorte lue du systéme, c’est-a-dire
pour chaque systeme donnée, on peut dire que les variables dynamiques (dans les exemples mécaniques)
ou les champs et les symétries (pour les théories de jauge) appartiennent a une structure de Dirac, qui
est chaque fois différente. Ici on se pose la question dans 1’autre sens : étant donnée une structure de
Dirac, qu’est-ce qu’on a besoin comme information pour définir une dynamique l1a-dessus.

2 Bases géométriques — structures de Dirac

Dans cette section on donne la définition de la structure de Dirac, et récapitule certains résultats et
constructions nécessaires pour la compréhension de la formulation variationnelle de la section 3. On ne
va pas entrer dans les détails géométriques trop techniques, par exemple I’expression précise du crochet
de Courant ci-dessous ne va pas étre utilisée explicitement, néanmoins un lecteur motivé est invité a
consulter [7] pour une présentation simplifiée des objets géométriques.

Pour une variété lisse M, on considere le fibré vectoriel TAM = T M @y T* M. Pour les sections de
ce fibré, c’est-a-dire les couples (champ de vecteurs, champ de covecteurs) on définit deux opérations
naturelles : le couplage symétrique (-, -) et le crochet dit de Courant [-, -] :
(,):TM @ TM — R; {(v, ), (w, B8)) = a(w) + B(v)
[]: T(TM) @ T(TM) — T(TM); [(v, @), (w, B)] = ([v,w], LB — Ly — 3d(10 — Lw@)).
Définition. Une structure de Dirac est un sous-fibré D C TM de rank égal a dim(M ), qui est isotrope
(i.e. (D, D) = 0) et involutive (i.e. [['(D),I'(D)] Cc I'(D) ).
Pour les structures de Dirac on peut définir deux constructions :
Definition. Soit D C TM un sous-fibré,

1. Pour tout ¢: M’ — M, on note ¢' D I’ensemble

#'D,y = {(X, ¢"B) with X € Ty M', B € T M tq.(6:(X), B) € D¢(m,)}

Si D est une structure de Dirac on appelle ¢'D le tiré-en-arriére (pullback) de D.
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2. Soit w une 2-forme w € Q?(M), on note ¥ D 1’ensemble
e’D ={(v, 8+ tw) | (v, B) € D}

et on I’appelle le transformé de jauge de D.

A chaque structure de Dirac on peut associer une 2-forme différentielle wp € I'(A2D*)
wD((“? Oé), (wa 6)) = a(w) - B(U)

Dans [8] nous avons définit la notion de la cohomologie basique des algébroides de Lie. Comme chaque
structure de Dirac fournit un exemple d’algébroide de Lie, on peut considérer la forme wp comme un
cocycle dans cette cohomologie. Pour la construction qui suit il est important de savoir que cette forme
wp peut étre intégrée vers une 1-forme § € I'(D*)"°" quand ’obstruction cohomologique est absente,
¢’est-a-dire la 2-classe basique [wp] s’annule. C’est le cas pour une classe large d’exemples, y compris
des feuilletages associés aux systémes avec les contraintes, des structures de Poisson (sous certaines
conditions).

3 Formulation variationnelle

On peut maintenant utiliser les constructions de la section précédente pour formuler les résultats varia-
tionnels concernant la dynamique sur les structures de Dirac : on va obtenir les analogues des forma-
lismes Hamiltonien et Lagrangien.

Théoreme 1. Soit D C TM une structure de Dirac sur M, H € C'°°(M) une fonction d’Hamilton et
7 un chemin dans M. On suppose que la 2-classe basique [wp] s’annule, et que § € T'(D*)"" est la
primitive de wp. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) Le chemin +y est une courbe Hamiltonienne, i.e. ((t),dH.,)) € D pour tout ¢,
(ii) Tous les chemins de Dirac ¢ : I — D au dessus de ~ (c’est-a-dire tels que p(¢) = 4, ou p est
une projection sur 7'M) sont les extrema parmi les chemins de Dirac avec les extrémités fixées,
de la fonctionnelle suivante :

¢ [ Oy (cn + T0) (1)
Pour formuler la contrepartie Lagrangienne du Théoréme 1, on va rappeler la construction du transformé
de Legendre et de la différentielle de Tulczyjew.
Soit L: T'Q) — R un Lagrangien.

Définition. On appelle la différentielle de Tulczyjew 1’application v — D, L := [(d,L), ou 3 :
T*TQ — T*T*Q est I’isomorphism de Tulczyjew !. Son image est une sous-variété de T*T*(Q.

Definition. On définit une application de 7'Q) vers T, notée FL(v) comme suit : pour tout v € T,

pn t:oL(v + tw) = (FL(v), w)

a) Onnote £eg = FL(TQ) C T*Q I'image de FL.
b) On appelle le champ de vecteurs partiel sur £eg une section dans I'(T'(7T7*Q))

Leg-

1. Cf. I’annexe dans [9] ou [7] pour une explication simplifiée
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¢) Une courbe intégrale d’un champ de vecteurs partiel X sur £eg est un chemin ¢ — u; € T'Q t.q.

d
&FL(W) = X]FL(ut)-
Théoreme 2. Soit D C TQ une structure de Dirac sur @), L : T(Q — R un Lagrangien. On suppose que
la 2-classe basique [wp] s’annule, et que § € T'(D*)"" est la primitive de wp. Alors pour un chemin
q : I — @ les affirmations suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un chemin de Dirac ¢ : I — D tel que p(¢) = ¢ qui est un extremum parmi les chemins
de Dirac avec les extrémités fixées, de la fonctionnelle suivante :

/ (L(p(C(1))) + O(C(1)))dt. @

I

b) Pour tout ¢ € I, la condition suivante est satisfaite :

<gtIFL(q(t)),Dq(t)L> eD=ér'D. 3)
Les démonstrations de ces deux théorémes ainsi que les remarques sur les objets définis sont détaillées
dans [8]. Les cas particuliers incluent évidemment la mécanique Lagrangienne/Hamiltonienne classique,
les systemes avec les contraintes qui ont motivé I’étude, certaines structures de Poisson, etc. On note
aussi, que les conditions dans ces résultats sont suffisantes, mais pas forcement nécessaires. Par exemple,
une partie de construction marche pour les presque structures de Dirac (sans condition d’involutivité) ;
et la primitive de wp peut étre considérée sur une feuille de la structure de Dirac. Cela élargit le champ
d’application potentielle encore plus.
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