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Résumé — Dans cet article, nous proposons une procédure pour accélérer la résolution du probleme “Elastic-Net”. Notre méthode est basée
sur I’identification partielle du support de la solution, permettant une reformulation du probléme original en un probleme de dimension réduite.
Cette identification s’appuie sur le concept de “relaxing” qui peut étre considéré comme une approche duale de la méthodologie de “screening”.

Abstract — In this paper, we propose a procedure to accelerate the resolution of the well-known Elastic-Net problem. Our procedure is based
on the partial identification of the solution support and the reformulation of the original problem as a problem of reduced dimension. The support
identification leverages the novel concept of “relaxing” that can be viewed as a dual approach to the popular “screening “ methodology.

1 Introduction

Le probleme de décomposition parcimonieuse vise a trou-
ver une approximation d’un vecteur y € R™ comme la com-
binaison linéaire des colonnes (ou atomes) d’un dictionnaire
A = [a,...,a,] € R™*" Malheureusement, résoudre ce
probléme de maniere optimale s’avere étre une tiche combina-
toire [1, Sec. 2.3]. Une stratégie pour contourner cette difficulté
consiste a approcher cette décomposition idéale par la solution
d’un probleme de la forme

x* € argmin 3|ly — Ax|[5 + Q(x) (1)
xER™
ou : R™ — R, est un régulariseur convexe induisant la par-
cimonie de la solution. Un choix standard de régulariseur est
Qx) = A|x|l; + %||X||§ avec A > O ete > 0. Dans ce cas,
le probleme (1) est appelé “Elastic-Net”. 11 est utilisé dans de
nombreux domaines applicatifs [2].

L’ Elastic-Net est un probleme convexe et de nombreuses mé-
thodes permettent de le résoudre efficacement [3]. Dans cet ar-
ticle, nous nous intéressons plus particulierement aux méthodes
de “screening”, introduites par El Ghaoui ef al. dans [4]. Elles
permettent d’identifier les éléments nuls des minimiseurs d’un
probléme d’optimisation parcimonieux (par exemple |’ Elastic-
Net) a I’aide de tests peu coliteux. Connaitre la position d’un
élément nul de la solution permet de réduire la dimension du
probléme en éliminant I’atome correspondant dans le diction-
naire. Au cours de la derniere décennie, de nombreux auteurs
ont identifié le screening comme une procédure simple permet-
tant d’accélérer de maniere significative la résolution de nom-
breux probleémes parcimonieux.

Dans cet article, nous introduisons une nouvelle approche,
duale du screening, que nous avons appelée “relaxing” et que

nous appliquons a I’ Elastic-Net. Pour alléger notre document,
nous nous concentrons sur une instance spécifique du probleme
(1), a savoir la version non-négative de I’ Elastic-Net. Néan-
moins, notre méthode se généralise au cas de I’ Elastic-Net clas-
sique. Nous cherchons a identifier la position des coefficients
non-nuls du minimiseur de ce probléme. Nous montrons que,
de maniere similaire au screening, cette connaissance peut étre
utilisée pour réduire de la dimensionnalité du probleme cible
afin d’accélérer sa résolution. Nous utilisons la terminologie
“relaxing” car la réduction de la dimensionnalité du probleme
résulte de la relaxation de certaines contraintes.

Notre document est organisé de la maniere suivante. Le pro-
bleme cible est défini dans la section 2. Les concepts de scree-
ning et de relaxing sont présentés dans les sections 3 et 4. Dans
la section 5, nous combinons ces deux méthodologies dans une
unique méthode de “Screen & Relax”. Nous évaluons numéri-
quement les performances de notre méthode dans la section 6.

Notations. Les lettres majuscules (e.g., A) et minuscules
(e.g., x) en gras représentent des matrices et des vecteurs. 0,
et 1, représentent les vecteurs de dimension n composés uni-
quement de zéros et de uns. I représente la matrice identité.
La i-éme composante de x est notée x(4). Les lettres calligra-
phiques (e.g., Z) sont utilisées pour désigner des ensembles et
la notation T correspond 2 I’ensemble complémentaire de Z.
Nous désignons par x7 la restriction de x a ses éléments in-
dexés par Z et Az correspond a la restriction de A a ses co-
lonnes indexées par Z. Enfin, pour toute matrice symétrique,
réelle et définie positive M, on note |x2; £ xTMx. Nous
supposons également sans perte de généralité que les colonnes
de A sont normalisées.



2 Probleéme cible

La version non-négative de I’ Elastic-Net est donnée par :

2-P)

min P(x) £ 3y — Ax|3 + XTx + 5]1x]2
X~2Un

ot A € R} ete > 0. Notons que la formulation standard de
I’Elastic-Net peut étre vue comme un cas particulier de (2-P),
voir e.g., [5, Sec. 2]. Puisque P(+) est continue, coercive et for-
tement convexe, (2-P) admet un unique minimiseur x*. L’ob-
jectif de cet article est d’accélérer la résolution de (2-P) en
identifiant la position des coefficients nuls et non nuls de x*.
Notre stratégie s’appuie sur les conditions d’optimalité présen-
tées ci-dessous.

Le probleme dual associé a (2-P) est

max D(u) = sul(u—2y) - o [[[ATu - AL [3 G-D)
ol [x]; = max(0,,x) et le maximum s’applique composante
par composante. La fonction objectif de (3-D) est continue,
coercive et fortement concave. Il existe donc un unique maxi-
miseur u* du probleme (3-D). Par construction des fonctions
P(-) et D(-), la propriété de dualité forte est vérifiée entre
(2-P) et (3-D). De plus, un couple (x*,u*) est solution de
(2-P)-(3-D) si et seulement si

ut =y — Ax* (€))
x* = e AT — )4 )

En particulier, en posant 7* = {£: x*(¢) > 0}, on obtient par
les relations (4)-(5) que

x5 = (AL A7 +el) N ALy — A7). (6)

3 Tests de screening

Le but du screening est d’identifier les composantes nulles
de x* afin de transformer (2-P) en un probleme de dimension
réduite, ce qui permet d’accélérer sa résolution. Soit

TC{:x*() =0} @)

un sous-ensemble des composantes nulles de x*, on peut alors
ré-écrire (2-P) de maniere équivalente comme

Xf Z Onr
Xz = Onfnr

x* = argmin P(x) s.t. { (8)

xER™
N A G [N . .
olt n, = card(Z). De maniére plus explicite, on a

x5 = argmin Llly — Ayx. |3 + A%, + 5%, ][; (%)

X720,

x5 =0p,_p, (9b)

ot A, £ Az € R™" et A\, £ Az € R". Dans la for-
mulation ci-dessus, on remarque que (9a) a la méme structure
que (2-P) mais avec un domaine d’optimisation de dimension
réduite (n, au lieu de n). Par conséquent, si n, < n, il est
potentiellement beaucoup plus intéressant de résoudre (9a) au

lieu de (2-P), puis de compléter la solution avec des zéros sur
les indices correspondant a 7.

Les tests de screening permettent d’identifier un sous-ensemble
T C{1,...,n} vérifiant (7). La construction de ces tests s’ap-
puie généralement sur les conditions d’optimalité du probleme
considéré. Pour le probleme que nous considérons, la condition
(5) nous donne

Vee{l,...,n}: aju* <A(f) <= x*({)=0. (10)

Le partie gauche de 1’équivalence est donc une condition suffi-
sante pour que x* (¢) soit nul. Malheureusement, obtenir u* est
généralement aussi difficile que de calculer x*. On peut toute-
fois palier & ce probleme en utilisant des régions dites “safe”,
i.e., des sous-ensembles du domaine dual qui sont garantis de
contenir u*. Par exemple, supposons que u* appartienne a la
région sphérique

u* €Se,r) £ {ueR™: [[u—clz <r} (11)
Le test (10) peut alors étre relaché de la maniere suivante :

max aju=a,c+7r<Al) = x*({)=0. (12)
ueS(c,r)

Beaucoup de méthodes de construction de régions safe ont été

proposées dans la littérature ces dernieres années, voir e.g., [5].

4 Tests de relaxing

Nous présentons maintenant notre méthodologie de “relaxing”.
Contrairement au screening, notre objectif est d’identifier les
positions des coefficients non-nuls de x*. Notre but final reste
néanmoins le méme que celui du screening, a savoir la réduc-
tion de (2-P) en un probléme de dimension réduite. Soit

J C{: x*(¢) > 0} (13)

un sous-ensemble de coefficients non-nuls de x*, (2-P) peut
alors étre exprimé de maniere équivalente comme

> 0,,

errn (9

x* = argmin P(x) s.t. { X7
x€ER™ X7
ol n, £ card(?). Dans le probleme ci-dessus, les contraintes
sur les éléments de 7 ont été totalement supprimées car elles ne
sont pas actives a I’optimum. Comme pour le screening, cette
relaxation permet d’exprimer (2-P) comme un probléme de di-
mension réduite.
Premierement, remarquons que (14) peut étre ré-écrit comme :

P). a9

X% = arg min( min
x720,, \X7€ERT""

Puisque la minimisation intérieure dans (15) est un probleme
quadratique fortement convexe, il admet I’unique minimiseur

X7 = BX7+ b (16)

ou B et b sont définis par
B£ —(AJA;+cI) 'ATAS (17a)
b2 —(AJA7+e)7'(ALy—Ay).  (17b)



Algorithme 1 : Algorithme “Screen & Relax”

Entrée : x(, Ay, \ ¢
1t+1
(Z,T,K) <« (0,0,0)
(A'T? A'I"? y'l”7 M) <; (A’ y7 A? I)
tant que la convergence n’est pas atteinte faire
x%) +— Itération(x%_l), Ay, A, M, e)

[7 I N S

Calculer une nouvelle région safe S(c®), (1)
Mettre a jour Z avec le test (12)

Mettre a jour J avec le test (21)

K+~ZuJg

10 Mettre a jour A, y,, A, M si besoin avec (19)
11 t—t+1

12 fin

e e 9

Injecter (16) dans la fonction de cofit P(-) conduit alors a la
formulation équivalente de (2-P) suivante :

. 2
xt = i?gmln%||yr — Ax |3 + AT x, + Elx 13 (18a)
X7 :Bx*?—i-b (18b)
avec
A, £A-+A, B (19a)
A £ 274+ BT(As +¢b) (19b)
yr 2y —Agb (19¢)
M 21+ BTB. (19d)

A Tinstar du screening, le probleme réduit (18a) conserve la
structure de (2-P). Les parametres A, A, y, et M different
cependant de ceux définis dans (9a). Alors que la construction
de A, nécessite seulement de supprimer certaines colonnes de
A dans (9a), elle implique une inversion de matrice dans (18a).
Cette opération peut étre relativement cofiteuse a effectuer et on
doit donc y porter une attention particuliere, comme expliqué
dans la section 6.

L’identification d’un ensemble 7 vérifiant (13) s’appuie éga-
lement sur la condition d’optimalité (5). En effet, on a

Ve {l,...,n}: aju* > A(f) <= x*({) >0. (20)

De la méme maniere que pour le screening, on peut utiliser une
région safe comme (11) pour obtenir une version plus faible,
mais utile, de (20). Cela conduit au test de relaxing suivant :

min aju=ajc—r>A{) = x*({)>0. (2I)
ueS(e,r) - )

5 Screen & Relax

Les tests de “screening” et de “relaxing” décrits dans les
sections 3 et 4 peuvent étre combinés dans une stratégie de
“Screen & Relax” afin de bénéficier simulatanément de 1’iden-
tification des composantes nulles et non nulles de x*. Soit 7

et J des sous-ensembles d’indices vérifiant (7) et (13) et soit
K £ (Z U J) I'ensemble des composantes de x* déja iden-
tifiées comme nulles ou non nulles. En appliquant le méme
raisonnement que dans les sections 3 et 4, on obtient la for-
mulation équivalente de (2-P) suivante :

*

x5 = argmin 3|y, — Ax |5+ ATx, + x|} (222)
X7 =Bx:+b (22b)
x7 = Ocard(1) (22¢)

ou les parametres A,., A\, y, et M sont définis par les rela-
tions (17) et (19) en utilisant /C au lieu de 7. La dimension du
probléme réduit (22a) est alors n,. = card(K).

Lorsque I’égalité survient dans (7) et (13) (c’est a dire toutes
les composantes nulles et non-nulles de x* ont été identifiées),
les relations (22b)-(22c¢) caractérisent entierement la solution
de (2-P). Dans ce cas, (22b) est équivalent a (6). La solution
de (2-P) peut donc étre calculée a précision machine via de

simples opérations d’algebre linéaire.

6 Résultats numériques

Dans cette derniere section, nous évaluons le gain de calcul
permis par la méthode proposée dans cet article. L’ objectif est
purement méthodologique et consiste a résoudre (2-P) le plus
précisément possible avec un certain budget calculatoire. On
considére A = A1, et 0 < A\ < Apax = max(ATy) (rappe-
lons que x* = 0,, des lors que A > Apax)-

Nous considérons la procédure “Screen & Relax” (S&R)
décrite dans 1’Algorithme 1. La fonction “Itération” dans la
ligne 5 correspond a une itération d’un algorithme de gradient
proximal (accéléré) [3] appliqué au probleme (22a). La construc-
tion de la région safe pour effectuer les tests de screening et
de relaxing est effectuée selon la méthodologie “GAP” présen-
tée dans [6, Th. 6]. Le probleme (22a) est mis a jour a chaque
nouvelle identification de composants nuls ou non nuls de x*.
Comme I’ensemble J ne varie généralement que de quelques
éléments a chaque itération de I’ Algorithme 1, on peut calcu-
ler efficacement la matrice inverse dans (17a)-(17b) a I’aide de
regles de mise a jour de rang un [7].

Nous comparons les performances du S&R avec trois ver-
sions restreintes de 1’ Algorithme 1 : i) ni le screening ni le re-
laxing ne sont effectués; ii) seul le screening est effectué; iii)
seul le relaxing est effectué. Ces variantes seront respective-
ment désignées par “aPG”, “aPGs” et “aPGr”. Les algorithmes
aPG et aPGs correspondent & des méthodologies standard tan-
dis que aPGr et S&R sont des contributions de cet article.

Nous utilisons les courbes de “Dolan-Moré” [8] pour éva-
luer les performances de ces quatre méthodes dans la Figure 1.
Pour générer chaque courbe, nous exécutons une méthode de
résolution avec un budget de calcul fixé sur 100 instances dif-
férentes du probleme (2-P). La courbe résultante correspond
au pourcentage p(7) d’instances du probléme pour lesquelles
la méthode de résolution atteint un gap de dualité inférieur a 7.
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FIGURE 1 — Profils de performance de Dolan-Moré. Haut :

Pour générer les données du probleme, nous considérons les
quatre configurations suivantes : les éléments de A sont des
réalisations i.i.d. de i) une distribution normale ou #i) une loi
uniforme sur [0, 1]; iii) les lignes de A sont échantillonnées
de maniere aléatoire a partir d’'une matrice DCT; iv) A a une
structure Teeplitz avec des versions décalées d’un sinus cardinal
échantillonné. Dans toutes les configurations, les colonnes de
A sont normalisées a un. Le vecteur y est tiré sur la sphere
unité m-dimensionnelle pour les dictionnaires “Normale” et
“DCT” etil est restreint a 1’ orthant positif pour les dictionnaires
“Uniforme” et “Teeplitz”. Nous fixons m = 100, n = 300 ainsi
que (A, &) = (0,2,0,5) X Amax 0ot (A, €) = (0,5,0,2) X Apax-
Chaque instance de probléme est résolue avec un budget de
2 x 10% FLOPs (nombre d’opérations) pour les dictionnaires
“Normale” et “DCT” et 2 x 107 FLOPs pour les dictionnaires
“Uniforme” et “Teeplitz”. La différence entre les budgets de
calcul provient du mauvais conditionnement des dictionnaires
“Uniform” et “Teeplitz” qui conduit a une convergence plus
lente des méthodes numériques.

On remarque que le relaxing seul (aPGr) s’avere particu-
lierement intéressant pour les dictionnaires avec des atomes
fortement corrélés (e.g., “Uniforme” ou “Teeplitz”). Une étude
approfondie de nos résultats de simulation nous a permis de
conclure que ce comportement est dii a une amélioration du
conditionnement du probleme lors du passage de (2-P) a (22a)
et donc du taux de convergence de I’algorithme de gradient
proximal. La méthode combinant le screening et le relaxing
est la plus performante des quatre méthodes comparées. On re-
marque que le S&R atteint la précision machine (r = 10716)
pour une grande partie des instances du probleme et dans la
plupart des configurations. Cela s’explique par le comporte-
ment mis en évidence en fin de section 5 : lorsque tous les élé-
ments nuls et non nuls de x* sont identifiés, le minimiseur peut
étre explicitement calculé via (18b) avec de simples opérations
linéaires. L’identification compléte des éléments nuls et non
nuls de x* se produit toujours aprés un nombre fini d’itérations
lorsque la méthodologie “GAP” est utilisée pour construire la
sphere safe dans les tests (12) et (21).

(A €) = (0.2,0.5) Apax. Bas: (A, ) = (0.5,0.2) Apax-

7 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une nouvelle méthodo-
logie dite de “relaxing” pour détecter et exploiter la connais-
sance de positions de composantes non-nulles dans la solution
d’Elastic-Net. A Uinstar des techniques de “screening”, la mé-
thode proposée permet de réduire les dimensions du probleme
d’optimisation considéré. Nous montrons numériquement que
la combinaison d’approches de “screening” et de “relaxing”
permet des améliorations substantielles de la précision pour un
cotit calculatoire donné. Nous notons toutefois que notre mé-
thode ne s’applique que lorsque I’extraction de colonnes du
dictionnaire est possible, ce qui n’est pas toujours naturel pour
des dictionnaires basés sur des transformées rapides.
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