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Résumeé

Cet article complete une série d’articles sur I'exploration des fonc-

tions de construction et couplage de courbes et metacourbes de Gray
dans le plan. Son objectif est d’explorer plus particulierement diffé-
rentes méthodes de généralisation des courbes de Hilbert. Le méca-
nisme original de fractalisation récursive imaginé par Hilbert limite
en effet les courbes éponymes a des résolutions 2™ — 1. Cette famille
de courbes a été formalisée sur la base d’'un schéma récursif général
construit a partir des deux premieres courbes de la série correspon-
dant a m = 1 ou m = 2. Le probléme de généralisation des courbes
de Hilbert se raméne par conséquent a I'identification des familles de
courbes ou metacourbes remplissantes qui génerent des séquences in-
ductives de courbes comprenant les deux premieres courbes de la sé-
rie originale d’Hilbert comme occurences particulieres. Les nouvelles
familles mises en évidence ont des résolutions 2m — 1 ou m avec des
propriétés symétriques ou asymétriques. Les méthodes de construc-
tion et les fonction de couplage sont présentées sous la forme d’une
compilation algorithmique pour chaque méthode proposée.

1 Rappels des principes généraux

1.1 Détermination des courbes de Gray

La détermination des courbes de Gray peut-étre réalisée a partir
de deux méthodes principales qui peuvent étre complémentaires. La
premiere méthode est de nature purement combinatoire et revient a
construire des séquences algorithmiques de codes de Gray n-airesa
deux dimensions (BibJ5). La seconde méthode est de nature géo-
métrique & partir d’algorithmes de force brute (BibJ5) qui générent
I'ensemble des chemins hamiltoniens couvrant ’ensemble des points
d’une grille carrée de résolution donnée. A partir de 'énumération
des chemins dans des grilles de basse résolution a <= 5, il convient
d’extraire des schémas inductifs permettant de formaliser des fonc-
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tions de couplage pour des résolutions quelconques. De maniére gé-
nérale, les courbes générées par la premiere méthode doivent évi-
demment appartenir a 'ensemble des courbes générées par la mé-
thode géométrique.

2 Génération par morceaux

La génération des courbes de Hilbert par morceaux consiste a for-
mer une nouvelle courbe ayant les propriétés d'une courbe de Gray a
partir de courbes élémentaires racordées ou chainées les unes aux
autres. Ces nouvelles courbes doivent satisfaire aux conditions de
congruence des courbes de Hilbert pour m = 1 et m = 2. Contraire-
ment aux courbes de Hilbert classiques le chainage permettant d’ob-
tenir une nouvelle courbe n’est pas basé sur le principe exclusif de ré-
cursivité mais adopte le principe de partition ou dissection d’un carré
du plan en un certain nombre de rectangles. La figure Fig[l]illustre
différents types de partitionnements a connexité variable. Le partion-
nement 3-connexe de type A-1 correspond au type uE, le partition-
nement A-2 au type uEV, le partitionnement A-3 au type uEMS, le
partitionnement B-1 au type uEMSi, le partitionnement B-2 est défini
par une courbe de type uLMS. Le partitionnement B-3 correspond a
la construction d'une metacourbe de Gray de niveau 6 et de chainage
1 dont la description est faite en BibJ5| Ce dernier partitionnement
B-3 peut également correspondre a un mode de génération par ro-
tors. Les 3 courbes de la colonne de droite illustrent des courbes sans
partionnement inductif évident.

2.1 Deécodage des courbes de type uE

Le premier type de courbe correspondant a la partition A-1 est dé-
nommé uE. Il s’agit d’'une courbe a résolution impaire m = 2« + 1.

w
O O
L

FiGURE 1 — Types de partitionnements de résolution 5

La courbe est illustrée par la figure FigJ2|pour des résolutions 3 et 5 .
L'occurence de la courbe en haut a gauche de la figure est congruente
avec la courbe de Hilbert classique pour m = 2. L'occurence en haut
a droite modifie le caractére symétrique de cette courbe. Les deux
occurences du bas de la figure correspondent a des résolutions 5 avec
et sans symétrie. Les séquences d’appel des fonctions qui calculent les
points des 4 courbes de la figure sont les suivantes;;
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[seq(DCOUE(:, [3,1]),i = 0.4 x4 — 1)]
[seq(DCOUE(:, [3,2]),i = 0..4 x4 — 1)]
[seq(DCOUE(:, [5,2]),i = 0..6 x 6 — 1)]
[seq(DCOUE(i, [5,3]),i = 0..6 x 6 — 1)]

FIGURE 2 — Généralisation des courbes de Hilbert

2.1.1 Algorithme Alg/1|DCOUE

La fonction AlgJ1|correspond a la fonction de décodage de la courbe
permettant d’associer un couple de coordonnées a un indice donné.
La fonction recoit ind, I'indice du point de la courbe dont on recherche
les coordonnées et le couple de parametres v2p correspondant a la ré-
solution de la courbe et a la résolution du premier morceau de courbe
contrblant la sysmétrie de la courbe.

Alg. 1 - DCOUE

0 > DCOuE:=proc(ind,v2p)
1 > local a,b,c,d,nbrA,nbrB,nbrC,ind0,v2;
2 > a:=v2p[l];
3 > b:=v2p[2];
4 > c:=a—1-b;
5 > d:i=a-2;
6 > nbrA:=2«(b+1);
7 > nbrB:=(d+1)x(a+1);
8 > nbrC:=2x«(c+1);
9 > if ind >= 0 and ind < nbrA
10 > then
11 > v2:=DCOuLg(ind ,b);
12 > return(v2);
13 > end if;
14 > if ind >= nbrA and ind < nbrA+nbrB
15 > then
16 > ind0:=ind—nbrA;
17 > v2:=DCOuwL(ind0,[d,1],2);
18 > return ([v2[1],v2[2]+2]);
19 > end if;
20 > if ind >= nbrA+nbrB and ind < nbrA+nbrB+nbrC
21 > then
22 > ind0:=nbrC—1—(ind—nbrA—nbrB);
23 > v2:=DCOuLd (ind0 ,c);
24 > return ([v2[1]+b+1,v2[2]1]);
25 > end if;

>

end proc:

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de 1’al-
gorithme ALGJ]|:
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(ii)
(iii)
(iv)
)
(vi)

(vii)
(viii)

(ix)
(x)

(xi)
(xii)
(xiii)
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ligne 2-5 = Soit a, b, ¢, d les dimensions des rectangles

ligne 6 = Soit nbr A le nombre de points du rectangle A

ligne 7 = Soit nbr B le nombre de points du rectangle B

ligne 8 =- Soit nbrC' le nombre de points du rectangle C

ligne 9 = Soit le test d’appartenance au rectangle A

ligne 11 = Soit v2 le couple de coordonnées associé a la courbe
A

ligne 12,18,24 = Soit le retour des coordonnées finales du point
apres passage du repere local au repere général

ligne 14 = Soit le test d’appartenance au rectangle B

ligne 16 = Soit ind0 l'indice local du point pour la courbe B
ligne 17 = Soit v2 le couple de coordonnées associé a la courbe
B

ligne 20 = Soit le test d’appartenance au rectangle C

ligne 22 = Soit ind0 'indice local du point pour la courbe C
ligne 23 = Soit v2 le couple de coordonnées associé a la courbe
C

2.2 Codage des courbes de type ukE

2.2.1

Algorithme ALG[2] CDOUE

La fonction AlgJ2] correspond a la fonction de codage de la courbe
ayant pour occurence la courbe de Hilbert de résolution 3 et la courbe
trident de résolution 5. La fonction recoit v2, les coordonnées du point
de la courbe dont on recherche l'indice et le couple de parametres
v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la résolution du
premier morceau de courbe controlant la symétrie de la courbe.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I'al-
gorithme ALGJ2|:

@

ligne 2-10 = Soit les initialisations des parameétres (cf DCOuE)

(ii)
(iii)
(iv)

V)
(vi)

(vii)
(viii)

Alg. 2 — CDOuUE

CDOuE:=proc(v2,v2p)

local a,b,c,d,nbrA,nbrB,nbrC,x,y,v2a,ind,ind0O;

a:=v2p[1l];

b:=v2p[2];

c:=a—1-b;

d:=a-2;

nbrA:=2«(b+1);

nbrB:=(d+1)«(a+1);

nbrC:=2x(c+1);

x:=v2[1];

y:=v2[2];

if x < (b+1) and y < 2
then
ind:=CDOuLg(v2,b);
return (ind);

OOV WNRRO

15 end if;

16 if y>=2

17 then

18 v2a:=[x,y—2];

19 ind:=CDOuwL(v2a,[d,1],2);
20 return (ind+nbrA);

21 end if;

22 if x>b and y < 2

23 then

24 v2a:=[x—(b+1),y1;

25 ind:=CDOulLd(v2a,c);

26 return (nbrA+nbrB+nbrC—ind —1);
27 end if;

—_
N
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVYV

end proc:

ligne 11 = Soit le test d’appartenance au rectangle A

ligne 13 = Soit ind l'indice local du point sur la courbe A
ligne 14,20,26 = Soit I'indice global du point sur la courbe uE
ligne 16 = Soit le test d’appartenance au rectangle B

ligne 18,24 = Soit v2a les coordonnées locales du point sur la
courbe B et C

ligne 19 = Soit ind l'indice local du point sur la courbe B
ligne 22 = Soit le test d’appartenance au rectangle C
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(ix) ligne 25 = Soit ind 'indice local du point sur la courbe C

2.3 Chainage des courbes de type ukE

Le chainage des courbes de type uE consiste a déterminer le type
de transformation ponctuelle associé a chaque point de la courbe de
maniere a raccorder différentes courbes entre elles en conservant
les propriétés de codage de Gray entre les coordonnées des points
voisins. La figure Fig[3]illustre la carte de chainage de la courbe de
type uE.Les cartes de chainage peuvent-étre déterminées par une ap-
proche globale directe ou une approche locale indirecte qui utilise les
cartographies locales des morceaux de courbes chainées.

L S
= ] 5E5 a5
[ Fl AR

FiGURE 3 — Carte de chainage des courbes de type E

-
1
—d
1
[ D Gy W §

2.3.1 Algorithme ALG.3 matE

La fonction Algf3|correspond a la fonction de chainage de la courbe
ayant pour occurence la courbe de Hilbert de résolution 3 et la courbe
trident de résolution 5. La cartographie de chainage est réalisée dans
I'algorithme présenté de maniére globale et directe sans passer par

les chainages respectifs des courbes A, B et C. La fonction recoit v2,
les coordonnées du point de la courbe dont on recherche l'identifiant
de transformation ponctuelle et le couple de parameétres v2p corres-
pondant a la résolution de la courbe et a la résolution du premier
morceau de courbe controlant la symétrie de la courbe. La fonction
retourne la valeur entiere correspondant a la matrice ponctuelle de
chalnage associée au point de cordonnées en entrée.

Alg. 3 — matE
0 > matE:=proc(v2,v2p)
1 > local a,b,c,d,x,y,cs;
2 > a:=v2p[l];
3 > b:=v2p[2];
4 > c:=a-1-b;
5 > di=a-2;
6 > x:=v2[1];
7 > y:=v2[2];
8 > if y =1 and x < b then return(2); end if;
9 > if y =1 and x > b+l then return(2); end if;
10 > if y =1 and x = b then return(7); end if;
11 > if y =1 and x = b+1 then return(5); end if;
12 > if y = 0 and x < b then return(0); end if;
13 > if y = 0 and x > b+1 then return(0); end if;
14 > if y = 0 and x = b then return(7); end if;
15 > if y = 0 and x = b+1 then return(5); end if;
16 > cs:=matL([x,y—2],d);
17 > return(cs);
18 > end proc:

2.4 Décodage des courbes de type uEV

Le second type de courbe correspondant a la partition A-2 est dé-
nommé uEV. Il s’agit d’'une courbe a résolution impaire m = 2« + 1.
La courbe est illustrée par la figure Fig/4 pour des résolutions 3 et 5.
L'occurence de la courbe en haut a gauche de la figure est congruente
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avec la courbe de Hilbert classique pour m = 2. L'occurence en haut a
droite modifie le caractére symétrique de cette courbe. Les deux occu-
rences du bas de la figure correspondent a des résolutions 5 et 6 avec
et sans symétrie. Les séquences d’appel des fonctions qui calculent les
points des 4 courbes de la figure sont les suivantes;;

[seq(DCOUEV(i,[3,1]),i = 0..4 x4 — 1)]

[seq(DCOUEV(i, [3,2]),i = 0.4 %4 — 1)]

[seq(DCOUEV(i, [5,2]),i = 0..6 x 6 — 1)]

[seq(DCOUEV(i, [7,0]),i = 0..8 x 8 — 1)]
2.4.1 Algorithme ALG/4 DCOUEV

La fonction Alg/4|correspond a la fonction de décodage de la courbe
illustrée sur la figure Fig/4] La fonction recoit ind, I'indice du point
de la courbe dont on recherche les coordonnées et le couple de pa-
rametres v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la ré-
solution du premier morceau de courbe controlant la sysmétrie de la
courbe.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I'al-
gorithme ALGJ4|:

(i) ligne 2-5 = Soient a, b, ¢, d les dimensions des rectangles
(ii) ligne 6 = Soit nbr A le nombre de points de la courbe A
(iii) ligne 7 = Soit nbr B le nombre de points de la courbe B
(iv) ligne 8 = Soit nbrC le nombre de points de la courbe C
(v) ligne 9 = Soit le test d’appartenance a la courbe A
(vi) ligne 11 = Soit les coordonnées locales du point pour la courbe
A
(vii) ligne 12 = Soit le retour des coordonnées globales pour la
courbe A

FIGURE 4 — Courbes de Hilbert de type uEV

(viii) ligne 14 = Soit le test d’appartenance a la courbe B

(ix) ligne 16 = Soit ind0 'indice local du point pour la courbe B

(x) ligne 17 = Soit les coordonnées locales du point pour la courbe
B

(xi) ligne 18 = Soit le retour des coordonnées globales pour la
courbe B

(xii) ligne 20 = Soit le test d’appartenance a la courbe C
(xiii) ligne 22 = Soit ind0 l'indice local du point pour la courbe C
(xiv) ligne 23 = Soit les coordonnées locales du point pour la courbe

(xv) ligne 24 = Soit le retour des coordonnées globales pour la
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immu|

0 = 0 = [ | = o W

i ; LIF ﬁ

FIGURE 5 — Courbe de Hilbert de niveau 2 de type uEV

courbe C

2.5 Codage des courbes de type uEV
2.5.1 Algorithme ALG.5CDOUEV

La fonction AlgJ5| correspond a la fonction de codage de la courbe
ayant pour occurence la courbe de Hilbert de résolution 3 et la courbe
de résolution 5. La fonction recoit v2, les coordonnées du point de la
courbe dont on recherche l'indice et le couple de parametres v2p cor-
respondant a la résolution de la courbe et a la résolution du premier
morceau de courbe contrélant la symétrie de la courbe.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I'al-

Alg. 4 - DCOUEV

DCOuEV:=proc(ind,v2p)
local a,b,c,d,nbrA,nbrB,nbrC,ind0,v2;
a:=v2p[1l];
b:=v2p[2];
c:=a—-b—-1;
d:=a-1;
nbrA:=(b+1)xd;
nbrB:=2«(a+1);
nbrC:=(c+1)xd;
if ind >= 0 and ind < nbrA
then
v2:=DCOuLg(ind ,b);
return(v2);

OOV WNRRO

end if;
14 if ind >= nbrA and ind < nbrA+nbrB
15 then
16 ind0:=ind —nbrA;
17 v2:=DCOuwL(ind0,[1,1],2);
18 return ([v2[1],v2[2]+d]);
19 end if;
20 if ind >= nbrA+nbrB and ind < nbrA+nbrB+nbrC
21 then

ind0:=nbrC—1—(ind—nbrA—nbrB);
v2:=DCOuLd (ind0,c);

—
w
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYV

24 return ([v2[1]+b+1,v2[2]]);
25 end if;
26 end proc:

gorithme ALGJ5|:

(i) ligne 2-10 = Soit les initialisations des parametres (cf DCOuE)
(ii) ligne 11 = Soit le test d’appartenance au rectangle A
(iii) ligne 12 = Soit le retour de I'indice global pour la courbe uEV
(iv) ligne 13 = Soit ind l'indice local du point sur la courbe A
(v) ligne 14 = Soit le test d’appartenance au rectangle B
(vi) ligne 16 = Soit v2a les coordonnées locales du point pour la
courbe B

(vii) ligne 17 = Soit ind I'indice local du point pour la courbe B

Page 8 of
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Alg. 5 — CDOuEV

CDOuEV:=proc(v2,v2p)
local a,b,c,d,nbrA,nbrB,nbrC,x,y,v2a,ind,ind0O;
a:=v2p[1l];
b:=v2p[2];
c:=a—1-b;
d:=a-1;
nbrA:=(b+1)xd;
nbrB:=2«(a+1);
nbrC:=(c+1)xd;
x:=v2[1];
y:=v2[2];
if x < (b+1) and y < d
then return (CDOuwL(v2,[b,0],2));

OOV WNRFO

end if;
14 if y>=d
15 then
16 v2a:=[x,y—d];
17 ind:=CDOuwL(v2a,[1,1],2);
18 return (ind+nbrA);
19 end if;
20 if x> b and y < d
21 then
22 v2a:=[a—x,y];
23 ind:=CDOuwL(v2a,[c,0],2);
24 return (nbrA+nbrB+nbrC—ind —1);
25 end if;

—
w
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYV

end proc:

(viii) ligne 18 = Soit le retour de l'indice global pour la courbe uEV
(ix) ligne 20 = Soit le test d’appartenance au rectangle C
(x) ligne 22 = Soit v2a les coordonnées locales du point pour la
courbe C
(xi) ligne 23 = Soit ind l'indice local du point pour la courbe C
(xii) ligne 24 = Soit le retour de l'indice global pour la courbe uEV

2.6 Chainage des courbes de type uUEV

La figure Figlf| illustre la carte de chainage de la courbe de type
uEV.La carte de chainage est déterminée par une approche locale in-
directe qui utilise les cartographies locales des 3 morceaux de courbes

chainées.
il § it g iiadl
E] 3 E ; _Jﬁ[ - .j?[. 'E'ﬂ] i

_IT_TI_IMI_I L_._TI_
=| |= L_I_I_I_I_Ej Eg_j_l

FIGURE 6 — Carte de chainage des courbes de type EV

2.6.1 Algorithme ALG /6| matEV

La fonction AlgJ6|correspond & la fonction de chainage de la courbe
ayant pour occurence la courbe de Hilbert de résolution 3 et la courbe
de résolution 5. La cartographie de chainage est réalisée dans l'algo-
rithme présenté de maniere indirecte en utilisant les chainages res-
pectifs des courbes A, B et C. La fonction recoit v2, les coordonnées du
point de la courbe dont on recherche I'identifiant de transformation
ponctuelle et le couple de parametres v2p correspondant a la réso-
lution de la courbe et a la résolution du premier morceau de courbe
controlant la symétrie de la courbe. La fonction retourne la valeur
entiere correspondant a la matrice ponctuelle de chainage associée
au point de cordonnées en entrée.
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Alg. 6 — matEV
0 > matEV:=proc(v2,v2p)
1 > local a,b,c,d,x,y,cs,v2a;
2 > a:=v2p[l];
3 > b:=v2p[2];
4 > c:=a—-1-b;
5 > di=a-2;
6 > x:=v2[1];
7 > y:=v2[2];
8 > if x < (b+1) and y <= d
9 > then
10 > cs:=matLg(v2,b);
11 > return(cs);
12 > end if;
13 > if y>d
14 > then
15 > v2a:=[x,y—d—-11;
16 > cs:=matL(v2a,1);
17 > return(cs);
18 > end if;
19 > if x > b and y <=d
20 > then
21 > v2a:=[x-b-1,y];
22 > cs:=matLdv(v2a,c);
23 > return(cs);
24 > end if;
25 > end proc:

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de ’al-
gorithme ALGJf|:

(i) ligne 2-5 = Soient a, b, ¢, d les dimensions des rectangles

(ii) ligne 8 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe A
(iii) ligne 10 = Soit c¢s le calcul de matrice pour la courbe A
(iv) ligne 11 = Soit le retour de I'indicateur de matrice

(v) ligne 13 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe B
(vi) ligne 15 = Soit v2a les coordonnées locales du point pour la
courbe B
ligne 16 = Soit cs le calcul de matrice pour la courbe B

(vii)

(viii) ligne 21 = Soit v2a les coordonnées locales du point pour la
courbe C
(ix) ligne 22 = Soit cs le calcul de matrice pour la courbe C
(x) ligne 23 = Soit le retour de I'indicateur de matrice

2.7 Décodage des courbes de type uEMS

Le troisieme type de courbe correspondant a la partition A-3 est
dénommé uEMS. Il s’agit d’'une courbe a résolution quelconque. La
courbe est illustrée par la figure Fig.?? pour des résolutions 3. 4 et 5.
L'occurence de la courbe en haut a gauche de la figure est congruente
avec la courbe de Hilbert classique pour m = 2. L'occurence en haut
a droite modifie le caractére symétrique de cette courbe. Les deux
occurences du bas de la figure correspondent a des résolutions 4 et
5. Les séquences d’appel des fonctions qui calculent les points des 4
courbes de la figure sont les suivantes;

[seq(DCOUEMS(i, [6,0]),i = 0..4 x4 — 1)]
[seq(DCOUEMS(i, [6,1]),7 = 0..4 x4 — 1)]
[seq(DCOUEMS(i, [7,0]),i = 0..5% 5 — 1)]
[seq(DCOUEMS(i, [7,1]),i = 0..6 x 6 — 1)]

2.7.1 Algorithme ALG[7|DCOUEMS

La fonction AlgJ7|correspond a la fonction de décodage de la courbe
correspondant a la partition A-3. La fonction recoit ind, I'indice du
point de la courbe dont on recherche les coordonnées et le couple
de parametres v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la
résolution du premier morceau de courbe contrélant la symétrie de
la courbe.
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FIGURE 7 — Courbes de type uEMS

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de ’al-
gorithme ALG.?? :

(i) ligne 3 = Soit ty le type de courbe dans le carré de la partition

(ii) ligne 6 = Soit nbrA le nombre de points de la courbe dans le
carré

(iii) ligne 7 = Soit le test de parité de la résolution de la courbe

(iv) ligne 8-9 = Soient nbrB et nbrC' les nombres de points des rec-
tangles de la partition

(v) ligne 11 = Soit le test d’appartenance a la courbe A

(vi) ligne 13 = Soit le test de type de courbe inscrite dans le carré

Alg. 7 — DCOuUEMS

0 > DCOuEMS:=proc(ind,v2p)

1 > local a,ty,am,ap,nbrA,nbrB,nbrC,ind0,v2;
2 > a:=v2p[l];

3 > ty:=v2p[2];

4 > am:=a-—1;

5 > ap:=a+l;

6 > nbrA:=am”2;

7 > if amod 2 =0

8 > then nbrB:=2.am; nbrC:=2:ap;
9 > else nbrB:=2.ap; nbrC:=2:am;
10 > end if;

11 > if ind >= 0 and ind < nbrA

12 > then

13 > ifty=0

14 > then v2:=DCOuM(ind ,am);

15 > else v2:=DCOuSi(ind ,am);

16 > end if;

17 > return(v2);

18 > end if;

19 > if ind >= nbrA and ind < nbrA+nbrB
20 > then

21 > indO0:=ind—nbrA;

22 > v2:=DCOuwL(ind0,[1,1],2);

23 > return ([v2[1],v2[2]+am]);

24 > end if;

25 > if ind >= nbrA+nbrB and ind < nbrA+nbrB+nbrC
26 > then

27 > ind0:=nbrC—1—(ind—nbrA—nbrB);
28 > v2:=DCOuld (ind0,1);

29 > return ([am+v2[1],v2[2]]);

30 > end if;

31 > end proc:

(vii) ligne 14 = Soit v2 le couple de coordonnées locales pour le mor-
ceau méandre (ty=0)
(viii) ligne 15 = Soit v2 le couple de coordonnées locales pour le mor-
ceau spirale (ty=1)
(ix) ligne 19 = Soit le test d’appartenance a la courbe B
(x) ligne 21 = Soit ind0 I'indice local pour la courbe B en lacet
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(xi)
(xii)
(xiii)
(xiv)

(xv)

(xvi)

Fonctions de couplage et chainage
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ligne 22 = Soit v2 le couple de coordonnées locales pour le mor-
ceau de courbe B

ligne 23 = Soit le retour des coordonnées globales du rectangle
B

ligne 25 = Soit le test d’appartenance a la courbe C

ligne 27 = Soit ind0 l'indice local pour le morceau de courbe C
ligne 28 = Soit v2 le couple de coordonnées locales pour le mor-
ceau de courbe C

ligne 29 = Soit le retour des coordonnées globales du rectangle
C

2.8 Codage des courbes de type EMS
2.8.1 Algorithme ALG.8 CDOUEMS

La fonction Alg§| est la fonction de codage inverse de la fonction
de décodage Algl7] La fonction recoit v2, les coordonnées du point
de la courbe dont on recherche l'indice et le couple de parametres
v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la résolution du
morceau de courbe inscrit dans le carré de la partition A-3.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I'al-
gorithme ALGJ§]:

@
(ii)
(iii)
(iv)

)
(vi)
(vii)
(viii)

ligne 3-7 = Soit a, b, am, ap les dimensions de la partition
ligne 8 = Soit nbr A le nombre de points de la courbe A

ligne 9 = Soit le test de parité de la résolution

ligne 10-11 = Soient nbrB et nbrC' les nombres de points des
courbes B et C et les dimensions /g1 et h0

ligne 15 = Soit le test d’appartenance a la courbe A

ligne 17 = Soit ty le type de courbe uM ou uS

ligne 18 = Soit ind l'indice local du point pour la courbe uM
ligne 19 = Soit ind I'indice local du point pour la courbe uSi

Alg. 8 - CDOUEMS

nbrA:=am” 2;

0 CDOuEMS: =proc(v2,v2p)

1 local a,ty,b,am,ap,nbrA,nbrB,nbrC,
2 1g1,h0,x,y,ind,v2a;

3 a:=v2p[1];

4 ty:=v2p[2];

5 b:=a-2;

6 am:=a—1;

7 ap:=a+1;

8

9

if amod 2 =0
then nbrB:=2«am; nbrC:=2«ap; lgl:=am; hO:=ap;
else nbrB:=2:ap; nbrC:=2:am; lgl:=ap; hO:=am;

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
12 > end if;
13 > x:=v2[1];
14 > y:=v2[2];
15 > if x < am and y < am
16 > then
17 > if ty =0
18 > then ind:=CDOuM(v2,am);
19 > else ind:=CDOuSi(v2,am);
20 > end if;
21 > return (ind);
22 > end if;
23 > if y > b and x < lg1l
24 > then
25 > v2a:=[x,y-b-1];
26 > ind:=CDOuwL(v2a,[1,1],2);
27 > return (ind+nbrA);
28 > end if;
29 > if x > b and y < hO
30 > then
31 > v2a:=[x-b-1,y];
32 > ind:=CDOulLd (v2a,1);
33 > return (nbrA+nbrB+nbrC—ind —1);
34 > end if;
35 > end proc:

(ix) ligne 21 = Soit le retour de I'indice global recherché
(x) ligne 23 = Soit le test d’appartenance a la courbe B
(xi) ligne 31 = Soit v2a les coordonnées locales du point pour la

courbe B
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(xii) ligne 26 = Soit ind l'indice local du point pour la courbe B
(xiii) ligne 27 = Soit le retour de l'indice global recherché
(xiv) ligne 29 =- Soit le test d’appartenance a la courbe C
(xv) ligne 31 = Soit v2a les coordonnées locales du point pour la
courbe C
(xvi) ligne 32 = Soit le test d’appartenance a la courbe C
(xvii) ligne 33 = Soit le retour de I'indice global recherché

2.9 Chainage des courbes de type uEMS

SE] fuee
= = — 1
PL_.E ] ggﬁjgﬂ

FIGURE 8 — Carte de chalnage des courbes de type uEMS de type O

2.9.1 Algorithme ALG9 matEMS

La fonction Alg/9]est la fonction de chainage qui permet de générer
les cartes des figures Alg)8|et Alg/9]

La fonction recoit v2, les coordonnées du point de la courbe dont
on recherche I'identifiant de transformation ponctuelle et le couple
de parametres v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la
résolution du premier morceau de courbe contrélant la symétrie de
la courbe. La fonction retourne la valeur entiére correspondant a la
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FIGURE 9 — Carte de chalnage des courbes de type uEMS de type 1

el R R B

matrice ponctuelle de chainage associée au point de coordonnées en
entrée.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I'al-
gorithme ALGJ9|:

(i) ligne 13 = Soit le test d’appartenance au carré de la partition

(ii) ligne 15 = Soit le test du type de la courbe inscrit dans le carré
de la partition

(iii) ligne 16 = Soit cs I'indicateur de matrice de chainage pour la
courbe méandre

(iv) ligne 19 = Soit cs l'indicateur de matrice de chainage pour la
courbe spirale inverse

(v) ligne 23-30 = Soit ¢s I'indicateur de matrice de chainage pour
les points n’appartenant pas au carré

2.10 Deécodage des courbes de type uEMSi

Le second type de courbe correspondant a la partition A-2 est dé-
nommé uEMSi. Il s’agit d’'une courbe a résolution impaire m = 2a+1.
La courbe est illustrée par la figure Fig/10| pour des résolutions 3 et 5.
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Alg. 9 — matEMS

0 > matEMS:=proc(v2,v2p)

1 > local a,ty,am,ap,nbrA,nbrB,nbrC,l1gl ,h0,x,y,cs,ind;
2 > a:=v2p[l];

3 > ty:=v2p[2];

4 > am:=a-—1;

5 > ap:=a+l;

6 > nbrA:=am”2;

7 > if amod 2 =0

8 > then nbrB:=2.am; nbrC:=2«ap; lgl:=am; hO:=ap;
9 > else nbrB:=2.ap; nbrC:=2+am; lgl:=ap; hO:=am;
10 > end if;

11 > x:=v2[1];

12 > y:=v2[2];

13 > if x < am and y < am

14 > then

15 > if ty =0

16 > then cs:=matM(v2,am);

17 > else

18 > ind:= CDOuSi(v2,am);

19 > cs:=matSi(ind ,am);

20 > end if;

21 > return(cs);

22 > end if;

23 > if y = a then return(0); end if;

24 > if y =am and a mod 2 = 0 and x = a

25 > then return(2);

26 > end if;

27 > if y = am and x mod 2 = 0 then return(7); end if;
28 > if y = am and x mod 2 <> 0 then return(5); end if;
29 > if x = am then return(5); end if;

30 > if y mod 2 = 0 then return(0); end if;

31 > return(2);

32 > end proc:

L'occurence de la courbe en haut a gauche de la figure est congruente
avec la courbe de Hilbert classique pour m = 2. L'occurence en haut a
droite modifie le caractére symétrique de cette courbe. Les deux occu-
rences du bas de la figure correspondent a des résolutions 5 et 6 avec
et sans symétrie. Les séquences d’appel des fonctions qui calculent les
points des 4 courbes de la figure sont les suivantes;;

FI1GURE 10 — Courbes de types DCOUEMSi O et 1

2.10.1 Algorithme ALG[10|DCOUEMSi

La fonction AlgJ10 correspond a la fonction de décodage de la
courbe correspondant a la partition B-1. La fonction recoit ind, I'in-
dice du point de la courbe dont on recherche les coordonnées et le
couple de parametres v2p correspondant a la résolution de la courbe
et a la résolution du premier morceau de courbe contrélant la symé-
trie de la courbe.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de 1’al-
gorithme ALGJ10]:
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Alg. 10 - DCOUEMSi

ind0:=nbrC—1—(inds—nbrA—nbrB);
v2:=DCOuwL(ind0,[1,0],2);
return ([v2[1],v2[2]1]);

end if;

end proc:

0 > DCOuEMSi:=proc(ind,v2p)
1 > local a,ty,am,ap,inds,nbrA,nbrB,nbrC,v2,ind0;
2 > a:=v2p[l];
3 > ty:=v2p[2];
4 > am:=a-—1;
5 > ap:=a+l;
6 > inds:=ap”2—-(ind+1);
7 > nbrA:=am”2;
8 > if amod 2 =0
9 > then nbrB:=2.am; nbrC:=2:ap;
10 > else nbrB:=2xap; nbrC:=2.am;
11 > end if;
12 > if inds >= 0 and inds < nbrA
13 > then
14 > if ty =0
15 > then v2:=DCOuM(inds ,am);
16 > else v2:=DCOuSi(inds ,am);
17 > end if;
18 > return ([a—v2[1],v2[2]]);
19 > end if;
20 > if inds >= nbrA and inds < nbrA+nbrB
21 > then
22 > ind0:=inds—nbrA;
23 > v2:=DCOuwL(ind0,[1,1],2);
24 > return ([a—v2[1],v2[2]+am]);
25 > end if;
26 > if inds >= nbrA+nbrB and inds < nbrA+nbrB+nbrC
27 > then

>

>

>

>

>

(i) ligne 2-6 = Soit l'initialisation des variables
(ii) ligne 7 = Soit nbr A le nombre de points de la courbe A
(iii) ligne 8 = Soit le test de parité de la résolution de la courbe
(iv) ligne 9-10 = Soient nbrB et nbrC les nombres de points des
courbes B et C
(v) ligne 12 = Soit 'appartenance du point au rectangle A

(vi) ligne 15 = Soit v2 les coordonnées locales par rapport a la
courbe uM

ligne 16 = Soit v2 les coordonnées locales par rapport a la
courbe uSi

ligne 18 = Soit le retour de l'indice global

ligne 20 = Soit I'appartenance du point au rectangle B
ligne 22 =- Soit ind0 l'indice local pour la courbe B

ligne 23 = Soit v2 les coordonnées locales par rapport
courbe B

ligne 24 = Soit le retour de l'indice global

ligne 26 = Soit 'appartenance du point au rectangle C
ligne 28 =- Soit ind0 'indice local pour la courbe C

ligne 29 = Soit v2 les coordonnées locales par rapport a la
courbe C

ligne 30 = Soit le retour de l'indice global

(vii)

(viii)
(ix)
x)
(xi)

la

Q-

(xii)
(xiii)
(xiv)

(xv)

(xvi)

2.11
2.11.1

Codage des courbes de type uEMSi
Algorithme ALG[11] CDOUEMSi

La fonction Alg/11]est la fonction de codage inverse de la fonction
de décodage AlgJ10] La fonction recoit v2, les coordonnées du point
de la courbe dont on recherche l'indice et le couple de parametres
v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la résolution du
morceau de courbe inscrit dans le carré de la partition B-1.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I'al-
gorithme ALGJ1]]:

(i) ligne 3-7 = Soit I'initialisation des variables
(ii) ligne 8 = Soit le test de parité de la résolution
(iii) ligne 9-10 = Soient les nombres de points de la courbe A et B
et les dimensions /gb et hb
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(vi) ligne 17 = Soit le retour de l'indice global

Alg. 11 - CDOUEMSi (vii) ligne 19 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe A

0 > CDOuEMSi:=proc(v2,v2p) . . / .
1 < local a,lty f’c,am‘faanﬁrA,ner’lgb hb, (viii) ligne 22-23 = Soit v2a les coordonnées locales du point de la
2 > nbrC,x,y,v2a,ind; courbe B
3 > a:=v2p[l]; . . . - . . .
4 > ty:=v2p[2]: (ix) ligne 25 = Soit ind I'indice local du point pour la courbe B
Z g ;]:;_21 _ (x) ligne 26 = Soit le retour de l'indice global
7 > api=a+1; (xi) ligne 28 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe A
8 > if amod 2 =0 - 3 3 A 7
o = then mbrA:—2.iap: nbrBi=2eam: lgbi=2: hbicap: (xii) ligne 30 = Soit v2a les coordonnées locales du point de la courbe
10 > else nbrA:=2.am; nbrB:=2.ap; lgb:=0; hb:=am; C
E > i‘];‘rlc_‘:f;A N (xiii) ligne 32 = Soit ind l'indice local du point pour la courbe uMi
13 > x:=v2[1]; (xiv) ligne 33 = Soit ind l'indice local du point pour la courbe uS
1‘5‘ g }iI:f:§2<[22];an dy < hb (xv) ligne 35 = Soit le retour de 'indice global
16 > then ind:=CDOulg(v2,1);
17 > retul:n(ind); " .
18 > end if; 2.12 Chainage des courbes de type UEMSI
19 > if x >= lgb and y > ¢
20 > th . . A . Je 7
21 - iina mod 2 = 0 La fonction Alg est la fonction de chainage qui permet de géné-
22 > then v2a:=[x—-1,y-am]; rer 1 It la figure Alel11
23 > else v2a:=[x,y—am]; €I les cartes de a tigure g
24 > end if;
25 > ind:=CDOuwL(v2a,[1,1],2);
25 > gt ndsm g Jimdindt§ liouil § il STkt It § il § il
28 if 1 and y <= . g
28 > if x>1andy<=c J?L_.JL._.JL N E= =0 1[j
30 > v2a:=[x—-1,y]; — 1. 1.1 1 L :| I: I_IHI_IT_TI_I :l I:
31 > if ty mod 2 = 0 1—-——| 0 [ :I [ :I
32 > then ind:=CDOuMi(v2a,am); ] M _I;_._-| I: ;_;l_l;_; :I I:
gi > e(ljse:find::CDOuS(VZa,am); L I:I I::I D gy W R W | E:I ] I::I I::I

> end if; L j [
35 > return (nbrA+nbrB+ind —(2«a—1)); [+ — I: :I I: :I I: :I
% 2 end i i e Rl 1 =2 g J S
37 > end proc: _|| I:I [:I I::I I::I 1_1_ _'7—-—_| 0 Lﬁuﬁl_lﬁl_lﬁ\j

M) ) Bl O ) e

(iv) ligne 12 = Soit nbrC' le nombre de points de la courbe C FIGURE 11 - Carte de chainage des courbes de types uEMSi O et 1
(v) ligne 15 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe A
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2.12.1 Algorithme ALG[12 matEMSi

Alg. 12 — matEMSi

La fonction recoit v2, les coordonnées du point de la courbe dont 0 > matEMSi:=proc(v2,v2p)
h he Iid ifi d f . 1 1 1 1 > local a,ty,c,am,ap,nbrA,nbrB,
on recherche lidentifiant de transformation ponctuelle et le couple 2 > Igb .hb,nbrC,x,y. cs v2a,ind;
de parametres v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la i > ai=V23 [g]
/ . . A o > ty:=v ;
résolution du premier morceau de courbe contrélant la symétrie de 5 C:y=a_2€
la courbe. La fonction retourne la valeur entiére correspondant a la g > m:a:i
i 2 A : / > ap:=a+1;
matrice ponctuelle de chainage associée au point de coordonnées en 8 > if amod2 =0
entrée. 9 > then nbrA:=2.ap; nbrB:=2:am; lgb:=2; hb:=ap;
. . . , 10 > else nbrA:=2:am; nbrB:=2.ap; lgb:=0; hb:=am;
Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I’al- 11 > end if;
: . 12 > nbrC:=a"2;
gorithme ALGJ12|: 13 > xi=v2[1];
(i) ligne 3-14 = Soit I'initialisation des parametres identique a la 14 > y:=v2[2];
. . 15 > if amod 2 =0 and x =1 and y = a
fonction CDOUEMSi 16 > then return(0);
Y 1 : ’ > : 17 > end if;
(ii) ll.gne .15 = Soit le test d’appartenance a un point de raccord 16 2 fx<2andy<hb
singulier 19 > then cs:=matlg(v2,1);
(iii) ligne 18 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe A 20 7 returnles);
(iv) ligne 19 = Soit cs I'indicateur de matrice de transformation 22 > if x >= Igh and y > c
ponctuelle pour la courbe A B e a0
(v) ligne 22 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe B 25 >  then v2a:=[x—1,y-am];
(vi) ligne 25 = Soit v2a les coordonnées locales de la courbe paire 2007 LS e boymands
B 28 > cs:=matL(v2a,1);
(vii) ligne 26 = Soit v2a les coordonnées locales de la courbe impaire 2007 et s s
B 31 > if x> 1 and y <= ¢
. . . . . . 32 th
(viii) ligne 28 = Soit cs l'indicateur de matrice de transformation 33 2 vomie[x-1 vl;
ponctuelle pour la courbe B 34 > ifhty mod 2 = 0
. . . . . . . 35 > t :=matMi(v2a, ;
(ix) ligne 35 = Soit cs lindicateur de matrice de transformation T L e s o s mats (ind am)
ponctuelle pour la courbe uMi 37 > end if;
. . ye . . . 38 > return(cs);
(x) ligne 36 = Soit cs l'indicateur de matrice de transformation 39 > end if;
ponctuelle pour la courbe uS 40 > end proc:
(xi) ligne 20,29,38 = Soit le reour de cs I'indicateur de matrice de
transformation ponctuelle
(xii) ligne 31 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe C
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(xiii) ligne 33 = Soit v2a les coordonnées locales de la courbe C

2.13 Décodage des courbes de type uLMS

Le second type de courbe correspondant a la partition A-2 est dé-
nommé uLMS. Il s’agit d'une courbe a résolution impaire m = 2a+ 1.
La courbe est illustrée par la figure Fig.?? pour des résolutions 3 et 5.

] =

= | | = Hl.llllllll

FIGURE 12 — Courbes de types DCOLMS 0,1,2,3

2.13.1 Algorithme ALGJ/13DCOuLMS

La fonction AlgJ13| correspond a la fonction de décodage de la
courbe correspondant a la partition B-1. La fonction recoit ind, I'in-
dice du point de la courbe dont on recherche les coordonnées et le
couple de parametres v2p correspondant a la résolution de la courbe
et a la résolution du premier morceau de courbe contrélant la symé-
trie de la courbe.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I’al-
gorithme ALGJ13]:

(i) ligne 2-8 = Soit l'initialisation des variables
(ii) ligne 9 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe A
(iii) ligne 11 = Soit le test du type de la courbe A
(iv) ligne 12 = Soit v2 le couple de coordonnées locales de la courbe
uM
(v) ligne 13 = Soit v2 le couple de coordonnées locales de la courbe
uSi
(vi) ligne 15 = Soit le retour du couple de coordonnées globales
(vii) ligne 17 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe B
(viii) ligne 19 = Soit ind0 I'indice local sur la courbe C
(ix) ligne 20 = Soit v2 le couple de coordonnées locales de la courbe
uwL
(x) ligne 21 = Soit le retour du couple de coordonnées globales
(xi) ligne 23 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe C
(xii) ligne 25 = Soit ind0 I'indice local sur la courbe C
(xiii) ligne 26 = Soit le test du type de la courbe C
(xiv) ligne 28 = Soit v2 le couple de coordonnées locales de la courbe
uMi
(xv) ligne 30 = Soit v2 le couple de coordonnées locales de la courbe
uS
(xvi) ligne 32 = Soit le retour du couple de coordonnées globales
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Alg. 13 — DCOuLMS

OOV WNRFO

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYV

DCOuLMS:=proc(ind ,v2p)
local a,ty,am,ap,nbrA,nbrB,nbrC,ind0,v2;
a:=v2p[1l];
ty:=v2p[2];
am:=a—1;
ap:=a+1;
nbrA:=ap " 2/4;
nbrB:=nbrA«2;
nbrC:=nbrA;
if ind >= 0 and ind < nbrA
then
if ty < 2
then v2:=DCOuM(ind ,am/2+1);
else v2:=DCOuSi(ind ,am/2+1);
end if;
return(v2);
end if;
if ind >= nbrA and ind < nbrA+nbrB
then
indO0:=ind—nbrA;
v2:=DCOuwL(indO ,[am/2,1],2);
return ([v2[1],v2[2]+am/2+1]);
end if;
if ind >= nbrA+nbrB and ind < nbrA+nbrB+nbrC
then
ind0:=ind —3«a"2/4—a/2+5/4;
if ty mod 2 = 0
then
v2:=DCOuMi(ind0 ,am/2+1);
else
v2:=DC0uS (ind0 ,am/2+1);
end if;
return ([v2[1]4+am/2,v2[2]]);
end if;
end proc:

2.14 Codage des courbes de type uLMS

2.14.1 Algorithme ALG[14CDOuLMS

La fonction Alg/14]est la fonction de codage inverse de la fonction
de décodage Alg/13] La fonction recoit v2, les coordonnées du point
de la courbe dont on recherche l'indice et le couple de parametres
v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la résolution du
morceau de courbe inscrit dans le carré de la partition B-1.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de 1’al-

gorithme ALGJ14]:
(i) ligne 3-9 = Soit I'initialisation des variables
(ii) ligne 10 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe A
(iii) ligne 12 = Soit le test de type de courbe A
(iv) ligne 13 = Soit l'indice local par rapport a la courbe uM
(v) ligne 14 = Soit l'indice local par rapport a la courbe uSi
(vi) ligne 16 = Soit le retour de l'indice global par rapport a la
courbe générale
(vii) ligne 18 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe B
(viii) ligne 20 =- Soit v2a le couple de coordonnées locales du point
par rapport a la courbe B
(ix) ligne 22 = Soit le retour de l'indice global par rapport a la
courbe générale
(x) ligne 24 = Soit le test d’appartenance du point a la courbe C
(xi) ligne 26 = Soit v2a le couple de coordonnées locales du point
par rapport a la courbe C
(xii) ligne 27 = Soit le test de type de courbe C
(xiii) ligne 29 = Soit ind0 I'indice local par rapport a la courbe uMi
(xiv) ligne 31 = Soit ind0 l'indice local par rapport a la courbe uS
(xv) ligne 33 = Soit le retour de I'indice global par rapport a la

courbe générale
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2.15

La fonction AlgJ15|est la fonction de chainage qui permet de géné-

Alg. 14 — CDOuLMS

OOV WNRFO

Chainage des courbes de type uLMS

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYV

CDOuLMS:=proc(v2,v2p)

local a,ty,am,am2,ap,nbrA,x,y,ind,v2a,indO;

a:=v2p[1l];
ty:=v2p[2];
am:=a—1;
am2:=am/2;
ap:=a+1;
nbrA:=ap " 2/4;
x:=v2[1];
y:=v2[2];
if x <= am2 and y <= am2
then
if ty <2
then ind:=CDOuM(v2,am2+1);
else ind:=CDOuSi(v2,am2+1);
end if;
return (ind);
end if;
if y > am2
then
v2a:=[v2[1],v2[2] —am2—1];
ind0:=CDOuwL(v2a,[am2,1],2);
return (indO+nbrA);
end if;
if x > am2 and y <= am2
then
v2a:=[v2[1]—am2,v2[2]];
if ty mod 2 = 0
then
ind0:=CDOuMi(v2a,am2+1);
else
ind0:=CDOuS(v2a,am2+1);
end if;
return (ind0+3xa”2/4+a/2—-5/4);
end if;
end proc:

rer les cartes de la figure Algl13]
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généralisant les courbes de Hilbert

PRELDG PUrGD
A 2 2 O _]I'_._.JE._._—l[:I
inbdnn pobd i
A S BB I B B
_l—l — l—.l'_ _ll_L i j—t
[]L_.JL._.JL []L_.JE._.J[I
]I__'_EII__'_U_’ ] ) ] O
i

=

Al
I:_l C
[
i
R
FH
[t
iy

@
%

A

1
i

.

!

FIGURE 13 - Carte de chainage des courbes de types uLMSi 0,1,2,3

2.15.1 Algorithme ALG[15| matLMS

La fonction recoit v2, les coordonnées du point de la courbe dont
on recherche I'identifiant de transformation ponctuelle et le couple
de parametres v2p correspondant a la résolution de la courbe et a la
résolution du premier morceau de courbe contrélant la symétrie de
la courbe. La fonction retourne la valeur entiére correspondant a la
matrice ponctuelle de chainage associée au point de coordonnées en
entrée.

Nous avons a la suite les commentaires concernant le code de I'al-
gorithme ALGJ15|:

(i) ligne 2-9 = Soit l'initialisation des parameétres
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(iii)
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Alg. 15 — matLMS (Eg
0 > matLMS:=proc(v2,v2p) .
1 > local a,ty,am,am2,ap,nbrA,x,y,cs,ind,v2a; (Vl)
2 > a:=v2p[l]; (Vll)
3 > ty:=v2p[2];
4 > am=a-1; (viii)
5 > am2:=am/2;
6 > ap:=a+l; .
7 > nbrA:=ap”™2/4; (IX)
8 > x:=v2[1];
9 > y:=v2[2]; (X)
10 > if x <= am2 and y <= am2 (Xl)
11 > then s
12 > if ty < 2 (Xll)
13 > then cs:=matM(v2,am2+1); (Xlll)
14 > else
15 > ind:=CDOuSi(v2,am2+1);
16 > cs:=matSi(ind ,am2+1); (XlV)
17 > end if;
18 > return(cs);
19 > end if; (xv)
20 > if y > am2 .
21 > then (XVI)
22 > v2a:=[v2[1],v2[2] —am2—-1];
23 > cs:=matL(v2a,am2); ..
24 > return(cs); (XVH)
25 > end if;
26 > if x > am2 and y <= am2
27 > then
28 > v2a:=[v2[1]—am2,v2[2]];
29 > if ty mod 2 = 0
30 > then
31 > cs:=matMi(v2a,am2+1);
32 > else
33 > ind:=CDOuS(v2a,am2+1);
34 > cs:=matS (ind ,am2+1); 3
35 > end if;
36 > return(cs);
37 > end if;
38 > end proc:

ligne 15 = Soit ind l'indice local du point sur la courbe A
ligne 16 = Soit c¢s l'indicateur de transformation ponctuelle
ligne 18 = Soit le retour de cs I'indicateur de transformation
ligne 20 =- Soit 'appartenance du point a la courbe B

ligne 22 = Soit v2a le couple des coordonnées du point sur la
courbe B

ligne 23 = Soit c¢s l'indicateur de transformation ponctuelle
ligne 24 = Soit le retour de cs l'indicateur de transformation
ligne 26 =- Soit 'appartenance du point a la courbe C

ligne 29 = Soit le test {0, 1,2, 3} concernant le type de courbe
ligne 28 =- Soit v2a le couple des coordonnées du point sur la
courbe C

ligne 31 = Soit cs le calcul d’indicateur de transformation ponc-
tuelle

ligne 33 = Soit ind l'indice local du point sur la courbe C
ligne 34 = Soit cs le calcul d’indicateur de transformation ponc-
tuelle

ligne 36 = Soit le retour de c¢s l'indicateur de transformation
ponctuelle

Génération par rotors de niveau 1

ligne
ligne 12 = Soit le test {0, 1, 2, 3} concernant le type de courbe

10 = Soit 'appartenance du point a la courbe A

Les courbes de Hilbert peuvent-étre obtenues et généralisées par
une seconde méthode en particularisant la signature des meta-
courbes de type DC1, et en forcant les résolutions des courbes rotors
a 1 tout en choississant un type 7P quelconque de courbe de classe
U
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IsDC1 ={m, IsRS,[sT P}
IsRS ={1,---,1},
et IsTP={TPy}

avec

La metacourbe ainsi définie représente les n premiéres itérations
ou ordres de la courbe de Hilbert classique qui est dans notre re-
présentation constituée de courbes rotor de résolution 1. Contraire-
ment a la construction d’Hilbert basée sur une courbe élémentaire
discrete de classe U non typée, nous illustrons des généralisations de
la courbe d’Hilbert classique en typant la metacourbe, et en modifiant
les résolutions des ordres > 2. Ces courbes seront dénommées "hil-
bertiennes". La séquence des figures Fig[14] Fig/15|et Fig[16], illustre
des metacourbes "hilbertiennes" de types respectifs 0, 1, 2 et de signa-
tures diophantiennes respectives {1,1,1,1}, {1,1,1,3}, et {1,1,1,5}.
Cette approche revient a modifier en premier la résolution des rotors
feuilles. Une autre approche consiste a modifier en premier le rotor
principal racine. La figure Fig{17]illustre une metacourbe constituée
de courbes de Hilbert d’ordre 3 chainées a partir d'une courbe rotor
racine de type 1 et de résolution 4.
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FIGURE 14 — Courbe de Hilbert a rotors de type lacet

Salataly
%Eéiﬁﬁ %muEEE =l =
ek e L e

FIGURE 15 — Courbe de Hilbert a rotors de type méandre
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FIGURE 16 — Courbe de Hilbert a rotors de type spirale

Les coordonnées des points des deux courbes du bas de la figure
de niveau 1, sont quant a elles générées par les séquences suivantes ;

Le nombre m du niveau de rotors utilisé correspond au niveau de
la courbe de Hilbert générée par cette premiere méthode.
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3.1 Fractalisation de Hilbert généralisée

Le mécanisme récursif de Hilbert correspond a une fractalisation
des courbes successives de Hilbert, chaque morceau de courbe en
forme de U étant subdivisée en quatre nouveaux morceaux de méme
forme. Une fractalisation généralisée des courbes de Hilbert consiste
a remplacer la courbe de Hilbert de niveaux m = 1 par toute autre
courbe de Gray. La figure FigJl7] illustre une fractalisation d’une
courbe de type uSi.

Ficure 17 - DC1(,4,[4,1,1,1],[1]),i=0..1599

4 Génération par rotors de niveau 3

Les courbes de Hilbert peuvent-étre obtenues et généralisées par
une troisieme méthode en particularisant la signature des meta-
courbes de type DC3. Cette approche correspond a la partition B-3 et
permet d’obtenir des courbes de résolution impaire. Le principe des
courbes a rotors de niveau 3 est décrit en BibJ5| et s’applique a des
courbes de nature hybride.La figure Fig/18]illustre des exemples de
courbes de Hilbert générées par rotors de niveau 3.

Fi1GURE 18 — Courbes de Hilbert par rotors de niveau 3

Ces courbes sont générées par des séquences de la forme hilDC3(a)
ol le script Scr16|est présenté ci-dessous.
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Alg. 16 - hilDC3

0 > hilDC3:=proc(a)

1 > local m,IsRS,IsTP,1sSY ,1sSYO,1sSY1,1sSY2,

2 > IsHEO,IsHE1,IsHE,b nbr, RES;

3 > "RS=======";

4 >m=2;

5 > IsRS:=[1,a];

6 > "TP=======";

7 > 1sTP:=[0,[1,0,[1];

8 > "SYS=======";

9 > 1sSY0:=[1];

10 > IsSY1:=[1,3];

11 > 1sSY:=[1sSY0,1sSY1];

12 > "HEs======"j

13 > IsHEO:=[[1,3,[]11];

14 > IsHE1:=[[1,2,[]],[2,1,[1]1,[4,1,[1]1,[3,1,[11];
15 > IsHE:=[IsHEO,IsHE1];

16 > nbr:=NBRSIGn(m, IsRS ,2);

17 > RES:=[seq(DC3(i,m,IsRS,1sTP,1sSY,IsHE),i=0..nbr)]:
18 > return(RES);

19 > end proc:

5 Notes bibliographiques

La théorie des courbes remplissantes et en particulier des courbes
de Hilbert est introduite dans un grand nombre d’ouvrages. Les ré-
férences Ref.[9, (10, [12] permettent de se familiariser avec les prin-
cipales notions, algorithmes de construction et d’indexation de ces
courbes. La théorie des courbes particulieres de Hilbert prend nais-
sance avec l'article Ref.[3] contextualisé quelques années plus tard
par Moore Ref.[4]]. Ces travaux s’inscrivent a la suite des travaux pré-
curseurs de Cantor Ref.[1] et de Péano Ref.[2]. Une généralisation
de la construction des courbes remplissantes est suggérée par Péano
Ref.[5] par le moyen de schémas constructifs. La liaison des courbes
remplissantes et des fractales est réalisée dans un livre de Sainte-
Lagué Ref.[6] bien avant les travaux de Mandelbrot. Les courbes de

Hilbert sont présentées comme appartenant a la théorie des frac-
tales dans Ref.[8]. Les différents modes de formalisation des courbes
de Hilbert sont développées en particulier dans Ref.[14]. L’approche
énumérative des courbes remplissantes reléve de ’énumération des
chemins hamiltoniens couvrant des grilles carrées. Deux sites princi-
paux permettent d’explorer cette approche Ref.[[16, [15]. Les notions
de localité des courbes de Hilbert sont couvertes en Ref.[11] [14].
Finalement le principe des courbes remplissantes par des schémas
constructifs est introduit par Wunderlich Ref.[7]] et généralisé par
Rotgé au travers de la théorie des metacourbes de Gray Ref.[24] qui
s’appuie elle-méme sur une série de nouvelles familles de courbes
remplissantes dites de Gray Ref.[20, 21 22| 23] (18, [17, [19, 25]. La
théorie des metacourbes de Gray permet en particulier de s’affranchir
des contraintes historiques des courbes de Hilbert construites récur-
sivement dans des carrés. La référence Ref.[13] présente également
des stratégies pour échapper aux contraintes initiales des courbes de
Hilbert.
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